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Prefacio

A lo largo de la carrera de Matemaética Aplicada los estudiantes logramos observar dos mundos
distintos, el de la teorfa y el de las aplicaciones de esta. El mundo de la teoria lleva a conocer sobre
las demostraciones y la escritura formal de argumentos para probar un enunciado. Mientras que
en el area de aplicacion se estudia infinidad de aplicaciones derivadas de la teoria, entre estas, los
algoritmos.

Cuando uno va creciendo y se va formando se tiene nocién de qué es un algoritmo, a pesar de eso,
es dificil de definirlo formalmente. Esta serie de pasos finitos que llamamos algoritmo es utilizada
en muchas areas de la matematica, aun asi, durante la carrera es poco frecuente desarrollar teoria
basada en un algoritmo en especifico. Desde que conoci el Problema del Matrimonio Estable y que
su solucion se desarrollaba con base a una serie de instrucciones disenados por David Gale y Lloyd
Shapley me vi intrigado, debido a que nace una teoria distinta a mucho de lo que habia estudiado
antes.

El problema, el cual se basa en encontrar un emparejamiento de dos conjuntos basado en prefe-
rencias, parece sencillo, debido a que es basado en conjuntos discretos, pero como se presenta en el
trabajo, es necesario desarrollar bastante para asegurar su soluciéon. Ademas, al trabajar con el pro-
blema surgen variantes de como esto se puede complicar al momento de trasladarlo a una situaciéon
rutinaria, por eso también nace la motivacién a mostrar variantes famosas e introducir una nueva
variante: Preferencias por Caracteristicas.
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Resumen

La presente tesis busca enunciar el Problema del Matrimonio Estable, mostrar su solucién con sus
respectivas demostraciones y ejemplos. Luego, mostrar tres variantes de este problema: Conjuntos
Desiguales, Preferencias Incompletas, Preferencias por Caracteristicas. Para cada una se desarrolla la
teoria correspondiente y necesaria. Ademas, se muestran conceptos previos para tener a la mano las
herramientas requeridas para tener contexto del problema, sus variantes, los algoritmos y las pruebas
que aseguran su solucién. Este problema nace al tener el caso donde existan dos conjuntos del mismo
tamano cuyo deseo es emparejarse con el otro conjunto, es decir, para cada elemento encontrar una
pareja del otro conjunto. Lo que agrega el enunciado es que cada elemento cuenta con una lista
de preferencias. Con base en esta lista entra el concepto de emparejamiento inestable. Este busca
emular qué pasaria si dos elementos que no estan emparejados se prefieren mutuamente antes que a
sus parejas. Si esto sucede se dice que el emparejamiento es inestable. La solucion muestra que bajo
ciertas condiciones siempre se puede encontrar un emparejamiento no inestable, o emparejamiento
estable, ademas, también se muestra para las respectivas variantes.
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CAPITULO 1

Introduccién

El Problema del Matrimonio Estable consiste en encontrar una forma de emparejar a los elemen-
tos de dos conjuntos disjuntos, usualmente del mismo tamano, de modo que no existan pares que
prefieran estar entre si antes que con sus respectivas asignaciones. Cada elemento cuenta con una
lista de preferencias ordenadas sobre los elementos del conjunto opuesto, y el objetivo es evitar em-
parejamientos inestables, es decir, situaciones en las que dos elementos no emparejados mutuamente
preferirian estar juntos antes que con sus respectivas parejas. Este problema, formulado originalmen-
te por Gale y Shapley en 1962, no solo cuenta con una solucién garantizada bajo ciertas condiciones,
sino que también ha dado lugar a una vasta literatura que profundiza en sus variantes y aplicaciones.

La presente tesis desarrolla rigurosamente el algoritmo de Gale-Shapley, encargado de encontrar
un emparejamiento estable, y demuestra formalmente sus propiedades fundamentales mediante una
serie de definiciones, lemas y teoremas. Para comprender adecuadamente la formulacién y resolucién
del problema, se introducen nociones clave de teoria de conjuntos, funciones, algebra lineal, teoria
de grafos y orden lexicografico. Sobre esta base teodrica, se analizan tres variantes del problema
original que reflejan condiciones méas generales o realistas: conjuntos de distinto tamano, preferencias
incompletas y preferencias basadas en caracteristicas.

Particular atencion se otorga a la ultima de estas variantes, donde las preferencias no se establecen
sobre individuos especificos, sino sobre atributos que caracterizan a cada elemento. Este enfoque
resulta especialmente 1til en escenarios donde no existe informacién directa entre los conjuntos, pero
si se dispone de criterios objetivos para evaluar compatibilidades. Gracias a una adaptacion adecuada
del algoritmo de Gale-Shapley y al uso del orden lexicografico, es posible garantizar nuevamente la
estabilidad del emparejamiento. Esta tesis, por tanto, no solo reafirma la robustez del problema
clasico, sino que extiende su aplicabilidad a contextos méas amplios y actuales.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivos generales

= Analizar y presentar el problema del matrimonio estable y sus variantes clasicas, destacando
su relevancia teorica y préctica.

= Abordar una nueva variante del problema del matrimonio estable basada en preferencias por
caracteristicas, proponiendo un algoritmo adaptado y explorando sus aplicaciones potenciales.

2.2. Objetivos especificos

= Describir en detalle el problema original del matrimonio estable, incluyendo su formulacion y
el algoritmo estandar de Gale-Shapley.

= Explorar y analizar variantes clasicas del problema del matrimonio estable, en particular con-
juntos desiguales y preferencias incompletas.

s Identificar y discutir aplicaciones précticas del problema del matrimonio estable y sus variantes
en contextos reales, como la asignacion de plazas escolares y la contratacion laboral.

= Proponer una variante del problema del matrimonio estable en la que las preferencias se basen
en caracteristicas representadas por vectores binarios y desarrollar un algoritmo adaptado para
resolver esta variante.



CAPITULO 3

Justificacién

Esta tesis examina el problema del matrimonio estable y sus variantes, incluyendo una propues-
ta original centrada en la preferencia por caracteristicas. Este estudio combina teoria y practica,
ofreciendo una comprensién profunda de un problema clasico y proponiendo soluciones novedosas
aplicables a contextos reales como la seleccion de personal y la organizacion de equipos. Al presentar
una version original del algoritmo adaptado a preferencias basadas en caracteristicas, la investigacion
demuestra creatividad e innovacién. Ademaés, la flexibilidad de esta nueva versiéon permite su exten-
sién a otras variantes del problema, lo que abre la puerta a futuras investigaciones que desarrollen
més variantes basadas en preferencias por caracteristicas. Esto amplia su aplicabilidad y contribu-
ye significativamente al campo de la optimizacién combinatoria y la teoria de juegos, potenciando
futuras investigaciones en estas areas.



cAPITULO 4

Antecedentes

En el trabajo de Santamaria Manteca Paula |10], se aborda exhaustivamente el problema del
matrimonio estable y algunas variantes, proporcionando soluciones a través del Algoritmo de Gale-
Shapley. Este algoritmo garantiza que siempre existe un emparejamiento estable cuando el ntiimero
de hombres y mujeres es igual, y se ha utilizado como base para diversas aplicaciones practicas y
adaptaciones en problemas de asignacion. Las soluciones presentadas en este trabajo se enfocan en
variantes del problema original, como listas incompletas o inaceptables, y listas con indiferencias,
adaptando el algoritmo para manejar estas diferencias. Por ejemplo, en el caso de listas incompletas,
se realizan modificaciones al algoritmo de Gale-Shapley para asegurar que el proceso termine cuando
todos los proponentes estén emparejados o cuando no queden mas parejas aceptables. Ademés de
resolver el problema base, el documento explora aplicaciones practicas en contextos reales como la
asignacion de estudiantes a universidades y la organizacién de equipos en hospitales. Estas aplica-
ciones demuestran la flexibilidad y utilidad del algoritmo y sus variantes para abordar problemas
complejos de asignacion en diversas areas. Por ejemplo, el problema de los hospitales y residentes se
adapta del problema del matrimonio estable para asignar estudiantes a universidades, considerando
las capacidades limitadas y las preferencias incompletas de las universidades. Otra aplicaciéon no-
table es la asignacion de usuarios a servidores en servicios de Internet distribuidos, optimizando la
cercania geografica y el costo de servicio. Estas variantes y aplicaciones muestran como el problema
del matrimonio estable y sus soluciones pueden extenderse y aplicarse en diversos campos.

La tesis de Joe Hidakatsu|3|, titulada "Structure of the Stable Marriage and Stable Roommate
Problems and Applications", proporciona una soluciéon al problema del matrimonio estable utili-
zando el conocido algoritmo de Gale-Shapley, el cual siempre produce el mismo matrimonio estable
independientemente de cémo se ejecute el algoritmo. Ademas, los autores Robert Irving y Paul
Leather construyeron el poset de rotaciones, cuyas colecciones cerradas hacia abajo tienen una co-
rrespondencia uno a uno con el conjunto de asignaciones de matrimonio estable. El trabajo discute
como utilizar el poset de rotaciones para encontrar la k-6ptima coincidencia y demuestra que una
k-6ptima coincidencia es la misma que una coincidencia de minimo arrepentimiento para un k su-
ficientemente alto. Dan Gusfield define el poset de rotaciones para el problema del companero de
cuarto estable y lo utiliza para enumerar eficientemente todas las asignaciones de companeros de
cuarto estables. El estudio también abarca variantes del problema del matrimonio estable, como el
problema del compaiiero de cuarto estable, en el cual en lugar de tener dos grupos que se emparejan



entre si, hay un solo grupo y se busca emparejar personas dentro de ese grupo. Esta generalizacién
lleva a la capacidad de enumerar todas las coincidencias estables posibles de manera relativamente
eficiente. Sin embargo, dependiendo del ntiimero de participantes en el proceso de emparejamiento,
el nimero de coincidencias estables posibles puede ser extremadamente grande, lo que implica que
encontrar todas las coincidencias estables puede tomar mucho tiempo debido a la gran cantidad de
coincidencias posibles. A pesar de esto, los resultados estructurales de Irving, Leather y Gusfield
pueden llevar a la capacidad de encontrar la coincidencia estable correcta para la aplicacion en
mente, reconociendo que no todas las coincidencias estables son apropiadas.

El articulo "Hard variants of stable marriage"de David F. Manlove [5], Robert W. Irving, Kazuo
Iwama, Shuichi Miyazaki y Yasufumi Morita aborda el problema del matrimonio estable y sus
diversas variantes. Este trabajo se destaca por ser el primer estudio exhaustivo sobre variantes del
problema en las que las listas de preferencias de los participantes no son necesariamente completas ni
totalmente ordenadas. Los autores muestran que, bajo ciertas suposiciones restrictivas, varias de estas
variantes son dificiles de resolver y dificiles de aproximar. En contraste con el caso donde las listas
de preferencias son completas o estrictamente ordenadas, una instancia del problema puede admitir
emparejamientos estables de diferentes tamanos. El articulo también proporciona un algoritmo de
aproximacién con un factor de 2 para los problemas de encontrar un emparejamiento estable de
tamano méaximo o minimo. Ademés, discute las implicaciones significativas de estos resultados para
los esquemas practicos de emparejamiento. Entre los problemas dificiles identificados se incluyen
encontrar un emparejamiento estable de tamano méximo o minimo, determinar si una pareja dada
es estable, y encontrar o aproximar tanto un emparejamiento estable ’igualitario’ como uno de
‘minimo arrepentimiento’.

El orden lexicografico [4] es una relacion de orden definida sobre el producto cartesiano de
conjuntos ordenados, utilizada comtinmente para ordenar y comparar cadenas de caracteres. En la
practica, se aplica frecuentemente en el desarrollo de aplicaciones, como al comparar valores de tipo
String en Swift. Este método de ordenacion es analogo a la forma en que se ordenan los términos en
un diccionario, comparando elementos secuencialmente segin su posicion en el alfabeto.

En la tesis de Villalba Rodriguez [15], se aborda un analisis detallado de los grafos y sus apli-
caciones en la teoria de la combinatoria. La autora proporciona una introduccién a los conceptos
bésicos de la teoria de grafos, explicando la importancia de las estructuras de emparejamiento y su
relevancia en diversos campos matemaéticos y practicos. Se destacan las definiciones fundamentales,
como grafos bipartitos, y se establece la base para entender como estas estructuras se utilizan para
modelar problemas complejos de asignaciéon y emparejamiento. En cuanto a los teoremas de Hall
y de Tutte, la tesis se enfoca en su demostracion y aplicaciones. El teorema de Hall, clave para la
existencia de emparejamientos perfectos en grafos bipartitos, se presenta con una prueba clara y
ejemplos ilustrativos que muestran su aplicaciéon en problemas reales de emparejamiento. Por otro
lado, el teorema de Tutte, que generaliza el concepto de emparejamiento en grafos no bipartitos,
se aborda en términos de su condicion necesaria y suficiente para la existencia de emparejamien-
tos perfectos. La autora no solo presenta la demostracion teorica, sino que también examina sus
implicaciones practicas y la relacién entre ambos teoremas en la teoria de emparejamientos.



CAPITULO b

Conceptos previos

5.1. Teoria de Conjuntos

Definicion 5.1

A la cantidad de elementos que tiene un conjunto se le conoce como Cardinalidad, sea el conjunto
A, su Cardinalidad es denotada por #A.

Nota 5.1
Si A es un conjunto finito, entonces #A € ZT.
Definicién 5.2

Sean A y B conjuntos, la Union de A y B es:

AUB={x:x€ Aoz e B}

Definicion 5.3

Sean A y B conjuntos, la Intersecciéon entre A y B es:

ANB={z:z€ A& x € B}

Definicion 5.4

Sean A y B conjuntos, la Diferencia entre A y B es:

A-B={z:2€ A&z ¢ B}



Definicion 5.5

Sean A y B conjuntos, se dice que A esté contenido en B ssi:

Voe A—ac€B

Se denota como A C B
Definicion 5.6

Sean A y B conjuntos, el producto cartesiano entre A y B se define como:

Ax B={(a,b):a€ Abe B}

Propiedad 5.1

Si Ay B son conjuntos finitos entonces:

#(Ax B) = #A« #B

Demostracion. Sea b € B. Notese que para cada a € A, se puede formar un par (a,b), donde cada
par es distinto debido a que se utilizan elementos distintos de A. Por lo tanto, para cada b € B se
tienen #A pares, ya que existen #B elementos en B, entonces:

#(Ax B) = #A #B

Nota 5.2

En este trabajo si hay un conjunto A, se denomina como:

A" =AXx Ax---x A={(a1,a2,....,an) : a; € AVi € {1,2,....,n}}
—_—

n veces

El cual es el n-ésimo producto de A sobre si mismo.

5.2. Teoria de Funciones

Definicion 5.7

Sean X, Y conjuntos. Se le llama a f : X — Y mapeo, donde X se le denomina como dominio
v Y como contradominio. f es la regla de asignacién que al aplicarla a un elemento de X mapea a
un elemento de Y. Este mapeo es funcién ssi:

» Vo € X existe un tnico y € Y tal que f(x) = v.



Definicion 5.8

Sean A C X, Y un conjunto y f: X — Y, la imagen del conjunto A bajo f es:

fA) ={f(x) :w e A}.

Notese que f(A) CY
Definicién 5.9

Sean B CY, X un conjuntoy f: X — Y, la preimagen del conjunto B bajo f es:

fYB)={z:3bec B> f(zx) =0}

Notese que f~1(B) C X.
Propiedad 5.2

Para una funcion f: X — Y,y A C X se tiene que:

AC fTHf(A)).

Demostracion. Sea x € A entonces por definicion de imagen, f(z) =y € f(A). Ahora, por definicién
de preimagen, ya que existe y € f(A) tal que f(x) = y, entonces, z € f~(f(4)), lo cual implica
que:

AC fTHf(A)).



Propiedad 5.3
Para una funcion f: X — Y,y B CY se tiene que:
F(f~H(B)) € B.

Demostracion. Seay € f(f~1(B)), entonces existe x € f~(B) tal que f(z) =y, yaque xz € f~(B)
entonces, y = f(x) es, tal que y € B, por definicion de preimagen. Por lo tanto,

F(F7H(B) € B.

Definicion 5.10
Una funcién f: X — Y se dice que es inyectiva ssi:

Vi, z9 € X tal que:

f(z1) = f(z2).

Entonces:

Xr1 = T2.

Es decir, si dos elementos de X tienen la misma imagen, entonces son el mismo elemento.
Definicion 5.11

Una funcion f: X — Y se dice que es sobreyectiva ssi:

YyeY3re X o f(x)=y.

Es decir, todos los elementos de Y tienen una preimagen no vacia.
Definicién 5.12

Una funciéon f: X — Y se dice que es biyectiva ssi es inyectiva y sobreyectiva.

5.3. Algebra Lineal

Definicion 5.13

Sea F' un conjunto, y +, *, operaciones binarias, en este caso denominadas como suma y multi-
plicacion, entonces, si se cumple:

Bajo la adicién:

» Cerradura: Va,b € F, (a+b) € F.



Asociatividad: Va,b,c € F, (a+b)+c=a+ (b+c).

= Neutro: Existe 0 € F' tal que: Va € F', a + 0 = a.
» Inverso: Va € A existe —a € F tal que: a + (—a) = 0.

= Conmutatividad: Va,b € F, a +b="b+ a.
Bajo la multiplicacion:

» Cerradura: Va,b € F, (axb) € F.

» Asociatividad: Va,b,c € F, (axb) xc=ax* (b*c).

= Neutro: Existe 1 € F' tal que: Va € F', ax1 = a.

» Inverso: Va € F existe a=! € F tal que a*a™! = 1.

s Conmutatividad: Va,b € F, a xb=bx*a.
Bajo ambas:
» Distributividad: Va,b,c € F, ax (b+c¢) = (a*b) + (a *c).

Entonces F' es un campo.
Definicion 5.14

Sean V' un conjunto, F' un campo y:

s VXV V.
s x F'xV V.

operaciones binarias, si se cumplen las siguientes:

» Asociatividad: Vu,v,w € V, u+ (v 4+ w) = (u +v) + w.

= Conmutatividad: Yu,v € V, u+v = v + u.

= Neutro: Existe 0 € V tal que Vo € V v 4+ 0 = v.

» Inverso: Vv € V existe —v € V tal que v+ (—v) = 0.

» Compatibilidad: Va,b € F, v € V se tiene que a * (b *v) = (a *b) * v.

= Neutro de escalares: Existe 1 € F' tal que 1 xv =wv, Vv € V.

» Distributividad 1: Va € F, u,v € V se tiene que a * (u 4+ v) = a x u + a * v.

» Distributividad 2: Va,b € F, v € V se tiene que (a +b) xv =a* v+ bxv.

Entonces: (V,+, %, F') es un Espacio Vectorial.

Definicién 5.15 Sea (V, +, %, F') un Espacio Vectorial, y v € V, entones v es un vector.

10



Nota 5.3 (R", +, *,R) es un espacio vectorial, sus vectores son representados como:
v = (V1,02 ...y Up)

donde v; € RVi € {1,2,...,n}.

Definicion 5.16

Sea F' un campo, un conjunto bidimensional de elementos de F’ ordenados en filas y columnas se
le conoce como Matriz. Se le denomina como Matriz M de tamano m x n, es decir M cuenta con m
filas y m columnas, donde m,n € Z*. Cada elemento de la Matriz es representado como:

Ml,]
donde: i € {1,2,....m}, j € {1,2,...,n} y M, ; € F.
Definicién 5.17

Sea S = {1,2,...,n} donde n € Z". Una permutacion de S es una funcién o : S — S tal que o
es biyectiva.

Definicion 5.18

Sea M una matriz de tamano n X n, entonces se define el determinante de M como:
n
det(M) = Z sgn(o) H M; 5 ()
oeS, i=1

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de S = {1,2,...,n} y sgn: S, — {—1,1} es
la funcién que asigna cada permutacién a un signo positivo o negativo.

5.4. Orden lexicografico

Definicion 5.19

Sean A y B conjuntos no vacios. Sea R C A x B tal que:

R ={(a,b) : (a,b) cumple con p}

donde p es una condicién. A R se le llama una relacién binaria entre A y B. La notacién para
decir que (a,b) € R es aRb.

Definicion 5.20
Sea A un conjunto no vacio, y sea R una relacién binaria entre A y A. Entonces, si se cumple

que:

» Reflexividad: Vz € A entonces zRx.

= Antisimetria: Sean x,y € A, si xRy y yRx entonces = = y.
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s Transitividad: Sean x,y,z € A, si Ry y yRz entonces zRz.

Entonces, R es una relacion de orden parcial, y A es un conjunto ordenado bajo la relacion R.
Definicién 5.21

Sean (A,<4) y (B,<p) conjuntos ordenados bajo las relaciones <4, <p respectivamente. En-
tonces el orden lexicogréfico para A x B se define como:

(a,0) <ap (a,bV)ssi(a<ad ya#ad)o6(a=ayb<pl).

Propiedad 5.4
Sean Sean (A4,<4) v (B, <pg) conjuntos ordenados bajo las relaciones <4, <p respectivamente.

El orden lexicografico para A X B es una relacion de orden parcial.

Demostracion. Sean Sean (A,<4) y (B,<p) conjuntos ordenados bajo las relaciones <4, <p res-
pectivamente.

» Reflexividad: Sea (a,b) € A x B, Notese que a = a y b <g b. Por lo tanto, se cumple con que
(a=ayb<phb),entonces (a,b) <a p (a,b).

» Antisimetria: Sean (a,b), (a’,b') € A x B, tal que (a,b) <aq.p (¢',V) vy (d',V) <a5 (a,b).
Notese esto implica que a <4 a’ y que a’ <4 a, por lo tanto, ya que <4 es relacion de orden
entonces: a = a’. Ahora, sucede también que b <g V', b/ <p by ya que <p es relacion de
orden, entonces b =¥, por lo tanto, (a,b) = (a’,d’).

» Transitividad: Sean (a,bd), (¢',V'), (a”,b") € A x B tal que (a,b) <a,p (a/,b') y (¢/,V) <ap
(a”,b"). Esto significa que a <4 a’ <4 a”, por lo tanto, a <4 a”, ya que <4 es una relacion
de orden. Ahora, si a # a” entonces se tiene que (a,b) <a p (a”,0”), si @ = a” entonces,
a =a = a'. Por lo tanto, b < b y ¥ <p b, lo cudl implica que b <p b”. Entonces,
(a,b) <a5 (@)

Por lo tanto, <4 p (orden lexicografico) es una relacion de orden parcial entre Ax By Ax B. O

5.5. Teoria de grafos

Definicion 5.22

Un Grafo Dirigido es un par ordenado G = (V, E) donde:

= V es un conjunto no vacio, el cual sera llamado conjunto de vértices.

= ECV xV, el cual seréd llamado el conjunto de aristas.

A (vy,v3) € E se le llama una arista, en un grafo dirigido, que (vi,v2) € E no implica que
(’Ug, ’Ul) e k.

Definicion 5.23

Un Grafo No Dirigido es un par ordenado G = (V, E) donde:
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= 1 es un conjunto no vacio, el cual sera llamado conjunto de vertices.

= FCV xV, el cudl serd llamado el conjunto de aristas.

A (v1,v3) € E se le llama una arista, la cual es bidireccional en un grafo no dirigido. Por lo
tanto es necesario que (vs,v1) € E. Es decir que para un grafo no dirigido si (vy,v2) € E entonces
(1}2, 1}1) € FE.

5.6. Algoritmos

Definicion 5.24

Una iteracion es un conjunto finito de instrucciones, las cuales se siguen en orden. Este conjunto
de instrucciones es disenado para participar en un proceso iterativo, es decir, son disenadas para que
se puedan repetir varias veces hasta que termine el proceso.

Definicion 5.25

A este proceso de repetir el conjunto de instrucciones llamado iteracion se le conoce como Algo-
ritmo. Un algoritmo debe contar con ciertas condiciones:

= Debe tener un criterio de finalizacion, el cudl si se cumple, el algoritmo para, si no se cumple,
se repite la iteracion.

= En cada iteracion debe verificarse si el criterio se cumple o no.

= El criterio debe ser tal que el nimero de iteraciones sea finito.

Diagrama de flujo

Para representar una iteracién y un algoritmo se puede utilizar un diagrama de flujo, donde se
representa en cada figura una instruccion, ademés de representarse la verificacion del criterio de
finalizacion. Asi como se muestra a continuacion:
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Inicio ¢ No

h

Instruccion 1

b

Instruccién 2

b

Instrucciéon 3

St i Se cumple
condicién 17

No

h

Instruccioén 4

{Se cumple
condicién 27

Notese en este caso que el criterio de decisiéon es si se cumple alguna de las dos condiciones
presentadas en un rombo, si alguna se cumple el algoritmo finaliza, de lo contrario, sigue iterando.
Estas condiciones deben ser disenadas tal que se asegure que en algiin momento alguna de las dos
se cumple, asi el algoritmo termina.
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CAPITULO ©

Emparejamiento desde la perspectiva de grafos

Definicién 6.1: Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Esto es:

» V es un conjunto tal que #V = ZT.

« B C {(u,v):u,veV}

El grafo G se dice que es bipartito si existen A, B conjuntos no vacios tal que AU B = V|,
ANB=0,yVY(u,w)e Fue Ay we B.

Ejemplo a Definicién 6.1

Sean V' = {a1,az,a3,b1,b2,03}, E = {(a1,b1), (a1,b2), (az,b2), (a3, b2), (a3, b3)}. Notese que G =
(V, E) es un grafo no dirigido. Ahora, sean A = {a1,a2,as}, B = {b1,ba, b3} conjuntos no vacios.

Notese que AUB =V, AN B = (), ademéas V(a,b) € E a € A, b € B. Por lo tanto, G es un grafo
bipartito. Como lo muestra la siguiente figura:

Definicion 6.2: Sea G = (V, E) un grafo no dirigido tal que #V = n con n € Z*, entonces
V ={v1,ve,...,0,}. Sea la matriz M de tamano n x n tal que:
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» M;; =1,si (v;,v5) € E o (vj,v;) € E.
u Mi’j = 07 si (’l)i7’l)j) ¢ E y (Uj,?]i) ¢ E.

M es la matriz de Adyacencia de G.
Ejemplo a Definicién 6.2

Sea V = {vy,vg,v3,v4} v E = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), (v1,v4)}. Notese que G = (V, E) es un
grafo no dirigido y

01 01
101 0
M_OlOl
1010

es la matriz de adyacencia de G, debido a que cada 1 de la matriz corresponde a la tupla (v;, v;)
o (vj,v;) que aparece en E.

Definicién 6.3: Sea G = (V, E) un grafo bipartito donde la particion de V esta dada por A y
B, donde #A = n, #B = m, con A = {a;,az2,...,a,}, B = {b1,ba,....;b, }. Sea Mp una matriz de
tamano n x m tal que:

L] MBi,j =1, si (ai,bj) € FE.

| ] MBi,j = 07 si (ai,bj) ¢ E.

M es la matriz de Biadyacencia de G.
Ejemplo a Definicion 6.3

Sean A = {a1,az,a3}, B = {b1,b2,03},V = AUB ,E = {(a1,b1), (a1, b2), (a2, b2), (a3, b2), (a3, b3)}.
Notese que G = (V, E) es un grafo bipartito, y sea:

Mp =

o O =
—_ =
—_ o O

Mp es la matriz de biadyacencia del grafo G.

Definicién 6.4 Sea G = (V, E) un grafo bipartito donde la particion de V esta dada por Ay B,
donde #A = n = #B. Entonces un Emparejamiento de G es P C E tal que:

» #P =n.

» Va € A no existen b;, b; con b; # b; tal que (a,b;), (a,b;) € P.

» Vb € B no existen a;, a; con a; # a; tal que (a;,b), (a;,b) € P.

Es decir, existe f : A — B biyectiva tal que si (u,v) € P entonces v = f(u).

Ejemplo a Definicion 6.4

Sean A = {a1,a2,a3}, B = {b1,b2,b3},V = AUB ,E = {(a1,b1), (a1, b2), (a2, b2), (a3, b2), (a3, b3)}.
Notese que G = (V, E) es un grafo bipartito, y sea:
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P ={(a1,b1), (az,b2), (a3, b3)}.
Notese que P cumple con las condiciones propuestas en la definicién 6.4, por lo tanto, P es un

Emparejamiento de G.

Teorema 6.1: Sean A, B tal que #A4 = #B = n, donde n € Z*. Ademaés, sean V = AU B,
E ={(a,b):a € Abe B}, G=(V,E) un grafo bipartito. Entonces existe un emparejamiento de G
ssi VS C A #N(S) > #S, donde N(S) ={be€ B:3a € S >(a,b) € E}, el conjunto de vecinos de S.

Demostracion. Sean A, B tal que #A = #B = n, donde n € ZT. Ademaés, sean V = AU B,
E ={(a,b):a € Abe B}, G=(V,E) un grafo bipartito.

(=) Supoéngase que existe P, un emparejamiento de G. y supongase por reduccion al absurdo
que existe S C A tal que #N(S) < #S. Por lo tanto, existe a € S tal que no existe b € B donde
(a,b) € P (—+), lo cual es una contradiccion ya que si eso pasa P no es un emparejamiento de G.

(<) Supoéngase que VS C A #N(S) > #S. Sea ¢y : A — Z7, tal que ¥(a) = #N({a}), ahora,
hagase una lista de los elementos de A L = {aj,as,...,a,} tal que: ¥(ar) < ¥(az) < ... < P(an).
Ahora, considérese el siguiente algoritmo de n iteraciones.

Se comienza con P = {}.

Para cada iteracion:

1. Se tiene una lista A’ C A, tal que A’ ={a € A:3b € B 5 (a,b) € P}.

2. Se tiene una lista B’ C B, tal que B’ ={b€ B:3a € A 5 (a,b) € P}.

3. Se toma el primer elemento de L — A’, llamese a.

4. Tomese un elemento b € N({a}) — B'.

5. P=PU{(a,b)}.

Notese que el tinico paso que puede generar problemas es el paso 3 del algoritmo. Ya que se debe
asegurar que (N({a}) — B’) # 0. Sea S = A’ U {a}, notese que #N(S) > #A’ + 1. Ahora, notese
que #B’ = #A’. Por lo tanto, N(S) — B’ tiene al menos un elemento que no esta emparejado. Por

lo tanto, (N ({a}) — B’) > 1. Ahora, ya que este algoritmo itera n veces y ningtn elemento de A y
B se elige dos veces, entonces P es un emparejamiento de G.

O

Definicién 6.5: Sea G = (V, E) un grafo bipartito donde la particién de V esta dada por A y
B, donde #A = n, #B = m, entonces A = {a;,az,...,a,}, B = {b1,ba,...,b,}. Sea M7 una matriz
de tamano n x m tal que:

L] MTi7j = T j, si (ai,bj) cFE.

- MTm‘ =0, si (ai,bj) ¢ E.

donde z; ; es una variable en los reales. A esta matriz se le conoce como la Matriz de Tutte de

G.
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Ejemplo a Definicién 6.5

Sean A = {a1,a2,a3}, B = {b1,b2, b3}, V = AUB ,E = {(a1,b1), (a1, b2), (a2, b2), (a3, b2), (a3, b3)}.
Notese que G = (V, E) es un grafo bipartito, y sea:

11 T12 O
MT = 0 Z22 0
0 w32 233

My es la matriz de Tutte del grafo G.

Teorema 6.2: Sea G = (V, E) un grafo bipartito donde la particién de V' esta4 dada por A y B,
donde #A = n, #B = m, entonces A = {a;,a9,...,a,}, B = {b1,ba,....,b,}. Sea Mr la matriz de
Tutte de G. Entonces G tiene un emparejamiento ssi det(Mr) # 0.

Demostracion. Sea G = (V, E) un grafo bipartito donde la particion de V' esta dada por A y B,
donde #A = n, #B = m, entonces A = {a;,az2,...,an}, B = {b1,ba,...,b,}. Sea Mr la matriz de
Tutte de G.

(=) Supodngase que existe P, un emparejamiento de G. Por lo tanto, sea S, el conjunto de
permutaciones sobre [n]. Ahora, ya que P es un emparejamiento, existe un o € Sy, tal que {(a;, by(;)) :
a; € A,by(y € Byi € {1,2,...,n}} = P. Entonces: [[/_; m; o(i) = 21,0(1)L2,0(2) -~ Tn,o(n) 7 0. Ahora,
yva que no hay otra permutacién que genere las mismas variables, entonces no existe otro producto
que al restar anule el término distinto de 0. Por lo tanto,

det(MT) = Z Sgn(a) HMTi7O'(i) ;é 0.
i=1

oceS,

(<) Supongase que det(Mr) # 0. Por lo tanto existe o € S,, tal que []\-, m; i) 7 0. Eso por
construccion de la Matriz de Tutte de G existe P = {(a1,by(1)), (@2,b5(2));s s (@n, bo(n)) }, notese
que #P = n, y debido a que o es una permutacion entonces ningin elemento de A o de B estéa
emparejado dos veces con dos elementos distintos. Entonces P es un emparejamiento de G.

O

Definiciéon 6.6 Sea M una matriz de tamano n x n. Sea 5, el conjunto de permutaciones de
{1,2,...,n}:

perm(M) = > [ Mioq).-

oc€Sy i=1
perm(M) se llama el permanente de M.
Ejemplo a Definicion 6.6
Sea:
1 1 0
M=(1 01
0 1 1
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Entonces S,, = {{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,1},{3,1,2},{3,2,1}}. Por lo tanto:

perm(M) = > [ Mioi) =

oc€Sy, i=1

= M1 Mz M3 3+M; 1 My 3 M3 o+ My g Mo 1 M3 3+My oMo 3 M3 1 +My 3Mo 1 Mg o+ My 3 My oMz =

perm(M)=04+14+14+0+0+0=2
Teorema 6.3 Sean A, B tal que #A = #B = n, donde n € Z*. Ademas, sean V = AU B,

E ={(a,b) :a € Ajb € B}, G =(V,E) un grafo bipartito y sea Mp la matriz de biadyacencia de
G. Entonces existen perm(Mp) emparejamientos distintos en G.

Demostracion. Sea S C S, tal que Vo € S" P = {(a1,b,(1)), (a2,05(2)); -+ (G by(n))} €8 un em-
parejamiento, nétese que por construccion de la matriz de adyacencia, M Bio(i) = 1, entonces:
T, M; ;) = 1. Por lo tanto, si para todo o ¢ S’ no produce un emparejamiento entonces:

perm(M) = Z HMi,a(i) = Z HMi,a(i) =#5".

€Sy, i=1 oeS’"i=1

y este valor corresponde a la cantidad de emparejamientos de G distintos. O
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CAPITULO [

El problema del matrimonio estable y su solucién

El problema del matrimonio estable, formulado por David Gale y Lloyd Shapley en 1962, es un
problema clasico que busca determinar como emparejar dos conjuntos de individuos de manera que
el emparejamiento resultante sea estable. En este capitulo, se presentard una descripcién detallada
de este problema, asi como el algoritmo de Gale-Shapley, que garantiza una soluciéon estable, y las
propiedades derivadas del emparejamiento resultante.

Para facilitar la comprensiéon del algoritmo y las demostraciones posteriores, primero se pre-
sentaran cinco definiciones clave relacionadas con el problema. Cada una de estas definiciones sera
acompanada de ejemplos ilustrativos que ayudaran a aclarar los conceptos fundamentales. Estas
definiciones son cruciales para establecer las bases del problema y preparar el terreno para las de-
mostraciones que siguen.

A continuacion, se explicara el algoritmo de Gale-Shapley en términos generales, seguido de un
ejemplo concreto que muestra su funcionamiento en la practica. Este algoritmo se centra en la inter-
accion entre dos conjuntos, A y B, donde uno de los conjuntos hace las propuestas de emparejamiento
y el otro responde de acuerdo a sus preferencias. El proceso iterativo garantiza que se obtenga un
emparejamiento estable.

Posteriormente, se abordaran diversas propiedades y lemas derivados del algoritmo. Estas pro-
piedades refuerzan la estructura para asegurar la estabilidad del emparejamiento. Finalmente, todas
estas herramientas permitiran demostrar el Teorema del Matrimonio Estable.

Este problema se presentara desde un punto de vista conjuntista y de funciones, pero al traducirlo
al idioma de grafos presentado en el capitulo 3, se busca optimizar el emparejamiento de un Grafo
Bipartito cuya matriz de Biadyacencia es cuadrada y todos sus valores son 1.
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Definicién 7.1: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € ZT. Se le llama un
emparejamiento entre A y B a:

P={(a,b):a€ Abe B}

donde:

= #P =n.
» Va; € A existe b; € B tal que (a;,b;) € P.

» Vb, € B existe a; € A tal que (a;,b;) € P.

Ejemplo a Definicién 7.1: Sean A = {ay,a2,a3,a4}, B = {b1,ba,b3,b4} y sea:

P = {(a1,b3), (az,b1), (as,b2), (a3, bs)}.

Entonces:

s Notese que #P =4 =#A = #B
= Para el conjunto A:

e Para ay, (a1,b3) € P
e Para as, (as,b1) € P
( )€ P
)

e Para ay, (a4,b2 e P.

e Para as, (as, by

= Para el conjunto B:

e Para by, (ag,b1) € P
e Para bo, (aq,b2) € P
e Para b3, (a1,b3) € P
e Para by, (a3, by) € P.

Por lo tanto, P es un emparejamiento entre A y B.

Definicién 7.2: Sean dos conjuntos A, B tal que #B = n donde n € Z*. Sea a € A. La funcién
biyectiva:

Yo : B—{1,2,..,n—1,n}
es un ranking de a para B.

Asimismo, una lista de preferencias de a para B esta dada por:

By = {bj,....b;}

donde el primer elemento corresponde al que hace que ¥,(b;) = 1, asi sucesivamente hasta el
altimo elemento que corresponde al que hace que ¥, (b;) = n.
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De manera idéntica se definen un ranking de b para A y una lista de preferencias de b para A
con b€ B.

Ejemplo a definicion 7.2: Sean A = {a1, a9, as3,a4}, B = {b1,ba,b3,bs}. Un ranking de a; para
B seria dado por 9., : B — {1,2, 3,4}, tal que:

Ya,
by 1

ba 2

by ——— 8 3

by ——————— 4

Por lo tanto, la lista de preferencias de a1 para B se describe: B,, = {b2,b1,b3,b4}

Definicién 7.3: Sean dos conjuntos A, B, sean a € A, b;,b; € B, y sea 1), un ranking de a para
B entonces b; es mejor emparejamiento para a que b; si y solo si

wu(bl) < wa(bj)'
Ejemplo a definiciéon 7.3:

Sean A = {a1,az2,a3,a4}, B = {b1,b2,b3,b4}. Y sea 1),, la funciéon presentada en el Ejemplo a
definiciéon 5.2, entonces:

= Pq, (b1) =2
= Yq,(b2) =1
= Yq,(b3) =3
» Pq, (bs) =4

Por lo tanto, bs es mejor emparejamiento para a; que by, ya que:

1= ’L/Jal (bg) < ’lﬁal (bl) = 2.
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Definicién 7.4: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € Z*, donde V a; € A
existe ¢,, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe v, ranking de b; para A y sea P un
emparejamiento entre A y B, P es un emparejamiento inestable si y solo si existen (a, b), (a/,V') € P
tal que:

» b’ es mejor emparejamiento para a que b.

» @ es mejor emparejamiento para b’ que a’.

Asimismo, un emparejamiento estable es un emparejamiento que no es emparejamiento inestable.
Ejemplo 1 a definicién 7.4:

Sean A = {a1,a2,a3,a4}, B = {b1,ba,b3,bs} y considérense las listas de preferencias correspon-
dientes a los rankings de cada elemento:

= Listas de preferencias para B de los elementos de A
® aj: {b37 b17 b4) b2}
e ay: {bs, ba, b1, 03}
e az: {b1,ba,b3,b4}
o ay: {ba, b3,b4,01}
s Listas de preferencias para A de los elementos de B
e bi: {ay,a3,a2,a4}
e by: {az,az,a4,a1}
e b3: {ay,az,a4,a3}

L4 b4: {a47a17a27a3}

Ahora, sea P = {(a1,bs4), (a4,bs), (az,b1), (as,b2)}. P es un emparejamiento, notese el caso de
(a17 b4)7 (a47 b3):
= b3 es mejor emparejamiento para a; que by

= @7 es mejor emparejamiento para bs que ay.

Por lo tanto, P es un emparejamiento inestable.
Ejemplo 2 a definiciéon 7.4:
Sean A = {a1,as,as,a4}, B = {b1,ba,bs,bs} y considérense las listas de preferencias correspon-

dientes a los rankings de cada elemento:

s Listas de preferencias para B de los elementos de A

o ay: {b3,by,by,bo}
o as: {by,ba,b1,b3}
e az: {by,ba,b3,b4}
o ay: {bo,b3,by,b1}
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s Listas de preferencias para A de los elementos de B

bl: {a17a37a27a4}
o b: {GB,az,a4,a1}
o b3: {a1,a2,a4,a3}

o by: {as,a1,a2,a3}

Ahora, sea P = {(a1,b3), (az,b4), (a3,b1), (a4,b2)}. P es un emparejamiento y ademas cada ele-
mento de A estd con su mejor emparejamiento, es decir, que para estos elementos no existe un mejor
emparejamiento, entonces no es un emparejamiento inestable, por lo tanto, P es un emparejamiento
estable.

7.1. Algoritmo Gale-Shapley

Algoritmo: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € Z", donde V a; € A
existe 1,, ranking de a; para B. Ademas, V b; € B existe 1, ranking de b; para A y sea P
un emparejamiento entre A y B. Por lo tanto, todos los elemendos de A y B presentan listas de
preferencias para el otro conjunto.

Para este algoritmo un conjunto sera denominado como conjunto activo, en este caso el conjunto
A. Mientras que el otro conjunto sera denominado como conjunto pasivo, en este caso el conjunto
B. Esto debido a que el conjunto A sera el encargado de realizar las propuestas y el conjunto B el
encargado de aceptar o rechazar estas propuestas.

Para cada iteracion cada elemento a del conjunto A tendra la siguiente informacion:

= F,, emparejamiento actual del elemento a, puede referirse a un elemento del conjunto B, o
estar vacfo. La notaciéon para hacer referencia a que este es vacio es: E, = _, de lo contrario
E,eB

v L, ={b;,...,b;}, lista de preferencias, esta lista esta dada por 1,, el ranking de B para a. Esta
lista es constante, no cambia durante las iteraciones.

» R, = {}, lista de rechazos, esta es un subconjunto de B. Contiene todos los elementos de B a
los cuales a les propuso y no estan en E, en la iteracion actual.

Para cada iteracion cada elemento b del conjunto B tendré la siguiente informacion:

= Fj, emparejamiento actual del elemento b, puede referirse a un elemento del conjunto A, o
estar vacfo. La notaciéon para hacer referencia a que este es vacio es: E, = _, de lo contrario
E,€B

v Ly ={b;,...,b;}, lista de preferencias, esta lista estd dada por 5, el ranking de A para b. Esta
lista es constante, no cambia durante las iteraciones.

» C, = {} lista de propuestas actuales. Subconjunto de A, el cual comprende los elementos de
A que propusieron a b en la iteracion actual.

Cada iteraciéon comprende los siguientes pasos:

1. Se identifican los elementos de A cuyo emparejamiento actual F, sea vacio. Llamese a este
conjunto A.
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2. Para cada a € A se obtiene una lista de sus posibles parejas, dada por (B — R,).

Para cada a € A se obtiene su mejor emparejamiento: b, = 1, ' (min(1a(B — R,))).

- W

Cada a € A entra al conjunto C, del elemento de b,.

5. Se identifican los elementos de B cuya lista de propuestas actuales C, no sea vacfa. Lldmese a
este conjunto B.

6. Para cada b € B se obtiene una lista de posibles parejas, dada por Cp U {Ep}.
7. Para cada b € B se obtiene al mejor emparejamiento a, = ¥, ' (min(yy(Cy U {Ep}))).
8. Para cada b € B Ey=a,y E,, =b.
9. Para cada a € A rechazado E, = _
10. Para cada b € B, y para todo a € (Cy — {Ey}), Ry = Ry U {b}.
11. Para cada b e B C), = 0.

El algoritmo termina cuando al intentar realizar una iteraciéon A sea vacio.
Ejemplo del Algoritmo:

Sean A = {a1,a2,a3,a4}, B = {b1,ba,b3,bs} y considérense las listas de preferencias correspon-
dientes a los rankings de cada elemento:

= Listas de preferencias para B de los elementos de A

o ay: {b3,by,bs, b2}
o as: {by,ba, by, b3}
o as: {b3,b1,b2,b4}
o ay: {b2,b3,b4,b1}

= Listas de preferencias para A de los elementos de B

o bi: {a1,a3,a2,a4}
by: {as, a2, a4, a1}
o b3: {a1,a2,a4,a3}

o by {a4,a1,a2,a3}

El conjunto A sera el conjunto activo y el conjunto B seré el conjunto pasivo:

Primera iteracion:

» A={a1,a2,0a3,a4}
= El mejor emparejamiento para cada elemento es:

oa1:b3
® ay:by
oaglbg

0a41b2
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a1 bi by bo b1 ay asg a2 Gy

by by b3 ba as a2 aq
by by by bs az a4
bs bs by by | a1 a1 as

= Como muestra la figura by se empareja con ay, bs tiene como opciones a aq, as, by se empareja
con as.

az

as

aq

» Ya que 1 =y, (a1) < 9, (a3) = 4, entonces bz se empareja con a;.

= Entonces los emparejamientos quedan:

o E, =bs
o FE,, =by
o Fopo =
o E,, =by
o I =
o By, =ay
o Iy, =aq
o Iy, =as

» Para ag su lista de rechazos pasa a ser R,, = {b3}.

Segunda iteracion:

L A: {ag}

= Las opciones para a3 son {b1, by, by}, de estas su mejor emparejamiento es by

aq by by by b1 | a1 as a4
a9 b2 bl b3 b2 as as al

as >< bg b4 b3 a ag ><
ay bs by by by | as  ay as

= Ya que ag es la Unica opcién para by, se emparejan

= Entonces los emparejamientos quedan:

o E, =bs
o F,, =by
o Iy, =b
o E,, =b
o [ =as3
o Ey, =ay
o By, =ay
o I, =as
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Ya que si se hiciera otra iteracion A seria vacio, entonces el algoritmo termina. Se obtiene asi el
emparejamiento:

P = {(a1,b3), (az,bs), (a3, b1), (as,b2)}.

Propiedad 7.1: El Algoritmo Gale-Shapley itera a lo mas n? veces.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € Z*, donde V a; € A
existe 1, ranking de a; para B. Ademas, V b; € B existe 1, ranking de b; para A. Tomese el
conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Sea a € A, notese que puede hacer una propuesta a lo mas a n elementos de B, ya que #B =ny
a no puede ser rechazado dos veces por el mismo elemento. Ademés, a solo puede ser rechazado por
aquellos elementos que tengan emparejamiento. Por principio del palomar, solo n—1 elementos de B
pueden tener una pareja que no sea a. Por lo tanto, el elemento a debe ser aceptado si participa en
n iteraciones. Es decir, que después de n iteraciones donde a participe se asegura para la siguiente
que a ¢ A. En conclusion a participa a lo mas en n iteraciones.

Por lo tanto, si cada elemento de A puede participar méaximo en n iteraciones, y existen n

elementos de A. Entonces el algoritmo itera a lo mas n? veces.

O
Lema 7.1: El Algoritmo Gale-Shapley devuelve un emparejamiento entre A y B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € Z*, donde V a; € A
existe 1, ranking de a; para B. Ademaés, V b; € B existe 1, ranking de b; para A. Tomese el
conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Ya que el algoritmo no para hasta que el conjunto A sea vacio, el cual ingresa elementos de
A que no tienen pareja, entonces al finalizar el algoritmo Va € A existe b € B tal que F, = b.
Ademas, debido que los elementos de B no pueden tener dos emparejamientos al mismo tiempo y
que #A = #B. Por principio del palomar, no existen a;,a; € A con a; # a; tal que E,, = E,,. Por
lo tanto, B = {E,,, Eq,, ..., Ea, }. Definase entonces:

P={(a;,E,,) 1 €{1,2,....,n},a; € A}.

Ya que B ={E,,,FE,,,...,E,,} v todos los E,, son distintos a pares, entonces P es un empare-
jamiento entre A y B.

O

7.2. Teorema del Matrimonio Estable

Teorema 7.1: Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = #B =n donde n € Z*, donde V a; € A
existe 1,, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe 1, ranking de b; para A. Entonces, existe
al menos un emparejamiento estable entre A y B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A = #B = n donde n € Z*, donde V a; € A existe
thq, ranking de a; para B. Ademas, V b; € B existe ¢, ranking de b; para A. Témese el conjunto A

27



como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo. Por Lema 7.1, se obtiene P, un
emparejamiento entre A y B.

Por reduccion al absurdo digase que el emparejamiento P es inestable, es decir, existen a,a’ € A,
b,/ € B tal que (a,b),(a’,b') € Pcona#a',b#b y 1Y, (V) < a(b), Y (a) < ¢y (a’). Entonces, v/
es mejor emparejamiento para a que b, por lo tanto, esta antes en su lista de preferencias.

Por disefio del algoritmo a propuso antes a b’ que a b. Ahora, sea H C A el conjunto de los
elementos de A que propusieron a b’. Notese que a € H ya que a propuso a b’ antes que a b y también
a’ € H, ya que Ep = a'. Entonces, por disefio del algoritmo, se tiene que ¢y (a’) = min(¢y (H)).
Entonces ¥y (a') < 1y (a). Pero 1y es biyectiva por definicion, entonces 1y (o) < ¢y (a) (—+) Lo
cual contradice la hipotesis que ¥y (a') < ¥y (a).

En conclusiéon, P no es un emparejamiento inestable, por lo tanto, P es un emparejamiento
estable entre A y B. Ademas, por Propiedad 7.1, el algoritmo termina, por lo tanto el algoritmo de
Gale-Shapley siempre devuelve un emparejamiento estable entre A y B.

O
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CAPITULO 8

Variantes clasicas del Problema del Matrimonio Estable

En este capitulo se abordan dos variantes del problema del Matrimonio Estable presentado en el
capitulo anterior. Las dos variantes se definen como la variante de conjuntos desiguales, es decir, que
la cardinalidad del conjunto que propone y el conjunto pasivo no sean iguales y la variante de pre-
ferencias incompletas, donde las listas de preferencias no corresponden en tamafo a la cardinalidad
del conjunto objetivo.

Traduciéndolo al idioma de grafos presentado en el capitulo 3, la variante de conjuntos desigua-
les se presentaria como el grafo bipartito donde su matriz de Biadyacencia esté llena de 1’s pero
que esta matriz no es cuadrada. Ademas, realizando el mismo ejercicio, la variante de preferencias
incompletas se presenta como el grafo bipartito donde su matriz de Biadyacencia es cuadrada pero
no necesariamente todos sus valores son 1 a diferencia de la variante clasica.

8.1. Conjuntos Desiguales

En esta seccion se abordara la variante de Conjuntos Desiguales, esta variante busca generalizar
el problema del Matrimonio Estable quitando la restriccion que condiciona a que los conjuntos que
participan deben ser de igual cardinalidad. La variante se abordara para los casos donde A es el
conjunto que propone y es de menor cardinalidad al conjunto pasivo B. Asimismo, si A, el conjunto
que propone, es de mayor cardinalidad que B. El caso donde son iguales se desarrolla en el capitulo
4.

Antes de iniciar con el desarrollo tedrico de las variantes del Problema el Matrimonio Estable
vale la pena redefinir conceptos del capitulo anterior, esto con el fin de poder generalizar el algoritmo
para estas variantes. En particular se deben actualizar las definiciones 4.1 y 4.4, las cuales de ahora
en adelante seran reemplazadas por las definiciones 5.1 y 5.3 correspondientemente.
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8.1.1. #A<#B

Definicién 8.1: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = n, #B = m donde m,n € Z*. Se le
llama un emparejamiento entre A y B a:

P = {(a,b): € A, b€ B}

donde:

» #P =min{n,m}.
» Va € A no existen b;,b; € B tal que b; # b; y (a,b;),(a,b;) € P.

» Vb € B no existen a;,a; € A tal que a; # a; y (a;,b), (a;,b) € P.

Ejemplo a Definicién 8.1:

Sean A = {aj,as,a3}, B = {b1,b2,b3,b4} y sea:

P = {(a1,b2), (az,b1), (as, bs)}.

Notese que:

w #P =min{3,4} = min{#A,#B} = 3.
» Va € A no existen b;,b; € B tal que b; # b; y (a,b;),(a,b;) € P.

» Vb € B no existen a;,a; € A tal que a; # a; y (a;,b), (a;,b) € P.

Por lo tanto, P es un emparejamiento.
Definicion 8.2:

Sean dos conjuntos A, B tal que #A = n, #B = m donde m,n € Z*, P un emparejamiento
entre Ay B, si n < m se dice que b € B esta desemparejado si no existe a € A tal que (a,b) € P

Ejemplo a Definicion 8.2

Sean A = {al,aQ,ag}, B = {b17b2763,b4} y sea:

P = {(al, bg), (ag, b1)7 (a3, b4)}

Notese que P es un emparejamiento, por lo tanto, bo estd desemparejado.
Definicion 8.3:

Sean dos conjuntos A, B tal que #A = n, #B = m donde m,n € Z*, donde V a; € A existe 1,
ranking de a; para B. Ademaés, V b; € B existe 1, ranking de b; para A y sea P un emparejamiento
entre Ay B, P es un emparejamiento inestable si y solo si existen (a,b), (a’,b') € P tal que:
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» b’ es mejor emparejamiento para a que b.

» @ es mejor emparejamiento para b’ que a’.

0, si pasa que existe (a,b) € P tal que: si n < m y existe b’ € B desemparejado, donde b es
mejor emparejamiento para a que b. Asimismo, si m < n y existe a’ € A desemparejado donde a’ es
mejor emparejamiento para b que a.

Asimismo, un emparejamiento estable es un emparejamiento que no es emparejamiento inestable.
Ejemplo 1 a Definicién 8.3:

Sean A = {a1,a2,a3}, B = {b1,b2,b3,bs} y considérense las listas de preferencias correspondien-
tes a los rankings de cada elemento:

s Listas de preferencias para B de los elementos de A

o ay: {bs3,b1,bs,b2}
o ao: {by,bs,b1,bs}
® (3: {bl,bg,b3,b4}.

= Listas de preferencias para A de los elementos de B

o bi: {a1,as3,a2}
o by: {asz,az,a:1}
o b3: {a1,a2,a3}

[ ] b42 {al,ag,ag}.

Ahora, sea P = {(a1,b1), (az,bs), (a3,b2)}. P es un emparejamiento, notese el caso de (ay, b1),
(az,bs):
= b3 es mejor emparejamiento para a; que by.

= g1 es mejor emparejamiento para bz que as.

Por lo tanto, P es un emparejamiento inestable.
Ejemplo 2 a Definiciéon 8.3:

Sean A = {a1,a2,a3}, B = {b1, b2, bs,bs} vy considérense las listas de preferencias correspondien-
tes a los rankings de cada elemento:

s Listas de preferencias para B de los elementos de A
e ay: {b3,b1,b4,02}
e ay: {bs, ba, b1, 03}
e az: {b1,ba,b3,04}.

= Listas de preferencias para A de los elementos de B
e by: {a1,a3,az}
® by {az,az,a1}

o b3: {a1,a9,a3}
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[ ] b4: {al,ag,ag}.

Ahora, sea P = {(a1,bs4), (a2,b3), (a3,b2)}. P es un emparejamiento, notese el caso de (ai,by),
bll

= b1 es mejor emparejamiento para a; que by y by estd desemparejado.

Por lo tanto, P es un emparejamiento inestable.
Ejemplo 3 a Definicién 8.3:

Sean A = {ay,as,a3}, B ={by,ba,b3,bs} y considérense las listas de preferencias correspondien-
tes a los rankings de cada elemento:

s Listas de preferencias para B de los elementos de A
® aj: {b37 b17 b4) bQ}
o as: {by,bs,b1,b3}
® ag3: {b17 b27 b3) b4}

s Listas de preferencias para A de los elementos de B
[ ] bli {al,ag,ag}
e by: {as,az, a1}
e b3: {ay,a2,a3}

[ ] b4: {al,ag,ag}.

Ahora, sea P = {(a1,b3), (az,bs),(as,b1)}. P es un emparejamiento y ademas cada elemento
de A estd con su mejor emparejamiento, es decir, que para estos elementos no existe un mejor
emparejamiento, entonces no es un emparejamiento inestable, por lo tanto, P es un emparejamiento
estable.

Algoritmo para el caso

Se utiliza el algoritmo Gale-Shapley presentado en el capitulo 4.

Ejemplo al Algoritmo para el caso #A < #B

Sean A = {a1,az2,a3}, B = {b1,b2,b3,bs} y considérense las listas de preferencias correspondien-

tes a los rankings de cada elemento:

= Listas de preferencias para B de los elementos de A
® ap: {b3,b1,b4,bz}
e ay: {by,ba,b1,b3}
e az: {bs,b1,b2,04}.

s Listas de preferencias para A de los elementos de B
e by {a1,a3,a2}
® by {as,az,a1}

o b3: {a1,a9,a3}
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[ ] b42 {al,ag,ag}.

El conjunto A sera el conjunto activo y el conjunto B seré el conjunto pasivo:

Primera iteracion:

" A = {alaa‘23a3}

» El mejor emparejamiento para cada elemento es:

ay by bs by Zl ay as as
az ba b1 b3 bz Zz
as b1 bg b4 b4 ay as

= Como muestra la figura b3 tiene como opciones a aq, as, by se empareja con as
» Ya que 1 = ¢, (a1) < ¢, (a3) = 3, entonces bz se empareja con ay

= Entonces los emparejamientos quedan:

o I, =bs
o F,, =0by
o By =
o by, = _
o By, = _
o Iy, =aq
o By, =an

» Para ag su lista de rechazos pasa a ser R,, = {bs3}.
Segunda iteracion:

s A= {as}

» Las opciones para az son {by, by, b4}, de estas su mejor emparejamiento es by

a b bs b | || @ -
a3 by by bs by as a2 ai
b3

a3><b2b4 W a1a3
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= Ya que ag es la tnica opcion para by, se emparejan.

= Entonces los emparejamientos quedan:

o E, =bs
o F,, =by
e F,o=b
o Iy =as3
o by, = _
o Ly, =ay
o I, =as

Ya que si se hiciera otra iteraciéon A seria vacio, entonces el algoritmo termina. Se obtiene asi el
emparejamiento:

P = {(a1,b3), (az2,bs), (a3,b1)}.

Propiedad 8.1 El Algoritmo Gale-Shapley itera a lo mas m * n veces para el caso #A < #B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = n, #B = m donde m,n € Z™', donde V
a; € A existe ¢, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe v, ranking de b; para A. Tomese
el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Sea a € A, ndtese que puede hacer una propuesta a lo més a m elementos de B, ya que #B =m
y a no puede ser rechazado dos veces por el mismo elemento. Ademés, a solo puede ser rechazado por
aquellos elementos que tengan emparejamiento. Por principio del palomar, solo m — 1 elementos de
B pueden tener una pareja que no sea a. Por lo tanto, el elemento a debe ser aceptado si participa en
m iteraciones. Es decir, que después de m iteraciones donde a participe se asegura para la siguiente
que a ¢ A. En conclusion a participa a lo mas en m iteraciones.

Por lo tanto, si cada elemento de A puede participar méximo en m iteraciones, y existen n
elementos de A. Entonces el algoritmo itera a lo mas m * n veces. O

Lema 8.1: El Algoritmo Gale-Shapley devuelve un emparejamiento entre A y B para el caso

#A < #B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = n, #B = m donde m,n € Zt y n < m,
donde V a; € A existe 1, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe 9, ranking de b; para A.
Tomese el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Ya que el algoritmo no para hasta que el conjunto A sea vacio, el cual ingresa elementos de A
que no tienen pareja, entonces al finalizar el algoritmo Va € A existe b € B tal que F, = b. Sea
B' ={E,, : a; € A}. Nétese que no existen a;,a; € A con a; # a; tal que E,, = E,;. Por lo tanto,
#B’ = n. Ahora, definase:

P={(a;,E,,) i €{1,2,....,n},a; € A}.

Notese entonces que #P = n = #A = min{m,n}, ya que los elementos de A no aparecen
repetidos. Ademas, ya que #P = n y todos los elementos de A aparecen en alguna tupla de P,
entonces por principio del palomar no existen b;,b; € B’ con b; # b; tal que (a,b;),(a,b;) € P
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para algin a € A. Ademas, todos los elementos de B’ aparecen en P, por lo tanto, también por el
principio del palomar no existen a;,a; € A con a; # a; tal que (a;,b), (a;,b) € P para algin b € B.
Entonces, P es un emparejamiento.

O

Teorema 8.1: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = n, #B = m donde m,n € Zt, n < m,
donde V a; € A existe 1, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe 9, ranking de b; para A.
Entonces, existe al menos un emparejamiento estable entre A y B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #4 = n, #B = m donde m,n € Z* y n < m,
donde V a; € A existe 1),, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe ¢, ranking de b; para A.
Toémese el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo. Por Lema
8.1, se obtiene P, un emparejamiento entre A y B.

Por reduccion al absurdo digase que el emparejamiento es inestable, es decir, existen a,a’ € A,
b7 v € B tal que (a,b), (a/ab/) € Pcona 7é alv b 7& v y wa(b/) < ¢a(b)7 ¢b’(a) < wb’(a’l)‘

Por disenio del algoritmo a propuso antes a b’ que a b. Ahora, sea H C A el conjunto de los
elementos de A que propusieron a b’. Notese que a € H ya que a propuso a b’ antes que a b y también
a’ € H, ya que Ep = a’. Entonces, por disefio del algoritmo, se tiene que vy (a’) = min(¢y (H)).
Entonces ¢y (a’) < ¢y (a). Pero ¢y es biyectiva por definicién, entonces ¢y (a’) < ¢y (a) (—<) Lo
cual contradice la hipotesis que ¥y (a') < ¥y (a).

Ahora, tomando la segunda opcion de la definiciéon 8.4 para que el emparejamiento sea inestable,
propongase que existen a € A, bt € B tal que (a,b) € P, b’ desemparejado y 1,(b') < 14(b).
Por diseno de algoritmo &’ tuvo que proponer antes a a que a b, pero ya que b’ estd desemparejado
significa que rechazo a a sin tener pareja (—<), lo cual contradice el disefio del algoritmo ya que si
se propone a un elemento y este no tiene pareja, debe aceptar.

En conclusion, P no es un emparejamiento inestable, por lo tanto, P es un emparejamiento
estable. Ademés, por Propiedad 8.1, el algoritmo termina, por lo tanto el algoritmo de Gale-Shapley
siempre devuelve un emparejamiento estable entre A y B.

O

8.1.2. #A>#B

Algoritmo para el caso #A > #B

Se ajusta el algoritmo Gale-Shapley presentado en el capitulo 4, en este caso existe un nuevo
criterio para que el algoritmo se detenga, el disenio ajustado se presenta a continuacion:

Algoritmo: Sean dos conjuntos A, B tal que #A = n,#B = m donde n,m € Z%*, donde V
a; € A existe 1,, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe 1, ranking de b; para A y sea
P un emparejamiento entre A y B. Por lo tanto, todos los elemendos de A y B presentan listas de
preferencias para el otro conjunto.

Para este algoritmo un conjunto sera denominado como conjunto activo, en este caso el conjunto
A. Mientras que el otro conjunto seré denominado como conjunto pasivo, en este caso el conjunto
B. Esto debido a que el conjunto A sera el encargado de realizar las propuestas y el conjunto B el
encargado de aceptar o rechazar estas propuestas.

Para cada iteracion cada elemento a del conjunto A tendréa la siguiente informacion:

35



E, = , emparejamiento actual, puede tener a lo mas un elemento del conjunto B, o estar
vacio.

» Lo ={b;,...,b;}, lista de preferencias, esta lista esta dada por 9, el ranking de B para a. Esta

lista es constante, no cambia durante las iteraciones.

» R, = {}, lista de rechazos, esta es un subconjunto de B. Contiene todos los elementos de B a

los cuales a les propuso y no estan en E, en la iteraciéon actual.

Para cada iteraciéon cada elemento b del conjunto B tendré la siguiente informacion:

» £y, = , emparejamiento actual, puede tener a lo més un elemento del conjunto A, o estar

vacio.

» Ly ={b;,...,b;}, lista de preferencias, esta lista esta dada por i, el ranking de A para b. Esta

lista es constante, no cambia durante las iteraciones.

» C, = {} lista de propuestas actuales. Subconjunto de A, el cual comprende los elementos de

A que propusieron a b en la iteracion actual.

Ademas se tiene en general el conjunto U, donde U C A, a este entran los elementos de A que
ya fueron rechazados por todos los elementos de B, es decir, los elementos desemparejados.

Cada iteracion comprende los siguientes pasos:

1.

AR R

10.
11.
12.
13.

Se identifican los elementos de A cuyo emparejamiento actual E, sea vacio. Lldmese a este
conjunto A.

A=An(U°).

Para cada a € A se obtiene una lista de sus posibles parejas, dada por (B — R,,).
Para cada a € A se obtiene su mejor emparejamiento: b, = ¥, ' (min(1a(B — R,))).
Cada a € A entra al conjunto C, del elemento de b,.

Se identifican los elementos de B cuya lista de propuestas actuales C, no sea vacia. Llamese a
este conjunto B.

Para cada b € B se obtiene una lista de posibles parejas, dada por Cy U {Ep}.

Para cada b € B se obtiene al mejor emparejamiento a; = Yyt (min(yy(Cy, U {Ep}))).
Para cada b € B Ey=a,y E,, =b.

Para cada a € A rechazado E, = -~

Para cada b € B, y para todo a € (Cy — {Ep}), Ra = Ra U {b}.

Para cada b € B C), = 0.

Para cada a € A, si #R, = m entonces: U = U U {a}.

El algoritmo termina cuando al terminar una iteracion #U = n — m.

Ejemplo al Algoritmo para el caso #A > #B

Sean A = {a1,a9,as3,a4}, B = {b1,b2,b3} y considérense las listas de preferencias correspondien-
tes a los rankings de cada elemento:
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s Listas de preferencias para B de los elementos de A
® (7: {bg, bl,bg}
® as: {ba, b1, b3}
® (3: {bg,bl,bg}
® (y: {bg,bg,bl}.

s Listas de preferencias para A de los elementos de B
e bi: {a1,a3,a2,a4}
e by: {az,az,a4,0a1}

e b3: {ay,as,a4,a3}.

El conjunto A sera el conjunto activo y el conjunto B seré el conjunto pasivo:

Primera iteracion:

» A={a1,a2,0a3,a4}

= E]l mejor emparejamiento para cada elemento es:
e ay:bs
® (9 . b2
® a3 : b3

® ay: by

by | ar a3 ax a4

2 as a1
as by b
() baf (@) @ w (a)

= 3, entonces by se empareja con as
4

» Ya que 2 = iy, (a2) < Py, (ay
» Ya que 1 = vy, (a1) < ¥, (

= Entonces los emparejamientos quedan:

=

3 , entonces b3 se empareja con a;

o FE, =bs
o E,, =by
o Iy, =
o Eqy = _
o by = _
o Iy, =as
o By, =ay

» Para a3 su lista de rechazos pasa a ser R,, = {bs} y para a4 su lista de rechazos pasa a ser
R, = {b2}.
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Segunda iteracion:

L] A = {ag, CL4}
» Las opciones para a3 son {b1, by}, de estas su mejor emparejamiento es by

» Las opciones para a4 son {bs, b1}, de estas su mejor emparejamiento es bz

by ai a2 Gy

a9 b1 b3
o >< b2 bQ as >< aq

a4><b1 b3a2><

= Ya que ag es la Gnica opcion para by, se emparejan

= Ya que a; es mejor emparejamiento para bs que a4, entonces by se mantiene con su empareja-
miento actual

= Entonces los emparejamientos quedan:

o E, =bs
o F,, =b
o Ey, =b
o B,y =
o Iy =as
o By, =an
o By, =aq

» Ry, = {ba,b3}.
Tercera iteracion:

s A= {ay}

» Las opciones para a4 son {b;}, de estas su mejor emparejamiento es by

a9 b1 b3
o >< by b as >< aj

a4><><b3@2><><

= Ya que ag es mejor emparejamiento para by que a4, entonces by se mantiene con su empareja-
miento actual

= Entonces los emparejamientos quedan:

L4 Ea1 = b3
[ ] Ea2 = bg
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o Eoy=_
o Eb1 = as
o Ly, =az
L] Eb3 = a7

u Ra4 = {b27b3)b1}
» Ya que #R,, = m = #B, entonces U = {a4}.

Ya que #U =1 =4 — 3 = n — m, el algoritmo termina y el emparejamiento obtenido es:

P = {(a1,b3), (az,b2), (a3,b1)}.

Propiedad 8.2 El Algoritmo Gale-Shapley ajustado para el caso #A4 > #B itera a lo mas mx*n
veces.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = n, #B = m donde m,n € Z*, n > m, donde
V a; € A existe 1, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe ¢, ranking de b; para A. Témese
el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Sea a € A, ndtese que puede hacer una propuesta a lo més a m elementos de B, ya que #B =m
y a no puede ser rechazado dos veces por el mismo elemento. Ademas, a solo puede ser rechazado
por aquellos elementos que tengan emparejamiento. Por principio del palomar, solo m elementos de
B pueden tener una pareja que no sea a. Por lo tanto, el elemento a debe ser aceptado si participa
en m iteraciones o quedar en el conjunto de desemparejados. Es decir, que después de m iteraciones
donde a participe se asegura para la siguiente que a ¢ AdaeU, y si estd en U ya no participa en
la siguiente iteracién. En conclusiéon a participa a lo més en m iteraciones.

Por lo tanto, si cada elemento de A puede participar méaximo en m iteraciones, y existen n
elementos de A. Entonces el algoritmo itera a lo mas m % n veces. O

Lema 8.2: El Algoritmo Gale-Shapley devuelve un emparejamiento entre A y B para el caso
#A > #B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = n, #B = m donde m,n € Z* y n > m,
donde V a; € A existe 9, ranking de a; para B. Ademas, V b; € B existe v, ranking de b; para A.
Tomese el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo.

Ya que el algoritmo no para hasta que #U = n—m, el cual ingresa elementos de A que ya fueron
rechazados por todos los elementos de B, entonces al finalizar el algoritmo Vb € B existe a € A tal
que Eyp = a. Sea A’ = {Ey, : b; € B}. Notese que no existen b;,b; € B con b; # b; tal que Ep, = Ej,.
Por lo tanto, #A’ = m. Ahora, definase:

P= {(Eb”bz) 11 € {1,2, ...,m},bi S B}

Notese entonces que #P = m = #B = minm,n, ya que los elementos de B no aparecen
repetidos. Ademas, ya que #P = m y todos los elementos de B aparecen en alguna tupla de P,
entonces por principio del palomar no existen a;,a; € A’ con a; # a; tal que (a;,b), (aj,b) € P
para algtn b € B. Ademas, todos los elementos de A’ aparecen en P, por lo tanto, también por el
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principio del palomar no existen b;,b; € B con b; # b; tal que (a,b;), (a,b;) € P para algun b € B.
Entonces, P es un emparejamiento.

O

Teorema 8.2: Sean dos conjuntos A, B tal que #4 = n, #B = m donde m,n € Z*, n > m,
donde V a; € A existe 1, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe ¢, ranking de b; para A.
Entonces, existe al menos un emparejamiento estable entre A y B.

Demostracion. Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = n, #B = m donde m,n € Z* y n < m,
donde V a; € A existe 1),, ranking de a; para B. Ademés, V b; € B existe 9, ranking de b; para A.
Toémese el conjunto A como activo y el conjunto B como pasivo para correr el algoritmo Gale-Shapley
ajustado. Por Lema 8.2, se obtiene P, un emparejamiento entre A y B.

Por reduccion al absurdo digase que el emparejamiento es inestable, es decir, existen a,a’ € A,
ba V' € B tal que (avb)v (a/ab/) € P cona 7é a/7 b 7é v y wa(b/) < wa(b)a ¢b/(a) < wb’(a,)'

Por disefio del algoritmo a propuso antes a b’ que a b. Ahora, sea H C A el conjunto de los
elementos de A que propusieron a b’. Notese que a € H ya que a propuso a b’ antes que a b y también
a’ € H, ya que Ey = a'. Entonces, por disefio del algoritmo, se tiene que ¥y (a’) = min(yy (H)).
Entonces 1y (a') < 4w (a). Pero ¢y es biyectiva por definicion, entonces ¢y (a’) < ¢y (a) (—+). Lo
cual contradice la hip6tesis que ¥y (a') < ¥y (a).

Ahora, tomando la segunda opcion de la definicion 8.4 para que el emparejamiento sea inestable,
propongase que existen a,a’ € A, b € B tal que (a,b) € P, a’ desemparejado y ¥,(a’) < ¥p(a). Por
disefio de algoritmo a’ tuvo que proponer antes a b que a a, pero a la vez a’ € U, el conjunto de los
desemparejados, por lo tanto, V&' € B, b’ rechazo a a/, en particular b rechazé a a’ (—+), lo cual
contradice el disenio del algoritmo ya que si a’ es mejor emparejamiento para b que a, b esta obligado
a emparejarse con a’ sobre a, si a’ le propone.

En conclusiéon, P no es un emparejamiento inestable, por lo tanto, P es un emparejamiento
estable, ademas, por Propiedad 8.2, el algoritmo termina, por lo tanto, el algoritmo de Gale-Shapley
ajustado siempre devuelve un emparejamiento estable entre A y B.

O

8.2. Preferencias incompletas

En esta seccion se trataré el caso donde los elementos de A y B no cuentan con una lista completa
de preferencias. Primero se trata el caso donde estas listas no presentan un orden en especifico. Es
decir para un elemento a € A todos los elementos b € B que aparezcan en su lista son equivalentes.
Este caso se tratard como un grafo bipartito y asi se podran aprovechar los conceptos y propiedades
obtenidos en el capitulo 3. Luego se expondré el caso donde ademés de preferencias incompletas,
estas preferencias estan ordenadas.

8.2.1. Caso donde hay lista de preferencias incompletas

Para este caso se utilizara la perspectiva desde los grafos. Ahora se tienen los conjuntos A y B
tal que #A4 = #B = n donde n € Z". Ademas cada elemento a € A presenta un conjunto B, C B
de preferencias, y también cada elemento b € B presenta un conjunto A, C A de preferencias. Para
traducirlo a grafos, digase que V.= AU B es el conjunto de vértices y E = {(a,b) : a € Ap,b € B,},
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es decir, la arista existe si a esta en las preferencias de b y viceversa. Asi se obtiene un grafo bipartito
y se pueden aprovechar las propiedades de este y de su Matriz de Biadyacencia correspondiente.

Definicién 8.4 Sean A y B tal que #A4 = #B = n, donde n € Z*. Ademas, cada elemento
a € Ay b € B cuenta con sus conjuntos de preferencias By, Ap correspondientes. Y sea M una
matriz de n x n tal que:

L] Mi,j =1,sia; € Abj y bj S Aai'

= M;; =0, en caso contrario.

Esta matriz es la matriz de Biadyacencia entre A y B.
Ejemplo a Definicion 8.4

Sean A = {a1,a2,as}, B = {b1,b2,b3}, donde cada elemento tiene su conjunto de preferencia
correspondiente:

" Bal = {b1,b2,b3}
. BGQ = {bQ}
» By, = {b2, b3}

v Ay, ={a1, a0}
v Ay, ={a1,a2,a3}

. Ay, = {as).

Notese entonces que:

Miy=My3=Mys=DM35=Mz3=1.

Miz =M1 =Mys=Msz; =0.

Entonces:

X
O O =
= = =
- o o

es la matriz de Biadyacencia entre A y B.

Teorema 8.3: Sean A y B tal que #A = #B = n, donde n € Z*. Ademaés, cada elemento
a € Ay b€ B cuenta con sus conjuntos de preferencias B,, A, correspondientes. Entonces existe
un emparejamiento P entre A y B tal que V(a,b) € P a € Ay, b € B, ssi perm(M) > 0.

Demostracion. Sean Ay B tal que #A = #B = n, donde n € Z*. Ademas, cada elemento a € A y
b € B cuenta con sus conjuntos de preferencias B,, A, correspondientes.
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(=) Sea P un emparejamiento entre A y B tal que V(a,b) € P a € A, b € B,. Notese entonces
que existe o € Sy, tal que P = {(a;,by(;)) : @ € {1,2,...,n}}, esto debido a que P es un empareja-
miento y #P = n. Notese entonces que [ | M; ,;y = [[;—; 1 = 1. Ya que todos los términos que
entran a la sumatoria en la férmula del permanente de M son no negativos, entonces:

perm(M) Z ﬁMi’a(i) >1>0.

o€gy i=1

(<) Supoéngase que perm(M) > 0. Por definicion de permanente y de matriz de Biadyacencia
entre A y B existe o € Sy, tal que [[;"; M; ;i) = 1. Sea P = {(a;,by(;)) : i € {1,2,...,n}}. Notese
que Vi € {1,2,...,n} M; ;) = 1. Es decir, a; € Ay, ¥ bo(i) € Ba, Vi € {1,2,...,n}. Ademés P es
un emparejamiento entre A y B.

O

Ejemplo a Teorema 8.3

Toémese el ejemplo a Definicion 8.4, por lo tanto se tiene la Matriz de Biadyacencia entre A y B:

1 10
M-10 1 0
0 1 1
Ahora:
s P = {(a1,01), (az,b2), (as,b3)} es un emparejamiento entre A y B y se cumple que cada

elemento esta en el conjunto de preferencia de pareja correspondiente.

» perm(M)=1>0.

Propiedad 8.3 Sean A y B tal que #4 = #B = n, donde n € Z". Ademas, cada elemento
a € Ay b € B cuenta con sus conjuntos de preferencias B,, A, correspondientes. Entonces si
perm(M) > 0, se puede encontrar un emparejamiento entre A y B donde cada elemento esté en el
conjunto de preferencia de su pareja correspondiente a lo méas en n! iteraciones.

Demostracion. Si perm(M) > 0. Por Teorema 8.3 existe P = {(ai, by(;y) : 7 € {1,2,...,n}} em-
parejamiento entre A y B donde cada elemento esté en el conjunto de preferencia de su pareja
correspondiente. Ahora, definase el algoritmo donde cada iteraciéon corresponde a verificar si o € Sy,
y [Ty M, ; = 1. Ya que hay #S,, = n! Entonces encontrar la permutacion o € S,, que genera el
emparejamiento P toma a lo mas n! iteraciones. [

Nota 8.1: Nétese que por el teorema 8.3 y la propiedad 8.3 existe un procedimiento para saber
si existe un emparejamiento entre A y B con preferencias incompletas donde los elementos estéan
emparejados con un elemento en su conjunto de preferencias se necesita obtener la matriz de Biad-
yacencia entre A y B y conocer si su permanente es positivo. En ese caso existe un algoritmo para
obtener el emparejamiento mencionado.
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8.2.2. Caso donde hay lista de preferencias ordenadas ademas de prefe-
rencias incompletas

En este caso se combina el problema clasico del Matrimonio Estable con las preferencias in-
completas, agregando la complejidad de tener un orden en las preferencias. Con estas condiciones
se agrega la complicacion de obtener un emparejamiento estable, bajo su definicién en la variante
clasica, con listas de preferencias incompletas. Para abordar esto se necesita redefinir el ranking y
la lista de preferencias, lo cual se realiza en la Definicién 8.4, ademas se necesita definir el concepto
de emparejamiento aceptable, el cual busca emular el emparejamiento entre dos conjuntos pero que
se cumpla la condicién que cada elemento esta en la lista de preferencias de su pareja.

Definicién 8.4: Sean dos conjuntos A, B tal que #B = n donde n € Z*, sea m € Z% tal que
m < n. Sea a € A, La funcién biyectiva:

e B — {1,2,...,m —1,m}
donde B’ C B, es un ranking de a para B.

Asimismo, una lista de preferencias de a para B esta dada por:

Ba = {b;,...,b;}

donde el primer elemento corresponde al que hace que ¥,(b;) = 1, asi sucesivamente hasta el
ultimo elemento que corresponde al que hace que 14(b;) = m.

De manera idéntica se definen un ranking de b para A y una lista de preferencias de b para A
con b€ B.

Ejemplo a definicion 8.4: Sean A = {a1, az,as3,a4}, B = {b1, b2, b3, bs}. Un ranking de a; para
B seria dado por g, : {b1,b2,bs} — {1,2,3}, tal que:

Ya,
by 1
ba 2
bs 3
by 4

Por lo tanto, la lista de preferencias de a; para B se describe: B,, = {b2,b1,b4}.

Definicién 8.5 Sean dos conjuntos A, B tal que #A4 = #B = n donde n € Z* y V a; € A existe
g, ranking de a; para B. Ademas, V b; € B existe v,. Se le llama un emparejamiento aceptable
entre Ay B a:

P={(a,b):ac Abe B}
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donde:

- #P=n,

» Va € A existe b € B tal que (a,b) € Py existe k € ZT tal que 1,(b)

k,
» Vb € B existe a € A tal que (a,b) € Py existe k € ZT tal que ¥p(a) = k

Ejemplo a Definicién 8.5

Sean A = {ay,as,a3}, B = {b1,bs,b3}, donde cada elemento tiene su conjunto de preferencia
correspondiente:

= By, = {b1,b2,b3}

. Baz = {b2}
» By, = {b2, b3}

u Ab1 - {0,1,(12}
w Ay, ={as,a2,a1}

L] Ab3 = {ag}.

Notese entonces que:

P = {(a1,b1), (az,b2), (a3, b3)}

es un emparejamiento aceptable entre A y B.

Ejemplo Algoritmo Gale-Shapley

Sean A = {ay,a2,a3}, B = {b1,bs,b3}, donde cada elemento tiene su conjunto de preferencia
correspondiente:

» By, = {b1,b2,b3}

» By, = {bQ}

* B, = {b2,b3}

" Abl = {alva’Q}
» Ay, = {as,az,a1}

- Ay, = {as).

El conjunto A sera el conjunto activo y el conjunto B seré el conjunto pasivo.

Primera iteracion:
u A - {a/lv az, a3}
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= El mejor emparejamiento para cada elemento es:

i b @
az b3 b3 as

= Como muestra la figura by tiene como opciones a as, asg, by se empareja con a;.
» Ya que 1 =y, (a3) < 9, (az) = 2, entonces by se empareja con as.

= Entonces los emparejamientos quedan:

o F, =b
o By =
o Iy, =by
o By =ay
o Ey, =as
o Ly, = _

» Para ag su lista de rechazos pasa a ser R,, = {bs3}.

Ahora, nétese que as no esta emparejado, pero tampoco tiene a nadie disponible en su conjunto de
preferencias, por lo tanto, al intentar correr nuevamente el algoritmo as siempre sera desemparejado,
ya que no tiene a quien proponerle. Por lo tanto, el algoritmo no devuelve un emparejamiento
aceptable.

Discusion del caso

El ejemplo del uso del algoritmo junto con el ejemplo a la Definicion 8.5 deja en evidencia que a
pesar de tener asegurado un emparejamiento aceptable entre los conjuntos A y B no necesariamente
se puede encontrar un emparejamiento estable, es mas, utilizando el algoritmo que promete un
emparejamiento estable en su variante clasica ni siquiera logra un emparejamiento aceptable. Se
puede notar que el hecho que las preferencias estén en orden agrega mucha complejidad al problema
de las preferencias incompletas. Encontrar las condiciones que aseguren un emparejamiento estable
con un respectivo algoritmo es una tarea de interés para un trabajo posterior a este, debido a que
se pueden obtener muchos beneficios y se pueden encontrar muchas aplicaciones para este caso tan
general.
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capiTuLo 9

Variante Preferencias por carecteristicas

Definicion 9.1: Sean A, a € A y sea v, € {0,1}", donde n € Z*. A este vector se le llama el
vector de caracteristicas de a.

Ejemplo a Definicién 9.1
Sean A = {a1,a2,a3} y sea:
Vg, = (Loa 17 1)

Este es el vector de caracteristicas de a;.

Definiciéon 9.2 Sean A, a1,a2 € A, vq4,,04, € {0,1}™ tal que v,, es el vector de caracteristicas
de a1 y vq, €s el vector de caracteristicas de as. Se dice que:

/ / !/
Vay = (01,02, ..., Un) >1 (V], Vg, ..., U),) = Vg,
3 ! A / !/

ssi v > 0] 6 (V2. Un) > (VG .oy 0)).
Asimismo, se dice que:

Vay =L Vay
SS1 Vg, = Vas,-
Ahora,

Vay ZL Vay

SS1 Vg, >I Vgy O Vay =L Vay-
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Ademas se dice que:

val <L IU(IQ

ssi Vg, 21 Vay-
Ejemplo 1 a Definicién 9.2
Sean A, aj,as € A, v, = (v1,v2,v3,v4) = (1,0,0,1), va, = (v}, v5,v%,v)) = (1,0,1,1)

Ahora, se tiene que v; = v}. Por lo tanto se procede con (vg,vs,V4) = (0,0,1), (v}, v5,v)) =
(0,1,1)

Notese que va = v5. Por lo tanto se procede con (v3,v4) = (0,1), (v5,v}) = (1,1)

Notese que v5 = 1 > 0 = v3. Por lo tanto:

Vay > L Va; -

Entonces:

Vaqy > L Vg, -

Ejemplo 2 a Definiciéon 9.2
Sean A, a1, a2 € A, v, = (v1,V2,03,v4) = (1,0,0,1), v, = (v],v5,v5,v)) = (1,0,0,1).
Notese que vq, = Vq,, entonces: vq, =r, Vq,-

Por lo tanto:
Va, ZL Vas
Propiedad 9.1: >, es una relacién de orden parcial en {0,1}" donde n € Z*.

Demostracion. (Reflexividad) Sea v € {0,1}". Notese que si v = v, entonces v =p, v. Por lo tanto,
v > v.

(Antisimetria) Sean vy, vy € {0,1}™ tal que vy >, ve, va > V1.

Ya que v; >, v9 entonces existen dos casos:

® U] = Vg, entonces: v; = va.

» vy >, vg. Por lo tanto, existe k € {1,2,...,n}, tal que Yk’ € Z* donde k' < k se tiene vy, = Vgt

vy vy, > vg,, entonces se tiene que v; # vy. Ademés, nétese que v <r, v1, por lo tanto, por
definicién vy 2 L V1, pero la hipdtesis es que vy >, v1. Por lo tanto, este caso no es viable.

En cualquiera de los dos casos se tiene que: v =, vs.
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(Transitividad) Sean vy, vq,v3 € {0,1}" tal que vy > vy v v2 > v3. Para esto existen 4 casos
posibles:

= V1 =1, v9 =, v3. Entonces: v; = vy = v3, por lo tanto, v; =, vs, entonces: vy >, v3.
= U] =1, v ¥ 2 >, v3. Por lo tanto, v; = v9 entonces vy >, v3, entonces: v; >, vs.
= vy >, Vg ¥ U2 =, v3. Por lo tanto, vo = vz entonces vy >, v3, entonces: v; >, vs.

» v; > ve > v3. Entonces existen kq, ks € {1,2,...,n}, tal que Vk} € ZT donde k] < ki y
Vky € Z* donde k) < ko se tiene Ul = U2 V2, = U35 Ul > Uy Y U, > U3y, Noétese
que k1 # k2, ya que el vector es binario, entonces no se puede tener vy, > vy, > v, . Porlo
tanto, hay dos subcasos:

e ki > ko, entonces vy, = v, > vs, . Por lo tanto, vy > v3, entonces: v1 >, vs.

® ki < ko, entonces vy, > vg, = vs, . Porlo tanto, v1 > v3, entonces: v1 >, vs.

Entonces: >, es relacion de orden parcial en {0,1}".
O
Definicion 9.3 Sean Ay B tal que #A = #B = m. Sea Cp tal que #Cp = n, el conjunto Cp se
le llama conjunto de caracteristicas de B. Ahora, sea a € A, entonces hagase un ranking del conjunto

Cp para a, y sea cq = {c1,C2,...,¢, } la lista de preferencias de Cp para a, donde: 14(c;) < ¥q(c;)
sii < jy para cada ¢;, ¢; € Cp.

Definicion 9.4 Sea A tal que #A4 = m y C4 el conjunto de caracteristicas de A. Sea a € A
entonces h, 14— {0,1} es la funcion de caracteristicas de a. Donde se dice que si a cuenta con la
caracteristica ¢ entonces hy(c) = 1, de lo contrario h,(c) = 0.

Definicion 9.5 Sean A y B tal que #4 = #B = m. Sea C}, el conjunto de caracteristicas de
B tal que #Cp =n. Sean a € A, b € B, ¢, = {c1, 2, ...,¢,} la lista de preferencias de Cg para a,
hy la funcion de caracteristicas de b y v, € {0,1}" tal que v(qp) = (ho(c1), hp(c2), ..., hp(cn)) es el
vector de caracteristicas de b asociado a a.

Definicion 9.6 Sean Ay B tal que #A = #B = m. Sea a € A, y sea Vb € B v(, ) el vector de
caracteristicas de b asociado a a. Entonces sea:

B, = {b1, b2a ooy bm}

es la lista de preferencias de B para a
donde si ¢ < j entonces v(qp,) >L V(ab;)-

Nota 9.1 Notese que ya que >, es una relacién de orden parcial siempre se podra encontrar la
lista de preferencias definida en la Definicién 9.6 que cumpla con la condicién de orden.

Ejemplo a Definiciéon 9.6

Sean A ={ay,as}, B={b1,b2}, y Ca = {c1,c2}, Cp = {c},ch, s} los conjuntos de caracteristi-
cas de A y B correspondientemente.

Ahora, las listas de preferencias de C'p para los elementos de a son:
— / / /
= ap = {c3, ¢5,c1}
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" a2 = {CIDC/Q?C/B}
y las listas de preferencias de C'y para los elementos de b son:

» by ={c2, 01}
u bz = {01,02}.
Ahora, se dice que a; cuenta con las caracteristicas ¢y, as cuenta con la caracteristica co, by

cuenta con las caracteristicas ¢}, ¢} y by cuenta con las caracteristicas ¢4, ¢5. Por lo tanto, los vectores
asociados de los elementos de B para los elementos de A quedan como:

" V(ayby) = (o, (63), hu, (c5), e, (c})) = (1,0,1)
" V(aybs) = (g (), by (c5), hay (ch)) = (1,1,0)
" V(azby) = (o, (1), b, (), e, (c5)) = (1,1,0)

(Moo (1), hoa (€h), By (c5)) = (0,1, 1).

* Uy ay) = (hay(€2), hay (1)) = (0,1)
" U(by,a5) = (hay(c2), hay(€1)) = (1,0)
" Uby,ay) = (hay (1), hay (c2)) = (1,0)
® Ubyas) = (hasy(c1); hay(c2)) = (0, 1).

» ar: (1,1,0) >1 (1,0,1) = V(ay by) ZL Vay,b1)
w ag: (1,1,0) > (0,1,1) = V(as.61) =L V(as,b)
» b1: (1,0) >1 (0,1) = vy a0) =L V(by,as)
= by: (1,0) >1 (0,1) = V(py,a1) =L V(bs,as)-

Ahora, con los 6rdenes de los vectores segun la relacion de orden obtenida a partir de la Definicion
9.2 se obtienen las listas de preferencias para los elementos de A y B:

By, = {b2,b1}
B, = {b1,b2}
v Ay, ={ag,a1}
w Ay, = {a1,a2}.
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9.1. Algoritmo

El objetivo de este capitulo como el de los capitulos anteriores es encontrar un emparejamiento
estable entre dos conjuntos de elementos A y B, en este caso, la diferencia es que esto se quiere
realizar con base a caracteristicas que tienen los elementos y los gustos por las caracteristicas de
los elementos del conjunto contrario. Para este problema no se necesita modificar el algoritmo Gale-
Shapley, simplemente se necesita agregar un paso previo, el cual consiste en obtener la lista de
preferencias del conjunto contrario para cada elemento. Esto anterior se realiza aprovechéandose de
los conceptos definidos en este capitulo, el Ejemplo a la Definicién 9.6 muestra paso a paso como
se pueden obtener las listas de preferencias que permiten utilizar el Algoritmo Gale-Shapley, y la
Propiedad 9.1 asegura que estas listas siempre existen, por lo tanto, siempre se podra utilizar el
algoritmo, el cual es inicializado cumpliendo las hipotesis presentadas en el capitulo 4. Entonces, por
Teorema 7.1 siempre se encontrara un emparejamiento estable.

Ejemplo de uso de Algoritmo
Por lo tanto, el emparejamiento obtenido es:

Sean A = {ay1,az2}, B ={b1,b2}, y Ca = {c1,¢c2}, Cp = {c}, b, 4} los conjuntos de caracteristi-
cas de A y B correspondientemente.

Ahora, las listas de preferencias de Cg para los elementos de a son:

a1 = {6/276/376/1}

" a2 = {Cllacl27cl3}
y las listas de preferencias de C'4 para los elementos de b son:

v by = {co, 01}
= by = {c1,c2}.
Ahora, se dice que a; cuenta con las caracteristicas c¢;, as cuenta con la caracteristica co, by

cuenta con las caracteristicas ¢}, ¢ y by cuenta con las caracteristicas ¢4, ¢5. Por lo tanto, los vectores
asociados de los elementos de B para los elementos de A quedan como:

" Uayby) = (i (€3), hoy (c5), he, (1)) = (1,0, 1)
" Uaybe) = (hby (), hoy (5), he, (1)) = (1,1,0)
" Uag,by) = (i (€1), hoy (€5), ho, (c5)) = (1,1,0)
" Ulaz,ba) = (hy(€1), Ty (¢3), hoy (c5)) = (0,1, 1).

® Uby,ar) = (hay(€2), ha, (c1)) = (0,1)
" Ubyaz) = (Pay(€2), hay(c1)) = (1,0)
" V(b,ar) = (hay(€1), hay (€2)) = (1,0)
" Ubyas) = (has(c1), hay(2)) = (0,1).
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Ya que se obtuvieron los vectores, para cada elemento se puede verificar su orden:

v ay: (1,1,0) >1 (1,0,1) — V(ay,bs) 2L Y(ay,b1)
» ay: (1,1,0) >1 (0,1,1) = ¥ay,p,) =L V(as,bs)
= 012 (1,0) 21 (0,1) = V(b a5) =L V(by,ar)
» by (1,0) >1 (0,1) = V(py,a1) =L V(by,as)-

Ahora, con los 6rdenes de los vectores segun la relacion de orden obtenida a partir de la Definicion
9.2 se obtienen las listas de preferencias para los elementos de A y B:

» B, = {b2,b1}

» By, = {b1,b2}

» Ay, = {az, a1}

v Ay, = {ay,as}.

Ahora, ya que existen listas de preferencias se procede a utilizar el Algoritmo Gale-Shapley,
donde el conjunto que propone es A y el conjunto pasivo es B:

Primera iteracion:

v A={a1,a0}
» El mejor emparejamiento para cada elemento es:

Oallbg

® as:b;

= Como muestra la figura b; se empareja con as, by se empareja con a;.

= Entonces los emparejamientos quedan:

o E, =by
o F,y=b
o ) =as
o Ey, =ay.

Ya que si se intenta realizar una nueva iteracion A = ) entonces, el algoritmo finaliza y se obtiene
el emparejamiento estable entre A y B:

P = {(a1,b2), (az,b1)}.
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capiTuLo 10

Aplicaciones del teorema del matrimonio estable y sus variantes

Una pregunta que puede surgir después de todo el desarrollo tedrico presentado del Problema del
Matrimonio Estable y sus variantes es en qué casos pueden utilizarse los algoritmos y como alguien
puede aprovecharse de estos al encontrarse problemas en su rutina. Estos algoritmos brillan en
los problemas de asignacion, debido a que dan las herramientas para optimizar los emparejamientos
entre dos conjuntos. Para cada variante presentada se presentara un ejemplo generalizable que puede
encontrarse facilmente en diferentes campos donde se utilizara la teoria desarrollada en los capitulos
anteriores.

10.1. Problema original

El problema original da muchas herramientas al momento en el que se tengan que emparejar dos
conjuntos, ademés de asegurar que existe un emparejamiento estable al momento de tener listas de
preferencias, también da el algoritmo de como obtenerlo, a continuaciéon se presenta un ejemplo de
como se puede utilizar el algoritmo en un problema de asignacion entre alumnos y escuelas.

Emparejamiento estable para alumnos y plazas escolares

Para este ejemplo practico se tomara el caso donde un programa de becas internacionales elige a
10 alumnos para colocar en 10 distintas escuelas. El programa al conocer que existe el algoritmo de
Gale-Shapley solicita a los estudiantes una lista de preferencias ordenada de las escuelas, ademaés,
hace la misma solicitud a los directores de las escuelas. El conjunto de alumnos seréa:

A= {ala az,as, a4, as, e, ay, ag, ayg, alO}

Mientras que el conjunto de las escuelas seréa:

E = {61,627 €3, €4, €5, €6, €7, €8, €9, 610}
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Las listas de preferencias de los alumnos son:

" aq: {63764,67,62769,610,61768,65,66}
= ay: {eq,e3,€6,€10,€5,€2,€7,€9,€4, €8}
» a3: {e10, €2, €5,€s, €7, 4,69, €3, €5, €1}
" Gy {677610766,64769768,62761,63765}
» as: {e10, €3, €3,€9,€7,€1,6€6,€2,€4,€5}
= ag: {657673687637645697663617610762}
= ar: {e1,eq,€2,€4,€9,€3,€7,€10, €8, €5}
» ag: {eg, e7,€1,€10,€5,€8,€9,€2,€4,€3}
» ag: {eq, €10, €1, €2, €9, €6, €7, €5, €5, €3 }

LIR30 {69a €1, €5, €10, €7, €4, €3, €6, €2, 68}
Mientras que las listas de preferencias de las escuelas son:

= e1: {a10,a4,a7,0a5,a2,a1,0a3, ag, as, g }

LENHN {0,5, ar,a4,06,01,03,09,02,0as, alo}

» e3: {as, a3, a4, a6, a9, a2,a1,a10,a7,as}

" €y {CL&CL97CL4,a1o,a5,a6,a7,a1,a2,a3}

= €5: {a97a37a1,alo,%,aﬁ,az,a%as,%}

" €6t {a7,a6,a10,a8,ag,a4,a2,a3,a1,a5}

= er: {a37a67a10aa2a087047a57a77a17a9}

v es: {ag, a7, a10,a4,as,as, ag,as, a, as}

" €9: {QIO;aﬁ;a4;a1;a5;a7aa87a37a27a9}

= e10: {as, ag, ay,as,as, ag, a1, a1, ar, az}

Con esta informacioén ya se cumplen las condiciones para asegurar un emparejamiento estable, es
decir que se tendré un emparejamiento entre los alumnos y las escuelas donde no existan dos parejas

tal que un alumno y una escuela se prefieran antes que a su pareja. Esto simplemente aplicando el
algoritmo explicado en el capitulo 4 e implementado en Python.

Al programa de becas le interesa siempre dar una buena imagen a las escuelas que participan en
el programa, por lo tanto, coloca el conjunto de escuelas como el conjunto que propone y el conjunto
de los alumnos como el conjunto pasivo. Asi ademés de asegurar un emparejamiento estable, logra
que las escuelas propongan a los alumnos de su preferencia primero.

Corriendo el algoritmo se obtiene el emparejamiento entre alumnos y escuelas:

P = {(617 CL7), (627 a1)7 (633 (15), (647 0,9), (657 a6)7 (eﬁa a8)7 (677 a2)a (687 CL4), (69; alO)a (eloa a3)}'

El Teorema 7.1 nos asegura que es un emparejamiento estable entre F y A.
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10.2. Variante de conjuntos desiguales

Muchos casos pueden presentar el problema que no necesariamente los conjuntos que se intentan
emparejar son de la misma cardinalidad. Debido al desarrollo obtenido en el capitulo 5 seccién 1 se
tienen herramientas para abordar este tipo de problemas, los cuales pueden ser muy comunes, por lo
tanto, este desarrollo puede aplicarse a muchos problemas. Por esa razén se presenta a continuacién
un ejemplo de como se puede ajustar esta variante a un problema del mundo laboral.

Emparejamiento estable para plazas laborales y posibles empleados

Para este ejemplo se tomara un caso donde una empresa tiene 14 aplicantes competentes para
7 plazas distintas. La empresa conociendo que existe el algoritmo Gale-Shapley y ademés, este se
puede ajustar a conjuntos desiguales realiza para cada plaza una lista de preferencia de aplicantes.
Ademaés a los aplicantes se les explica la situacion y les piden una lista de preferencia de las plazas
disponibles. Por lo tanto se tienen los conjuntos de,

aplicantes:

A= {(1,1, az, as, a4, as, e, ar, ag, ag, 10, ad11, @12, @413, a14}

y plazas:

P = {p17p27p37p47p57p67p7}'

Ahora, las listas de preferencias de los aplicantes son:

= ay: {p2, D6, P4, P7, P55 P1,P3}
= as: {p7,P1, P2, P4, P5,P3, D6}
= az: {p2,P1,P3, D7, D55 Pes Pa}
* ay: {p1,Ps,P6, P2, P4, P7,P3}
* as: {p1,P6, 5, P7, P4, D3, P2}
» ag: {p3,p1,P7,P5, P4, P2, P6 }
* a7: {pa,P1,P6,P7,D2,P5,P3}
= ag: {ps,P3,P7,P1,P4,P2,P6 }
= ag: {p2, D5, P1,P3, P4, P6, P7}
» ai0: {P1,P2:P5: P37, P4, D6 }
» ai1: {P3, P1,P7, P2, D5, D6, P4}
* ai2: {p7,P1,P4,P3,P2,P5,P6}
= a13: {p2, D6, P5,P1,P4,P3,P7}

" Q14 {p67p57p47p77p27p17p3}'

mientras que las listas de preferencias para cada plaza son:
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" p1: {a147a17a107a7,a2,a137CL37a12,a67a47a11,a5,a9,a8}
" P2 {aloaa/laa/147a133a127a67a3>a97a87a27a57a77a47a11}
" p3: {aloaa17a147a77a11aagaa5aa23a8aa47a127a37a137a6}
v py: {a14, 01,010, 05,06, 011, A13, A2, A4, 8, A12, Ay, (3, A7}
= ps: {a10, 01,014, a6, a5, 013, A12, a3, A9, G4, Az, A7, a8, A11 }
= pe: {a1,a10,014, 05,011, 012,03, a9, A6, G2, Ag, G4, A7, A13}

" Pt {aha10,a14,a4,a13,a127a57a87a27a77a97a37a11,a6}~

Con esta informacién se puede correr el algoritmo Gale-Shapley ajustado para conjuntos desigua-
les, asi como se revela en el capitulo 5, seccién 1, ademés este asegura un emparejamiento estable
sin importar cual conjunto propone y cual conjunto es pasivo.

Ahora, debido a la naturaleza del problema la empresa se ve obligada a que el conjunto de las
plazas sea el conjunto que propone mientras que los aplicantes sean el conjunto pasivo, debido a que
es de su interés que las plazas busquen a su preferencia primero. Por lo tanto, se realiza el ejercicio
con el conjunto P como el conjunto que propone y A como el conjunto pasivo, ya que #P < #A,
entonces se usa el algoritmo ajustado para que el conjunto pasivo tenga mayor cardinalidad que el
conjunto que propone.

Corriendo el algoritmo se obtiene el emparejamiento entre P y A:

P = {(p1,a10), (p2,a1), (p3,ar), (pa,as), (s, as), (ps, ar4), (P, a4)}.

En este caso aq, a3, ag, ag, a1, a12, a3 se quedan desemparejados, es decir, no entran a la empresa.

10.3. Variante de preferencias incompletas

La variante de Preferencias Incompletas es perfecta para encontrar un emparejamiento donde
existan parejas que por compatibilidad no pueden suceder, un ejemplo sencillo es la compatibilidad
entre los tipos de sangre de los humanos, no todos los tipos de sangre pueden donar a todos. Esto
hace que las listas sean incompletas, lo cual hace que todo el desarrollo del capitulo 5 seccién 2 se
ajuste a este tipo de problemas y se pueda encontrar un emparejamiento aceptable.

Emparejamiento aceptable para sangre y pacientes de un hospital

Para esta secciéon se abordara un caso que puede presentarse comunmente en los hospitales, donde
existen pacientes que necesitan donaciéon de sangre y existen litros de sangre disponibles para estos
pacientes. Esto se puede complicar debido a que no todos los tipos de sangre pueden donar a todos
y viceversa. Entonces esto se adecua de manera perfecta a la variante de Preferencias Incompletas,
ya que si un tipo de sangre no puede donar a otra, esta no aparece en su lista de preferencias. Se
realizaran dos ejemplos, uno donde no se encuentra un emparejamiento aceptable, segin definido en
la seccion 2 del capitulo 5 y otro donde si se encuentra.

Ejemplo 1

Para este ejemplo digase que hay pacientes que necesitan sangre con los siguientes tipos de
sangre respectivamente: R = {O~, A=, AT, AT BT ABT}, mientras que disponibles para donacion
hay litros de sangre de D = {O~,0", AT, B* AB~, AB*}. Ahora, la lista de los donadores y a
quienes les pueden dar, esta dada por las siguientes listas de preferencias:
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« O {0, A~ AT B AB+}
« OF: {A*, B+ AB*}

« A*: {AT AB*}

« BT: {BT,AB*}

« AB~: {AB*}

« AB*: {AB+)}

y la lista de los receptores y de quienes pueden recibir estan dadas por:

« O: {07}

» A7 {07}

» AT {O~,07, AT}

» AT {07,077, A"}

- B+ {0~,0%,B"}

« AB*: {O~,0%, AT, BT, AB~, AB"}

Ahora, que se tienen las listas de preferencias se puede obtener la matriz de Biadyacencia entre
DyR:

O~ Ot At At B+ ABt
o 1 1 1 1 1 1
ot 0 0 1 1 1 1
At 0 0 1 1 0 1
Bt 0 0 0 0 1 1
AB~ | 0 0 0 0 0 1
ABT | 0 0 0 0 0 1

donde los elementos verticales corresponden al conjunto D y los horizontales al conjunto R.

Ahora, aprovechandonos del Teorema 8.3, existe un emparejamiento aceptable si el permanente
de esta matriz es mayor a 0. Corriendo un cédigo en Python que calcula el permanente y si este es
mayor a 0, da todos los emparejamientos aceptables. En este caso el permanente de la Matriz de
Biadyacencia es igual a 0. Por lo tanto, en este caso no se pueden emparejar a todos los pacientes
con sangre compatible.

Ejemplo 2

Para este ejemplo digase que hay pacientes que necesitan sangre con los siguientes tipos de sangre
respectivamente: R = {O~,0%, AT, BY, AB~, ABT}, mientras que disponibles para donacién hay
litros de sangre de D = {O~,0%, AY, BT AB~, AB*}. Ahora, la lista de los donadores y a quienes
les pueden dar, estd dada por las siguientes listas de preferencias:

» O—: {O~,0%" A+ B* AB~,AB*}
» OF: {0+, A+, Bt AB*}
] A+I {A+7AB+}
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» BT: {BT AB*}
» AB~: {AB~,AB*}
« ABT: {ABT}

y la lista de los receptores y de quienes pueden recibir estan dadas por:

« 0 {07}

« OF: {0-,0%}

« A+ {O7,0", AT}

« BT {0~,0%,B%)}

« AB~: {0, AB}

« AB*+: {O~,0% A", B+ AB~, AB*}

Ahora, que se tienen las listas de preferencias se puede obtener la matriz de Biadyacencia entre
DyR:

O~ Ot AY BT AB~ ABT
o~ 1 1 1 1 1 1
ot 0 1 1 1 0 1
At 0 0 1 0 0 1
Bt 0 0 0 1 0 1
AB~ | 0 0 0 0 1 1
ABT | 0 0 0 0 0 1

donde los elementos verticales corresponden al conjunto D y los horizontales al conjunto R.

Ahora, aprovechandonos del Teorema 8.3, existe un emparejamiento aceptable si el permanente
de esta matriz es mayor a 0. Corriendo un cédigo en Python que calcula el permanente y si este es
mayor a 0, da todos los emparejamientos aceptables. En este caso se tiene que el permanente es 1.
Entonces se tiene solo un emparejamiento aceptable, en este caso es:

P={(0",07),(0",0%), (AT, A"),(BT,B"),(AB~,AB™),(AB", AB")}.

10.4. Variante de preferencias por caracteristicas

Esta variante del problema se ajusta perfectamente para obtener emparejamientos en casos donde
se conozca el contexto de los elementos de los conjuntos y ademas se conozca que caracteristicas
del otro conjunto son deseables para cada elemento. Esto se puede ajustar muy bien en el mundo
real, debido a que es mas sencillo hacer preguntas sobre caracteristicas binarias antes que pedir una
lista ordenada del otro conjunto. Por ejemplo, si se desea obtener una lista de preferencias entre
doctores y hospitales, es més facil preguntar a los doctores si prefiere si su hospital esté en la ciudad
0 no, que sea publico o privado, etc. Ademaés, puede resultar mas generalizable tener que ordenar
estas caracteristicas en importancia que ordenar los hospitales en si. En el siguiente ejemplo se le
dara seguimiento a lo comentado en esta introduccién, con caracteristicas generales pero siempre
siguiendo en la linea de asignacion de doctores a hospitales.
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Emparejamiento estable para doctores y hospitales

En este ejemplo se manejara la asignacion de 5 doctores y 5 hospitales. A los doctores les interesan
6 caracteristicas de los hospitales y a los hospitales le interesan 4 caracteristicas de los doctores.

Llamese al conjunto de Doctores D = {dy, da, d3, d4, ds }, al conjunto de hospitales H = {h, ha, hs, hq, hs5}.
Las caracteristicas de los doctores que interesan a los hospitales son Cp = {¢1,co,c¢3,¢4} y las ca-
racteristicas de los hospitales que interesan a los doctores son: Cy = {c}, ¢, s, ¢, ¢k, ¢}

Ademas para cada conjunto se tiene la lista de preferencias correspondiente a cada elemento,
para el conjunto D:

" dy: {0/270/170‘{370/570%’02}
" dy: {0570/270/170%7c£bc/5}
" ds: {cg,c’l,cé,cé,cg,cﬁl}
v dy: {d), kb, b cl )

. / / / / / /
» ds: {017 Cy4, Ca;, Cs, C3, CG}
Para el conjunto H:

v hy: {c1,05,c4,00}
v ho: {cq,c1,c2,c3}
v hg: {co,c1,c4,03}
v hy: {cy,co,c3,01}
v hy: {c1,¢4,00,c3}.

Ademas, haciendo uso de la funcion de caraceteristicas de cada elemento se sabe con que carac-
teristicas cuenta cada elemento, en este caso para el conjunto D se tiene que:

w di: hg,(c1) =1, hg, (c2) =0, hg, (c3) =0, hg,(ca) =0
v do: hg,(c1) =0, hgy(c2) =0, hg,(c3) =1, ha,(cs) =0
w dsg: hg,(c1) =1, hg,(c2) =0, hgy(c3) =0, hgy(ca) =0
w dy: hg,(c1) =1, hg,(c2) =1, hg,(c3) =1, hg,(ca) =0
v ds: hg (1) =1, hg,(c2) =0, hg,(c3) =0, hg,(ca) =1

i () = 0, hny (¢5) = 1, by (63) = 1, b, (¢h) = 1, iy (c5) = 0, By () = 0
= hot hpy(ch) =1, hiy () =1, by (c3) (ch) (c5) () =0
= hg iy (c1) = 1, hng (¢3) = 0, hig (¢3) = 1, by (¢)) = 1, iy (c5) = 1, iy (c5) = 0

(c1) (c5) = 0, hn,(c3) (ch) (c5) (c§) =0

w byt hp, () =1, by, () =



» b5t hpg(ch) =0, hpg(c3) = 1, hig(c3) = 1, hag(c)) = 1, hpg(cs) = 1, hpg(cg) = 1.

Ahora, al correr un algoritmo que genera los vectores de caracteristicas, los ordena y asi genera
las listas de preferencia, como se realiza en el algoritmo del capitulo 6, se obtienen las listas de
preferencias que ingresan al algoritmo Gale-Shapley.

= dy: {ho, hs, hi, ha, ha}
= dy: {hs,h1, h3, ha, ho}
= d3: {ha, ha, ho, hs, h1}
» dy: {h2, h3, ha, hs, h}
» ds: {h2, h3, ha, hs, hi}

» hy:{dy,dy,d3,d2,ds}
» hoi {ds,dy, d1,d3, da}
» h3:{dy,dy,d3,d5,d2}
» hyi {ds,dy, d2,dy, d3}
w hs: {dg,dy,d3, ds,da}.
Corriendo el algoritmo Gale-Shapley utilizado en el primer ejemplo de este capitulo se obtiene el

siguiente emparejamiento, en este caso supéngase que interesa mas obtener un emparejamiento con
los hositales como el conjunto que propone y los doctores como el conjunto pasivo:

P = {(h17d3)7 (h27d5)ﬂ (h37d4), (h47 dg), (h57 dl)}'

El cual es un emparejamiento estable, ya que se utiliza el algoritmo Gale-Shapley y las listas de
preferencias son generadas con una relacion de orden.
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capituLo 11

Conclusiones

Al leer el enunciado del Problema del Matrimonio Estable se pueden reconocer de manera senci-
lla situaciones en las que su solucién pueda ser util. Con base en esto el algoritmo Gale-Shapley
toma mucho valor, esto se puede observar en la facilidad con la que se obtienen emparejamien-
tos en situaciones que a priori pueden ser complicadas de plantear, como optimizar las parejas
en un problema de asignaciéon. Asimismo, las soluciones de las variantes funcionan como un
auxiliar en caso se cuenta con informacion distinta o incluso incompleta.

La variante de Preferencias por Caracteristicas logra dar un enfoque distinto al problema ori-
ginal. Esto debido a que se pueden considerar situaciones donde los elementos de los conjuntos
no se conocen entre si, por lo tanto, no es posible que den listas de preferencias ya que lo harian
a ciegas. Mientras que si pueden ordenar caracteristicas, hace que a pesar del desconocimiento
de los elementos entre si, un tercero que tenga informacion sobre ambos conjuntos y las pre-
ferencias de sus caracteristicas pueda realizar el emparejamiento aprovechdndose también del
algoritmo Gale-Shapley.

El algoritmo Gale-Shapley logra con éxito devolver un emparejamiento estable entre dos con-
juntos del mismo tamano, esto ademas del algoritmo, lo revela la teoria descrita derivada a
este. Ademas, ya que se asegura que este termina el emparejamiento es seguro siempre y cuan-
do se tengan conjuntos del mismo tamano, cada elemento tenga una lista de preferencias del
otro conjunto y se disponga un conjunto como activo y otro como pasivo.

Existen dos variantes famosas del problema del Matrimonio Estable: Conjuntos Desiguales y
Preferencias Incompletas. Estas dos variantes dan otra perspectiva y dan una soluciéon mas
general. En cuanto a la primera variante se encontré que modificando sutilmente el algoritmo
Gale-Shapley se asegura también un emparejamiento estable. Paralelo a esto la variante de
Preferencias Incompletas puede dividirse en casos, uno donde se tengan preferencias incom-
pletas no ordenadas, es decir, los elementos solo estan interesados en que su pareja esté en su
lista pero adentro de su lista no tienen rango. Este caso se aprovecha de los grafos no dirigidos
y la matriz de biadyacencia para encontrar un emparejamiento que cumpla con la condicién.
Agregando la complicacion donde estas listas incompletas también estan ordenadas revela el
segundo caso, este complica el problema a tal punto que debe buscarse un algoritmo distinto
y reconocer bajo que caracteristicas se puede encontrar un emparejamiento estable.

Existen muchas aplicaciones para este problema y sus variantes. En el capitulo 10 se presentan
algunos ejemplos de como el algoritmo y sus variantes pueden ser utilizados en problemas de
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asignacion en el mundo laboral. Ademas, el ejercicio ayuda a saber cuél de las variantes utilizar
segun la informaciéon que se tenga disponible.

El concepto de Orden Lexicografico hizo posible dar una relacién de orden para los vectores
de caracteristicas en la ultima variante, lo cual fue clave para poder disenar la solucién al
problema. Luego de obtener esta relacién de orden y por ende, un conjunto ordenado ya se
puede utilizar el algoritmo Gale-Shapley. Esta variante de Preferencias por Caracteristicas
también es compatible con otras variantes, lo cual puede dar un valor anadido, en caso se
desee estudiar en un trabajo de seguimiento a este.
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CAPITULO 12

Recomendaciones

Una posible oportunidad de seguimiento del desarrollo se presenta en la variante de preferencias
incompletas. Como fue mencionado en la discusiéon de la seccién 8.2 al anadir la hipétesis que
menciona que los elementos tienen listas de preferencias incompletas y ademés ordenadas se genera
un caso bastante complejo, ya que no es trivial como ajustar el algoritmo Gale-Shapley a esta
situacion. En un trabajo posterior se podria inverstigar si es posible ajustar el algoritmo a esta
variante sin realizar muchos cambios o si seria adecuado diseniar un algoritmo distinto que se adecue
a las hipotesis.

En la variante de preferencias por caracteristicas se utiliza un orden que permite ordenar vectores
donde como condicién se toma que los conjuntos de los cuales provienen los elementos que componen
al vector deben tener una relaciéon de orden total o parcial. Al cumplir esto se puede utilizar el orden
lexicografico. En este trabajo las caracteristicas se presentaron como vectores binarios, para un
trabajo posterior puede ser interesante utilizar otro conjunto para medir la compatibilidad de las
caracteristicas aprovechéandose de la flexibilidad del orden lexicografico.

Siguiendo con la variante mencionada en el parrafo anterior puede investigarse otra manera
de ordenar los vectores para obtener las listas de preferencias. Si se deseara explorar otro tipo de
ordenamiento, quizas basado en el recuento de caracteristicas o en una ponderacion, serfa interesante
que un trabajo posterior se investigaran otras metodologias para esta variante.
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capiTuLo 14

Anexos

Listing 14.1: Funcién para implementacion de Algoritmo Gale-Shapley

def gs(A preferences, B _preferences):

# Obtener los conjuntos
A = list (A _ preferences.keys())
B = list (B _preferences.keys())

# Hacer diccionarios para ingresar la informacion que requiere el algoritmo
A dicts = {}
B dicts = {}

# Ciclo para llenar la informacion inicial del conjunto A
for a_el in A:

E_ a=""

L a= A preferences[a_el]

R _a= []

A dicts[a_el] = [E_a, L a, R a]

# Ciclo para llenar la informacion inicial del conjunto B
for b el in B:

Eb="

L b = B _preferences|[b_el]

C b= ]

B _dicts|[b_el] = [E_b, L b, C b]

# Algoritmo
while True:

# Creaci n del conjunto hat A y revisi n de si este es vac o
hat A = []
for a_ el in A:

if A dicts[a_el][0] = " :
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hat A.append(a_el)

# Break del ciclo en caso hat_ A sea wvac o
if not hat A:
break

# Creacion del conjunto hat_B
hat B = []

# Los elementos del conjunto hat A proponen
for a_el in hat A:
D = [item for item in A _dicts[a_el][1] if item not in A dicts[a_el]|[2]]
b a =DJO0]
B dicts[b_a][2].append(a_el)
A dicts[a_el][0] = Db_a
hat B.append(b_a)

# Hacer que hat B sea una lista con todos sus elementos distintos
hat B = list (set(hat B))

# Los elementos de hat B escogen a su pareja
for b el in hat B:
if B dicts[b_el][0] = 7’ :
posibles = list (set(B _dicts[b_el][2]) | set([B_dicts[b_el][0]]))
else:
posibles = B _dicts[b_el][2]
valor minimo = min(posibles, key=lambda x: B_dicts[b_el|[1]. index(x))
for pos in posibles:
A dicts|[pos]|[0] = 7’

B dicts|[b_el][0] = valor minimo
A dicts|[valor _minimo][0] = b_el

posibles .remove(valor minimo)
for a r in posibles:

A dicts[a_r][2].append(b_el)

B dicts[b_el][2] = []

# Crear el emparejamiento
P ]
for a el in A:
P.append ((a_el, A dicts[a_el][0]))

return P

Listing 14.2: Funcién para variante Preferencias Incompletas

def emp aceptable(A preferences, B _preferences):
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# Obtener los conjuntos
= list (A preferences.keys())
= list (B _preferences.keys())

@ >
\

# Obtener la longitud de los conjuntos
n = len(A)

# Hacer la matriz de biadyacencia
matriz = [[0 for i in range(n)]| for j in range(n)]|
for i in range(n):
for j in range(n):
if (A[i] in B_preferences[B[j]]) and (B[j] in A preferences[A[i]]):
matriz[i][j] =1

# Realizar las permutaciones
conjunto = list (range(n))
permutaciones = list (itertools.permutations(conjunto))

# Obtener el permanente
suma = 0
perm__emparejamientos = []

for permutacion in permutaciones:
valor =1
for k in range(n):
valor = valor x matriz|[k]||permutacion [k]]

suma = suma —+ valor

if valor — 1:
perm emparejamientos.append (permutacion)

# Llenar la lista de los emparejamientos posibles
P =[]

e
[
for pert in perm emparejamientos:
pairing = []
for k in range(n):

pairing .append ((A[k], B[pert[k]]))
P.append(pairing)

return P

Listing 14.3: Funciones para variante Preferencias por Caracteristicas

def preferencias(A preferences, B _ preferences, A dict, B_dict):
# Obtener los conjuntos

A = list (A preferences.keys())
B = list (B _preferences.keys())
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# Declarar los diccionarios que se devuelven
A pref = {}
B pref = {}

# Ciclo para ordenar preferencias para cada elemento de A
for a_ el in A:
lista = []

# Obtener el wvector para cada elemento del conjunto B

for b _a in B:
vector = [B_dict[b_a][c] for ¢ in A preferences|[a_el]]
lista .append(vector)

# Obtener los wvectores ordenados y ordenar preferencias

indices ordenados = lexicografico(lista)
B _lista = [B[indice] for indice in indices_ordenados]
A pref[a_el] = B_lista

# Ciclo para ordenar preferencias para cada elemento de B
for b _el in B:
lista = []

# Obtener el wvector para cada elemento del conjunto A

for a b in A:
vector = [A_dict[a_b][c] for ¢ in B_preferences|[b_el]]
lista .append(vector)

# Obtener los vectores ordenados y ordenar preferencias
indices ordenados = lexicografico(lista)
A lista = [A[indice| for indice in indices ordenados|

B_pref[b_el] = A _lista

return A pref, B _pref

def lexicografico (vectores):
# Enumerar vectores para comservar los ndices
indices = list (range(len(vectores)))

enumerados = list (enumerate(vectores))

# Ordenar enumerados de mayor a menor
enumerados ordenados = sorted (enumerados, key=lambda x: x[1], reverse=True)

# Separar los indices y los wvectores ordenados
indices ordenados, vectores ordenados = zip(xenumerados ordenados)

return list (indices ordenados)
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