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1. INTRODUCCION

El presente ensayo es una exposicion de la demostra-
cibn del teorems de Riesz-Fischer. Para este ensayo se ha
asumido un conocimiento bdsico de la teorfa de la medida ¥y
de topologia de espacios métricos.

En teorfa de la medida se assumen conocimientos sobre
la misgma y éus oropiedades fundamentales, asi como un domi-
nio elementsl sobre ls Integral de Lebesgue en espacics de
medida finita., Uns excelenté referencia pers los reguisitos
anteriores es el libro de Royden.

Para efectos del presente ensayo, elpunos lemas § teo-
remas fundamentales en la teoris de ls integrscion han sido
demostrados. Alguncs ejemplos son: teorema de Fatou, teorema

de converpencla dominada de Lebespgue, desigualdad de Holder.

1.1 Importencia histérica del teorema de Riesz-Fischer

El dessrrollo de la nocidn moderna de Integral esté
estrechamente relacionado con la evolucion de la ides de
fgncién y con el estudio profundo de las funciones numéricas
de variables resles, A principios del Siglo XIX se tenfa una
idea intuitiva de la nocién de funcién, pero no se admitia
que tales funcicnes pudiersn ser éXpresedas snaliticamente,

Posteriormente, Fourier encontrd gue las funciones dis-




continuas podian ser expresadas como la sume de series tri-
gonométricas, Este concepto habria de, tener marcada influen-
cia scobre 1ss ziruientes generaciones, Turante afics no hubo
avance alguno en esta 4res ya cue el trabajo con funciones
como las definidas por Fourier no despertaba interés. El pri-
mer avance sipgnificativo fue dado por Riemann,

La i1dea de Riemann fue la de partir del procedimiento
de aproximacion de la integral, cuya importancias fue sefiala-~
da por Cauchy, y determinar cuéndo la suma de Riemann de una
funeidén £ en un intervalo [%,b] tiende hacia un limite,
Esta demostracion no results complicada y, ademés, generali-
za po sdlo para funciones mondtonas v seccionalmente conti-
nuags sino tamhién para funciones discontinuas en un subecone
Junto dense,

La integral de Riemann surgid en un momento que era -
propicio para ese tipo de investigaciones vy ocupd su lugsr
enel estudio a fondo del <:continuo>> ¥y de las funcliones de
variables resles, situacidn gque culmina con Cantor y el sur-
gimiento de 1a teorls de conjuntos. La forma dada por Riemann
a la condicidn de iotegralidad sugeria la idea de 1a medida
del conjunto de puntos de digcontinuidad de una funcion en
up intervalo, Transcurrieron 30 afios antes de que se diera
una deéfinfcion de esta nocidn.

| Es & Borel a guien corrésponde el mérito. Borel propu-
go tomar como medida de LlCﬁR, W abierto a 1a suma de las

longitudes de sus intervalos abiertos componentes, Luego deg-




eribid la clase de conjuntos (borelianos) gue se pueden ob-
tener & partir de los conjuntos ablertos efectuando indefini-
damente las operaciones de unidén numereble y de diferencias,
Indicd gue para estos conjuntos se puede definir una medidam
gue posee las propledades fundamentsles de 1la aditividad con-
table, O see; s1 una sucesion (An) estéd formeda por conjun=-
tog boreliasnos disjuntos dos a Gos, la medida de su union es
jgual 2 12 svma de sus medidas,

Esta definicidén constituye el comlenzo de unéd nueva e-
ra en el Anélisis ya cue sienta las beses para la extensidn
de la nocidn de integral que lleva a cabo Lebesgue en los
primeros afos del Sigzlo XX. En su tésis, Lebesgue define la

medide exterior de un conjunto ascotado ACR como el infimo

de las medidas de los conjuntos abilertos que contiene A, Lue -
go, 81 I es un intervalo acotadoc que contiene a A,‘la medidsa
interior de A es la diferencie entre las medidas exteriores
de I yde I -« A, De esta forma se obtiene una nocidn de con-
juntos medibles oue difiere de 18 nocidn dada por Borel uni-
ceamente en oue Lebesmue consideras un conjunto de medida nula,
Este definicidn se extiende inmediatamente @ Rn.y la
antigua concepeclion de la integral definida‘Jiggjckt*' para
£ acotada y £ 2 0, comoc drea definida 5%r 1a curva f(x)
v las rectas x = a, X = b, ¥y = 0; proporciona una extensidn
inmediata de 18 integral de Riemann a todas las funclones aue
estdn definidas en un conjunto medible sepgin lebesgue.

Ahora bien, la importancle de 1la nocldn de medida de




Lebesgue no es tanto la extensidn anterior sino gu-descubri.
miento del teorema del paso al limite bajo el signo integral,
Son innumerahles los progresos cue se obtlenen de log resul=
tados dé lLebesgue aplicados a problemas de célculo infinite-
simal, Entre e¢llos podemos mencioner gsus aplicaciones a las
series trigonométricas, longitud y &rea a conjuntos més ge-
neraleg aue curvas y superflcies comunes, y & los nuevos ho-
rizontes de la teoria cuys explcerzcidn no ha terminade.
Por‘ﬁltimo, v fundamentalmente, la definicidn de los
ezpaclos LP v el teorema de Riesz-Fischer gque ponian en evi-
dencia el papel cue podia tener en el andlisis funcional la
nueva nocién de integral, papel gue no haria otra coses més

gque crecer con las penersaclones posteriores,




2., CCHCEPTOS PREZVIOS

3
. Como se indicd en 1la introduccidn se asumird el conccimien=
L 4

to de conceptos bésicos de la teorfs de 1= medlda, En éste
capitulo sa dessrollsran alpuncs teoremas de convergencis y
slrunos sobre esvacios completosz, bésicos para l2 demostra-
cibn del teorema Riesz-Fischer,

2,1 Teoreme 1l: Converpgencla Acotada:

Sea(ifg>'una sucesidn de funciones medibles definidas
sobre un conjunto ® de medida finita, y suponsamos que

existe un numero real M

¥
feolemM  Wxek

N
51 L6 = Lo in(x) ¥ye E "
=:> = ﬂgﬂﬂ
J§ = g,

Demostracibn:

Para 1s demostraclén previemente enunciaremos los
principios de Littlewood:

1. Todo conjunto medible es expreseblé como la unidn
finite cde Intervelos,

2, Toda funcldn medible es @aggqq continua,

3. Toda sucesidn convergente de funciones medible es

casi uniformemente continua,




Estos tres principios los podemos resumlir en el sipulenw
te teorema,

2,86 Teorems 2:

Sea E un conjunto medible de medida finita, y <fn>une
sucesidn de funclones medibles definidas en E, Sez [ uns fun-
ctién medible Jde valores reales, tal que

Y P E tenemos que 11'7_0 ) w___“bf@)
—={> dado (>0 y un ({>O existe un conjunto medible

A(CE con medida ym A ¢ 6 v un entero N tal gue

Vxd Ay ¥n=N
entonces I{fn(x) - j((x)\<€:

Demo=tracidn:

T
En = @N%QZ{XQEJL Lo —fe) = para o]gdn n> \\U}

tenemos gue T i O Eu
v pera cada X ek , 3 ENj—

XEEN = [0 f00 = NEy=@ = bm mE=0
S Dado &50  IN | mE4S

es decir

m{er b \f'n(x‘)_,ﬁx'ﬁ\ >¢ pava a\(jdn ﬂ>N} < d

sl definimos & A = EN = mA < &
1




Los tres principios de Littlewood establecen que si

<fn> converee a f puntualmente entonces <fn> es casilu—

niformemente convergente a f. El teorema nos demuestra gue

dada & >0 4 N v un conjunto medible A E con

tettemos ¢ue

mA <Z}%‘7]F 4 para N N Y %e ENA

[ 000~ feo] s £

- igf {J; :ﬁf?

|

l

éﬂfnq{}f Lliyl ¥ L\%-—ﬁ# AR

gntonces
_r£% 5 J_¥ 0
E 3

2,3 Teoreme 3: Lema de Fatou

S <fn> ces uns sucesidn de Cunciones medibles no ne-

gatives y  IodxX)———-—> F{x) en casl todas partes de un

conjunto E, entonces
ngéj?jch
! n
£ 3

Demostrecidn:

"84in perder ceneralidad varos a ssumir que la convergene
cia es en todas parbtes, ya qué integrar sobre conjuntos de me
medida cero el resultado es cero, $S1 h unz funcidn medible

ncotada 1a cudl no es mayor que £, vy que se desvanece afuera




de un conjunto E' de medida finits. Definimos 1a funcidn

h ) = mim {@,m) ey

entonces hp estf acotada por 1la cota de h, ¥ se desvanece en

Bt

°

Ahors hp(x)- sh(x) V X € E} —

usendo el tesorema 1

Sj“g% = Jrn X%n _/:Lmﬁjn
E E_’ E
ahora blen, tomando el supremo sobre h obtenemos

2 s,

2.4 Teoyrems 4: Convergencia Mondtona

[

Sea <:fn>>una sucesidn creciente de funciones medibles

no negetives, y sea f = 1lim £, , entonces:

=t g,

Demostracidn:

Usando el teorems 3, tememos gle

J# ¢ dum 3,

nos ra2lta demostrar que E;; ihﬁ:é:£

Sabewos que: £ 4 [ - jWCn = (‘P

esto Implicea

. an £ o |




Jh"”;j?n 2 %mggéhgfn

SEEN im[%km ﬁ-n o

2.5 Teorems 5+ Converrsncila Dominascda o de Lebesoue

Sea g integreble sohre E y sea {fy) uns sucesidn de

funciones medibles 4 Ign | £ g} en E y WV xek
tenemos gue i(x)==££¢n i”(%) =

EREER N

Demostrecidn:

La funcién g - f, no es negative y entonces usan-

do el teorems 3 tenemos:
gg“gﬁé &Ql{?‘gw
t E

como esumimos que |f|4£ g , ¥y f es integrable en E entonces

tenemos
fa-[r2 (g-mm(s
E E £ ¢
I~f2 L Sj;n
£ £ '
similermente, conslderemnos §]+.¥5 obtenemos
- E L O

2.6 Tefinjcidn:1:

Une sticesiédn <<fn> en un especio lineal normado se dice

converge o un elemento [ en el especlo, st dado & SO
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existe un N, BRSNS N tenemos gue

F- e

21 i‘n converere a [ eescribimos f= 1im £, o f — T

2.7 Definicibn 2:

Dada una sucesidn (fn> en un especio lineal normedo
diremos que e s de Cauchy si, dado & DO QN 5 V=N
Yy Ym > N

tenemos gque “ q[\n i ,Ym H £ E

2,8 Definicidn?

Un espacic lineal normade es 1lamado completo sl toda
sucesion de Cauchy converge en el especio, esto es, 8l para
cads sucesidn de Cauchy <fr}> en el espaclo existe un ele~
mento f elemente del esvaclo tal que fy — L, Un espacio
lineel comnleto es 1lamado de Banach,

2,2  Definicidn 4:

Una serie <fn> en un egpaclo lineal se dice es sums-

ble & uns sumas C(S . S 5 pertenece al espacio, y 18 suce-

sién de swres psrciales de 1a serie converge a5, esto es

Hg—ian%o

0
Tn aste coso se escribe %=2,& . La serie (fn>es abso-
[

lutemente sumeble sl .
2N Lo
N= g

2,10 Teorems 6 : Espaclos completos

Un espacio lineal normado X es completo ssl todas leas
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series ebhsolutamente sumables son sumables,

Demostracldn:

| =—=1> Sea X completo ¥y <fn> una serie absolutamente

sumsble ‘de elementos de X ==

2NN
9VE>O unoe Ny % i€
gea g i ’f 1s sume parcial de 1la serie <fn>

entonces pera Nam e N tenemos

1S0- S :HYZIF‘L \\_4“‘ \\M] Z. én [l

__,m> La sucesibn <sn> de sumas parciasles g¢a de
Cavchy y como X es completo entonces <Sn7 debe converger a

g2 un P, elemento del espaclo,

2. == Sea< > ung sucesidn de Cauchy en X, Para cada

entero k, existe un entero ng Hf ‘Fm / l S ¥am S

vy escoremos Yy & Mg >Ny

CD .
entonces <£ > es un& subsucesidn de >
Dk fuea 44?“
1 hecem _ T
v s cemos q“{m Y (f]k—Jr . f

(8173 M.y
nepe k1 oh'snemes unz serie <gk> cuya k-ésima sums perclal

es f‘\ﬁk— Pero tenemos “(3 “{__2;1/ +4 i k>1

ﬁz%mﬁngﬁ\hz; Nger = 7 490

es nbsolutamente sumzble, ¥ de acuerdo & nuestra hipbdtesis




iz

exisie uﬁ glemento f € X 8l cusl converge la suma parcial
de 1la sarie convergente, Por lo tanto la subsucesidn
converge 8 [,

Ahore teremos gwe demostrar gue = 1im f

Como < fn> es una sucesidén de Cauchy dado E5O

existe un Nj

o ~frd CE ¥ am s N
como J;nk"'“%'{: 911<3L SVZ)(EK
I, (12 g

escojamos ¥k de tel forma que k > K ¥ N N

=7 - Pl -0 s I, -l 20 &

=y WLt

MRV PN |- (N2 E = fo—71 g
2.11 Lema 1:

Sesnciﬁ ﬁ)dos nlmeros reales no negativos, y supompgamos
que OZ}- { 1, Entonces OLL. 131_1_4 A-dr (1 -f)QE
cumpliendose 1s Ipualdad solamente cuando. d_ifg

Demostracidn: |

Considere 1- funcién%? definida prnra nlmeros resles

no negativos t. nor

k53&) -(1- ?0\ vk - ‘tk

' | . A
antonces g?(%):.ﬂum %{h

I
Y
/_'—'-.
N
\
-
S
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como  A— A <j<> = %?lcg) 41 O para t « 1
V') >0 pora £ >4

)

Entonces pera t =1 tenemos gue

2
P L (=0 => =203 Al >t

le ipuzldad se cumnle solamente cusndo t= 1
St EB#rC}el lema se demuestrs usando fiﬁ por t, siﬁﬁ:@el
lema es trivial,

2,12 Definicidn 5:

Sea p> 0, peR . Una funcidn medible definida en

Ep,il' se dice pertenece sl espacio f o= L%DA]si

ng’é o)




3. ENUNCIADO Y THEMOSTRACION TEL TEOREMA

3.1 Teorema de Riesz-Flscher.

E1 espacio LP es completo,

3,2 Demostraocidn del teorema,

De acuerdoe con la definlcidén de espacios completos, te-
nemos gue demostrsr oue P es un egpacio 1ineal‘normado ¥ que
‘téda sucesidn de Cauchy convérge en el espacio LY. Bastard
con que demcstremos que es lineal normado a traves del uso
del teorema 2,10, para lo cual vamos & dividir la demostra-
cidn en tres propiedades: 1P es un espacio lineal; P es un
espacio 1lineal normado: 3y todas serle absolutamente sumable es

sumable,

3.2.1 LE es upn espacio lineal, Vamos a demostrar la ce-

rradura de L¥ respecto de la suma, Sean f,e Q‘LP,

por definicion:

j:lflp< 0y quip<o:)

gueremos verificer gue

(ﬁ—r%)(—; LP

&

Eg declr, 4 P
{1prglco0
: Jo

o
]
\\




Tomamos

figsgl”

usando LP+%&9 L QPDF’P*IQWJ

H

tenemos que: q

A p p ! o1, 0 ! o . )

a
A continuacion vames a probar gue si
1
s
entonces: oqf 4+ PY e P
A . 4 A
P e . P P P P
flag1® ufipr= 1o [1pf coo =g el
o o o :
por lo anterior,
' c P
afl+ Bf ¢ L
O
Todas las demés propiedades son heredadas de la integral,
5.2,2 LE es un espaclo lineal normade, Para demostrar
esta propiedad, vamos & definir para una funcidn
P , ] B 1 21
wCé‘-L I fo .Funci()n tEnt con gl = N{lip —{L‘H} (1)

Verificaremos oue W {1l es una norma; es decir, que cumple

con las sipulentes propledades:
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5.2.2.1  lifll=0 ual [=0
5.2.2.2  (afil= 1ot UL
5.2.2.5 lf+gh & WE-H g

No es cierto ous W{H=O Al { =0 . Para corregilr
esta anomalias y lograr que 5.2,2.1 exprese la primera prople- -
dad de una norma, consideraremos a LP, no como un conjunte de

funciones, sino como un conjunto de clases de equivalencia de

funciones,
4 p
81 dofinimos en LY =X‘L\ S‘\Sl\ ACO} la relacldn
. o

f~ g =ssi f =g en casl todas partes (c.t.p.); es decir

Qi

) mftxjk foo - g(x)}zO.

S1 £ = gen c.t.p., se dice que f vy g son esencialmente igua-
les. Esta es uns relacidn de ecguivalencia, y se tiene quehsi
f~g entonces hf”P = | gHP ; es decir, |l lip estd bien de-
finide en el conjunto de clases de egquivalencila,

Ademés, si llamamos [f] a la clase de eguivalencila de

f, 2.1 nos dice gue:

WEell =0 sst [£] =0

Para demostrar la segunda propledad, tomemos la defini-

i‘(?

1 I % g
HD\‘M{&L“’\H?}: (Io\-\P)FIqCIPJ’! = o el 1A

L o
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La demostracion de. la tercera propiedad equivale a dew
mostrar la desigusldad de Mikowski. Previamente demostrare-

mos lg desipualdad de H8lder,

3.5 Desipusldad de HYlder,

Sean p,q dog numerocs reales positivos, tal que la suma

de sus inversos ses lgual a uno y, sl f,g son dos funciones

e LF vy g € Lq, entonces freg € Ll, ¥

ficgl £ gl -Igip

La 1pualdad ss cumple ssl existen constantes

(el - giglt

3.3.1 Demostracidén del primer céso, p=1 y g =co

Sea fell —y Yl$l<cﬂ

¥y sen gezlg) , & 3 una funcidn esencislmente acotada y

H%Ilm= A M;.Pl%ml 400

Tomemos ahora

ﬁ{uﬂqml £ 1980 ff.(lr) £ gl Mgl

3.3.2 Pemostracién del segundo caso. 1 & pzco y 1 &qzo0

Vemos a suponer el casc en que Hfl\p =‘]q\h}= 1.

51 no fueras este el caso, podriamos normarlo, Conasideremos

d=1§e) | palgwl®
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Ahore, aplicamos el Lema (2.M)

Yp V.
{H:("")\p}- {‘%@H\q} é—%\&:\‘i{- %‘%ﬁ (1)

Integrande ambos lados
el-1g) ¢ L (1g)P .-{_.f g
Y&l g | wa!-\r 5 gl

recordando oue

g =y (o g
| {fl;rym = fu&l":i.
© o

{y’;q!%}ﬂi»] — g\;"q"
o = (gt 1
de donﬂde

[;,mn-lgm\ SERERS)

Ahora, [f-g| = |f|.]g} y recordando que pars ambog

flip=1ig 5 gxgglﬂmqgng%\

. jwﬂf_ﬁﬂ 3L 2 g
ﬁ;[.]c}\ £ W lp- \l%ﬂgr
La igueldad se cumnle si se cumple para (1), pero entohces

tendriamos oue: ]f(-ﬁ)\p = \g(-{;)‘q ¥y se cumpliria en (2) s1

se cumple en todas nartes en (1),
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Es decir:
@ | Jah) D lallg= 1981 £l p ’
!1; Ip~ " glig = - lgle
lo gue demuestra la segunda parte del teorema O

5.4 Teorema: Desigualdad de Mikowski.

Sean f,p dos funclones; f,gelP; la suma de {f + gle ILP;

vy, ademés, cumple con cue If + g 1% Ll 0 +\le(l 0

Pemogtracion:
La primera parte del teorema ya fue demostradec en 3.2.1
asl cve, a continuacidn, demostraremos la inecuacidn, Sabemos

por definlicidn que para p, 14 p.£0O
4 Y 4p

Vamos & dividir la demostracidén del teoremsa en dos casos.

5.,4,1 Primer caso. p =1

Aplicando la definicidn:

1 4 A
e+ gl i—:ywwg,l éflgm A+j'tg(ﬂl 0L+ gl
o 0 (v]

3.4.2 8eoundo caso, 1l&ploo

Vamos 8 trabajar la integral y después 1 p-esima
rafz:
A 1 1 1
p D4 P p-!
Y1F+%j £ ﬁ444%1 ,1¢4%\£SW+%).|FGHfYK*%I']%UJ! (1)
o 0 0 , 0
Aplicando lg desirualdad de H81lder en ambas integrales, tene-

nes :
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el ~4 X
Yireq 1) 2 N M T T
0

EW*%\M- lgl £ 1faql, “ugl,

A continuacién trabajaremos 1a exeresioén 1 {+ %H£L1

o A
Iepliet f@ g{4%1p'j}«%

Ahora bien, (p-1)-q = p » EnLonces P

p--t 1 Hlg A V? /qr .
Il q) ”({LW@V}: [Um%\fjj “ifagl )

Substituyendo (4) en (2) y (3), obtenemos :

I \hcg\\\ P")lq =1 fag uZ‘—’*. N {

.
b feg)™ \\gr- igll =1l fug 1178 lgip

Y si ahora substituimos en (1), tenemos:

nju%nfi- 0 ]c+%n:/qr, [y +11ghp ]

ligag)

=1

1 liq 1
- = HQHP + 5‘3\9 _- CoOmo P—%:i

_H{“éinp £ WLl +~\\9\Ip

Ahorsa ys hemos demostradohque la definicién dada en C.2,2 re-

presenta una norma en LP para 1< péey ,
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Para el caso en gue p = , tenemos cus I es el espaclo
Tformado por todas lag funclilones esenclalmente acotadas en el
intervalo [p,lj . Es declr, squellas funcicnes gue son acotsa-
das excéptc en un gubconjunto de medida cero,

L7 es un espacio lineal y se convierte en normado si ée-

finimos:

”gjlﬁ\lilkof @szlup\ﬁﬁﬁ1fuﬂi gfﬂnﬁ(ﬁ:ﬁkﬂ>>P4‘(3)}ﬁ

3.2.3 Toda serie absolubtamente sumable es sumable, En

L-p a algin elemento de LY,

3,2.3.1 Demostracidn del primer caso., 14 pd

Primero demostrsremcs oue una serie absolu-
temente sumable en LP es sumable en LP,

Sean <fn>>una sucesidn en LP con

PRI PR

y deflinamos la sucesidn g como:
la]

9ot =) | [ 0]

k=24
Usando la inecuacidn de Mikowskl, tenemos:

lgal-1) 1 poot 2 Jngoon 2 M g

Recordande ls definicidn de \( H

4 ‘Vp
g0 =1 {1017
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Por lo tento: 1

lg, \\ig\qn oM

O

Para cada x lg 8Sucesion <?n(x)>>es una sucesidn creciente de
nameros reales. Por lo tanto, converge a un ntmero real g{x).
Las funciones g,(x) son medibles y g(x)> 0, por lo que<:gn(x)>
cumple con todaes las condiciones necesarias para aplicar el

lema de Fatou,
J:P p
‘ﬂ / Pﬂ
De shi que gP es integrable v g{x) es finita para cesi toda x.

Para todas aguellas X que cumplen con lo anteriocr, es de-

cir squellas para las cuales g (x) es finita, la serie
o0

; £k(><)

K=4

es una serle absolutamente convergente de ntimeros resales v,
por lo tanto, debe ser sumable & un nimero real s{x), Si aho-
ra definimes s(x) = O para todas aquellas X para les cuales

g{x) = , entonces tenemos definida 1a funcién:
Licen, anQ N gon < co
SK) = .
') gy =00
Hemos definido una funcidn s(x) la cusl es el limite de 1g su-

ma parcial LA

St = 6D

ked -

en casl todas vartes,
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Vamos & demostrar shora que ¢(x) vertenece & LP, Tenemos

oue es medidle, Por definicidn:

la, ) | & G

Por lo tanto,

lsoo) £ qe0

lo que implica cue s(x) es integrable en | (O,1] y finita, lo
que demuestra cue s(X) pertenece = LP,

Nos queda por demostrar ahors gue ls serile

St

tiene como suma 2 s, Tomemos

P P
| 9,60 =909 £ (18,091 +1560]) 2 (g0 + aea) = 276

¢%pg(x) es integrsble y ‘Sn(x)vs(x)l converge a O para cagi
todo x, Entcnces, usando el teorema de convergencia de lew

besgue, obtenemos:

f\sn ) — S, 0)

Aplicando shora la definicidn de [ |

p
| — o

1 4
Yo
15, 00~ 5001 =Ulsno<> —~ S ]P} —> O
o
lo que demuestra oue “Sn - SILP?O. Pero entonces, 1la sums

parcial
ig! .

/_...'%((?‘\\ —— B(X)
k=1
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converge a s{x), de donde <fn(x)>tendré como suma & g en L,

Con todo lo anterior hemos demostrado que L es completo pars

1< 3] <oo falta demostrar pars p= 0o

Demostracidn psra p=00
Ses (f‘guna sucesibén de Cauchy definida en L™ . Ses
E el conjunto de todes las x que cumblen con la sisuiente

propiedad;
WLn0d = Ln@l> U fally pera sletin o m

=  E-0

Ahors bien ¥ L\J—S =y E
\](\n(‘? “{m(‘j}\é I {h" gh\ “co es decir

le convergencis de 1a sucesiones es unilorme en el comple -

mento de b,

Hagamos 1[‘(%): O N cE

—f{Y\):JJ:mf] ,pn )VLX’&E

= Le|®

Y cdeméis es =21 1imite de < £ » lo
. o -
que nos demuestrs que L es completo [

El tecrers 4z Riegz-Figcher gueda Ademos trado,

O




4, CONCLUSIONES

Desde princivios de este sipglo, la completitud del
espacio métrico en el cudl se trabajs, he resultado ser
fundemental en los problemas de endlisis. Por 1lo genefal
1a soluecidn a los distintos problemas que se piantean en
anélisis son dédos por sucesicnes de soluciones zproxima-
das. Le convermencia de esas sucesicnes es entonces de -
capital Importancis psra 1a resclucidn del problema desesa-
do.

Ejemplos: Ecuacliones diferencisles (:[Qﬁﬂ , solucidn
al probleme de 12 cuerds vibrante,

Operadores compactos son operadores cue por su pro-
pledad de comnsctos son mAs fdeiles de analizar y por 1lo
t2nto hen sido estudisdos con mas de talle,

Por les razones anteriores el teorems de Rissgz-Fischer
€s sumamente importante, v que muestra gue los espacios
Lpson espacies en los cusles los tecremas de anélisis aso-
clados con esnacios métricos comple tos pueden aplicarse en
ellos,

Ademés el teorema nos provee de una clage de ejemplos
de especios de Bensch, suficientemente amplia y variada,
eépacios que pueden ser usados como cbletos concreteos en

cualquier investiecacidn sobre ‘7eometria de esvacios de

Banach,

BiIBLIOTECA
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