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Prefacio

Conforme la humanidad ha madurado, los desafios a los que se enfrenta también lo han hecho.
Estos abarcan desde problemas circunstanciales que afectan a sectores de la poblacién -por ejemplo,
conflictos agrarios, afluencia vehicular o falta de empleo, hasta cuestiones de vital importancia para la
subsistencia de la sociedad como lo son su administracién politica y socioecondmica, la sostenibilidad
de recursos naturales y ecosistemas, brotes epidémicos o el pleno cumplimiento de los derechos de
todas las personas.

Si bien cada uno de estos desafios tradicionalmente han sido objeto de estudio sus propias ramas
de la ciencia, su creciente complejidad requiere de un abordaje integral e interdisciplinario para
encontrarles soluciéon. Particularmente para los problemas sociales y de interés publico y cotidiano,
el abordaje desde las ciencias naturales tiene el potencial de innovar en estos estudios. Este trabajo
esta dedicado a la idea de que podemos encontrar respuestas desde la diversidad y que la fisica puede
llegar a abrir la puerta hacia algunas de ellas.

Me considero una persona muy privilegiada. He tenido la oportunidad de estudiar para una
licenciatura en fisica y de ello adquirir una herramientas para lograr los objetivos que me plantee
en el futuro, tanto como una apreciacion del universo que me rodea. Agradezco a la Universidad
del Valle por otorgarme esta oportunidad y al Departamento de Fisica le agradezco el apoyo en el
transcurso de ello y, particularmente, por haberme ensenado a aprender.

Agradezco a los catedraticos que desinteresadamente me han impulsado y que me han tenido
una (enorme) paciencia en distintas etapas. Muchas gracias a aquellos y aquellas que sienten una
gran y contagiosa pasioén por lo que ensenan. Muchas gracias a quienes hoy, ademés de ser guias,
son amistades.

Soy muy privilegiado, también, en rodearme de las amistades -seres queridos- que tengo. Sin
duda alguna, son una fuente de risas, apoyo e identidad. Sobre todo, son ellas quienes mediante su
ser y su actuar me inspiran a seguir sonando un mundo mejor. A seguir creciendo y apropiandome
de la persona mas integra que pueda ser. Gracias por tanto y por lo que viene.

Resalto entre mis seres queridos a mi padre quien me encaminé a mucho de lo que soy hoy, a mis
hermanas que me cuidan y acompanan y a mi madre que también es mi mejor amiga. Gracias.
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Resumen

La fisica, en su condicion de ciencia natural con multitudes de ramas y objetos de estudio en
todo el universo, ha acumulado un gran conjunto de conceptos, formalismo matemaéatico y modelos
cientificos para entender fenémenos de la naturaleza. Este conocimiento, ademés de ser tutil para
el continuo progreso de la fisica como disciplina y para el resto de la humanidad por medio de
los descubrimientos e inventos tecnoldgicos que surgen de él, tiene el potencial de aplicarse a otras
areas de la ciencia -particularmente en fenomenos cotidianos de interés publico. Para ejemplificar
el aporte que la fisica puede brindar para la resolucion de problematicas sociales, este trabajo se
centra en replicar un modelo para caracterizar el robo en casas de un contexto urbano (Short y cols.,
2008)) y explora otros modelos del crimen basados en modelos fisicos. El capitulo 1 hace una pequena
introduccién a la idea de aplicar el conocimiento de fisica a otras disciplinas, el capitulo 2 describe los
objetivos a alcanzar con los modelos de crimen desde la fisica, mientras que el capitulo 3 justifica la
eleccion de trabajar con modelos de crimen. El capitulo 4 hace un desarrollo teérico de herramientas
y conceptos de estadistica y el capitulo 5 desarrolla algunos antecedentes y conceptos que llevan al
modelo central de este trabajo, fungiendo como breve estado del arte de crimen desde la fisica. El
capitulo 6 desarrolla el modelo de crimen central, desarrollando su construccién, implementando su
simulacién y analizdndolo, mientras que el capitulo 7 tiene propuestas para otros modelos del crimen
basados en el modelo de Ising. Los capitulos 8 y 9 cierran con recomendaciones y conclusiones finales.

VIII



CAPITULO 1

Introduccién

«La mecanica estadistica es un formalismo cuyo objetivo es explicar las propiedades fisicas de la
materia en bulto segtin la dindmica de sus componentes microscopicos» (Pathria),|1996)), acompanada
de observaciones empiricas y experimentacion. Describe sistemas macroscopicos basandose en la
mecanica de la vasta cantidad de particulas que los componen (del orden del nimero de Avogadro
~ 1023), acompanado de observaciones y experimento. Siendo este el caso, la mecanica estadistica se
basa en estadistica para tratar con esta inmensidad de grados de libertad y en la mecanica analitica
para modelar sistemas en coordenadas generalizadas.

Vista desde otra perspectiva, la mecéanica estadistica se desarrolla para estudiar fenémenos que
estan conformados por muchos agentes individuales y posee un amplio marco conceptual y metodo-
logico construido alrededor de este proposito. Uno de los fenémenos que ha estudiado histéricamente
es el movimiento browniano: los pequenos y rapidos movimiento aparentemente arbitrarios de par-
ticulas suspendidas en un fluido debido a colisiones con las particulas del fluido. La dindmica que
siguen estas particulas brownianas puede emplearse para modelar el crimen urbano.

Una de las teorias criminologicas méas aceptadas es la Teoria de las Actividades Rutinarias
(L. E. Cohen y Fesonl [1979). Esta afirma que, fuera del crimen que desde su concepcion tiene
un objetivo especifico (como el crimen pasional o el relacionado a conflicto entre grupos), la mayoria
de los actos criminales suceden cuando convergen tres factores en un momento y lugar: presencia
de posibles ofensores, existencia de victimas oportunas y ausencia de guardianes que puedan evitar
el crimen (D’Orsogna y Perc| 2015)). Los tultimos dos factores son equivalentes a una proporcién
variable entre riesgo y recompensa; son un nivel de atracciéon para que un posible ofensor que se
encuentra en ese lugar y momento cometa un crimen (Short et al.l |2008]).

Otros factores que aumentan dicha atracciéon son los crimenes ocurridos anteriormente. La Teoria
de la Ventana Rota (Wilson y Kelling, [1982)) indica como signos aparentemente insignificantes de
desorden social o previa actividad criminal ocasionan un alza en la ocurrencia de nuevos crimenes
(D’Orsogna y Perd|, [2015]). Por otro lado, el fenémeno de victimizacion repetida (repeat victimization
en inglés) se debe a que los ofensores tienden a regresar a sitios donde ya cometieron una transgresion
por un periodo de tiempo (Fisher y Lab) |2010]) - esto por el aprendizaje adquirido en los eventos
anteriores. Este fenomeno de victimizaciéon repetida es anélogo a las réplicas que se producen luego
de un terremoto en el campo de estudio de la sismologia (Mohler, Short, Brantingham, Schoenberg,
y Titay, 2011)).

La actividad criminal ilustrada por estas teorias, entonces, se puede modelar cuantitativamente



como potenciales ofensores realizando paseos aleatorios sujetos a un sesgo ocasionado por la atrac-
cion de cada sitio (que varia segun el riesgo-recompensa inherente del mismo) y por los crimenes
acontecidos anteriormente (Short et al.l [2008). Ya que la actividad criminal es sesgada por la atrac-
ci6n y la atracciéon aumenta con crimenes ocurridos, el sistema tiene una dindmica compleja no
lineal. Este modelo, ademas, ilustra agentes paseando arbitrariamente con un sesgo- son particulas
con movimiento browniano sujetas a una fuerza externa.

Este trabajo pretende realizar una simulacién de la actividad criminal segtiin este modelo de
agentes sujetos a un campo de atraccién basandose en el marco conceptual desarrollado por la

mecanica estadistica de particulas brownianas, siguiendo el procedimiento establecido por [Short e?
al.| (2008).



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Aplicar métodos de mecénica estadistica para caracterizar el fenémeno social del crimen y resaltar
el potencial que posee la fisica para el estudio de problematicas sociales.

2.2. Objetivos especificos

= Construir un modelo discreto basado en procesos estocasticos para caracterizar el movimiento
de criminales dentro de un campo de atraccién, congruente con las teorias sociales y observa-
ciones de datos reales de crimen.

s Generalizar el modelo discreto a un modelo continuo que caracterice al crimen de una forma
probabilistica empleando los principios de movimiento browniano y difusiéon de particulas.



CAPITULO 3

Justificacién

La fisica estudia la materia, la energia, el espacio-tiempo y sus interacciones. Esto se logra,
adicional a la observacion y experimentaciéon, mediante la formulacién de principios, anélisis de
fen6bmenos y resolucion de problemas complejos de caracter cuantitativo- todas herramientas de
estudio que pueden ser aplicadas a innumerables teméaticas y que presentan una gran contribucién
a la sociedad.

A partir de la segunda mitad del siglo XX, diversas disciplinas y estudios - por ejemplo, las
finanzas y economia - obtienen significantes avances gracias a la inclusion de sistemas complejos,
sistemas no lineales y sistemas estocasticos que se habian desarrollado previamente en la fisica,
especialmente en mecanica estadistica. Ha sido tanta la contribucién de la fisica hacia la economia
y las finanzas que se acuné el término 'Econofisica’ para describir el campo de estudio de estas
por medio de métodos y conceptos originalmente fisicos . Mas alla de economia
y finanzas, aplicaciones de la fisica pueden ser empleadas para estudiar fenémenos sociales desde
transmisién de ideas terroristas y toma de decisiones colectivas (Bahr y Passerini
19984, hasta brotes epidémicos de enfermedades en Guatemala (Ponciano, Chang, y Quiroa

2018]).

En buasqueda de resaltar la contribucion que puede brindar la fisica a la sociedad guatemalteca
para comprender y analizar probleméticas latentes, se decide trabajar con actividad criminal urbana
por diversas razones. La primera razoén es el gran impacto que posee la violencia e inseguridad en
los guatemaltecos. Solo entre julio de 2018 y junio de 2019, se registraron 66.53 homicidios por cada
100,000 habitantes en el municipio de Guatemala 2019). Como referencia, esta tasa es
alrededor de tres veces mayor que la tasa de homicidios de la regién mas violenta del mundo- la tasa
de Latinoamérica con 23.6 homicidios anuales por cada 100,000 habitantes (Oficina de las Naciones|
|Unidas contra la Droga and el Delito, 2019). Datos de la Encuesta Nacional de Condiciones de Vida
2014 (Instituto Nacional de Estadistical 2016]) revelaron que, en el departamento de Guatemala, el
porcentaje de personas que en un ano fueron victimas de un crimen o que alguien de su hogar lo
fue es de: 13.6 % para robo, 12.0 % para asalto, 2.22 % para extorsion y 1.3 % para agresion fisica,
entre otros. Solo en el 2013, por lo menos uno de cada 10 hogares fue victima directa de actividad
criminal.

Estos son tan solo indicadores de la actividad criminal en el territorio de Guatemala y la relevancia
que puede tener en la vida de sus habitantes en el dia a dia. Incluso, Encuestas de Victimizaciéon y
Percepcion de Inseguridad en el municipio de Guatemala (Programa de Seguridad Ciudadana and|
[Prevencion de la Violencia del PNUD Guatemalal, 2007)), posicionan a la inseguridad como el mayor




problema percibido por los habitantes del municipio de Guatemala- asiento de la metropolis méas
grande de Centroamérica.

Otra razoén por la que se decide trabajar con la actividad criminal son los antecedentes con
respecto al estudio del crimen desde la fisica. Ademéas de ser una problemética relevante para la
sociedad, los patrones de crimen son interesantes desde un punto de vista fenomenolégico: suele
concentrarse en cumulos espacio temporales, surgen hotspots - o zonas calientes, donde la densidad
probabilistica de crimen es relativamente mayor-, dependen de la dindmica de ofensores tanto como
de victimas, existen factores de riesgo que lo impulsan - tanto actores como circunstancias - y
existen muchas métricas para abordarlo. No es sorpresa, entonces, que existan ya estudios del crimen
desde la fisica y, particularmente, desde la mecénica estadistica. |[J. Cohen y Tital (1999) estudian
a la propagacion de actividad criminal como un proceso de difusiéon probabilistico. [Myers| (2000)
estudia la ocurrencia de amotinamientos como si se tratasen de ’ondas’ de violencia y epidemias.
Sooknanan, B., y Comissiong| (2013)) describen al esparcimiento de pandillas criminales como una
epidemia contagiosa. [Barbaro y D’Orsogna) (2013) estudiaron la formacion de pandillas a través de
estudiar el grafiti y grafiteros como un ensamble de espines en una malla.[Magogal (2014)) hizo un caso
de estudio de la violencia comparado con el estado de derecho en Guatemala, El Salvador, Honduras,
Meéxico y Colombia, donde hace un anéalisis estadistico, factorial y de conglomerados. Ademaés, en la
altima década, se han realizado muchos estudios acerca la naturaleza de la victimizaciéon repetida
y victimizacién cercana repetida, con los propoésitos de entender la naturaleza espacio-temporal de
los patrones del crimen, optimizar esfuerzos para combatirlos y prevenir danos [Chen y Kurland
(2020)), incluido un estudio por [Mohler et al.| (2011) donde se analiza este fenémeno desde el marco
metodolégico y conceptual de la sismologia. |[D’Orsogna y Perc| (2015)) realizaron una compilacion de
estudios de actividad criminal desde la fisica estadistica, donde figura el trabajo A Statistical Model
of Criminal Behaviour de|Short et al|(2008) cuyo algoritmo para caracterizar la actividad criminal
es empleado en este trabajo.

Por ultimo, en Guatemala existen organizaciones e instituciones como el Instituto Nacional de
Ciencias Forenses (INACIF), el Observatorio de Violencia de Didlogos, el Grupo de Apoyo Mutuo
(GAM) o el propio Ministerio de Gobernacion que recogen datos de crimenes en el pais. Estos datos
abren la posibilidad de aterrizar los modelos tedricos al estudio del fenémeno real y asi aportar
soluciones al mismo. «Predecir el crimen es una condicién necesaria para su prevenciony» (Farrell y
Pease, 2014]).



cAPITULO 4

Marco teérico: Métodos de Monte Carlo

4.1. Introduccion a métodos de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo son algoritmos que se emplean para analizar fendmenos por medio
de la generacion de ntimeros aleatorios:

y = f(XrNnG), (4.1)

donde Xgrng denota a una variable aleatoria. Estos son especialmente ttiles para modelar proce-
sos estocasticos, fen6menos con componentes arbitrarios o encontrar aproximaciones a soluciones
de problemas analiticamente complejos. Por ejemplo, «[el modelado del] movimiento de particulas
microscopicas en un determinado ambiente» (Shonkwiler y Franklinl, |2009).

El primer uso documentado de un método de Monte Carlo ocurre en 1733, en manos del cientifico
francés Comte de Buffon (Shonkwiler y Franklin, 2009). El buscaba calcular el valor de 7 e ide6 un
experimento que consiste en lanzar agujas de largo L en una ranura con grosor d. Sea X la distancia
entre el centro de la ranura y el punto donde aterriza el centro de la aguja, para que las agujas logran
atravesar la ranura se debe cumplir que X < L/2sin©. Aqui, 0 < O < 7/2 es el angulo que forma
la orientacion de la aguja a lo largo de la ranura.

Graficamente, las agujas cuyas dimensiones estén por debajo de la curva de la ecuacion limite
(ilustrada en la Figura , atraviesan la ranura. Por lo tanto, si se lanzan las agujas con una
distribucion aleatoria de orientacion (©) y ubicacion (X), la probabilidad Pr de que estas logren
atravesar la ranura esta dada por:

Area bajo la curva foﬂm %sin 0de 2L

P =3 - - —.
' Area del rectangulo (0,7/2) x (0,d/2) gz !

(4.2)
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Figura 4.1: Grafica ©-X de la ecuacion que describe si las agujas del experimento de Comte logran
atravesar o no la ranura.

Fuente: Shonkwiler y Franklin| (2009)

Por altimo, al lanzar N agujas, la proporcion de agujas que logran atravesar (N;/N) la ranura
tiende a la probabilidad Pr. Con ello, se logra aproximar un valor para :

2L 1 2L 1
1

Recapitulando, Comte formula un experimento y logra estimar el valor de una constante emplean-
do ’pardametros arbitrarios’ (el lanzamiento de agujas), demostrando como estos pueden utilizarse
para encontrar o aproximar soluciones de problemas analiticos complejos. Sin embargo, la exactitud
de este experimento depende del ntimero N de lanzamientos de agujas - la probabilidad de una aguja
de ingresar a la ranura tiende a la proporcion de agujas que la atravesaron conforme N aumenta
(Shonkwiler y Franklinl [2009). Esta limitante en los métodos de Monte Carlo no se resolveria hasta
siglos después con la introduccién de computadoras modernas.

La creacion de los métodos de Monte Carlo computacionales es atribuida a los cientificos John
von Neumann y Stanislaw Ulam en el ano 1946, mientras estudiaban «problemas de difusion y
multiplicacion de neutrones en dispositivos de fision nucleary (Eckhard), [1987) dentro del Proyecto
Manhattan. Ulam jugaba cartas una tarde y trataba de calcular analiticamente la probabilidad de
resultar con cierta combinacién de cartas. Este calculo le parecié engorroso. Buscando alternativas
practicas, se dio cuenta que podria jugar 100 veces a las cartas y la proporcion de veces que obtuviera
la combinacion seria una aproximacion a la probabilidad teérica. Bajo una interpretacion frecuentista
(Neyman, [1937)), incluso, la probabilidad aproximada tenderfa a ser la exacta conforme el ntumero
de ensayos sea mayor. Ademaés, el avance de herramientas computacionales veloces significaba que
la resolucion del problema con este método seria cada vez mas viable (Eckhard) [1987)), puesto que
con ellas podria simularse repetidamente la toma aleatoria de cartas.

Ulam se percatd que este mismo principio podria adaptarse para descubrir la distribucion y
multiplicaciones de neutrones en procesos de fisién, donde la gran cantidad de pardmetros y colisiones
ocasionan un alto grado de complejidad. Le presenté esta idea a Von Neumann y juntos desarrollaron
el algoritmo del primer método de Monte Carlo computacional (Eckhard} [1987).



4.2. Conceptos de probabilidad

En esta secciéon se introducen algunos conceptos de probabilidad béasica para continuar con la
presentacion de los métodos de Monte Carlo, tomando de referencia a Shonkwiler y Franklin/ (2009)
y [Hjorth-Jensen| (2010).

4.2.1. Variables aleatorias

En un experimento probabilistico, un evento E es uno de sus posibles resultados. € es el conjunto
de todos los resultados posibles al experimento, también llamado el universo de eventos, de forma
que E € Q. La probabilidad de ocurrencia del evento particular E, denotada como Pr(E), es la
proporciéon de corridas del experimento que resultan en E cuando se da una cantidad infinita de
corridas. Una variable aleatoria, entonces, es aquella que mapea 2 a los niumeros reales.

Una variable aleatoria X puede ser discreta o continua y poseer una cantidad finita o infinita de
valores. Por ejemplo, una variable finita y discreta es si el resultado del lanzamiento de una moneda
es cara: X € {0,1}, donde 1 equivale a que el resultado sea cara y 0 escudo. Suponiendo que la
moneda no esta trucada, ambos resultados son igual de probables o Pr(X = 0) = Pr(X = 1) = 0.5.
Por otro lado, un ejemplo de variable infinita y discreta es la cantidad de lanzamientos de una
moneda ocurridos hasta que salga cara; potencialmente cualquier nimero entero positivo: X € Z7.

Las variables aleatorias continuas son aquellas tal que Pr(X = z) = 0 V2 € R. Generalmente,
las mediciones de estas variables son discretas y dependientes de la resolucién de instrumentos
de medicion, tal como en mediciones del tiempo u otras magnitudes fisicas, sin embargo, estas
mediciones se toman de un conjunto continuo de posibles valores.

4.2.2. Funciones de probabilidad

Sea X una variable aleatoria continua o discreta, la funciéon de distribucién acumulativa, o cdf,
de X es:
cdf(z) = Pr(X < z). (4.4)

Esta cumple las propiedades de
lim cdf(x) =0,

r——00

lim cdf(z) =1

Tr—00
Yy, séa X1 S o,
cdf(zy) < cdf(as).

Como su nombre lo dice, es la sumatoria de la probabilidad de todos los posibles resultados menores
o iguales a x.
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Figura 4.2: cdf de la cantidad de caras resultantes al tirar dos monedas.
Fuente: Shonkwiler y Franklin| (2009)

Luego, se define la funcion de densidad de probabilidad pdf (z) = Pr(X = z);

pdf(z) = lirr(l)(cdf(x)) —cdf(z —€)). (4.5)
€—
En el caso de las variables discretas, esto se entiende como la probabilidad en un cierto intervalo:
Pria <X <b)= Y pdf(z) = cdf(b)) - cdf(a), (4.6)
a<z<b

que cuantifica la probabilidad de ocurrencia de un evento puntual contenido entre a y b. En cam-
bio, para las variables continuas se entiende como la derivada de la de la funciéon de probabilidad
acumulativa,

pdf(z) = %cdf(x). (4.7
De esta definicion, se construye que
b
Pr(a < X <b) = / pdf(z)de = cdf(h)) — cdf(a) (4.8)
y que
cdf(z) :/ pdf(z)da. (4.9)

De las propiedades de la cdf(x), se obtiene que la pdf(x) > 0 para todo z € X y que

/OO pdf(z)dz =1 (4.10)

— 00

Con las funciones de densidad de probabilidad, es posible calcular el valor esperado E[f] de una
funcion genérica f(x):
[ee]
Blf] = [ pdi(o)f(a)ds (111)
Ademas, se define al valor esperado de una distribucion probabilistica como E[z] y a la varianza
de esta distribucion como ¢?[X] = E[z?] — E[z]?. En la siguiente seccién se presentan algunas
distribuciones de densidad de probabilidad relevantes para este trabajo.



4.2.3. Distribucién probabilistica uniforme, de Poisson y normal

El dnico requisito que posee un método de Monte Carlo, «es que el sistema fisico o matematico
sea descrito por funciones de densidad de probabilidad (pdf)» (Hjorth-Jensen, 2010). Una funcion de
densidad de probabilidad es fundamental dado que a partir de esta es que se generan los pardmetros
aleatorios o se define el comportamiento estocéastico del sistema en cuestion.

Una de las més comunes es la distribucion uniforme U (Shonkwiler y Franklin, 2009). Esta
recibe su nombre porque la densidad de probabilidad es la misma para cada x € . En caso que
la distribucion uniforme sea sobre un conjunto discreto, entonces la densidad de probabilidad es
U = 1/[9], donde [©] denota la cardinalidad de los posibles valores de z. En cambio, para conjuntos
continuos, la distribucion uniforme se define sobre un intervalo x € (a,b), se denota como U(a,b) y
esta caracterizada por:

L gia<a<b.
df(z) = ¢ -’ - 4.12
pdf(z) {O, de lo contrario, ( )

cdf:/ bl da::/ I gp=20 (4.13)

- )
—eo b—a _ob—a b—a

cumpliendo con todas las propiedades de las funciones de densidad de probabilidad descritas pre-
viamente (Shonkwiler y Franklin, 2009)). Tiene un valor esperado E[X] = (a + b/2) y una varianza
o?[X] = (b—a)*/12.

Por otro lado, sea una variable aleatoria discreta y positiva X con posibles valores k£ y un
parametro finito A tal que A > 0. X tiene una distribucién de Poisson sobre el \ si:
Aee=A

ko

pdf(k; ) = (4.14)

Esta distribucién probabilistica es empleada para contabilizar eventos dado que E[X] = 02[X] = \.
(Oscariz, [2012)).
Por dltimo, la distribuciéon normal o gaussiana estéd dada por la siguiente ecuacion:

1 z—p)?
pdf(z; p,0) = %eJ%; ; (4.15)

con E[X] = p, o?(z) = o2

4.3. Generadores de nameros pseudo-aleatorios

Los nimeros generados aleatoriamente estan al centro de los métodos de Monte Carlo. Histori-
camente, estos se han tomado de procesos fisicos haciendo una serie de supuestos sobre el fenémeno
proceso. Por ejemplo, el tirar una moneda o un dado, servir cartas o el arrojar agujas cerca de una
ranura.

Como sea, la generacién de ntmeros con estos procesos presenta algunas deficiencias. Una de
ellas es que los procesos fisicos clasicos son sumamente ineficientes para generar nimeros aleatorios,
en especial para los Métodos de Monte Carlo que requieren de una gran cantidad de iteraciones para
validarse. La mayor limitante, no obstante, es que estos procesos no son necesariamente aleatorios
sino que responden a sistemas deterministas cuyas condiciones iniciales se desconocen (Eckhard,
1987).

Una parte del mérito de Ulam y Von Neumann es la implementacién de nimeros pseudo-aleatorios
generados computacionalmente. Si bien son generados por medio de un sistema determinista al igual
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que los procesos fisicos, estos tienen una serie de propiedades que les hace asemejarse a procesos
realmente aleatorios:

1. los nimeros generados tienen una distribucion uniforme en el intervalo [0,1],
2. la correlacién entre los niimeros generados es despreciable y,

3. el ciclo del generador de ntimeros aleatorios es tan grande como para no ser significante.

Ademaés, tienen la condiciones implicitas de poder ser generados de forma eficiente y de poder ser
reproducibles, gracias al uso de semillas aleatorias (Hjorth-Jensen, [2010). Las semillas aleatorias
son nimeros o vectores que inicializan procesos de generaciéon de secuencia pseudo-aleatorias, de
forma que una misma semilla aleatoria siempre genera una misma secuencia de nimeros o vectores
pseudo-aleatorios (Kaplan) [1981).

Existen distintos generadores de niimeros aleatorios computacionales, pero uno de los mas basicos
es el Generador de Lehmer (Eckhard, |1987)) y se define a partir de aritmética modular:

ZTpt1 = Az, + C (mod M). (4.16)

Este generador produce nimeros en el intervalo [0, 1] al hacer

* Li
Para que sea efectivo, se debe elegir a M tal que el ciclo de los nimeros generados sea lo mas largo
posible. A y C' también contribuyen al largo del ciclo, mientras que xg es el primer valor del ciclo
o semilla. Otros generadores mas robustos se pueden construir a partir de este, combinéandolo con
varias semillas o utilizando entradas de partidas distintas a la anterior (Hjorth-Jensen) 2010)).

Finalmente, los niameros pseudo-aleatorios generados computacionalmente son practicamente
aleatorios para problemas de interés. En este caso, simular la aparente arbitrariedad en la difu-
sion del crimen mediante métodos de Monte Carlo.

4.4. Caminata aleatoria

Una caminata aleatoria es un algoritmo de Monte Carlo que simula la evoluciéon de un sistema
estocéastico al suponer un cambio finito aleatorio luego de un intervalo de tiempo o iteracién en el
sistema, siendo esta catalogada segun la modalidad de de los cambios que sufra el sistema.

4.4.1. Caminata aleatoria simple

La caminata aleatoria simple es el caso de caminata aleatoria mas sencillo: la magnitud del
cambio en cada iteraciéon es constante y las posibles orientaciones de este cambio son equiprobables
(Malthe-Sgrenssen, 2015). Para ejemplificarla, supéngase un punto que se deslizar a lo largo de la
recta numeérica de los reales (z € R) y que inicialmente se ubica en el origen (2(0) = 0). Cada vez
que se lanza una moneda, el punto da un paso u. Si en un i-ésimo lanzamiento la moneda cae en
cara, el punto avanza (u; = +Ax), mientras que si cae en escudo retrocede (u; = —AX). Por lo
tanto, la posicion del punto luego de N pasos esta dada por z(N) = Efv u;. Los posibles resultados
de tirar la moneda 5 veces, z(5), se ilustran en la Figura
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Figura 4.3: Tlustraciéon de caminata aleatoria en una dimensiéon centrada en 0 luego de tres pasos
dados por lanzamientos de una moneda no truncada que puede caer en cara (C, avanza una

unidad) o escudo (E, retrocede una unidad).
Fuente: elaboraciéon propia

Segtn se discutié anteriormente, realizar experimentos probabilisticos basados en procesos fisicos
-como el lanzamiento de monedas- resulta ineficiente conforme crece N, por lo que se sustituyen por
nimeros pseudo aleatorios generados computacionalmente. En el caso de caminatas aleatorias, la
toma de decisiones se da por medio de la cdf de los posibles resultados y un nimero pseudo-aleatorio
r generado de U(0, 1). El valor de r corresponde a la probabilidad acumulada (cdf(r)) de un posible
resultado y este es seleccionado. Para el caso especifico de caminatas aleatorias simples en una

dimension, los dos posibles resultados son avanzar y retroceder, cada uno con 1/2 de probabilidad.
A partir de su cdf(r), entonces se define:

{—Aa:, si0<r.05
U; =

) (4.18)
Az, si0.5<r.1

De esta forma, se vuelve viable realizar muchos pasos de la caminata aleatoria simple, el ha-
cer caminatas aleatoria de varios agentes simultdneamente y el poder reproducir este experimento
repetidamente. Ademés, las caminatas aleatorias puede generalizarse a mas dimensiones o a otros
espacios de resultados {2 para representar una evoluciéon arbitraria del sistema en cuestion.

4.4.2. Caminatas aleatorias simples y difusiéon

Una particula que posee un movimiento arbitrario en una dimensiéon puede ser modelada por una
caminata aleatoria simple, analoga al ejemplo anterior del punto deslizandose al lanzar monedas.
Para esta caminata, en lugar de que los pasos u se den por algin fenémeno como el lanzamiento de
monedas, se considera que la particula da un paso u en un intervalo At (Malthe-Sgrenssen, [2015)).
Con ello en mente,

N

E[z(N)] = ]E[Z ui] = Efu] = 0. (4.19)

(2 3
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Es decir, el desplazamiento esperado de la particula luego de un tiempo ¢t = N At es nulo. La varianza
se puede calcular similarmente: (Hjorth-Jensen) 2010)

Al al 2 2 2 Az’
o(x) = E[Z:zj:ulu]] -0= E[; u;’] = NE[u;*] = N(Az)* = Ttt. (4.20)

Por otro lado, es de interés calcular la pdf(z) de la particula realizando una caminata aleatoria.
Para construirla, se puede determinar la probabilidad que tiene la particula de resultar en x luego
de N pasos aleatorios -denotada por Py (x). Esta se puede calcular al realizar M experimentos de la
particula dando N pasos y contar la cantidad de veces que la particula se encuentra en el intervalo
(z,z + dz) (Malthe-Sgrenssen, 2015)). Sea m, dicho conteo y suponiendo que M es suficientemente
grande,

Mg
Py (z)dz = SV Pn(z) = Vda

(4.21)

Anélogamente, en lugar de hacer M experimentos con una particula se puede hacer el experimento
una vez con M particulas y de esa cuenta calcular la proporciéon de particulas en cierto intervalo,
tal como se ilustra en la Figura [1.4]

A
R

°p

Figura 4.4: Ilustraciéon de la posicién en intervalos resultante de particulas realizando caminatas
aleatorias simples en dos dimensiones.
Fuente: Malthe-Sgrenssen| (2015))

Siguiendo el desarrollo de [Malthe-Sgrenssen! (2015, se define una funcion p;(t) que significa la
cantidad de particulas en la «caja» (intervalo con longitud x/dx) 7 en el tiempo t. Se supone que
cada particula tiene una probabilidad p = RAt de salir de la caja i para ir a la caja i + 1 en un
tiempo At, asi como una misma probabilidad p = Rt para ir la caja i — 1 en el mismo intervalo
At. En otras palabras, si hubiese una gran cantidad de particulas en la caja i, en un tiempo At una
fraccion R de las particulas en i se trasladarian a ¢ + 1 y otra fraccién R se trasladarian a ¢ — 1. De
la misma manera que hay particulas trasladandose hacia las cajas aledanas en un intervalo At, hay
particulas llegando a la caja i desde las cajas i+ 1 e ¢ — 1, siendo la cantidad de particulas entrante
una misma fraccion R desde su respectiva caja. Por lo tanto, se tiene que

pi(t + At) = pi(t) — RAtp;(t) — RAtp;(t) + RAtp;_1(t) + RAtp;+1(1). (4.22)

Reorganizando esta ecuacion y tomando a RAz como una constante de difusion D, se llega a una
ecuacion diferencial de p en forma discretizada (Malthe-Sgrenssen) 2015)):

pi(t + At) — pi(t) D (pi+1(t) = pi(t)) + (pi—1(t) — pi(t))
At Az '

(4.23)
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Figura 4.5: Tlustracion de los trayectos que toma una particula al hacer 5000 caminatas aleatorias
en una dimension.
Aqui, At = Az = 0.001 empezando y la particula parte del origen, o (¢t = 0) = 0. Notese que la
distribucion de las posiciones de la particula tiende a la distribucién normal que predice la

ecuaciéon @

Fuente: [Petters y Dong| (2016])

En el limite continuo, cuando At, Ax — 0, esta ecuacion se convierte en la ecuacion de difusion para
p en una dimension

op 0%p

a oz
Si bien esta ecuacion describe que la cantidad de particulas en caminatas aleatorias se difunden
espacialmente, segin la analogia trazada puede resignificarse a ser la densidad de probabilidad de
encontrar una particula con movimiento aleatorio en tiempo ¢ y ubicaciéon x como en la ecuacion
Adicionalmente, este resultado se podria repetir para particulas realizando caminatas aleatorias
en espacios de mas dimensiones, generalizando con el laplaciano V2,

dp

_— 2
o = DV°p. (4.25)

(4.24)

Luego, la resolucion de la ecuacion de difusion de la densidad de probabilidad de la particula —
condicionada a p(t,z9) =1y a p(t,z = 00) = 0 — es una distribuciéon normal

1 —@—20)?

p(t,f) = \/ﬁe bt (426)

Conociendo, ademaés, la varianza de la densidad de probabilidad de particulas realizando cami-
natas aleatorias (ecuacion [4.20]), se obtiene un valor de la constante de difusion,

Az?

D= Ar (4.27)
De esta forma, se determina que existe una intima relacion entre las caminatas aleatorias simples

y la ecuacion de difusion. Una aplicacion de las caminatas aleatorias simples es que resultan ser
un mecanismo para estudiar los componentes microscopicos de fenomenos que sufren de difusion
(Hjorth-Jensen| [2010). En particular, este vinculo significa que la densidad de probabilidad de la
posicién de una particula realizando caminatas aleatorias simples se difunde desde su ubicacién
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inicial. O bien, particulas realizando caminatas aleatorias se esparcen espacialmente segin la ecuacion
ecuacion de difusiéon. Adicionalmente, la varianza de esta distribucién aumenta con v/t.

El vinculo entre las caminatas aleatorias de agentes y la difusién es un componente fundamental
del modelo del crimen que se estudia en este trabajo.

4.4.3. Caminatas aleatorias sesgadas

Las caminatas aleatorias simples suponen que la proxima configuraciéon del sistema se obtiene
de un conjunto de estados equiprobables. En muchos problemas, sin embargo, no se puede suponer
una misma probabilidad para todas las posibilidades si no que cada una tiene un peso distinto.
La evolucion estocastica de un sistema como estos puede es modelada por una camina aleatoria
con sesgo o «biased random walky» (Zlati¢, Gabrielli, y Caldarellil |2010). Las caminatas aleatorias
sesgadas se pueden definir por medio de una matriz P compuesta de los pesos W;; que tiene cada
estado ¢ de evolucionar a otro estado j. Para que estos pesos se traduzcan en probabilidades y asi
poder realizar pasos u; con la cdf(r), se ponderan. De esta forma, los elementos de la matriz P son

Py = =
Zlle

(4.28)

Sabiendo que la distribucién probabilistica de una particula realizando caminatas aleatorias esta
descrita por la ecuacion de difusiéon, puede intuirse que la distribucion probabilistica de una particula
en caminatas sesgadas se difunde, pero con una serie de perturbaciones que responden a P. Esta
distribucion puede conseguirse de una matriz de transiciéon de una cadena de Markov.

4.5. Cadenas de Markov y algoritmos de Monte Carlo marko-
vianos

Habiendo establecido principios generales de estadistica y las caminatas aleatorias, se procede a
presentar a las cadenas de Markov con animos de presentar un marco conceptual y matematico que
contribuya al anélisis de procesos estocasticos asi como su simulacion.

4.5.1. Cadenas de Markov

En las secciones anteriores, se habia considerado un experimento probabilistico con el espacio de
posibles resultados 2. Ahora, se considera una secuencia de varios experimentos probabilisticos con
el espacio de posibles resultados 2. Cada experimento resulta en un estado Xy, cont =0,1,2,.... Es
decir, con la iteracion t de la secuencia de experimentos, el estado del sistema pasa de X; a un estado
Xi¢+1. Una cadena de Markov es una secuencia como esta, con la distinciéon que las posibilidades
para el siguiente estado del sistema dependen tinicamente del estado actual. Las posibilidades para
el siguiente estado son la vecindad N, del presente estado z. Se elige el proximo estado entre los
de N, por medio de caminatas aleatorias. Ademaés, las caminatas aleatorias simples y sesgadas que
fueron definidas anteriormente son un proceso markoviano, dado que los posibles estados a alcanzar
con cada paso solo dependen del estado anterior.
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Figura 4.6: Una cadena de Markov hipotética de 4 estados.
Fuente: [Shonkwiler y Franklin| (2009))

Las cadenas de Markov pueden ilustrarse graficamente, tal como se muestra en la Figura [£.6} En
esta Figura se muestra cada posible estado del sistema i, representado por z;, y luego las relaciones
entre estos estados se ilustran por flechas que tienen un peso probabilistico p;; tal que representan la
probabilidad discreta de pasar de un estado 7 a un estado vecino j. Por ser probabilidades, se debe
cumplir que

Y opy=1, Vzeq (4.29)

Jixj €N,

Las cadenas de Markov igualmente pueden representarse mediante matrices de transicion P que
agrupan las densidades de probabilidad p;; de pasar de un estado ¢ a uno j. La matriz de transicion
de la cadena de Markov ilustrada en la Figura [4.6| se muestra a continuacién:

pii pr2 0 pus
P21 0 p3 O
P pr—
psar 0 0 p
0 0 pa3 »p

La dimension vertical corresponde al estado del que se inicia (i) y la dimension horizontal corresponde
al estado al que potencialmente se transita (j), de manera que las entradas de la matriz representan
cada flecha o peso probabilistico de transitar de un estado a otro. Las entradas con valor 0 ilustran
que no es posible la transicién de unos estados a otros.

Si se representara el estado de un experimento probabilistico en un tiempo ¢ como un vector X;
que contiene la probabilidad que el sistema en cualquier estado x;, el producto entre la matriz de
transicion y este vector resulta en la distribucién probabilistica de posibles estados de la siguiente
iteracion del experimento:

X1 = PXy, (4.30)

y multiplicando sucesivamente la matriz de transicién con el vector, se obtienen las distribuciones
de propiedad para las sucesivas iteraciones:

Xiis = P°X,. (4.31)

La matriz de los pesos ponderados de la caminata aleatoria sesgada no es nada mas que la matriz
de transiciéon de ese sistema.
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Las cadenas de Markov poseen la propiedad de poder generar distribuciones de probabilidad
invariantes, siempre que sean aperiodicas e irreducibles (es decir, que cada posible estado del sistema
es eventualmente accesible desde cualquier distribucion inicial). (Shonkwiler y Franklinl |2009). Una
distribucion invariante X, de una cadena de markov es aquella que al multiplicarse por la matriz de
transicion permanece igual:

X, =PX,. (4.32)

Las cadenas de Markov pueden describir discretamente la evolucion temporal de una pdf(z) de
un sistema. Sea w; un vector con los valores de esta funcién de densidad en un tiempo ¢, entonces

con W siendo la matriz de transicion. Al ser los vectores w; densidades de probabilidad, se tiene que
> wit) =1. (4.34)

Similarmente, para un vector columna fija de la matriz de transicion (para i constante) se tiene que

> Wy =1. (4.35)

Por ultimo, si se tiene que ||w(t + At) — w(¢)|| — 0, entonces se dice que el sistema del cual se
deriva la funcion de densidad de probabilidad ha alcanzado su estado més probable; también llamada
estado estacionario o de equilibrio (Hjorth-Jensen, |2010). Esto también se puede expresar como

w(t = 00) = Ww(t = 00) (4.36)

4.5.2. Algoritmo de Metropolis-Hastings

Las cadenas de Markov se emplean frecuentemente en métodos de Monte Carlo (Markov chain
Monte Carlo methods) para generar iterativamente nuevos estados aleatorios del sistema. Su utilidad
radica en que si se corren por suficiente tiempo, producen la configuracién mas probable del sistema
(ecuacién - siempre y cuando la cadena de Markov sea ergbdica y cumpla el principio de balance
detallado (Hjorth-Jensen, |2010) que se explica a continuacion.

Una cadena de Markov es ergodica si para cualquier estado inicial X, existe una cantidad N de
pasos que puede dar el sistema de tal forma que la probabilidad de acceder a cualquier otro estado
posible es mayor que 0. En otras palabras, una cadena de Markov es ergédica si desde cualquier
estado del sistema es posible llegar a todos los demas estados existentes después de una cantidad
finita de pasos, o que los componentes microscopicos de un sistema pueden variar en el tiempo pero
las mediciones tienden a ser iguales (Shonkwiler y Franklin, [2009). Por otro lado, una cadena de
Markov cumple el principio de balance detallado si la probabilidad de cursar de un estado ¢ a uno
j es la misma probabilidad que cursar de j a i. Esto se lee como Pr(i|j) = Pr(j]i) o en la matriz
de transicién simplemente como W;; = Wj;, o bien, W = WT. Ambas propiedades implican que
los sistemas con las cadenas de Markov pueden llegar a una distribuciéon estacionaria -equivalente
a llegar a un estado de equilibrio en un sistema termodinamico- donde todas las configuraciones
del sistema en equilibrio son igualmente probables y, siempre que conserven el equilibrio, reversibles
(Hjorth-Jensen 2010).

El algoritmo mas bésico para los métodos de Monte Carlo de cadenas de Markov es el algoritmo
de Metropolis. Su funcién principal es obtener muestras aleatorias de una distribuciéon probabilistica
compleja. Parte de la capacidad que tienen las cadenas de Markov de llegar a un estado en equilibrio,
donde se tiene que

dw; (t)
dt

—0. (4.37)
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Para que esto se cumpla, de las condiciones de ergodicidad y balance detallado se deduce que
w;Wi; = w;Wj;, o bien, se debe cumplir que

LNy (4.38)

Generalmente se conoce la forma analitica o tedrica de w pero se desconocen los valores de la matriz
de transicion W. Esta tltima entonces se descompone en

Wi —j) =gt — j)A{ — j), (4.39)

donde g es la probabilidad de elegir a uno de los posibles estados en la vecindad del actual estado
y A es la tasa de aceptacion del estado elegido. Por las condiciones establecidas, aunque la tasa de
aceptacion para ir de un estado ¢ a uno j es variable, la probabilidad g de elegir a cada uno de los
estados es la misma (1/N). Por tanto, la proporcion de las tasas de aceptacion

Ali—3)  w; A0

es la probabilidad de aceptar un cambio de w; a w;.

El algoritmo consiste entonces en generar una configuraciéon inicial del sistema y llevarlo al
equilibrio por medio de una sucesién de pasos. Cada paso consiste en proponer un cambio aleatorio en
el sistema, calcular la probabilidad de aceptacion de este cambio (ecuacién y aceptar o rechazar
el cambio: se genera un namero aleatorio r € U(0, 1) y si este es menor que la probabilidad, entonces
se acepta el cambio. Luego de llevar el sistema a equilibrio, registrar las mediciones observables.
A partir de ello, se repite el procedimiento partiendo nuevamente desde la configuracion inicial
repetidas veces. El algoritmo termina al haber realizado una determinada cantidad de iteraciones y
se promedian las mediciones y observaciones registradas para tener resultados finales. La Figura [£.7]
ilustra el diagrama de flujo de este algoritmo.

En conclusion, el algoritmo de Metropolis-Hastings es un método de Monte Carlo que permite
simular sistemas con complejas configuraciones de microestados sabiendo solo su distribucién de
densidad de probabilidad teérica y hacer mediciones sobre ellos.
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Inicializar modelo con
estado inicial: x(i)

Proponer un cambio:
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Figura 4.7: Diagrama de flujo de algoritmo Monte Carlo de Metropolis-Hastings.
Fuente: elaboracién propia, basado en [Hjorth-Jensen| (2010)




CAPITULO b

El crimen desde la fisica

5.1. Movimiento browniano

En el siglo XIX, Mientras experimentaba con el proceso de fertilizacion de una flor, el botanico
Robert Brown observé con un microscopio el «movimiento erratico velozy (Shonkwiler y Franklin|
2009) de particulas de polen suspendidas sobre agua. Una hipoétesis inicial para explicar este feno-
meno fue que las particulas observadas eran seres vivos. Sin embargo, subsiguientes experimentos
demostraron que este comportamiento se repite para cualquier particula suspendida en un fluido y
que su movimiento no necesariamente se origina de si mismas ni de fuerzas externas al fluido (Nelson,
1967).

Si bien este fenémeno se siguié estudiando durante varias décadas, su origen no fue explicado
hasta el afio 1905 por Albert Einstein. Como consecuencia de su desarrollo tedrico del tamafio
definitivo y finito de los 4tomos, él encontrd que particulas suspendidas deben tener un movimiento
oscilatorio observable. Este fen6meno, en honor a Brown, se conoce como movimiento browniano
(Nelson, [1967)).

5.1.1. Difusion de particulas

Para inicios del siglo XX, gracias al trabajo de muchos cientificos a lo largo del tiempo, ya se
habfan determinado varias caracteristicas del movimiento browniano (Nelson, [1967)):

1. El movimiento browniano es bastante irregular y compuesto por rotaciones y traslaciones no
preferenciales.

2. Las particulas se mueven independientemente de las demés, ain cuando la distancia que las
separa es menor al didmetro de cada particula.

3. El movimiento es mayor para particulas mas pequenas.

4. La composicién y densidad de las particulas es irrelevante al movimiento.
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5. El movimiento es més activo para fluidos menos viscosos.

6. El movimiento es més activo a mayor temperatura y este movimiento nunca se detiene.

Con esos antecedentes, el descubrimiento tedérico del movimiento browniano por Einsten se ba-
sa en dos argumentos. El primer argumento proviene de matematica estadistica y resulta en que
existe una densidad probabilistica de encontrar una particula p = p(¢,x) en un tiempo ¢ y espacio
z. Luego, al suponer que el movimiento de una particula en un determinado momento y el movi-
miento de la misma particula después de un periodo infinitesimalmente pequenio son completamente
independientes, se llega a una ecuaciéon diferencial de difusion de la densidad probabilistica:

% = DV?p, (5.1)
donde t > 0 y D es la constante de difusiéon que regula la tasa de dispersién de la densidad de
probabilidad en el espacio. El hecho que el movimiento de una particula en un instante y en el
instante subsiguiente sean completamente independientes significa que puede modelarse por una
caminata aleatoria simple, razén por la que densidad probabilistica de la particula se difunde al
igual que lo hacen agentes en caminatas aleatorias. Resolviendo la ecuacion de difusiéon en tres
dimensiones y centrada en el origen, se llega a una densidad de probabilidad

1 - 2|2

7(471_1%)3/26 i, (5.2)

p(?vt) =

donde la densidad de probabilidad estd dada por una distribucién gaussiana segtun la distancia
euclidiana desde el origen y que cuya varianza aumenta con el tiempo transcurrido (Nelson, [1967)).

El otro argumento viene de la termodindmica y mecéanica - relaciona la constante de difusién con
magnitudes fisicas. Se obtiene de que, al tener una gran cantidad de particulas en un fluido sujetas a
una fuerza externa, estas llegan a un equilibrio dindmico entre la fuerza osmotica y la misma fuerza
externa:

K= kT?. (5.3)

K es la fuerza externa, T la temperatura absoluta, v la cantidad de particulas por unidad de volumen
y k es la constante de Boltzmann - equivale a conocer el nimero de Avogadro y, por lo tanto, el
tamaio de cada atomo. La fuerza osmotica (el lado derecho de se deriva de la teoria cinética de
gases aplicada a particulas (Nelson, [1967). Luego, las particulas en el fluido experimentan friccion
proporcional a la masa m de cada una. En equilibrio dinamico, estas tendrian una velocidad de

K

mpB’

donde /3 es una constante con unidades de frecuencia. Consecuentemente, miﬁu particulas atraviesan
una unidad de area en una unidad de tiempo debido a la fuerza K.

Por otro lado, si las fuerzas osméticas y externas se encuentran en equilibrio, las particulas solo

experimentan difusiéon y la ecuacion (5.1)) se cumple para v. Por lo tanto, —DVv particulas atraviesan
una unidad de area en una unidad de tiempo:

v =

mﬁﬁu = DVv. (5.4)

Despejando para K con la ecuacion (5.3)), se tiene una expresion para la constante de difusion:

kT

D=7 (5.5)

Con ello, la ecuacion (5.1) ya no es solo un supuesto tedrico sino que una prediccion fisica como
resultado de la termodindmica. Ademaés, la constante de difusion de caminatas aleatorias (ecuacion
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4.27) corresponde directamente a la constante de difusion del movimiento browniano, evidenciando
nuevamente que las caminatas aleatorias simulan a particulas brownianas.

De esta forma, Einstein no solo contribuyé a demostrar la naturaleza atémica de la materia, sino
que teorizo la existencia del movimiento browniano de particulas en un fluido y la difusiéon que estas
tienen al estar sujetas a una fuerza externa.

Un principio fundamental de este trabajo de graduacién es la hipdtesis que los criminales en un
territorio se comportan como particulas brownianas en un fluido bajo una fuerza externa K.

5.2. Difusién espacial del crimen

En la segunda mitad del siglo XX crece la percepcion e interés en el fenomeno del crimen. En
vista de ello, empiezan a surgir teorias y estudios abarcando la teméatica. Entre ellos, un estudio de
parte de |J. Cohen y Tital (1999) que busca comprender la mecénica de difusion de homicidios en
una ciudad estadounidense y factores que la impulsan. La tasa de homicidios en ciudades de Estados
Unidos se dispara en las décadas de 1980 y 1990. Particularmente en la ciudad de Pittsburg, este
fendmeno parece haber tenido mayor incidencia en personas jovenes relacionadas con pandillas.

Aqui cabe reiterar dos puntos importantes de este trabajo de graduacion. El primero es que
este es un trabajo que parte estrictamente de fisica y matematica y que pretende ejemplificar como
desarrollos de estas podrian emplearse para contribuir a ciencias con diferentes objetos de estudio.
En particular, al hablar de crimen en este trabajo se refiere estrictamente a la distribucion de
eventos puntuales que pueden ser catalogados como delitos tal como que si se tratase de objetos
matematicos. Por consecuencia y reconociendo la gran complejidad y sensibles implicaciones que
conlleva el crimen, se aclara que en ningin momento se pretende discutir su origen o determinantes,
su contexto politico-econémico o su relacién con dindmicas sociales. Se reconoce, por ejemplo, que
una caracterizacién errénea del crimen puede resultar en estigmas o hasta en politicas piiblicas
nocivas hacia las propias poblaciones que mas sufren de exclusion social. El segundo punto es que
al citar distintos autores en el contexto de crimen, se hace para rescatar el modelado matematico o
fisico de fenémenos, sin suscribirse necesariamente a las miradas o predisposiciones que ellos tengan
sobre mencionado complejo y sensible tema. Las expresiones de cada autor son el resultado de su
formacion y contexto, donde el paso del tiempo y el avance hacia sociedades mas justas y equitativas
permiten evidenciar posibles sesgos en la produccién cientifica.

Retomando, entonces, el estudio de|J. Cohen y Tital (1999) pretendia caracterizar patrones espacio
temporales de eventos tomando datos de homicidios en Pittsburg entre 1991 y 1995. En este estudio,
definen ’difusién’ como el proceso general del movimiento con el que un fendémeno se esparce. Si
bien no se emplea bajo el marco conceptual del movimiento browniano, coincide en referirse a la
dindmica de un fenémeno -homicidios- pasando de sitios localizados de alta concentracion a sitios
con menor concentracion. Luego de enmarcar el fenémeno de estudio a los homicidios de jovenes
en la ciudad de Pittsburg ocasionados por actividad de pandillas o mercado de crack, se emplea un
meétodo de asociacién espacial para estudiar su difusion, llamado «Estadisticas de indicadores locales
de asociacion espacial» (o LISA por sus siglas en inglés) (J. Cohen y Tital, [1999)).

El anélisis por medio de LISA consiste en dividir el espacio donde se manifiesta un fenémeno
en sitios o regiones. Luego, caracterizar el fenomeno en cada sitio por medio de una dupla (L, N)
que contenga un indice del fenémeno- tasa de homicidio en el caso de Cohen y Tita- en el sitio
(L) y el promedio ponderado con la distancia del indice en los sitios vecinos (N). Ademés, segtn el
valor que estos tengan, cada sitio o cada vecindad de un sitio puede definirse en términos de alta
concentracion (H) o de baja concentracion (L) de homicidios, y asi caracterizar cada dupla en una
de las siguientes categorias (L, L), (L, H),(H,L) o (H, H). Por altimo, el comportamiento de los
sitios puede caracterizarse a lo largo el tiempo. Para medir la magnitud de la difusion de fenémenos,
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se emplea la distancia Euclideana D = \/(Lt+1 — L)% 4+ (N¢41 — N¢)? para medir el cambio entre la
dupla de un sitio en un tiempo t y ella misma en un tiempo ¢+ 1, logrando una poderosa herramienta
para evidenciar clusters del homicidio u objeto de estudio.

Para caracterizar la existencia de difusion del homicidios, se observa el comportamiento de los
clusters a lo largo del tiempo. Para ello, primero se filtran los cambios significativos con la distancia
D > £20. Luego, estos cambios en la tasa de homicidios se divide en dos vertientes: «difusion
contagiosay cuando (H,L) — (H,H) (se expande) o (H,L) — (L, H)) (se relocaliza) y «difusion
jerarquicay cuando (L,L) — (H,L) (se aumenta aisladamente) o (L,L) — (H, H) (se aumenta
globalmente).

Usando estas métricas, Cohen y Tita llegan a concluir que el mercado de crack no es una causa del
aumento de homicidios en la ciudad de Pittsburg, pero las actividades de pandillas si lo son. Inclusive,
identifican difusién espacial de riesgos de homicidio alrededor de estas actividades. Lo méas impor-
tante, sin embargo, de este estudio es la presentaciéon de métodos de analisis estadistico-espaciales
como herramientas para abarcar fen6menos sociales y que presentan predicen que el crimen, parti-
cularmente el homicidio, sufre de difusién y de concentracion en ciertas ubicaciones.

Otro estudio mas reciente que emplea métodos similares de analisis exploratorio de datos espa-
ciales (ESDA segun sus siglas en inglés) es |Villareal y Flores| (2015)). Aca se estudia la difusion de
violencia entre municipales de México en el periodo de 2005 a 2010, caracterizada nuevamente por
el homicidio, en el marco de la guerra estatal contra el crimen organizado y narcotrafico.

Parten de aplicar el mismo método de LISA que aplicaron Cohen y Tita para las localidades
de la ciudad de Pittsburg para ver la difusion de homicidios entre las municipalidades mexicanas.
Luego, para verificar que el aumento de incidencia criminal en municipalidades entre 2005 y 2010
fuese resultado de una difusion contagiosa, utilizan el indicador de autocorrelaciéon espacial Global

Moran’s I: N " ~ ~
Dict Zj:l w;j(z; — 2)(z; — 7)
(ica Z?:1 wij)(Xoisy T — @)%

donde N es el nimero de casos, T es el promedio de la variable, 7 y j son ubicaciones y w;; es la

entrada de una matriz de ponderaciéon que indica la interdependencia de ¢ con j. Algunos ejemplos

de esta matriz de interdependencia son la matriz de 4 vecinos-més-cercanos, la distancia inversa
entre municipalidades o los el compartir bordes.

I=N (5.6)

Este indicador puede tomar valores negativos, positivos y 0. Los negativos significan que la
distribucion de datos tiene una dispersion espacial (cada sitio estd rodeado por otros con valores
opuestos) mientras que valores positivos implican la agrupacion de valores similares en regiones. En
cambio, el 0 refleja una distribucion perfectamente aleatoria de los datos o una nula correlaciéon entre
sitios. Inclusive, los LISA no son nada méas que aplicaciones locales del Indicador Global de Moran’s
1.

Cuando Villareal y Flores aplicaron el indicador global de Moran’s a las tasas municipales de
homicidio en México, se observa que a partir de 2007, el aumento de homicidio se agrupa en selec-
tas regiones municipales y que se crean clusters de homicidio - justamente los municipios con alta
presencia de crimen organizado y narcotrafico. Ademas, replican el indicador para distintas matrices
de ponderacién de interdependencia espacial y concluyen que la matriz de primer orden de contigiii-
dad -solo existe interrelacién con vecinos inmediatos- es la que presenta mayor correlaciéon espacial
en el homicidio- significando que la difusiéon contagiosa de homicidios sucede entre municipalidades
vecinas.

Por tanto, Villareal y Flores llegan a la conclusién que la violencia homicida tiende a agruparse por
regiones y que tiene un efecto contagioso entre municipalidades adyacentes. Ademaés, al sobreponer la
informacién de intervenciones de fuerzas armadas en zonas de riesgo de homicidio, observan que las
intervenciones militares no han tenido un efecto positivo en la reducciéon de homicidios sin necesidad

de realizar un anélisis de causalidad (Figura .
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a. Youth-Gang
Hierarchical Increases N=20
Contagious Increases N=3
Total Increases N=25

b. Youth-Nongang
Hierarchical Increases N=19
Contagious Increases N=12
Total Increases N=31
{Overlap with Youth-Gang N=4)

¢. Non-Y outh
Hierarchical Increases N=8
Contagious Increases N=12
Total Increases N=20
(Overlap with Youth-Gang N=3
Overlap with Youth-Nongang N=7})

Increasing Kates

[ 7] Hierarchical
| Contagious

Figura 5.1: Aumento en tasa de homicidios en Pittsburg entre 1991 y 1995 por: (a) poblacion joven
vinculada a pandilla; (b) poblacién joven no vinculada a pandilla y (c) poblacién no joven.
Se observa que la poblacion de pandillas tuvo un aumento esencialmente jerédrquico y global,
mientras que la poblacién joven no relacionada a pandillas y mayor si sufrieron de aumentos
contagiados tanto como jerarquicos.

Fuente: |J. Cohen y Tita (1999)
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Estados con intervenciones del ejército 2008
Estados con intervenciones del ejército 2007
Difusién alta-alta 2009
Difusion alta-alta 2008
Difusidn alta-alta 2007
Difusion alta-alta 2006
o Difusion alta-alta 2005

[
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Figura 5.2: Aumentos contagiosos de expansion de homicidios entre 2005 y 2010, donde los puntos
por color muestran el ano en el que cada municipio llegé a tener una alta incidencia criminal a
partir de sus vecinos.

Los estados con bordes son aquellos que tuvieron intervenciéon de fuerzas armadas en 2007 — lineas
punteadas — o 2008 — lineas soélidas.

Fuente: Villareal y Flores| (2015)
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En este segundo estudio, se observa nuevamente que los homicidios tienden a agregarse por
regiones y que se difunden espacialmente de forma ’contagiosa’, en un contexto bastante cercano
al de Guatemala en los ultimos anos. Ademés, da otro ejemplo de herramientas y metodologias
estadisticas para la representacion de fenémenos sociales.

5.3. El crimen como epidemia

Para que un fenémeno pueda describirse como una epidemia, este debe sufrir cambios no mono-
tonos. Le debe caracterizar, en primer lugar, una subita y creciente aceleracién en su propagacion
seguido por un declive lento de la existencia del fenémeno. En segundo lugar, debe contar con un
mecanismo de transmision del agente infeccioso a individuos de la poblacion (J. Cohen y Tital [1999).
Usando esta definicion, los autores de los articulos anteriores consideran la difusién contagiosa de
homicidios que cumplen con estas caracteristicas como una epidemia - recordando que con ello Gni-
camente se describe al patrén espacio temporal de eventos registrados. En esta seccién se presentan
algunos modelos estadisticos que podrian abordan distintas manifestaciones del crimen similarmente
como una epidemia impulsada.

5.3.1. Modelo de conducta colectiva y mecanica estadistica

Bahr y Passerini| (1998b)) desarrollan un modelo de mecanica estadistica para caracterizar conduc-
tas colectivas. Este modelo determina el surgimiento de comportamientos macro-sociales colectivos
a partir de las reglas de interaccion entre agentes individuales (micro-sociologicos) y las caracte-
risticas generales de la poblacion. Parte de la idea que cada persona puede tener un determinado
comportamiento que incide en el comportamiento de su circulo de influencia social.

Para que un modelo simule que un colectivo impacta la conducta de un individuo, deben cumplirse
tres supuestos. El primero es que existe una probabilidad 0 < Pa < 1 que el comportamiento de un
individuo sea cambiado por el colectivo. En segundo lugar, esta probabilidad deberia permanecer
igual o aumentar conforme la poblacion N crece, es decir, PA(N +1) > Pa(N) o

OPa

—= >0.
8N—O

Por 1ltimo, el impacto adicional en la probabilidad Pa por agregar una n-ésima persona es mayor
que el impacto adicional al agregar una n + 1-ésima persona. Equivalentemente,

2
L)
ON

Habiendo definido los supuestos con los que construyen su modelo, Bahr y Passerini introducen
el argumento base del mismo: si una poblacién tuviese N personas y m conductas distintas repre-
sentadas por las variables o1, 09, ..., 0,, ¥ si se supone que cada persona del colectivo tiene el mismo
nivel de influencia sobre cualquier otro, al agregar una persona mas a la poblacién sin conducta
alguna, esta tiene una probabilidad de adoptar la conducta k igual a:

P, = ]\]f;{ (5.7)
con N,, refiriéndose al tamaiio del subconjunto de N que posee la conducta oi. De hecho, o no
corresponde tinicamente a conductas si no que también engloba a opiniones, expresiones sociales o
paradigmas sociales que diferencian categoricamente a los miembros de la sociedad. Para efectos del
presente desarrollo, estos paradigmas como conductas u opiniones se utilizan indistintamente como
el estado que caracteriza a cada individuo.
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Luego, generalizan este argumento a una sociedad donde la influencia que tiene cada actor sobre
cualquier otro es variable. Para anadir este elemento, se recurre a una variable p;; > 0 que representa
la influencia que tiene el actor j sobre el actor 7. Con ello, la probabilidad que un agente i tenga una
conducta k se convierte en:

Y im=nPi S P I k(0 = 00) [ (ok — o))
P(1) = = : . 5.8
H >l pij >l pij )

La notacion j : m(j) = k representa a los actores j que poseen una conducta k. Esto se desarrolla
aritméticamente al filtrar para la conducta o mediante el producto []. Lo importante de esta funcion
es que cumple con los tres supuestos para cualquier N y para m conductas distintas. Adicionalmente,
p;; estd intimamente vinculada al estudio de redes - la matriz de influencia N x N con entradas
p;; ilustra la interdependencia y la estructura de influencia dentro de una sociedad. Esta matriz de
influencia es interesante porque podria interpretarse como una matriz de transicién al considerar
la evolucion dinédmica del comportamiento colectivo como cadena de Markov. Adicionalmente, la
matriz permite ajustar el modelo a estructuras sociales méas realistas: agrega elementos como el que
no todas las personas tienen contacto e influencia entre si, la incidencia entre agentes puede tener una
magnitud variable y puede no ser bilateral. Finalmente, esto permite ajustar el modelo a distintos
casos de estudio.

Uno de los casos mas sencillos es cuando un tnico individuo ¢ posee una opinién o mientras que el
resto del colectivo conserva una opinién os. De la teoria desarrollada anteriormente, la probabilidad
que el individuo mantenga su opinién oy es

Pii
Pi=——, (5.9)
> j=1DPij

donde p;; se interpreta como el autoestima, fuerza de opinién propia del individuo o capacidad de
auto-persuadirse. Por tanto, la probabilidad que el individuo cambie a opinién o3 es P, = 1 — P;.
Utilizando la ley de grandes nimeros, se tiene que Zf’zl pij = N(p;;) para N >> 1. De esta forma,
la probabilidad que el individuo i se aproxima a

Pii
P =~ (5.10)
N<p'i_';>
y la probabilidad que el individuo cambie de opinion a
Pii
Po=~1- . (5.11)
N(pij)

Dado que para un dado individuo y una dada estructura social p;;/(p;;) equivale a una constante
¢, la probabilidad de cambio P, esta aproximada por una familia de curvas Ps(¢, N) = 1 — ¢/N.
Suponiendo que la influencia entre todos los actores sea relativamente homogénea (no hay lideres
con bastante impacto ni personas con poca influencia), p;; ~ cte y ¢ = 1, por lo que P, = 1/N y
P,=1-1/N.

El ejemplo anterior obvia el hecho que asi como el colectivo influencia al individuo, el individuo
influencia igualmente al colectivo y puede cambiar la opinién de otros. La probabilidad que cualquier
otro individuo del colectivo cambie a la opinién oy estd dado por la misma probabilidad de P; =
1-— P2 = C/N

Si se realizaron diversos experimentos independientes de la influencia colectiva sobre un individuo,
la probabilidad esperada que el individuo cambie de opinién estaria dada por

Py =(1— _ P\ 1— M
) < Z;\f_lpij> (72 pis) (5.12)




En otras palabras, ¢ = 1 al hacer el experimento para diversos individuos del colectivo, gracias
a que el valor esperado de incidencia propia de los individuos tiende a la incidencia del colectivo
mismo. Adicionalmente, estas curvas de probabilidad de cambio de opinién con ¢ ~ 1 es precisamente
el resultado que estudios empiricos de dinadmicas de formacion de opiniones evidencian (Bahr y
Passerini, [1998b)).

Otro caso de estudio de este modelo de comportamiento colectivo es la influencia que tiene una
mayoria de M integrantes con una opinién ¢y sobre una minoria n < N — M con otra opinién os.
Suponiendo N grande y N — M << N, se llega similarmente a

P, ~ M/N (5.13)

Py ~1— M/N. (5.14)

De ello, se obtiene que la probabilidad que n miembros de la sociedad adopten la opinién 1 esta
dada con una distribucién binomial tal que

P(n) = @f) (P)"(P)N =" = n'(]\]fvln)' (%)L (1 - A]@(N —n). (5.15)

En esta distribucion las dos modas se encuentran, respectivamente, en n = M y n = (N —
M)M/N, significando que lo méas probable es que la cantidad de personas con cada opinién se
conserve a lo largo del experimento. A partir de este marco para modelar las opiniones de dos
grupos, pueden estudiarse distintos casos y fenémenos como el que las personas de un grupo no
puedan cambiar de opinién debido a alguna afinidad estricta mientras que las del otro grupo si.
Otra aplicacion es calcular la cantidad de personas M con una opinién k necesarias para influenciar
a n personas a cambiarse a ella también (Bahr y Passerini, |1998b)). Este mismo desarrollo para
determinar la probabilidad que un componente de un sistema macroscopico se encuentre en uno u
otro estado es un problema recurrente en mecénica estadistica, por ejemplo ver [Huang] (2010)).

Mas alla de la influencia colectiva, en las sociedades existen otros factores a una escala macro que
afectan la toma de decisiones, formacion de opiniones o adopciones de conductas de individuos. En-
tre estos factores se encuentran los medios y canales de comunicacion, los eventos con repercusiones
masivas como catastrofes o caracteristicas culturales que afecten el comportamiento de cada indivi-
duo. Estos factores tienen distintos efectos sobre la poblacién pero para modelarlos en su trabajo,
Bahr y Passerini los clasifican en tres categorias.

La primera categoria de efectos se refiere a la propension o disposicion con la que los indivi-
duos de una sociedad cambian de estado (conducta) frente a la influencia del colectivo. Si bien esta
propiedad no tiene mucho sentido en una escala microscopica porque fluctia demasiado entre indi-
viduos, su efecto promedio puede apreciarse al analizarse macroscopicamente (poblaciones enteras).
En la mecéanica estadistica, se puede decir exactamente lo mismo de la temperatura: da una medida
promediada de la energia cinética de cada componente del objeto macroscépico en cuestion. Reco-
nociendo la similitud conceptual entre la propensiéon a cambios de conducta en el presente modelo
de comportamiento colectivo y la temperatura fisica, Bahr y Passerini trazan una analogia directa y
denominan a esta propension social como «temperatura social». Con esta analogia y con el formalis-
mo proveniente de la mecénica estadistica, proceden a cuantificar la temperatura social e integrarlo
al modelo de comportamiento colectivo.

Sea Pa la probabilidad que un individuo cambie de opinién, dada por

efAH

Z

Z es una constante que ain no se define pero se introduce para asemejar a la distribucion de
Boltzmann de mecénica estadistica y asegurar una distribuciéon normalizada. Por simplicidad, el

Py = (5.16)
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siguiente desarrollo se hace para dos opiniones contrarias donde n; integrantes tienen opiniéon ¢ = 1

y el resto de integrantes ny tienen opinién o = —1. Retomando el desarrollo anterior y p;; constante,
la probabilidad que un individuo cambie de opinién esta dada por
n1/N, sio(i) = —1,
Pai)= /N siol) (5.17)
na/N, sio(i) = 1.

Supuniendo como caso particular que Z = 1, de [5.17] se obtiene que

—log(n1/N), si s; = —1,

5.18
—log(ne/N), sis; = 1. (5.18)

AH(i) = {

Hasta ahora, lo tnico que se ha hecho es expresar la probabilidad de cambio de estado de
un individuo en términos de una funcién indefinida AH. No obstante, en un sistema fisico con
micro componente como el que describe la ecuaciéon AH es precisamente el cambio de energia
necesario para inducir un cambio en la configuracién de micro componentes -independientemente de
la forma del hamiltoneano H. Haciendo una analogia directa al modelo de comportamiento colectivo,
entonces, AH describe en promedio la «energia» o recursos necesarios para inducir un cambio en
la conducta de un individuo. Siguiendo esta linea y conociendo el aporte de la temperatura en el
modelo fisico, entonces el modelo de comportamiento social se reescribe como

1
Pa(i) = Ze—AH/T. (5.19)

Aqui, T es la temperatura social. Es distinta a la temperatura fisica; describen dos fenémenos de
indole completamente distinta (incluso la social se define adimensionalmente y se incluye sin estar
acompafiada por una constante como la de Boltzmann). Sin embargo, la temperatura social sigue
siendo un parametro que amplifica o reduce la energia necesaria para inducir cambios en el sistema y
con ello se logra incluir al modelo la propensién a cambios que puede sufrir una sociedad particular
por distintos factores. En el caso de solo dos posibles conductas con el mismo peso, una temperatura
T — 0 implicaria que casi todos los integrantes estuviesen muy inclinados hacia una de las dos
conductas con pequenas agrupaciones de personas con la conducta contraria y poca posibilidad de
que individuos cambien, mientras que una temperatura 7' — oo implicaria que en promedio hay una
misma cantidad de individuos con cada conducta, que los individuos cambian facilmente de conducta
y que no se forman agrupaciones locales con conductas preferenciales (distribucion casi aleatoria de
conductas en la sociedad).

El incluir la temperatura al modelo hace que se tenga que redefinir AH para que se sigan
cumpliendo las probabilidades que un individuo cambie de opinién (ecuacion en el caso de la
sociedad uniforme con dos opiniones contrarias).

Se mencion6 a la temperatura social como uno de los tres efectos (o parametros) que definen la
adopcion de paradigmas de los individuos de una sociedad debido a los factores a los que estén sujetos.
El segundo efecto que mencionan Bahr y Passerini son los sesgos que una sociedad entera tiene hacia
una determinada conducta, mientras que el tercero es un elemento de arbitrariedad individual en su
toma de decisiones o en el modelo. De la misma forma con la que se establece una temperatura social,
estos otros dos efectos son analogos a una «fuerza social» y un «ruido». Incluyéndolos mediante la
analogia con mecanica estadistica, la probabilidad que un individuo cambie de opinién entonces es

N L (AHthey T
PA(i) = 7€ , (5.20)
con h siendo la fuerza social y ® una funcién de ruido. Finalmente, entonces, Bahr y Passerini
consiguen construir un modelo de comportamiento colectivo que incluye a la temperatura social, las
fuerzas sociales y ruido. Segtn las caracteristicas del sistema puede definirse AH y a Z de forma que
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se sigan cumpliendo los tres supuestos del modelo. Por ejemplo, para el caso de opiniones contrarias
y ® = 0, se tiene que (5.17]

Ay = [ N i = 1 5o
(1/2)eMs/Ts (g JN)VTs | si s = —1 ’
y con ello se recupera una funcion de particion que asegura que y . Pa = 1:
— ohe/To (M | ohe/To (1234
Z=ce (N) +e (N) . (5.22)

Una caracteristica importante de los conceptos de temperatura social, fuerza social y ruido (asi
como AH) es que esencialmente so conceptos adaptados mateméaticamente al modelo siguiendo la
intuicién que brinda la mecanica estadistica pero son completamente independientes de los principios
fisicos que guiaron su planteamiento. Es decir, este modelo y sus conceptos no son resultado de la
fisica pero fueron logrados gracias a la analogia del fen6meno macro-sociologico con uno de la fisica-
principio central para generar modelos criminolégicos desde modelos fisicos.

5.3.2. ‘Contagio’ de crimen

Segtin se ha discutido anteriormente, los términos de contagio o epidemia se utilizan inicamente
como descriptores de patrones de eventos o estado de agentes, en el marco de una discusién de
modelos matematicos orientados por el formalismo desarrollado en fisica. En esta seccion, se discuten
estudios que podrian abonar a la idea de patrones epidémicos del crimen desde el contagio de
comportamientos colectivos.

Conducta Colectiva

Algunas fuentes (Stark, Kent, y Doyle, [1982; [P. C. Higgins y Albrecht, [1977)), afirman que existe
una correlaciéon negativa entre asistencia a la iglesia y la participacion en actividades delictivas entre
los adolescentes, particularmente en comunidades con alta participacion en iglesias. Alrededor de esta
observacion empirica, Bahr y Passerini hacen una aplicaciéon del modelo de conductas colectivas que
ilustra como adolescentes son influenciados por sus pares para involucrarse en actividades delictivas
o asistir a la iglesia. (Bahr y Passerini, [1998a))

Pare ella, Bahr y Passerini definen dos conductas para los adolescentes en una comunidad: o_; =
—1 para actividades delictivas y 01 = 1 para los asistencia a la iglesia. Ademas, definen una fuerza
h1 > 0 de moralidad que se aplica a los adolescentes que asisten a la iglesia - sesgandoles en contra de
la delincuencia - cuya magnitud podria significar, por ejemplo, la frecuencia promedio de asistencia
de jovenes a la iglesia en la comunidad.

La intensidad de incidencia entre los distintos actores p;; varia aleatoriamente entre individuos y
se supone una interacciéon de vecinos inmediatos en una rejilla rectangular, o bien, cada persona es
un nodo con cuatro personas vecinas sobre las que incide. Esta es una aproximacion sencilla, pero
los autores, basandose en otro estudio (Lewenstein, Nowak, y Latané, [1992), afirman que es una
suficiente aproximacién para el comportamiento fundamental de las redes sociales. Segin la ecuaciéon
, la probabilidad que un adolescente adopte la conducta delincuente, luego de manipulacion

algebraica, corresponde a:
1

~ o2hi/T. (n1/(N —np))V/Ts +1°

Aqui, n; es el nimero de adolescentes que asiste a la iglesia, suponiendo que p;; es constante. De
acuerdo con la ecuacion, si aumenta la frecuencia de asistencia de los jovenes a la iglesia (h;) o si

P

(5.23)
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aumenta la cantidad de jovenes que asisten a la iglesia (n;), la probabilidad que alguien adopte la
cultura delincuente se reduce. Sin embargo, la ecuacion también dicta que dependiendo de
T, la frecuencia con la que los jovenes asisten a la iglesia o su cantidad puede no tener correlacion
— discrepando con observaciones empiricas. Al anadir la variable de magnitud de incidencia entre
actores p;;, la variable dominante en el modelo serfa esta. Quiere decir que, por ejemplo, un joven
con gran incidencia que no asiste a la iglesia puede influir a todo su circulo social a participar
en actividades delictivas aunque todo su circulo asista a la iglesia. O viceversa, una persona que
asista a la iglesia influencie a todo su circulo a dejar la delincuencia. Este efecto resaltados de lideres
discrepa con observaciones empiricas, que demuestran que la variable mas importante es la asistencia
del circulo en la iglesia.

Esta salvedad se resuelve al considerar que las relaciones (p;;) se fortalecen entre las personas
que tienen una similar conducta: los jovenes que asisten a la iglesia forman vinculos mas fuertes
con otros jovenes que también estédn en la iglesia, de la misma forma que quienes no participan en
la iglesia forman vinculos con otros que tampoco lo hacen. Con este supuesto, se siguen formando
agrupaciones de jovenes alrededor de lideres pero cuando el ntimero de asistentes a la iglesia es
mayor, existe una correlacién negativa entre la frecuencia h; y la delincuencia que desaparece en
la medida que ny se reduce. De esta forma, este modelo permite caracterizar este fenémeno de
iglesia-delincuencia en adolescentes que ha sido observado empiricamente y permite profundizar su
analisis. Por ejemplo, a partir de los hallazgos de este modelo, los autores recomiendan investigar
si las relaciones (o persuasion) entre personas que atienden a la iglesia es mayor que las relaciones
entre personas que no atienden.

Ademaés de mostrar una aplicaciéon del modelo de comportamiento colectivo basado en la meca-
nica estadistica, ese trabajo ejemplifica como la conducta delictiva ocasiona més conducta delictiva
- ofreciendo una potencial conexion a la difusion de conducta criminal. Cabe senalarse que esta apli-
cacion del modelo de comportamiento colectivo es muy similar a un modelo de Ising, que se discute
a mayor profundidad en el capitulo 7.

Difusion de Violencia Colectiva

Por otro lado, Myers| (2000) estudia la propagacion de huelgas que se tornaron violentas en
Estados Unidos entre 1964 y 1971, entendiendo a las huelgas violentas como un evento asociado
a determinado comportamiento colectivo que se transmite. «Formalmente, la influencia contagiosa
es parte de un proceso de comportamiento colectivo donde un actor comete un acto de protesta o
violencia y su comportamiento cambia la probabilidad de actos futuros similaresy (Myers, 2000). En
otras palabras, eventos relacionados a determinado comportamiento colectivo (huelgas o violencia
colectiva) pueden ocasionar la difusién contagiosa de la misma conducta, mismo principio que el
empleado por Bahr y Passerini| (1998a)) para actividad delictiva.

Lejos de hacer un juicio de valor acerca las protestas por derechos civiles o criminalizarles, el
trabajo de Myers ejemplifica la naturaleza contagiosa (y difusiva) de algunas conductas colectivas.
Cabe reiterarse que al etiquetar a las huelgas y eventos de violencia colectiva como contagiosas o
como epidemias se hace tnicamente por las caracteristicas de su difusiéon segin la definiciéon de

J. Cohen y Tital (1999).

Para este estudio, se utiliza el método de historia de eventos difusivos de |Strang y Tuma/ (1993)).
Este se basa en un modelo de difusiéon de conductas poblacionales que tiene una premisa similar
al modelo de comportamiento colectivo de Bahr y Passerini - la probabilidad que un actor social
adopte una conducta depende de los actores que ya la adoptaron previamente. Sea N el tamafio de
la poblacién y S el subconjunto de la poblacién que ya ha adoptado una determinada conducta, la
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difusion de la conducta colectiva en el tiempo se formula como

. Pr[S(t + At) = s — 1]|S(t) = 5]
Ago At (5.24)
= la+ bs(t)](n(t) — s(t),

con a siendo un factor exégeno de riesgo para la adopcion de la conducta (toda la influencia distinta
a la que ejercen los propios individuos que ya adoptaron la conducta) y b siendo el factor de influencia
del subconjunto que ya adopt6 la conducta. El modelo de historia de eventos difusivos que utiliza
Myers es una especificacion de la ecuacion [5.24] donde la probabilidad de adopcion de una conducta
se formula a nivel de cada individuo para poder incluir heterogeneidades entre la poblacién. En él,
se tiene que la probabilidad que un actor social 7 adopte una conducta en un tiempo ¢ esta dada por

Ai(t) =exp [aX;+ Y (BVa+AWi +0Zi.) | - (5.25)
seS(t)

Donde X; es un vector que representa las caracteristicas internas de un individuo y los vectores Vi W;
Z;, representan los efectos que los demas actores tienen sobre este (respectivamente, la infecciosidad
de un actor s que ya ha adoptado la conducta, la susceptibilidad del actor 7 a adoptar la conducta
y la proximidad que tiene el actor i a al actor s). Por otro lado, los vectores @, £, 7 y & son los
parametros para modular la influencia que tiene cada una de estas caracteristicas. Cabe resaltar que
un actor ¢ no necesariamente alude a una persona individual, si no que puede entenderse como un
conjunto de ellas con caracteristicas y propositos similares.

Para el estudio de las protestas por derechos civiles en Estados Unidos en la década de los 60s,
particularmente aquellas que se tornaron violentas, ajustd los parametros del modelo mencionado
anteriormente segiin supuestos y observaciones empiricas: la infecciosidad de esas huelgas fue en
funcién de su severidad, la susceptibilidad de contagio de huelgas es el tamano de la poblacion
histéricamente excluida y el acceso a y programacion de la television, mientras que la proximidad
fue la distancia fisica. Con ello, se logra afirmar que

1. las huelgas no son eventos independientes,

2. las ciudades tienen distintas propiedades intrinsecas que les da una cierta susceptibilidad a
huelgas (recordativo a una temperatura social) y

3. las huelgas tienen distintas propiedades- las redes implicitas de medios de comunicacién masiva
son el medio de transmision de difusion. En el modelo de comportamiento colectivo, esto se
traduciria como que los medios de comunicaciéon son una fuerza social o como que los agentes
asociados a esos medios tienen alta incidencia.

Combinadas, estas ideas significan que las huelgas por derechos civiles en la década de los 60
fueron interdependientes entre si, su patréon de difusion fue afectado por las propiedades de cada
ciudad o del motivo de las huelgas y que los medios de comunicacion propagaron las huelgas (y los
actos violentos en ellas). Estos mecanismos explican la influencia contagiosa de las huelgas violentas
de aquella época, empleando una logica de difusiéon de conductas parecida a la difusion de particu-
las brownianas. |Mendoza| (2006) hace un estudio similar al de [Myers| (2000]), donde evaltia causas
estructurales y procesos difusivos de linchamientos en Guatemala.

Sin animos de hacer una discusion de los complejos factores (historicos, antropologicos, psico-
logicos, politicos, etc.) que dan origen a y sin tildar de crimen a las conductas colectivas dentro
de movimientos que buscan justicia social, la 16gica que emplean Myers| (2000) y (Mendozal 2006)
podria usarse para estudiar algunas manifestaciones del crimen.
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5.3.3. SIR

Retomando el hecho que cada miembro de una sociedad esta influenciado por otros, [Sooknanan
et al.| (2013)) aplican un modelo de enfermedades infecciosas al fenémeno de pertenencia a pandillas
criminales. Se recupera este estudio para ilustrar nuevamente una aplicacion de modelos difusivos a
un potencial fenémeno de ’crimen’, partiendo de una discusion de matemética de sistemas complejos.

Para ello, suponen la hipétesis de crecimiento infeccioso de pandillas que enuncia que la principal
influencia en personas para que ingresen a pandillas (el contagio del comportamiento) es la asociacion
a personas que ya pertenecen a ellas. Esta es la hipotesis de crecimiento infeccioso de pandillas. Claro
esta, se utiliza el lenguaje técnico del marco de epidemiologia para el estudio de conductas colectivas
asociadas a pandillas delictivas enfocandose tnicamente en la distribuciéon de eventos y sin juicios
de valor, al igual que se ha hecho en las secciones anteriores.

La idea fundamental es que quienes se asocien con personas que pertenecen a pandillas tienen una
posibilidad de ser persuadidos a entrar en ellas y los pandilleros que tienen relaciones con personas
no asociadas a pandillas tienen la posibilidad de ser persuadidos a salir. Las personas en las pandillas
también tienen un riesgo de ser encarcelados y al cumplir su condena pueden rehabilitarse o regresar
a sus pandillas.

Se toman varios supuestos entonces:

1. la membresia de pandillas es una infeccion,
2. el contacto social juega un rol importante en el reclutamiento a pandillas,

3. todos los integrantes de la pandilla y las personas en su periferea participan en el proceso de
reclutamiento,

4. se ignora los detalles de la infecciéon en cada integrante de la poblacion y los posibles estados
estan limitados a pocos estados discretos (un estado es infectado y se supone que todo infectado
es infeccioso),

5. es mas sencillo persuadir a alguien que sea un potencial miembro que persuadir a un potencial
miembro a convertirse en un miembro completo (81 > f2) y

6. no hay muertes ni nacimientos en la poblacion (7" es constante).

Este modelo es el SIR’, susceptibles, infecciosos y recuperados. Para el modelo, se supone que
una poblaciéon T esta subdividida en 4 conjuntos segiin su relacion y riesgo de pertenecer a pandillas:
las personas no susceptibles a las pandillas NV, los susceptibles a pandillas S -se encuentran en la
periferia de pandillas, de donde alejarse o adentrarse-, los pandilleros G que pertenecen plenamente
a las pandillas y los encarcelados R. Ademas, todo persona en esta poblacion es idéntica entre si. Se
supone también que cada persona tiene una influencia uniforme de parte del resto de la sociedad.

Luego, las personas no susceptibles a pandillas (N) pueden convertirse en susceptibles (S) al
relacionarse con personas susceptibles a pandillas o con pandilleros mismos (G). Sea esta tasa con
la que se convierten en susceptibles denotada por «, sea (1 la tasa con la que personas susceptibles
(S) se convierten en pandilleros (G), sea ® la tasa de encarcelamiento de pandilleros, con lo que se
unen a (R). Ademas, el tiempo promedio de encarcelamiento es de p~!, f es la probabilidad que
una persona en la carcel sea rehabilitada y forme parte de N, por lo que (1 — f) es la probabilidad
complementaria de regresar a formas partes de pandillas. Estas relaciones definen la dindmica entre
los subconjuntos de la poblacién y el sistema es caracterizado por el siguiente sistema complejo de
ecuaciones diferenciales:

d
— = —Bin(s +g) +as + for, (5.26)
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Figura 5.3: Modelo SIR de pandillas.
Fuente: |Sooknanan et al.| (2013)

d
£ = pin(s + g) + —Pasg — as, (5.27)
dg
o = P2sg+ (1= flor — g, (5.28)
dr
—=®g—pr—9o 5.29
= 29— =2y, (5.29)
n+s+g+r=1, (5.30)

Donde son variables normalizadas n = N/T, s = S/T, g = G/T, r = R/T y ademas n(0) > 0,
g(0) >0, s(0) >0, r(0) > 0. Este sistema se ilustra en la Figura[5.3]

Siguiendo los modelos epidémicos, se define a Ry la cantidad promedio de personas infectadas
que son infectas por cada 1 infectado. Este valor se traduce como la cantidad promedio de personas
promedio que recluta un miembro o potencial miembro de una pandilla y estd dado por Ry = 31/«
puede ser considerado como un indicador de idoinedad del ambiente para soportar pandillas. Si
Ry < 1, la cantidad de criminales se reduce asintéticamente, acabando con el crimen y evitando
cualquier otro brote. Sin embargo, Ry > 1 implica soluciones con posibles estados de equilibrio. Los
autores proceden a hacer un analisis de equilibrio estable y anélisis de bifurcaciéon respecto la tasa
« para ver distintos comportamientos del sistema.

Con este trabajo, es posible predecir los efectos de distintas estrategias de mitigacion de pandillas
variando los parametros del sistema. Los programas relacionados a la prevencién o intervencién en
pandillas estarian relacionadas a las variables «, 1 y B2, mientras que las estrategias de supresiéon
estan vinculadas a ®, p y f. El analisis de bifurcacion y estabilidad del modelo es especialmente
valioso dado que en los puntos de bifurcaciéon, pequenos cambios en los pardmetros pueden provocar
grandes y subitos efectos en el sistema, ocasionando que el sistema se dirija se dirija a otro punto de
equilibrio o que surjan grandes inestabilidades. Estos diagramas pueden ser apreciados en el articulo
de [Sooknanan et al| (2013). De ahi la problematica de pandillas criminales puede ser agravada o
la o reducida considerablemente. Aunque el modelo no refleje perfectamente el fenomeno real, las
consideraciones que presenta este modelo son de indudable utilidad para el disenio de politicas que
lo aborden y para ello es indispensable el marco metodolégico y conceptual empleado comtiinmente
en la fisica.
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5.4. Proceso puntual auto-activado y victimizacién repetida

Hasta el momento se han introducido algunos estudios con métodos matemaéticos, respaldados
con intuiciéon de modelos complejos como los que se encuentran en fisica, para potencialmente estu-
diar la distribucion difusiva de eventos o caracteristicas asociadas a crimen. No obstante, los métodos
mostrados anteriormente estudian fenémenos con agregacion geografica y temporal tal que de ellos
no se puede recabar informacion de eventos u agentes individuales. El modelo central de este tra-
bajo parte de agentes puntuales cuyos actos llegan a afectar a otros agentes puntuales cercanos,
por lo que se requiere de herramientas matematicas para desarrollarlo. Por ello, se recurre a los
procesos puntuales auto-activados que son ampliamente utilizados en la sismologia para modelar la
interdependencia de sismos cercanos.

5.4.1. Proceso puntual auto-activado

Los procesos puntuales auto-activados, «Self-Exciting Point Process» en inglés, «modelan eventos
cuyas tasas dependen en el historial pasado del proceso» (Reinhart, |2018) y fueron formalizados
mateméaticamente por [Hawkes (1971). A diferencia de otros procesos puntuales, los auto-activados
tienen una intensidad condicional de eventos anteriores, de forma que eventos ocurridos pueden
ocasionar més eventos en el futuro.

Su construccion parte de los procesos puntuales estacionarios: Sea una funcion N(A) definida
como la cantidad acumulada de eventos ocurridos en tiempo ¢t € A, entonces la cantidad de eventos
esperada en un tiempo t esta definida como

AO) — i BT+ A0)

At—=0 At ) (5:31)

El proceso puntual estacionario por excelencia es el proceso puntual de Poisson. En este pro-
ceso, la ocurrencia de eventos esta descrita por una distribuciéon de Poisson — ecuacién —
distribucién probabilistica de eventos con una tasa media de ocurrencia y donde cada evento es
independiente de los otros. Es decir, E{N ()} = At.

En cambio, en un proceso puntual auto-activo activado el valor esperado de eventos en un tiempo
t debe estar condicionado por el historial de eventos anteriores, denotado por H;, tal que:

E[N([t,t + At))|H,]

At|He) = AI}:IEO A7 (5.32)
Hawkes define a los procesos puntuales auto activados como
t
At)y=v+ / g(t — u)dN(u) (5.33)
0

0 equivalente

At)=v+ > glt—t,). (5.34)

Aqui, v es una tasa constante de generacién de eventos semejante a la de procesos puntuales
de Poisson y g es la funciéon desencadenante que da la forma con la que eventos pasados influyen
en la tasa de generaciéon de nuevos. Por ejemplo, la funciéon desencadenante puede tener una forma
exponencial g(t) = e~ que implicaria que los eventos ocurridos inciden en el proceso por un
relativamente corto intervalo de tiempo. Ademas, dado que A(t|H:) > 0, entonces g(u) > 0siu >0
0 g(u) =0 si u < 0. Los eventos ocasionados por v son denominados eventos de fondo, mientras que
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los desencadenados por efectos de fondo son las réplicas de primera generaciéon. Las réplicas de la
primera generacion de réplicas son réplicas de segunda generacion y asi sucesivamente.

Observed

Background | ‘I\A\I‘ e\ o} } \
Gen. 11 ! | ' f ‘

Gen. 2| —1 | |

[ ]
[ ]
r

0l
"

0]
[ ]
[ ]
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Labeled | *—Oot—(1—w o *C
0 2 4
Figura 5.4: Un hipotético proceso puntual activado en ¢ € [0, 10], con ilustracion de eventos de
fondo y generaciones de réplicas.
Fuente: [Reinhart| (2018)

Segtn se visualiza en la Figura [5.4] la constante v ocasiona los efectos de fondo y luego con la
funcién activante g, estos pueden dar lugar a otras generaciones de eventos. La cantidad de eventos
producto por un evento inicial se obtiene de una distribuciéon de Poisson con media

m = / Tt (5.35)
0

Mientras que m < 1, la cantidad sera finita y se podré estimar el tamano u otras propiedades de
cumulos de eventos, analogo al factor Rp de modelos epidémicos que establece cuéntos infectados
adicionales hay por cada infectado.

Generalizando los procesos puntuales auto activados a una dimensioén temporal y dos dimensiones
espaciales, ([5.32) se transforma a

E[N([t,t + At) x (z,2 + Az) x (y,y + Ay))|Hy]

/\(ta €z, y|Ht) = AI%IBO At ’ (536)
mientras que (5.34)) se convierten en

1ty <t

Las contribuciones de esta nueva ecuacion son el hecho que la tasa media de generacion de eventos
de fondo es en funcién de la ubicacién y que la funcién desencadenante g toma como parametro no
solo el tiempo desde eventos anteriores si no la distancia también. Luego, la cantidad de eventos
descendientes de un primer evento se contintia calculando de una distribucién de Poisson pero con

la nueva media: o  poo  poo
m :/ / / g(t, z, y)dtdady. (5.38)
—o0 J —o0 JO

Esta herramienta estadistica se usa cotidianamente para el modelado de diversos fenémenos en
la fisica pero su desarrollo es debido principalmente a la sismologia: los sismos y sus réplicas son la
aplicacion por defecto de los procesos puntuales auto-activados (Reinhart} [2018)).

36



En particular, los sismos y sus réplicas son un proceso puntual auto activado con una marca
M; € M. Aqui, M; es una magnitud independiente asociada a cada sismo que denota su intensidad
y M se refiere al espacio de posibles magnitudes de sismos. Ademéas, M; incide en la intensidad de
las siguientes generaciones de sismos que surjan de este primero. Por lo tanto, el valor esperado de
eventos se expresa como:

At @y, M) = G(M)A(t, 2, y) (5.39)
y el modelo toma la forma de
M) = plw,y)+ Y gt —ti,w — iy — yis M), (5.40)
{k:t; <t}

Los modelos de este tipo son denominados Secuencias de Réplicas de Tipo Epidémico (ETAS
por sus siglas en inglés). A lo largo de décadas de observaciones empiricas se han propuesto diversas
formas para la ecuacién desencadenante de sismos. Se suelen elegir aquellas formas que aumentan
con la magnitud del evento M y decrecen con la distancia y tiempo transcurrido. Un ejemplo es el
modelo isotropico (Reinhart), |2018]):

LO 60((M7M0)
(t+o)P (22 +y? +d)?’

g(t,z,y; M) = (5.41)
con Lo, a y My siendo parametros para la cantidad de réplicas, ¢ y d parametros que definen el
impacto en el origen y p y g son parametros de decaimiento de la funciéon desencadenante a lo largo
del espacio y tiempo. Para seleccionar parametros en los modelos ETAS, se suele optimizar funciones

de estimacién verosimilitud. Un ejemplo es la funcién de verosimilitud logaritmica (Mohler et al.,
2011)

T
l(@):Zbg{/\(ti,xi,yi;@)}— / / /S A, z, y; 0)dydzdt, (5.42)

que se maximiza sobre todo el conjunto de parametros € en el espacio S y tiempo [0, T]. Para incluir
marcas M u otras variables, la ecuacion [5.42) puede generalizarse a mas dimensiones.

Por otro lado, existen diversas propuestas para obtener la forma de la tasa media de eventos
de fondo p(z,y). Una de ellas es por medio de «bandwith kernel density estimations» (Silverman,
1986)); que practicamente consta de observar una distribucion de eventos en el pasado, usarla para
trazar una distribucion probabilistica sobre todo el espacio, afinarla con alguna funcién kernel y
suponer que esta misma distribuciéon se mantiene constante a lo largo del tiempo (Reinhart, [2018)):

w(x,y) = i(z,y) = % > k(= iy — i) (5.43)

i=t; <t

De esta forma, todo evento sucedido ¢ contribuye a la construccién de la tasa o densidad de eventos
esperados por unidad de tiempo, y luego esta distribucion se suaviza con alguna funcién kernel k. La
Figura[p.5ilustra la generaciéon de una distribucion de fondo p a partir de observaciones. Se tiene un
histograma con la distribucién de observaciones y de estos histogramas luego se trazan estimaciones
al suavizarlos con distribuciones gaussianas.

Sin embargo, suponer que todos los eventos anteriores de fondo no siempre es lo ideal. Ello implica
recurrir a métodos de «stochastic declutteringy, o de separacion de los eventos de fondo (ocasionados
por 1) de los eventos desencadenados de otros (generados por la funcion g), para poder establecer
la verdadera tasa de eventos fondo.

La funcion de intensidad espacial de eventos (Reinhart), [2018)) de todos los eventos en el espacio
esta dada por

1 T
mi(z,y) = lim f/ At, z,y)dt. (5.44)
0



Histogram of CO2

(']
°© P — h_MISE
;A = = h_robust
3
A
E _ L
a
g
o
_ ;ﬂ__ﬁ
D_ -
o | I | | | |

0 10 20 30 40 50

CO2 in metric tons per capita in 2008
Figura 5.5: Kernel Density Estimation para observaciones de particulas de CO2 en el ano 2008.
Las funciones kernel son distribuciones Gaussianas centradas en cada histograma, con diferente
parametro de varianza.

Fuente: [Zambom y Dias| (2012)

Aqui, T es el periodo de observaciéon de eventos. Al suponer que T es finito y substituyendo con la
tasa de eventos de un proceso puntual auto-activado en espacio tiempo ecuacion (5.37)),

1T 1T
0 iti<t 0 iitic<t
(5.45)
De esta relacion se despeja para una estimacion de la tasa verdadera de eventos de fondo:
1 [T
e, y) = ma () — /0 > gt —ti,x — iy — yi)dt. (5.46)

:ti<t

Luego, se puede determinar m;y(z,y) por medio de estimaciones de densidad con kernel como en
la ecuacion (5.43). De la ecuacion (5.37)) se obtiene la probabilidad que un evento i sea de fondo
(Pr(u; = 0)) o desencadenado de otro evento j (Pr(u; = j));

_ pts, i, yi)

g(ti —tj, @i — 5,95 — Yj)
)\(tiaxiay’i)

)\(tza T, yz)

Pr(u; = 0) , Pr(u; = j) =

Con estimaciones de kernel de densidad y con la probabilidad que cada evento sea de fondo o
desencadenado, la tasa de eventos de fondo esperados en la ecuacion (5.46) se lee como (Reinhart]
2018)

1
flw,y) =7 > (1= Prlui # 0)k(z — 21,y — ). (5.47)
1t <t
A partir de este calculo para p(z,y) y la optimizacion de la funciéon de verosimilitud, puede es-

tablecerse un algoritmo paramétrico para ajustar un proceso puntual auto activado a datos reales
(Zhuang, Ogata, y Vere-Jones, 2002):

1. Se fija inicialmente u(x,y) = po, un valor arbitrario.
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2. Con una funciéon de verosimilitud, se ajustan los parametros de

/\(t,fﬂ,y) = ﬂ(xay) + Z g(t - ti;x — T Y — yz)
1t <t

3. Calcular las probabilidades que cada evento sea de fondo (Pr(u; = 0)) o desencadenado

(Pr(u; # 0)).

4. Empleando estimaciones de densidad con kernel, obtener una nueva tasa de eventos de fondo
fi* (z,y) con la ecuacion [5.47]

5. Se calcula la variacion de la tasa de eventos de fondo en el paso 4. Si max, ,, |4*(z, y)—(z, y)| >
€, para un parametro preestablecido de tolerancia €, entonces se actualiza p y se vuelve al paso
2. De lo contrario, se termina el algoritmo.

De esta forma, no solo se ajusta 6ptimamente la funcién desencadenante sino que se logra una
valoraciéon de la tasa verdadera de eventos de fondo en el espacio, logrando modelar un fenémeno
caracterizado por un proceso puntual auto-activado. En caso que existan demasiados datos y la
dimension del problema haga del algoritmo anteriormente descrito demasiado ineficiente, se pueden
emplear métodos de Monte Carlo para realizar muestras aleatorias de los datos (Mohler et al.,|2011)).

5.4.2. Victimizacién repetida

El crimen tiende a concentrarse no solo en regiones espaciales si no en periodos de tiempo (Pitcher
y Johnson, [2011)). Este patron se puede atribuir a distintas razones pero una de las que mayor sustento
y congruencia tiene es la victimizacion repetida y victimizacion repetida cercana («repeat and near
repeat victmization» en inglés). La victimizacion repetida y la victimizacion repetida cercana son
un fenémeno espacio-temporal donde el riesgo de ocurrencia de crimenes no solo se concentran en
espacio sino en el tiempo que le sigue a eventos ocurridos anteriormente (Chen y Kurland} [2020).
Es decir, criminales vuelven a cometer ofensas cerca de donde ya cometieron poco tiempo después
de haberlas cometido en primer lugar.

Chen y Kurland| (2020) recopilan distintos estudios de victimizacion repetida. Entre su reco-
pilacion, existe evidencia que diversos tipos de crimenes siguen este patron: robo residencial (o
«burglary» ), tiroteos, asalto a mano armada, incendios maliciosos, robo de autos, ataques maritimos
y actividad insurgente, entre otros.

Existen dos hipoétesis principales para abordar este fenomeno. La hipotesis de «flagy sostiene
que las victimas tenian propiedades desde un inicio que constituian un riesgo elevado de ser blancos
de un crimen o que atrajeron a ofensores (Chen y Kurland, |2020). Por ejemplo, ciertos vehiculos
en determinados lugares y horarios pueden ser muy atractivos para asaltantes, razén por las que
pueden ser victimizados y revictimizados. Por otro lado, la hipotesis de «boost» o «boosting» dice
que al cometer una ofensa hacia cierto blanco, el criminal aprende en el proceso y esto facilita que
vuelva a hacerlo en el futuro (Pitcher y Johnson, |2011)). Por ejemplo, un ladrén puede aprender a
burlar medidas de seguridad de un vecindario luego de haber operado en él (Short et al.l [2008).

En el caso particular de robo residencial, luego de un evento existe una alta probabilidad que
suceda un segundo en la misma ubicaciéon o sus alrededores, pero esta decae exponencialmente con
el tiempo (Pitcher y Johnson, [2011)). Este impulso en la probabilidad de subsiguientes crimenes se
encuentran mas en la linea de la hipotesis de «boosting» (Fisher y Labl [2010)).

Cabe resaltar, sin embargo, que el alcance de este fenomeno de victimizacion repetida varia entre
distintos contextos. Dentro de la recopilacion literaria de|Chen y Kurland| (2020)), estudios en Estados
Unidos, el Reino Unido y Australia proyectan que un robo residencial aumenta el riesgo de otro en
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Figura 5.6: Comparaciéon de bandas temporales de eventos sismoldgicos y criminales.

En la Figura izquierda se muestra un histograma con la cantidad de parejas de sismos con
magnitud mayor a 3.0, a menos de 110 km de distancia en términos del tiempo entre la ocurrencia
de estos. En la Figura derecha se muestra, similarmente, la cantidad de parejas de robos a casas
separadas por menos de 200 m de distancia, en términos del tiempo entre ellos, en Baja California.

Fuente: Mohler et al.| (2011)

ubicaciones a una distancia entre 200 m y 1200 m y que este riesgo disminuye entre dos y ocho
semanas (Johnson et al2007)) - mientras que estudios en Beijing reflejan que el riesgo solo se eleva
en ubicaciones con una distancia menor de 200 m y perdura hasta tres semanas (Chen, Yuan, y Li|
2012). Otro estudio (Chainey y da Silval [2016) en Belo Horizonte, Brazil, muestra que los efectos
de la victimizacion repetida son todavia menores, probablemente debido a la densidad poblacional
y tipo de vivienda vertical. Estas diferencias reflejan que el impulso que recibe la probabilidad de
subsiguientes crimenes luego de un primero tienen una forma general que puede ajustarse a distintos
contextos, caracteristica recordativa de funciones desencadenantes.

Existe amplia documentacion que demuestra que la ocurrencia de un terremoto genera réplicas,
o bien, aumenta la probabilidad que en el espacio-tiempo cercano vuelvan a haber otros sismos. Son
descritos por modelos ETAs como el de la ecuaciéon isotropica , modelados como un proceso
puntual auto-activado con cierta funcién desencadenante. En comparacion directa, el fenémeno de
victimizacion repetida tiene un comportamiento analogo. En la Figura [5.6] se muestra lado a lado
como un sismo ocasiona mas sismos cercanos en los dias que le siguen e igual los robos residenciales,
ilustrando porque ambos se modelan como procesos puntuales auto-activados. Habiendo establecido
este vinculo entre la sismologia y criminologia, se presta el marco conceptual y metodologico desarro-
llado para el estudio de sismos y se aplica al modelado de crimenes. De hecho, el modelo de difusion
de conducta colectiva de|Strang y Tuma/ (1993) mencionado anteriormente es una aplicacion directa
de estos modelos ETAs, pero en lugar de construirse alrededor de eventos espacio-temporales, toma
estados discretos (conductas) de individuos en el tiempo.

Mohler et al|(2011) toman una muestra de 706 robos residenciales ocurridos entre el afio 2004 y
2005 en una zona de 18x18 km de Los Angeles, y sobre ella ajustan un modelo de proceso puntual
auto-activado. Encuentran que de los 706 eventos, el 63 % son victimizacion repetida en una misma
vivienda y que la auto-activaciéon se da més a lo largo de una misma calle o avenida. Por tltimo,
las predicciones que brinda el modelo de proceso puntual auto-activado son mejores que las de un
mapa de calor (o zonas rojas) regular.
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CAPITULO ©

Modelos de difusién de crimen

6.1. Modelo discreto de difusion de crimen

El objetivo general de este trabajo es el de ilustrar los aportes que la fisica puede brindar al
estudio de otras probleméticas cotidianas, usando al crimen como ejemplo. Especificamente, en
este trabajo se propone el desarrollo de un modelo de agentes individuales en un espacio finito
que simule la dindmica de ladrones que delinquen en una zona y posteriormente generalizar este
modelo a uno abstracto y analitico que permita profundizar en el conocimiento del fenémeno. Para
ello, se replica el trabajo de [Short et al| (2008), ampliando el marco teérico en el que se basa,
simulando alternativamente el modelo que se desarrolla y profundizando en la discusion de resultados
y potenciales lineas de trabajo en el futuro.

6.1.1. Construccién de modelo discreto de difusién de crimen

Existen diversos marcos conceptuales y metodolégicos para abordar el crimen, asi como disci-
plinas que lo estudian. En particular, el estudio del crimen desde el enfoque econémico surge en
la segunda mitad del siglo XX - cominmente atribuido a [Becker| (1968) - y este ha tenido gran
incidencia en la concepcion de politicas para enfrentarlo, asi como en leyes criminales y penales
(Dubber, Hornle, y Fisher, [2014]). Una caracteristica importante de este marco es la comprension
de los criminales como actores racionales, capaces de recopilar informacion y analizarla, que buscan
su propio bienestar. Ellos deciden cometer ofensas criminales cuando el posible beneficio (monetario
u otro) asociado a hacerlas sea mayor que el costo y riesgo (probabilidad o severidad del castigo)
de intentarlas (Campbell y Ormerod} 1997; Ramirez de Garay, [2014)). En pocas palabras, bajo el
enfoque econdémico, los criminales actiian bajo una percepcién de costo-beneficio.

Construida sobre este principio de criminales racionales, la teoria de crimen de actividades ruti-
narias (L. E. Cohen y Fesonl [1979) afirma que los crimenes -o por lo menos aquellos que no buscan
victimizar a un objetivo en particular- suceden «[...Jal converger tres factores: potenciales ofensores,
posibles victimas y ausencia de guardianes que protejan a las victimas» (Smith y Brooks, [2013).
Entre los crimenes explicados por esta teoria se encuentra el robo comin, asalto a mano armada o
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violaciones de parte de delincuencia comtn (L. E. Cohen y Fesonl [1979)).

[Short et al (2008) desarrollan un modelo para caracterizar el crimen, enmarcado en dicha teorfa
de actividades rutinarias. Por la facilidad de tener posibles victimas estéaticas, su modelo se centra
en el crimen de robo en residencias o «hurto agravado en moradas» segun se tipifica en el Codigo
Penal de Guatemala (Congreso de la Republica de Guatemalal, [1973). La construcciéon de los mo-
delos de difusion del crimen presentados en este capitulo se basan en la linea de investigacion de
robo residencial en areas urbanas desarrollada por la universidad de California (Short, Bertozzi, y|
Brantingham| 2010; |Short, Brantingham, Bertozzi, y Tital 2010; Short et al.l [2008)).

Segun la teoria de actividades rutinarias, si bien los robos no son cometidos buscando perjudicar a
un objetivo especifico, existen heterogeneidades en las viviendas que ocasionan que los ladrones sean
atraidos a algunas y repelidos de otras (D’Orsogna y Perd} [2015)). Estas diferencias pueden surgir
desde las medidas de seguridad o guardianes en cada vivienda, objetos de valor, el conocimiento
de la zona que tenga el ladron, entre otras variables, pero finalmente se deben a la apreciacion de
costo-beneficio que perciben los potenciales ladrones de cada sitio (Pitcher y Johnson, [2011} |[Short]
. Adicionalmente, esta valoracion se divide en dos componentes principales: la atraccion
intrinseca que tiene cada vivienda por si sola y una atracciéon dindmica a causa de la actividad
criminal anterior en esa vivienda o su alrededor (ya sea por signos de desorden social como indica la
teoria de la ventana rota (Wilson y Kelling, 1982) o por la hipotesis de «boosting» del crimen como
proceso auto-activado(Chen y Kurland, 2020; Fisher y Lab, 2010; Johnson, 2008)).

Los criminales suelen cometer ofensas en proximidades cercanas a sus rutas diarias, con una pro-
babilidad monétonamente decreciente de realizarlas a mayores distancias (D’Orsogna y Perc| 2015).
Este hecho, junto a la teorfa de actividades rutinarias donde los criminales no victimizan por razones
ulteriores especificas, permite modelar a los ladrones en poblados urbanos como agentes realizando
paseos aleatorios en un area. Acé, cada punto o ubicacién en el area simboliza una vivienda que los
ladrones pueden robar. Afiadiendo la existencia de heterogeneidades entre las distintas moradas y
la dindmica de atraccién por eventos anteriores, los ladrones realizan caminatas aleatorias sesgados
hacia ubicaciones (residencias) mas atractivas (Pitcher y Johnson, 2011; |Short et al., [2008)). Supo-
niendo que la valoracion de costo-beneficio es igual para todos los ladrones y que todos deducen la
misma informacion de cada ubicacion, la atracciéon se convierte en una propiedad arraigada a cada
sitio s representada por un campo:

Ag(t) = A2 + B,(1), (6.1)

donde A, es el campo de atraccion en el sitio s, AY representa una atraccion intrinseca de la vivienda
y Bs(t) la atraccion dindmica en el tiempo debido a robos anteriores. Con ello, los ladrones realizan
los paseos aleatorios sesgados tomando los valores de A(t) como pesos para definir probabilidades de
transicion, tal como se ve en la ecuacion [£.28] Aqui, un sitio s se refiere a una subdivisién discreta
del area en cuestion y la caminata aleatoria sesgada lleva a un ladrén de un sitio s a alguno de los
sitios vecinos s ~ s'.

La ecuacion[6.1] es analoga a un proceso puntual auto activado sin marcas como el de la ecuacion
(.37 La analogia entre el crimen y los procesos puntuales auto activados es congruente, primero,
porque los crimenes tienden a conglomerarse espacio-temporalmente (Farrell y Pease, 2014; Mohler|
de la misma manera y luego porque concuerda con la existencia de un riesgo «de fondo»
de ser victimizado y que a este se adiciona el riesgo de ser victimizado luego de eventos ocurridos
anteriormente en ubicaciones cercanas (Johnson| 2008} [Pitcher y Johnsonl [2011]).

Continuando con la analogia del robo de residencias como proceso puntual auto-activado, el
campo de atraccion A se interpreta como la tasa media de ocurrencia de robos (ecuacion [5.36)). Por
lo tanto, en un periodo de tiempo ¢, un ladron ubicado en s tiene una probabilidad ps(t) de robar

exitosamente, dada por
ps(t) = 1 — e tor, (6.2)

Esta probabilidad se deduce de una distribucion de Poisson (ecuacion con A = Ag(t)dt donde
la probabilidad de que ocurra un robo es el complemento de la probabilidad que no ocurra ninguno.
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En cada periodo 6t, un ladron elige si roba o si se traslada a un sitio vecino s’ ~ s a través de
la caminata aleatoria sesgada. Para simular esta toma de decision, se genera un numero pseudo
aleatorio r € U[0,1) y si r < ps(t), entonces se comete el robo - de lo contrario se traslada. En el
caso se cometer el robo, se registra el evento E y se retira al ladrén del sistema, simulando que huye
de la escena del crimen y que se abstiene de cometer méas crimenes por el momento (Short et al.,
2008]).

Para compensar el hecho que se retiran del sistema a los ladrones que cometen robos, existe una
tasa I' uniforme en todo el area de generaciéon de nuevos criminales. Esta simula a los ladrones que
retornan a cometer actividades delictivas luego de haberse abstenido por un periodo de tiempo. De
esta manera, en un periodo &t se generan I'6t ladrones en cada sitio del area - en el caso que la
magnitud sea menor a 1, entonces se interpreta la probabilidad de generarse un ladrén en cada sitio.
De esta forma, se tiene una nueva distribuciéon de ladrones en el area a partir de cada periodo.

Recuperando el fenémeno de la victimizacion repetida del crimen y su analogia con un proceso
puntual auto-activado, el factor dindmico del campo de atraccion B(t) también evoluciona en el
periodo dt y se actualiza segun los eventos que ocurran en él:

By(t + 6t) = By(£)(1 — wét) + OB(t). (6.3)

En esta ecuacion se tiene que la atraccion en s aumenta con un factor # por cada evento regis-
trado ahi Es que se registro durante el ultimo periodo, mas decae con una tasa de 1 — wdt. Esta
dindmica corresponde a una funcién desencadenante para la atraccion de ladrones, congruente con
observaciones empiricas (Pitcher y Johnson, 2011)) de victimizacion repetida exacta que decae expo-
nencialmente con el tiempo. Considerando, ademas, el factor de victimizaciéon repetida cercana, la
ecuacion se convierte en

By(t+6t) = [(1 — 1)Bs(t) + g 3" By (1)](1 — wdt) + 0, (1). (6.4)

sl~s

z es la cardinalidad de los vecinos de s (s’ ~ s), por lo que esta nueva ecuacion significa que un factor
1 de B;s(t) se difunde a sus vecinos y que el promedio de By (t) se difunde hacia s por ese mismo
factor 7. En pocas palabras, 1 es un factor de esparcimiento espacial del campo dinamico de atracciéon
(Short et al., [2008). La logica detras de este factor es que la atraccion de robar una residencia se
contagia hacia sus vecinas: por ejemplo, una vivienda poco atractiva tiene baja probabilidad de ser
victimizada si se analiza independientemente, pero si esta rodeada de moradas més atractivas, el
riesgo de ser victimizada aumenta (Pitcher y Johnson, [2011)).

Esta misma ecuaciéon puede simplificarse con el operador laplaciano discreto de B:

ABs(t) = (Z Bs’(t) - ZBs(t))/l2v (65)

s'~s

con [ siendo la distancia de separacion entre el sitio en cuestion s y sus vecinos s’. Con este operador
se escribe nuevamente a la ecuacion [6.4] como

By(t +6t) = [By(t) + %ZQABS (O)](1 — wdt) + OB, (2). (6.6)

Se tiene entonces un modelo de ladrones en un area residencial urbana, donde estos se encuentran
sujetos a un campo de atraccion A. Sea una funcion n(s,t) = ns(t) que indica cuantos ladrones estan
en el sitio s del area en el momento ¢, un sistema parte con valores iniciales para n(s,t = 0) y el
campo de atraccion A(s,t = 0). Este modelo consiste en evolucionar este sistema por iteraciones
(o intervalos discretos de tiempo dt). Durante cada iteracion, los ladrones eligen victimizar en sus
respectivas ubicaciones y huir o trasladarse a sitios vecinos, se actualiza el campo de atraccién segin
los robos registrados y se generan aleatoriamente mas ladrones. El diagrama de flujo general de este
modelo se presenta en la Figura [6.1] y posterior a los anexos se encuentra una lista de simbolos.
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Figura 6.1: Algoritmo de modelo discreto de difusion de crimen.
Fuente: elaboracion propia basada en [Short et al| (2008); [Pitcher y Johnson| (2011)

Recapitulando, este modelo se construye de la teoria de actividades rutinarias - crimen parti-
cular que ocurre al coincidir potenciales criminales, potenciales victimas y ausencia de guardianes.
Se considera el crimen de robo residencial, donde las posibles victimas ocupan todo el espacio y no
tienen una dindmica particular. Sobre este espacio se modelan a los criminales como agentes reali-
zando paseos aleatorios, sesgados hacia viviendas més atractivas. Este sesgo ocurre por un campo
de atraccion que permea a todo el espacio que consta de un factor estatico y otro que depende del
historial de robos -en el factor estatico se encuentra implicitamente el tercer elemento de la teoria
de actividades rutinarias: los guardianes. La dindmica de los criminales y su sesgo son recordativos
de particulas brownianas en presencia de fuerzas. El campo de atraccion interactiia con los ladrones
tal que los gufa a ubicaciones con mas riesgo de ser victimas y aumenta la probabilidad que cometan
robos en esos sitios. Por otro lado, los ladrones también inciden en el campo de atracciéon con cada
robo perpetrado. De esta forma, los ladrones y el campo de atraccion forman un circuito de retroali-
mentaciéon y el modelo esta caracterizado por una dindmica no lineal que depende sustancialmente
de los parametros y condiciones iniciales del sistema.

A considerarse en este trabajo es el caso del sistema en equilibrio espacial homogéneo
2008)). Este caso se obtiene cuando el valor promedio de A tiende a ser constante a lo largo del
tiempo, asi como la cantidad de ladrones n. Para que exista este equilibrio en A, se debe cumplir
que, en promedio, el aumento en B por los eventos que ocurren en una iteraciéon debe tener la misma
magnitud que el decaimiento que sufre por el paso del tiempo. Tomando la notaciéon de T para
denotar el promedio espacial de x, el equilibrio en A significa que

wBét = O = Onp. (6.7)

Por otro lado, para que la cantidad de ladrones se conserve a lo largo del tiempo, la cantidad promedio
de robos en una iteracion debe ser igual a la cantidad promedio de ladrones que se generan:

E =np=T6t. (6.8)

Despejando las ecuaciones|[6.7] y [6.8] se obtienen los valores de equilibrio homogéneo para el campo

de atracciéon y cantidad de ladrones,

_4r
B= .
Y (6.9)
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Finalmente, las condiciones iniciales para el modelo discreto de difusiéon del crimen construido

son B
B(s,t =0) =B, n(s,t =0) =n.

6.1.2. Implementacion de modelo discreto de difusion del crimen

Se busca realizar una simulacién computacional de este modelo construido para analizar su com-
portamiento bajo distintos parametros, verificando los resultados de (Short et al.l 2008) y analizar
la viabilidad de implementarlo para datos reales. Con ello en mente, se recurre al lenguaje de pro-
gramacion Python por su mezcla de eficiencia y versatilidad, empleando en particular los modulos
NumPy por sus estructuras de datos y matplotlib por sus visualizaciones graficas.

Caminata aleatoria sesgada

Uno de los elementos principales del modelo es la caminata aleatoria sesgada por la atraccion A
que realizan los ladrones cuando deciden no robar en su posiciéon actual. La implementacion de este
elemento sirve como base para el resto del modelo.

Para iniciar, se simula el espacio de victimas o el area del que se ha hablado hasta ahora como una
rejilla rectangular de dimension N x N. Un nodo de esta rejilla, representado por las coordenadas
(i,74) tal que 4,5 € 0,1,2,..., N e ilustrado por la Figura se interpreta como una morada o bien
un sitio s. Luego, los sitios vecinos s’ ~ s son aquellos que estan a una unidad (I) de separacion
de s y tienen respectivamente las coordenadas (i +1,7), (¢ — 1,7), (i, — 1), y (i, — 1). Para esta
simulacién se establecen condiciones ciclicas, de modo que la rejilla rectangular del area realmente
representa un toroide tal que f(i=N,j) = f(i=0,7)y f(i,j = N) = f(i,j =0).

Figura 6.2: Un nodo de la rejilla que representa un sitio del area del sistema.
Fuente: [Pitcher y Johnson| (2011])
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Por otro lado, la informacién de cuantos ladrones hay en el sistema y cémo estan distribuidos en
un determinado momento (n(t)) se puede representar por una matriz de dimension N x N, donde
cada la entrada n;; corresponde a la cantidad de ladrones en el nodo ij. El campo de atraccion A(t)
es representado igualmente por una matriz de N x N, con entradas A;;.

Una caminata aleatoria consiste en decidir por medio de métodos Monte Carlo el proximo estado
(o movimiento en este caso) del agente en cuestion. Para ello, se revisan los posibles estados o la
vecindad del actual, se le asignan probabilidades a cada uno y se genera un namero aleatorio que
corresponda a alguna de estas probabilidades.

Por ejemplo, una forma de implementar esta caminata aleatoria sesgada en esta rejillas es ir a
la ubicacion del agente y normalizar la atracciéon que siente hacia cada uno de los cuatro nodos
aledafios: el superior(1), el inferior(2), el izquierdo (3) y el derecho(4).

T=A1+ As + As + Ay, (6.11)
1=A/T, (6.12)
A5 = Ay/T,
A3 =A3/T y
1= A4/T.

Luego, construir una cdf(x) de las probabilidades de movimiento que tiene el agente desde esa
posicion:
si x < Aj,
si A7 <o < A7 + A3,
, 81 AT+ AS <ax < A7+ A5+ A3,
, stAT+ A5+ A <z

cdf(z) = (6.13)

= W N =

Por tultimo, se genera r € U(0, 1) un ntmero aleatorio y se decide la traslacion del agente con cdf(r).

Implementaciéon por bucles

Habiendo establecido un mecanismo para simular las caminatas aleatorias sesgadas, se sigue
entonces el algoritmo establecido en la Figura|6.1} se ingresan condiciones iniciales a un sistema y se
evoluciona por iteraciones. Cada iteracion consiste en que cada ladrén del sistema robe y se retire
o de un paso aleatorio, actualizar el campo de atraccién segin los robos y finalmente colocar méas
ladrones en el sistema. Como sea, para lograr cubrir todo ladrén, decidir su ruta de accién y ejecutar
sus robos o caminatas, se debe cubrir la totalidad de los ladrones en cada sitio y la totalidad de
sitios en el area. De esta forma, este primer paso en cada iteracion del sistema requiere establecer
bucles para considerar todos los ladrones, tal como se muestra en el diagrama de flujo ilustrando en

la Figura [6.3]
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Figura 6.3: Algoritmo de modelo discreto de difusion de crimen, desarrollado por bucles.
Fuente: elaboraciéon propia

Este esquema para implementar el modelo resulta ineficiente conforme aumenta el tamano del
area y la cantidad de ladrones, dado que las operaciones mas pesadas de cada iteracion se tendrian
que repetir para cada ladrén (seleccionar ladron, obtener su probabilidad de cometer robo, decidir si
comete el robo y en el caso que no, acceder a la atraccion de sitios vecinos, normalizar sus atracciones
y por ultimo decidir a donde se traslada).

No se visualiza en el diagrama, pero empleando la misma logistica para actualizar By (t + 0t) y
ng(t + ot), habria que iterar sitio por sitio y utilizar la ecuacion para el campo de atraccion y
sumarle a los ladrones que se trasladaron en la dltima iteracion los ladrones generados con I'ét (que
en si es otro proceso de Monte Carlo) para el caso de la cantidad de ladrones.

Esta implementacién es programable y puede brindar una simulacién para el modelo discreto,
no obstante, es un método de fuerza bruta poco eficiente en cuanto a recursos computacionales.

Implementaciéon del modelo vectorizado

Recordando que la atraccion A(t) se definié como una matriz con entradas A (t), sus componentes
estatico A° y dindmico B(t) también son matrices. De esta cuenta, la ecuacion de evolucion de
Bg con repeticion repetida exacta puede generalizarse a operacion matricial:

B(t + 6t) = B(t)(I — wdt) + 0E(t), (6.14)
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Donde I se refiere a una matriz identidad y E(t) es una matriz con entradas de la cantidad de robos
en cada sitio entre ¢t y t 4+ Jt. Con el objetivo de ahorrar recursos computacionales, el realizar esta
ecuacion matricial sustituye el operar la ecuacién por sitio y reiterarlo por todos los sitios. Este
es un ejemplo de vectorizaciéon- aprovechar estructuras de datos y funciones que permiten operar
paralelamente conjuntos de datos (van der Walt, Colbert, y Varoquaux, 2011).

Este principio de vectorizacion puede aplicarse a la ecuaciéon de evolucion de B con victimizacion
repetida [6.4] donde las condiciones de frontera ciclicas permiten plantear a las matrices de vecinos
como la misma matriz original pero corrida una fila o columna para su lado. Por ejemplo, la matriz
de vecinos superiores se logra al correr las entradas de la matriz una fila para abajo. En el extremo
inferior de la matriz, las entradas de la ultima fila a pasan de ser las entradas de la primera fila,
aprovechando la condicién de frontera ciclica que se adopté para la implementacion. De esta forma,
la evolucion temporal de B se realiza de forma completamente matricial (vectorizada) y se ahorra
esfuerzo evadiendo iterar una sola funcién en varias entradas.

Este concepto de vectorizacion se puede aplicar para la decision de ladrones de robar o trasladarse
aleatoriamente y posteriormente para una fraccion de la caminata aleatoria sesgada.

El modulo NumPy (van der Walt et all [2011)) para Python ofrece una estructura de datos
llamada Arrays que permite agrupar varias entradas numeéricas en matrices o vectores. Luego, el
paquete ofrece funciones de soporte como la generacién de Arrays con entradas de niimeros generados
aleatoriamente e incluso operaciones matemaéticas simultaneas para todas las entradas de un mismo
Array. Esto se aprovecha primero para calcular la probabilidad de robo que existe en cada sitio de
forma vectorizada, i.e., se calcula para todas las entradas de la matriz A(t) paralelamente. Luego,
con la generacion de nimeros aleatorios se vuelve posible comparar simultaneamente la probabilidad
de robo de todos los ladrones en el sistema con nimeros generados aleatoriamente y asi decidir su
ruta de accién, nuevamente, en paralelo. Este procedimiento vectorizado, que evita el tener que
recurrir a bucles e iterar operaciones una alta cantidad de veces, optimiza recursos computacionales
(Langtangen) 2017)).

Segun procedimiento vectorizado, en lugar de ubicar cada ladron, identificar sus sitios aledafios
y después determinar sus probabilidades de movimiento, se construye una sola matriz de transicién
de Markov que contenga todas las probabilidades de movimiento para cada sitio en la rejilla. De esta
forma, por cada ladron solo solo se genera un namero aleatorio r € U[0,1) y se decide su movimiento
con la cdf(r) que hace referencia a la matriz previamente construida.

Al final, la vectorizacion resulta en una simplificacion significativa con respecto a la implementa-
cion por bucles original; en cada iteracion en vez de dar lugar a 8 procesos por cada uno de todos los
ladrones y luego actualizar individualmente los valores de n y B por cada sitio, se realiza matricial-
mente el calculo de robos, actualizacién del estado del sistema y solo se itera por el paseo aleatoria
de ladrones que no roban. El diagrama de flujo con la implementacion vectorizada del modelo se
puede apreciar en la Figura
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Figura 6.4: Algoritmo de modelo discreto de difusiéon de crimen, vectorizado.
Fuente: elaboracion propia

Con el objetivo de estudiar este modelo, a continuaciéon se muestran se realizan distintas simula-
ciones computacionales de él, implementando el algoritmo vectorizado en el lenguaje de programacion
Python. El c6digo empleado se muestra en los anexos de este trabajo.

Las figuras y [6-8] muestran la evolucién del campo dinamico de atraccion B de un
drea con dimensiéon N = 100, ¢t = 1/100, [ = 1, w = 1/15, campo estatico de atraccion A° = 1/30
y distintos valores para 7, § y I'. La magnitud del campo dindmico de atracciéon se denota por
una escala de color, donde rojo intenso corresponde a B = 2B, el color blanco a B = B y azul
oscuro a B = 0. Estas figuras realzan el hecho que pequenas variaciones en los pardmetros pueden
resultar en patrones de comportamiento diversos para el sistema. Aqui las unidades espaciales pueden
interpretarse como casas o cuadras, mientras que las unidades temporales como dias (Short et al.

2008)).
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Figura 6.5: Corrida de modelo discreto (a).
Se muestra el campo dindmico de atraccion a los 5, 15 y 50 dias con los parametros n = 0.2,
v =0.019 y 8 = 0.56. Bajo estos parametros, el sistema tiene un campo dindmico de atraccion
medio de B = 0.1596 y una cantidad media de ladrones de - N? = 985.8.
Fuente: elaboraciéon propia
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Figura 6.6: Corrida de modelo discreto (b).
Se muestra el campo dinamico de atraccién a los 5, 15 y 50 dias con los pardmetros n = 0.2,
v =10.002 y # = 5.6. Bajo estos parametros, el sistema tiene un campo dinadmico de atraccion
medio de B = 0.168 y una cantidad media de ladrones totales de n - N2 = 99.4.
Fuente: elaboracion propia
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Figura 6.7: Corrida de modelo discreto (c).
Se muestra el campo dinamico de atraccién a los 5, 15 y 50 dias con los pardametros = 0.03,
v =0.019 y 8 = 0.56. Bajo estos parametros, el sistema tiene un campo dinamico de atracciéon
medio de B = 0.1596 y una cantidad media de ladrones totales de n - N? = 985.74.
Fuente: elaboracion propia

Figura 6.8: Corrida de modelo discreto (d).
Se muestra el campo dindmico de atraccion a los 5, 15 y 50 dias con los pardametros 1 = 0.03,
v =0.002 y # = 5.6. Bajo estos parametros, el sistema tiene un campo dindmico de atraccion
medio de B = 0.168 y una cantidad media de ladrones totales de 7 - N2 = 103.76.
Fuente: elaboracion propia

6.1.3. AnaAlisis del modelo discreto de difusion del crimen
Construccion

A modo de revisar el modelo construido, a continuacién se enumeran los supuestos empleados
para su formulacion e implementacion.

1. Todo ladrén actia oportunamente y sin motivos particulares hacia alguna victima.

2. Los ladrones actian racionalmente, recopilando informacion y realizando valoraciones de costo-
beneficio antes de actuar.

3. Cada intento de robo es exitoso.

4. La dindmica de ladrones se modela con caminatas aleatorias sesgadas.
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5. Existe una probabilidad estéatica de fondo de ser victimizado para todo sitio en el espacio.

6. Los intervalos temporales del modelo dt son suficientemente pequenos como para que un ladrén
pueda victimizar tinicamente a una ubicacion o trasladarse a una ubicacién vecina.

7. Los ladrones solo pueden apreciar la atraccion de sitios vecinos inmediatos.

8. Los ladrones se abstienen de cometer ofensas adicionales inmediatamente después de haber
robado.

9. Todos los ladrones perciben una misma atraccién y probabilidad de de un mismo sitio, inclu-
yendo la atraccion dindmica por la historia de crimen en la region del sitio actual.

10. Todo robo eleva la atracciéon del sitio en un factor #; todos los ladrones comunes tienden a la
victimizacién repetida.

11. Decaimiento exponencial del dindmico de atraccién con una tasa constante 1 — w para todo
sitio en cualquier momento.

12. El campo de atraccién dinamico también se difunde espacialmente.

13. En promedio, la cantidad de ladrones en el sistema permanece constante a lo largo del tiempo,
al igual que la atraccion A.

14. Condiciones ciclicas en las fronteras del espacio.

Los supuestos 1 y 2 surgen al acunar la teoria criminolégica de actividades rutinarias y delimitan
el fenémeno a abarcar: hurto en moradas a manos de ladrones comunes y racionales. Esta delimitacion
no excluye a la realidad guatemalteca, ya que segiin percepciones de habitantes en la ciudad de
Guatemala al afio 2007 (Programa de Seguridad Ciudadana and Prevencion de la Violencia del
PNUD Guatemalay, [2007)), los principales delincuentes en el 58.9% de las colonias son ladrones
comunes y la racionalidad de ofensores es central al codigo penal (Congreso de la Repiublica de
Guatemalal, [1973). El supuesto 3 surge del hecho que los ladrones son agentes racionales. La decision
de intentar un robo o no se basa en la informacién que recopilan y un nimero aleatorio. Este tltimo
puede interpretarse como las circunstancias, habilidades o factores en general que afectan la decision
de cometerlo. Ya que son entes racionales, si intentan el robo es porque tienen certeza de ser exitosos.

El cuarto supuesto es uno de los que mayor importancia tiene en todo el modelo. Sabiendo que los
ladrones son racionales, estos en cada iteraciéon evaluian la atraccién que perciben por cada uno de los
sitios vecinos s’ ~ s. Bajo el marco econémico del modelo, buscan maximizar su beneficio y minimizar
sus costos - se sabe por observaciones empiricas, ademas, que tienden a quedarse en distancias
cercanas a sus rutas diarias (D’Orsogna y Perc| [2015]) por lo que se reconoce que la traslacion de
ladrones en cada iteracion se pueden tomar como traslaciones a ubicaciones inmediatamente cercanas.
Profundizando en la dinamica de los ladrones, en realidad cada ladréon en cualquier instante esta
sumido en una inmensidad de circunstancias particulares y factores que influyen en su decision de
trasladarse a alguna u otra ubicacion de s’ ~ s. Si todas estas circunstancias y todas las variables
que rodean a un ladrén llegaran a conocerse, entonces seria posible predecir el comportamiento del
ladrén con un cierto grado de seguridad- un proceso préacticamente imposible.

Esta idea es una directa analogia al comportamiento de particulas brownianas: se sabe que el
movimiento de las particulas es parte de un sistema determinista y que esta dinamica exacta podria
predecirse si se tuviera conocimiento de condiciones iniciales de todas las particulas en el sistema que
interaccionan con las particulas brownianas - cosa que por la inmensa cantidad de grados de libertad
serfa cerca de imposible de resolver. Afortunadamente, este sinnimero de factores e interacciones
que afectan a las particulas brownianans no poseen una direccién preferencial sino que su impacto
neto sobre ellas puede considerarse uniformemente arbitrario. Por esta razon, es posible modelar a
las particulas brownianas como particulas realizando caminatas aleatorias simples.
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Lo mismo le sucederia a ladrones en areas en un campo de atraccién A uniforme: la gran cantidad
de particularidades y motivaciones de cada ladron tendrian un efecto neto sobre ellos uniformemente
arbitrario. Bajo una atraccion A uniforme e intervalos temporales d¢ pequenos (supuesto 6), los
ladrones realizarian caminatas aleatorias simples en busqueda de victimas. A pesar que las particulas
brownianas y la toma de decisiones de ladrones son fenomenos fundamentalmente distintos, con
uno siendo de naturaleza fisica y el otro siendo un fenémeno social o psicolégico, aqui la intuicion
matematica y el marco metodologico desarrollado para el primero guia el estudio del segundo. Esta es
la misma idea que emplearon Bahr y Passerini| (1998b) para su modelo de Mecanica estadistica para
el comportamiento Colectivo o que Mohler et al.|(2011) emplearon para comparar la victimizacion
repetida con sismos. Continuando con esta logica de guiar el modelado del fenomeno del crimen con
metodologias y marcos conceptuales para fenomenos fisicos, se introduce un sesgo en las caminatas
aleatorias ocasionado por A y este se opera como una matriz de pesos, segin su desarrollo empleado
para redes y procesos de Markov (Shim, Sengupta, y Roy, [2018)).

El supuesto 5 es una simplificacién para obviar la diversidad de caracteristicas en el espacio de
victimas. Por un lado, implica que todos los sitios en el espacio son potenciales victimas- condi-
cion congruente en poblados urbanos con alta densidad- y por el otro, se supone que no sufren de
variaciones en cuanto a costo-beneficio o guardianes durante el periodo de estudio. Intuitivamente,
se reconoce que este tipo de cambios intrinsecos a nivel local que puedan afectar significativamente
la atracciéon de fondo ocurren en escalas temporales mayores a meses. En todo caso, a la atraccién
estatica de fondo se le podrian agregar fases temporales globales, entendiendo que la actividad de
ladrones comunes o presencia de guardianes podria variar en todo el sistema a lo largo escalas tem-
porales. Por ejemplo, en ciertos dias de la semana podrian haber menos personas (guardianes) en
sus hogares.

De cualquier forma, el supuesto 5 junto a los supuestos 6, 7 y 8 sirven para evadir la complejidad
en el comportamiento de los ladrones y evitar que se pierda la analogia con fenémenos fisicos.

El supuesto 9 nace de suponer que los ladrones operan en conjunto y hay un flujo constante de
informacién entre ellos. A pesar de no encontrarse informacion que valide este supuesto en Gua-
temala, cabe intuitivamente que si ladrones comunes operan a una escala local y son reducidos en
cantidad, entonces es probable que estén asociados.

El supuesto 10 también es fundamental al modelo y consta de dos elementos; el que todo cri-
minal del modelo tiende a la victimizacion repetida (en concordancia con el supuesto 9) y el que
el aumento de la atraccién por cada robo en un sitio sea constante en todo el sistema. El primero
nace de observaciones del crimen concentrandose en regiones reducidas de espacio-tiempo y tiene
una amplia cantidad de estudios y analisis estadisticos que respaldan su existencia. Existen criticas
a esta conceptualizacion porque puede que las observaciones de este fenémeno tengan un sesgo del
superviviente en que los ladrones que tienden a victimizar repetidamente son los que se detectan
- en contraste de potenciales ladrones con otros comportamientos no detectados (Eck y Liu, 2008}
Pitcher y Johnson, 2011). No obstante, esta critica es hipotética y la informacién existente respal-
da la victimizacién repetida. Por otro lado, el que todo robo aumente la atracciéon en una misma
medida es una simplificacion al sistema que mantiene los patrones de victimas y victimarios lo méas
sencillos posibles. |Pitcher y Johnson| (2011)) proponen que en lugar de ser un parametro constante
6 el aumento de riesgo, que sea un factor 6X(1 — B! /k), donde X! corresponde a un valor proba-
bilistico derivado de una distribucién de Poisson y B! /k sirve para limitar el crecimiento del riesgo
a un sitio tras un cierto limite, suponiendo que guardianes automéaticamente impiden que se siga
elevando. Dado que en este trabajo no se considera explicitamente el comportamiento de guardianes,
se conserva el aumento constante.

El onceavo supuesto coincide con el decaimiento exponencial de la probabilidad de revictimizacién
observada en robos residenciales (Chen y Kurland}, [2020)). El aumento en la atraccién dindmica 6
por cada robo, esta tasa de desvanecimiento de la atraccion y su difusion espacial (supuesto 12)
son la funcién desencadenante «g» de los procesos puntuales auto activados. Segin se discutié en
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el capitulo anterior, el fendmeno de victimizacion repetida (exacta y cercana) posee una g distinta
por cada area en cuestion; si bien aparentan compartir una difusioén espacial y decaimiento temporal
(Chen y Kurland} 2020), se debe identificar los parametros que caracterizan el fenémeno en una
region para que este modelo cobre sentido en ella.

El supuesto 13 se introduce para mantener al sistema, en promedio, en un estado de equilibrio
estatico. Implica que la cantidad de ladrones en todo el area tiende a conservarse y que para ellos
globalmente no existe una pérdida o aumento de interés en seguir victimizando en el presente espacio.
Al igual que la atracciéon de fondo, se puede suponer cantidad e interés de ladrones globalmente
invariables por las escalas de tiempo a considerar en el sistema.

El ultimo supuesto es consecuencia de adoptar condiciones de frontera ciclicas para el sistema. Se
basa en la idea que el area en cuestion es solo la fraccion de un poblado urbano donde el fenémeno
se presenta de la misma forma y que el flujo neto de ladrones, asi como de la atracciéon, del area es
nulo, apoyando al supuesto de conservaciéon de ladrones y atracciéon global en el sistema. En otros
ejercicios seria igualmente viable establecer condiciones de frontera tal que no hay movimiento de
ladrones o difusién de atraccion hacia los bordes del area, simbolizando el limite del poblado, o bien,
que el sistema estd completamente aislado.

En conclusion, a pesar que todos estos supuestos delimitan el fenomeno de la distribuciéon de
hurtos a analizar y lo centran para solo ser aplicable a un selecto tipo de situaciones, se llega a
construir un marco de referencia para estudiarle - impulsado por el desarrollo teérico conceptual y
metodologico de fenémenos fisicos.

Otro punto a resaltar de este modelo es que no ahonda en la causalidad del fenémeno del hurto
en residencias- parte de la existencia previa de victimarios motivados y de victimas con distintos
grados de idoneidad para los victimarios (que hasta ahora se han enmarcado como atraccion para
victimarios, pero equivale a riesgo desde la perspectiva de potenciales victimas). Por lo pronto, el
modelo es aplicable para estudiar y predecir la distribuciéon de eventos de hurto residencial bajo una
perspectiva cuantitativa, sin 4&nimos de entender o demostrar los factores o razones subyacentes que
lo llevan a existir en primer lugar. Este acercamiento no pretende sustituir los estudios clasicos del
crimen como un fenémeno social, psicologico, econémico, politico, etcétera, si no complementarlos
bajo el formalismo, abstraccion y comprension cuantitativa que ofrece la fisica.

Implementacion

Las simulaciones ilustradas por las figuras [6-6] [6-7] v [6-8] poseen un campo de atracciéon
promedio A bastante similar pero difieren en su comportamiento segin la magnitud de la difusion
espacial de A, la cantidad de ladrones en el sistema y el impacto que tiene cada robo. La primera
de estas figuras muestra como una alta densidad de ladrones en el sistema y un alto coeficiente
de difusion espacial 1 resulta en un sistema donde no se forman zonas calientes y el sistema entero
tiende a ser homogéneo. La segunda Figura (b) muestra un sistema con relativamente pocos ladrones
y robos, pero donde cada uno tiene un fuerte pero momenténeo impacto en la atracciéon del sistema-
la corta temporalidad de estos impactos aparenta que el sistema tiende a un estado homogéneo
también. En cambio, las figuras (c) y (d) muestran formaciones de zonas calientes a pesar de distintas
densidades de ladrones. En (c), existe una mucho mayor cantidad de ladrones pero también las
zonas calientes se distinguen definitivamente y se mantienen localizadas, dada una baja cantidad de
difusion espacial del crimen y la especializacion de criminales en ciertas regiones. La Figura (d), por
su lado, son menos ladrones que forman zonas calientes mas transitorias, propensas a disolverse o a
trasladarse.

Los parametros empleados para estas simulaciones corresponden directamente a los que utilizan
originalmente|Short et al.| (2008) para ilustrar a su modelo discreto del crimen (anexos
y|11.4). Al comparar sus resultados con los que presentan en este trabajo, se encuentran diferencias
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de forma debido al comportamiento estocéstico y cadtico del sistema pero similitudes en cuanto a
los patrones generales que siguen en cada caso. Esto valida los resultados de Short et al y significa
que la implementaciéon del modelo vectorizada y por matrices de transicién es exitosa.

Retomando la discusion de [Short et al.| (2008)), en el caso (a) no se forman zonas calientes de
crimen y en general el riesgo en todo el area es homogéneo, en el caso (b) la atraccion es homogé-
nea con eventuales perturbaciones por robos, el caso (¢) refleja la concentracion de la atraccion en
zonas calientes estaticas (y por lo tanto el crimen también) y el caso (d) muestra el crimen concen-
trandose en zonas calientes sujetas a deformaciones y traslaciones. De estos comportamientos, las
perturbaciones para el caso (b) y las deformaciones de las zonas calientes del caso (d) surgen porque
las acciones arbitrarias de ladrones no se compensan cuando solo hay una reducida cantidad - son
manifestaciones de la naturaleza discreta del modelo que responden a las limitaciones finitas de su
implementacion.

Dejando por un lado los efectos producidos por las limitaciones finitas, un resultado primordial de
este modelo discreto es la conglomeracion del crimen en zonas calientes aparentemente concéntricas,
cuya tasa de creacion y concentracion depende de los parametros del sistema. Dado que se conserva
el promedio espacial de la atraccion A y de la cantidad de ladrones 7, la existencia de zonas con
mayor incidencia criminal implican regiones desprovistas del crimen; el sistema se polariza entre

zonas de alto y bajo riesgo.

Interesa en un futuro el poder aterrizar este modelo teérico a datos de crimenes reales, buscando
estudiar los patrones de crimen en algin contexto local y predecir sobre ellos. Un primer paso para
unir el modelo a fenémenos criminalisticos reales es adaptar la rejilla que simula el espacio del
sistema a las caracteristicas geograficas y urbanisticas particulares del area a simular. Para ello, la
implementacién del modelo con matrices de transicién permitiria simular el contorno de la ciudad,
distintas condiciones de frontera, opciones mas realistas de movimiento de los ladrones e incluso
simular las vias de influencia entre sitios (por ejemplo, la atraccion de un segmento urbano no se
esparce a otro segmento vecino si entre ellos existe un rio imposible de atravesar). Incluso, a partir
de las matrices de transiciéon podrian estudiarse distintos comportamientos de los componentes del
sistema; victimas, victimarios, guardianes y sus interacciones. Este anélisis se sale de los alcances
de este trabajo pero una posible modificaciéon en el comportamiento de ladrones es traslacion por
medio de vuelos de Levy (Chaturapruek, Breslau, Yazdi, Kolokolnikov, y McCallal 2013]).
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Figura 6.9: Mapa de calor ilustrativo de hurto en la ciudad de Vancouver, extraido el 29 de junio
de 2020 de https://www.geodose.com/2017/11/qgis-heatmap-using-kernel-density. html.

En el capitulo anterior se present6é un algoritmo para ajustar procesos puntuales auto activados
a datos reales - esencialmente consta de identificar la tasa de generacion de eventos de fondo y los
parametros de la funcién desencadenante. Este no seria aplicable al modelo actual dado que este
depende adicionalmente de agentes con una naturaleza estocéstica no determinista y cuya infor-

55



macion no es necesariamente adquirible de observaciones empiricas (existen datos de ocurrencia de
crimenes, pero no de donde surgen ladrones motivados o sus trayectos). Sin embargo, los parametros
del modelo tedrico pueden ser aproximados a valores explicativos para el fenémeno real. Se conoce
que el modelo resulta en concentraciones espaciales del campo de atraccién -o bien, una tasa media
de eventos por sitio. Esta tasa media de crimenes es perfectamente comparable con mapas criminales
de calor (densidad espacial de eventos con una funcién kernel) al tener una estimacion de la presente
cantidad de criminales motivados. Visto de otra forma, la cantidad media observada de ladrones y de
crimenes enmarcan a los parametros 6, w y I' por medio de las ecuaciones y , suponiendo
una distribucion inicial de la atraccién de fondo A%(s, ).

Por ultimo, el estudio de mapas criminales de calor a lo largo del tiempo es la clave para adoptar
concretamente los pardametros para simular el fenomeno real. De ellos se puede deducir el radio y
duraciéon de la victimizacién repetida, ademés de la concentracion del crimen en espacios. Estas
mismas caracteristicas en las simulaciones del modelo discreto se vieron moduladas por las variables
0, T y n, por lo que podrian determinarse si se conociera su relacién con los patrones de zonas
calientes y asi caracterizar el fenémeno del crimen con el modelo construido de difusiéon del crimen.

De esta cuenta, la tarea en manos es determinar la relacion entre las variables 8, I', n y w con
los patrones de comportamiento de la atracciéon en el modelo construido. Sabiendo que el modelo
discreto estéa sesgado por limitaciones finitas y ruido estocéstico, es necesario generalizar el modelo
a un margen continuo y analitico.

6.2. Modelo continuo de difusién de crimen

El modelo discreto es una herramienta para simular los patrones de criminales y representarlos
cuantitativamente bajo una serie de supuestos, construida a partir de observaciones empiricas y una
visién fenomenologica. Este podria llegar a usarse para compararse con datos reales de crimenes,
entender la dindmica del crimen en un area urbana y proponer politicas pablicas para mitigarlo. Tal
como se vio con simulaciones computacionales, este modelo puede adoptar distintos comportamientos
segun las condiciones iniciales y parametros electos. Como sea, algunos de los fend6menos que muestra
pueden no ser resultados del modelo construido como tal sino efectos que surgen por limitaciones en
la implementaciéon de sus simulaciones; por ejemplo, excepciones o patrones atipicos por el uso de
nimeros aleatorios o distorsiones por la discretizacion del tiempo y espacio.

Con el objetivo primordial de comprender las zonas calientes del crimen predichas por el modelo
desde los parametros empleados, se procede a llevar este modelo de difusiéon del crimen de hurto
agravado en moradas a un limite continuo y asi expresarlo analiticamente a través de ecuaciones
dindamicas. En particular, se busca llegar a ecuaciones que puedan describir la evolucién del sistema
en términos del campo de atraccion A(t) y la cantidad (o densidad) de ladrones n.

6.2.1. Derivacion de modelo continuo de difusién de crimen

Llevar el modelo a un limite continuo implica que los periodos temporales con los que evoluciona
el sistema se convierten en infinitesimalmente pequenios, al igual que el drea que ocupa cada sitio s.
Como consecuencia de ello, se deja de considerar eventos discretos E donde ocurre un crimen (1) o
no ocurre (0), y en su lugar considera la probabilidad p € [0,1) =1 — e~ 4% que tienen de ocurrir.

La derivacién para la evoluciéon del campo dindmico parte del la ecuacién . Como ya no se
toma la ocurrencia de eventos discretos si no solo la probabilidad que sucedan, se sustituye F(t)

por n(t)ps(t): ,
By(t +6t) = ( By(t) + L AB, (1)) (1 — wét) + Ong(t)ps(t). (6.15)

z
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Luego, la cantidad de ladrones en un sitio ns(t) deja de tener sentido conforme el area del sitio tiende
a reducirse (I — 0), razon por la que se define la densidad de ladrones

ps(t) = nslgt)

y se sustituye en la ecuacion Luego, a esto se le resta B,(t) y todo se divide dentro de dt, con
miras de construir la definicion de derivada para Bg(t);

Bs(t + 52 — B:(®) fs LB, (1) (1 - wdt) — By(tw + %ps(t)ps(t)- (6.16)

Aqui se definen como constantes
2

l
D=_—, ybit=
5t7 y g,

donde D es precisamente la constante de difusiéon que se ha presentado anteriormente con respecto
a difusion de particulas aleatorias en una rejilla discreta (ecuacion ) Luego, € corresponde al
aumento de atraccion dindmica en una unidad del espacio por una unidad de tiempo a causa de una
probabilidad de robo. Empleando estas constantes, se tiene que

B(t+6t) — By(t) _ 0D

50 7ABS (t)(1 — wdt) — By(t)w + eDps(t)ps(t). (6.17)
El dltimo paso para llegar al limite continuo es hacer que las variables de la escala de espacio y
1—e 0%
tiempo tiendan a ser infinitamente pequeilas, o bien, 6t,1%> — 0, sabiendo que h'n% - ay
T—

x
que el lado izquierdo de la ecuacion (6.17) equivale a la derivada temporal de B;. Ademés, dado que
la ecuacion se cumple para el espacio entero, puede expresarse de forma general (B(t,s)) en lugar
de localizada (B;(t)). Por tanto, se llega a que

0B nD

B —wB+eDpA 1
e ZV wB +eDp (6.18)

y con ello la evolucion temporal del campo dinamico es expresado en una ecuaciéon analitica continua.

Similarmente, la construccion de una ecuacion continua para n(t) parte de la evolucion discreta
de los ladrones en el sistema. Se sabe que todo ladrén presente en un sitio s luego de una iteracion
lleg6 ahi por medio de una caminata aleatoria desde algtn sitio vecino o se gener6 con el término
o (011 = o (1)

ng (U)|1 — psr (T
ns(t+ 6t) = Ag(t P T 6.19

sl~s
En la sumatoria, el término ng (t)[1—ps (t)] es la cantidad probabilistica de ladrones que no cometen
crimen. Ademés,
Ty (t) = Z Agn(t) (6.20)
s ~us!
y por lo tanto, As/Ty da la probabilidad de trasladarse a s desde un sitio s’ ~ s. De esta forma
se recupera la cantidad probabilistica de ladrones que viene de otros sitios. Al dividir la ecuacion

(6.19) en i y definir I'/I?> = ~, se obtiene la evolucion discreta de la densidad de ladrones
ps(t + 6t) Z per® =ps (O |5 (6.21)

Posteriormente, se busca escribir la sumatoria de los ladrones provenientes de caminatas aleatorias
como un proceso difusivo, tal como se hizo en la ecuacion [6.6}

ps(t 4+ 8t) = A (£)12A (W) + zAS(t)W + At (6.22)
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Llevando la expresion a la forma de derivada temporal, (6.22)) se transforma a

ps(t +0t) — ps(t) ps(®)[1 = ps(D)] ps([1 = ps(t)]

Finalmente, estableciendo los limites continuos dt,12 — 0 y simplificando por medio de identidades
de célculo vectorial, se llega a una ecuaciéon continua de la evolucién de la densidad de ladrones en

el sistema 5
I D
— =—V .|V ——VA—A+ .24
%= {p ] ]p - (6.24)

Las ecuaciones resultantes y describen completamente la dindmica determinista del
sistema generalizado a un esquema continuo. A pesar de abstraerse a probabilidades de ocurrencia
de hurtos y a densidades teoéricas de ladrones, esta generalizacion abre la posibilidad de estudiar al
fenémeno del hurto y sus patrones de forma analitica. Particularmente de interés, con este nuevo
modelo continuo pueden simularse la creacién de zonas calientes de crimen sin las distorsiones
estocasticas y discretas del modelo construido originalmente.

6.2.2. Implementacién de modelo continuo

La implementaciéon computacional de este modelo se realiza por medio de la evolucién temporal
en diferencias finitas de las ecuaciones de estado del sistema y . Esta dinamica se
implementa con el método numérico de Runge-Kutta de orden 4. Con el objetivo de relajar la
cantidad de parametros en el sistema y simplificar la implementacion y su anélisis, se desarrolla en
términos de variables adimensionales generales.

Derivaciéon de ecuaciones de estado adimensionales

Las ecuaciones dinamicas para A y p pueden reescribirse al considerarse métricas generales que
caractericen el sistema. [Short et al.| (2008) proponen el periodo de la activacion de un sitio s al
ocurrir un evento en él, que estd dado por 7 = 1/w y la distancia tipica que recorre un ladron en
este periodo

D
b, =] —.
w
Con estas métricas se reescalan las variables de dominio y de estado del sistema: A = A Jw, p=el?p,
# = /zz/l. y T = wt. Tomando las variables reescaladas (y obviando la notacion de tlldes), las
ecuaciones dinamicas del modelo (6.18) y (6.24)) se convierten en:

oB

T nV2B — B +pA y (6.25)
=V-|Vp _ gy - A+ B (6.26)
at A p ' ’
Al expandirse la ecuacion [6.26] se lee como
dp 2 2 2p
% =V<p AV A ZV VA-i—EVA VA —pA+ B.

De esta forma, el modelo construido originalmente a partir de seis parametros libres (1, Tw, 8, A, 2)
se reduce a solo tres (1, B, A°) y el sistema queda desarrollado sin tener que considerar escalas y uni-
dades especificas.A continuacién se desarrollan brevemente los métodos empleados para simularlas
y su implementaciéon numeérica.
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Diferenciacién numérica

Para llegar a simular numéricamente las ecuaciones de estado, debe calcularse una aproximaciéon
de derivadas de funciones. La diferenciaciéon numérica de una funcion f(z) se desprende de su desa-
rrollo en series de Taylor, tal como se muestra en (Bravo Yustel 2006). Suponiendo que se conocen
los valores de la funcion f en puntos equiespaciados z,, que se denotan por

Tn =hn, n=0,+£1,£2,+£3, ...

Pretendiendo aproximar a un valor para f’ (0)7 se desarrolla a f(x) en su serie de Taylor

3 .
F@) = oo+ 0y + S AR (6.27)

Luego, esta serie de Taylor con el resto de Lagrange (Bravo Yuste, [2006)) es

N—1 N
F@) = fotafs+ S0y + oY, (6.28
con £ € (0,z). En particular,
h2
fer=fo£hfs+ gfé' Lk f"'(fi)’ (6.29)
y restandolos se obtiene ,
h
fr= v =2hfo+ 7 1f5"(E) = £ (D)) (6.30)
Despejando para la primera derivada, f{,
— h’2 " i !
fo= P Mg - e = L oo, (6:31)

Despreciando los términos de orden h?, finalmente se llega a la primera derivada en diferencias
centrales de tres puntos (Bravo Yuste| [2006)):

h—Jfa
!
o~ . .32
fy = 2 (6:32)
Similarmente, denotando un término adicional en la ecuacion (6.29) se tiene que
/ h? iz /// ht (4)
P = fohfy+ iy e I e, (6.33)

De ello al hacer f1 + f_1 y despejar para f{/, se obtiene una expresion para la segunda derivada

_ B2 - -~
P22l B e =20 0 onn sy

y esta expresion se aproxima a la sequnda derivada en diferencias centrales de tres puntos(Bravo Yus-
te, 2006) cuando se desprecian los términos de orden h?:

Ji—2fo+ f
e~ ey (6.35)
Por tanto, el operador gradiente de una funciéon f puede ser aproximado con derivadas en dife-
rencias centrales, al igual que el operador divergencia y laplaciano. En particular para coordenadas
cartesianas, el operador gradiente se aproxima como

af(x,y)A 3f(x,y)ANf(x—i-h,y)—f(x—h,y)A f(:my—l—h)—f(xy h)
or oy U7 oy o 2h,

Viz,y) = » (6.36)
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y el operador laplaciano como

*f(x, Pf(z,y) .
e e (637
f(x—|—h,y)+f(:1:—h,y) —2f(x,y) + f(x,y—!—h)—|—f(x,y—h)—2f(x,y)
hy? h,? '

Si se tuviese que el tamano de los pasos en ambas dimensiones espaciales es igual, o bien que
hgy = hy = h, entonces

V2 f(z,y) ~ 2

Método de Euler

Sea una ecuacion diferencial ordinaria con forma

¢'(a) = g(a, ¢(a)),

tiene una solucion exacta ¢(a) y que posee una condicion inicial ¢(ag) = ¢g. Al resolver numé-
ricamente esta ecuacion, se estima una solucion b, ~ ¢(a) sobre un conjunto finito de puntos a;,
i =0,1,2,... Sea una cantidad constante de espacio h entre cada punto, entonces se denota al n-
ésimo punto del dominio a, = ag + nh y a la estimacion de la soluciéon en él como b, ~ ¢(a,).
Integrando la ecuacion diferencial, entre ag y a1,

/ " ¥ ()da = / " gla,6(a))da

se llega a l Za‘
San) = ola) + [ gla,ola)da. (6.39)

Aproximando el valor de la integral de g con la regla del rectdngulo, o bien

/%’1 g(a, ¢(a))da =~ g(a;, p(a;))(ait1 — ai),

i

la ecuacion de [6.38 se estima como

P(air1) = plas) + glai, p(a;))h + O(h?) (6.39)

Con esta relacion recursiva para estimar ¢(a) y partiendo desde la condicion inicial ¢(xg) = by, se
encuentra la soluciéon aproximada de la ecuaciéon b;:

¢(ai+1) ~ bi+1 = bz —+ g(ai, bl)h (640)

Este método iterativo para aproximar numéricamente la solucion exacta de una ecuacion dife-
rencial es conocido como el Método de Euler. Evidenciado por el error de aproximar la integracién
con la regla de cuadrado, este método tiene un error asociado en funcién de h2.

Con este método, por ejemplo, la solucién de la ecuacién de difusiéon en dos dimensiones rectan-
gulares
oU(z,y;1)
ot

se puede aproximar con un error de orden O(dz?) la relacién iterativa

= kV2U(z,y;t),

kdt
W[Ui(ﬂf +dz,y) + Ui(z — dz,y) + Ui(z,y + dz) + Us(z,y — dz)]. (6.41)
Esta aproximacion es estable para kdt/(dxz?) < 1/4 (Bravo Yuste, [2006) y ademés puede aplicarse de
la exacta forma a una ecuacion de reacciéon difusion bajo el mismo criterio de estabilidad (B. Higgins|
2013; |Bravo Yustel 2006)).

Ui+1(w7y) = Uz(‘ray) +
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Método de Runge-Kutta

La aproximacion empleada para resolver la ecuacion diferencial expresada en [6.39 es equivalente
a una expansion en series de Taylor de la funcion ¢(a; 11 = a; + h) alrededor de a; y truncada a
partir de h2. Es decir,

d(aipr = a; + h) = ¢(a;) + %la:aih + O(h?) = ¢(a;) + g(as, ¢(a;))h + O(R?). (6.42)

Por lo tanto, si la expansién en series se trunca en un orden mayor, podria generarse una expresion
mejor aproximada a ¢(a,+1). Por ejemplo, una serie de Taylor truncada en m

d
P(any1) = dlan) + h£|a:ai +

n*d*¢
2! da®

R d™ ¢
v+ ———ua, + O(R™ 6.43
la=a; + +m!dam\_l+( ) (6.43)

puede generar una expresion para aproximar a ¢(a,41) con un error de orden de m + 1. Este es
precisamente el principio de un Método de Runge-Kutta con orden m. «Siendo méas precisos, en el
método de Runge-Kutta de orden m se reproducen los m términos de la serie (truncada) de Taylor
de [la ecuacion mediante la formulay (Bravo Yustel 2006)

bnt1 = by + A1k + Aoka - + Ak, (6.44)
con
k1 = g(an,bn)h,
ko = g(an + arh, b, + Ba1k1)h,
ks = glan + azh, by + Bs1ky + Ba2ka)h,

km = g(an + amha by, + Bmlkl + ﬁm2k2 + -+ Bm(m—l)kmfl)h-

Estos coeficientes \, a, 3 se determinan de forma tal que ¢(an+1) — Yni1 = O(h™T1) para orden
m (Bravo Yustel |2006)). Para Runge-Kutta de orden 4, un subconjunto particular de coeficientes
resulta en

1
bpt1 = by + g(lﬁ + 2ko + 2ks + ka), (6.45)

kl :g(anabn)ha

h k1
Zob, + L
2’ + 2
h k
ks = g(an + §,bn + f)h7

ks = g(an + h,b, + kg)h

k2 :g(an + )h7

Finalmente, este resultado puede generalizarse a un sistema de ecuaciones parciales: las ecuaciones

6.25] y [6.26} o bien,

0B

o7 = #B.p) =nV'B—B+pA y
dp 2 2p 9 2 2p 5
9P (B, ) =V2p—LV2A— 2V, . VA+ VA VA— pA+B.
5 v(B,p)=V<p AV AVp v +A2V v pA+

Adoptando nuevamente la notacion de subindices para denotar la iteracion temporal, el método
nimero de Runge-Kutta de 4to orden para este sistema esta dado por

1
B,y1 =B, + 6(lﬁ + 2ko + 2ks + ky), (6.46)
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1
Pnt1 = pn + 6(11 + 20y + 213 + 1), (6.47)

donde se define
kl = /L(Bna Pn)dt,

L= V(Bn7 pn)dt7

ke = p(Bn + %mn + %)dt,
lo =v(By + %,pn + %)dt,
ks = p(Bn + %mn + %)dt,
Is=v(B,+ %,pn + %)dt,

ky = ,U'(Bn + k37 Pn + l3)dta
Iy = V(Bn + k3, pn + lg)dt.

La funcion de gradiente V se aproxima numéricamente con diferencias finitas (ecuacion , al
igual que el laplaciano V2 (ecuacion . La derivacién de Runge-Kutta para este sistema puede
entenderse como una ampliacion del método de Euler para dos ecuaciones de difusion-reacciéon al
tomar los componentes de la expansion en Taylor hasta orden 4.

En los anexos puede apreciarse el codigo en Python donde se implementa vectorizadamente el
método de Runge-Kutta de orden 4 para simular el comportamiento del sistema caracterizado por
el modelo continuo adimensional de crimen derivado en esta seccién. Adicionalmente, en los anexos
también se encuentra una ilustraciéon con simulaciones elaboradas por Short et al de este mismo
modelo por fines comparativos.

Simulacién de actividad criminal con distintos parametros

Las siguientes simulaciones empleadas para ilustrar el modelo continuo de difusiéon del crimen
corresponden a exactamente los mismos pardmetros empleados para las simulaciones del modelo
discreto: se realizaron en una rejilla de 100 x 100 nodos, discretizando el tiempo en intervalos discretos
dt = 1/100, con distancia entre nodos | = dz = dy = 1, w = 1/15 y campo estético de atraccion
de fondo A°=1/30, mientras que por cada Figura varfa «, § y 1 que igualmente corresponden por
inciso. Dado que el modelo continuo si tiene un comportamiento determinista y sin limitaciones
inherentes de diferencias finitas, en lugar de tener condiciones iniciales uniformes para B y p, se
tiene que B(0,x) = Bm(x) y p(0,x) = pm(x), donde m(x) es un factor aleatorio obtenido de una
distribucién normal con =1y o = 0.05, con el objetivo de darle pequenas variaciones al sistema
para que llegue a desarrollar patrones no triviales.

A pesar de estas variaciones impuestas en las condiciones iniciales, la evolucion determinista del
sistema provoca cambios graduales que son imperceptibles dentro de la escala de colores comprendida
entre 0 y 2B, razoén por la que se muestra el sistema al cabo de 300 dias y no a lo largo de una
progresion.
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Dia 300: B prom=0.16, Ladrones=984 B
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Figura 6.10: Corrida de modelo continuo (a).
Se muestra el campo dinamico de atracciéon B a los 300 dias de iniciar la simulacién con pardmetros

7 =0.2,y=0.019 y 6 = 0.56. Se muestra una distribucién completamente uniforme; B(z,t) = B.
Fuente: elaboraciéon propia

Dia 300: B prom=0.168, Ladrones=99 B
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Figura 6.11: Corrida de modelo continuo (b).
Se muestra el campo dindmico de atraccién B a los 300 dias de iniciar la simulacién con pardmetros
n=0.2,v=0.002y 6 =5.6. Se muestra una distribucién completamente uniforme; B(z,t) = B.
Fuente: elaboracion propia
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Dia 300: B prom=0.164, Ladrones=377 B
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Figura 6.12: Corrida de modelo continuo (a).
Se muestra el campo dinamico de atracciéon B a los 300 dias de iniciar la simulacién con
parametros n = 0.03, v = 0.019 y § = 0.56. Surgen inestabilidades con el mismo tamano,
intensidad y con simetria radial a lo largo del espacio.
Fuente: elaboracién propia

Dia 300: B prom=0.172, Ladrones=38 B
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Figura 6.13: Corrida de modelo continuo (d).

Se muestra el campo dindmico de atraccion B a los 300 dias de iniciar la simulacién con
parametros n = 0.2, v = 0.002 y # = 5.6. Surgen inestabilidades con el mismo tamano, intensidad y
con simetria radial a lo largo del espacio que coinciden con las mostradas en la Figura

Fuente: elaboracion propia

6.2.3. Analisis de modelo continuo

El resultado principal de la construccion de este modelo continuo de difusiéon de crimen es el
haber logrado plasmar el marco teérico y analitico de la dindmica de ladrones racionales en una urbe
mediante las ecuaciones dinamicas de B y p. La diferencia primordial entre este modelo y el discreto
desarrollado anteriormente es la esencia probabilistica en lugar de determinista en sus procesos.
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Como tal, este nivel de abstraccion permite salir del marco microscopico donde las ’decisiones’ se
dan a aleatoriamente a nivel de cada agente (ladrén) e idealizar la distribucion de potenciales agentes
y eventos.

Ecuacién de reaccion-difusion

La ecuacion de difusion ha sido discutida anteriormente en este trabajo; narra las fluctuaciones
que tiene la densidad o concentracion de agentes o un fluido v en un espacio. Al agregarle un término
adicional a esta ecuacion, i.e.,

oL~ DV + fw) (6.48)

esta se convierte en una ecuacion de reaccién-difusion. El nuevo término agrega un cambio presente,
no necesariamente difusivo en el espacio, a u. Ademas, este término de cambio puede no solo depender
de u y el espacio, si no puede depender de su derivada (Vu) o incluso de otras variables o sustancias
en el sistema (Kuttler} 2011).

Las ecuaciones de tipo reaccion-difusion dan un acercamiento al modelado de distintos fenémenos
en la fisica, principalmente aquellos donde cantidades locales en un espacio -particulas, densidades,
potenciales, etcétera- interacttian entre si. Por lo mismo, surgen cominmente en sistemas constitui-
dos de componentes microscopicos de mecanica estadistica o en redes complejas (Colizza, Pastor-
Satorras, y Vespignani, [2007). El que el modelo continuo de crimen haya resultado en un sistema de
ecuaciones acopladas de este tipo no es sorprendente dado que sus componentes principales son la
difusion espacial de criminales (particulas en movimiento aleatorio), la difusion espacial del campo
dinadmico de atraccion (fenéomeno de actividad repetida cercana o dindmica de un campo) y la inter-
accion entre campo y criminales (los criminales reaccionan al campo y el campo a los crimenes). La
ecuacion da a conocer que el campo de atraccion dindmico se difunde en el espacio, se disipa
con el tiempo y aumenta proporcionalmente a la actividad criminal, producto de el campo de atrac-
cién y densidad de ladrones. Por el otro lado, la ecuacion de densidad de criminales, ecuacion [6.24]
evidencia como los ladrones se generan a una tasa fija v y desaparecen con la actividad criminal. El
primer término de la ecuacién dindmica de p también muestra el movimiento difusivo de los ladrones
en el espacio y el movimiento advectivo de los ladrones hacia ubicaciones con mayor atracciéon a una
velocidad inversamente proporcional al valor de la atraccion local. Este comportamiento de parte de
los ladrones puede entenderse bajo la ley de rendimientos decrecientes, o que un ladrén no se sentiréa
motivado a sitios ligeramente més atractivos, si ya se encuentra en uno suficientemente atractivo

(Short et all, [2008)).

Sin embargo, las ecuaciones de difusidén-reaccién no son propias de la fisica - se aplican también
para el estudio matematico de multiples fenémenos a lo largo de diversas disciplinas como lo son
la ecologia, bioquimica o epidemiologia (Kuttler, 2011). Incluso, como su nombre lo dice, estas
ecuaciones se utilizan ampliamente en quimica para comprender la dindmica de materia sufriendo
reacciones quimicas.

En particular, una aplicacién de las ecuaciones de difusién-reacciéon son los modelos de dinamica
poblacional o ecosistémica. En principio, estos constan de miembros de una especie u difundiéndose
sobre una region habitable (V2u) y respondiendo a una funciéon de reacciéon que traduce mateméa-
tica su comportamiento o interacciones f(u) con su ecosistema. En esa via, funciones de reaccion
incluyen crecimiento logistico y el efecto «Alle» para la poblacion, funciéon de presas-depredadores,
competicién o relaciéon simbidtica entre especies, entre otras (Kuttler, |2011). Por ejemplo, los pa-
trones espaciales y dinamica poblacional de coyotes en Yellowstone (Moorcroft, Lewis, y Crabtree,
2006) puede ser igualmente reducido a dos ecuaciones de estado de difusion-reaccion; el movimiento
aleatorio de coyotes con sesgo a favor o en contra de olores de manadas y la dindmica de los olores
que dejan como rastro. La derivacién del modelo SIR para epidemias, empleado también para mo-
delar crimen (Sooknanan et al., 2013), parte de una logica analoga de la dindmica poblacional de un
sistema - agregandole efectos difusivos también se convierte en un sistema de accién-reaccion.
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La comparaciéon del modelo de crimen derivado con uno de estos sistemas ecologicos de difusion-
reaccion es adecuada dado que, a pesar de tomar su formalismo y planteamiento desde la geofisica
y termodinamica, se caracteriza a los ladrones como agentes individuales con determinado compor-
tamiento y teniendo determinadas interacciones con la urbe impregnada por el campo de atraccion.
De esta cuenta se evidencia el acercamiento alternativo de la matematica biolégica para el estudio
o revision del modelo de crimen construido originalmente por [Short et al.| (2008]) desde la fisica. Por
el contrario, también evidencian como el formalismo y herramientas analiticas de la fisica puedan
llegar a complementar fenémenos ecoldgicos o demogréficos - en particular aquellos cuya premisa es
la dindmica de agentes o componentes microscopicos y sus interacciones con el sistema.

Uno de los principales exponentes en el estudio de sistemas de ecuaciones de difusién-reaccion
y, en especifico, sistemas bidifusivos con reacciones acopladas es Allan Turing. En 1952, propone
un sistema de ecuaciones de dos substancias difusivas que interacttian entre si como mecanismo
para explicar la morfogénesis (o proceso con el cudl células, tejidos u organismos desarrollan su
forma) (Turing, 1952). Este sistema de ecuaciones precisamente es un sistema de difusién-reaccion
y, a pesar de no contar con suficiente evidencia en su momento, «se ha adaptado por investigadores
matematicos que han demostrado que una amplia variedad de patrones observados en organismos
pueden ser replicados por ecuaciones por el modelo de reaccion-difusion» (Kondol [2017). En el
modelo de Turing, las sustancias P y S inicialmente se encuentran homogéneamente distribuidas
en el espacio. Luego, P activa la producciéon de mas sustancia P asi como de S, mientras que S
inhibe la produccion de P. A partir de la dindmica especifica de este sistema activador-inhibidor, la
distribucion de las sustancias puede resultar en patrones espaciales de concentraciéon de las sustancias
como manchas, rayas o redes; se les denomina como patrones de Turing (Kondo) [2017). De especial
interés para este trabajo, Turing también determina que diferencias en las tasas de difusion de
las sustancias inhibidora y activadora resultan en la formacién de inestabilidades que dan lugar a
concentraciones espaciales de las sustancias que siguen una longitud de onda especifica o longitud
de onda de Turing (Zelnik y Tzukl 2017)). Estos patrones y concentraciones de las sustancias son
recordativo del fenémeno observado en las simulaciones del modelo continuo del crimen.

Short et al| (2008) incluso asimilan el modelo continuo del crimen al ampliamente trabajado
modelo Keller-Segel para quimiotaxis - o el movimiento de células o microorganismos dirigido por
sustancias quimicas. A pesar que los modelos no tienen exactamente el mismo comportamiento y
que por lo mismo se desconoce la existencia de una solucién global para el modelo del crimen, puede
utilizarse el mismo método para caracterizarlos: encontrar la solucién en el estado de equilibrio y
con anélisis de estabilidad lineal determinar las condiciones que llevan a distribuciones heterogéneas.

Solucion del sistema de ecuaciones

Al igual que el modelo discreto de difusion del crimen, en el modelo continuo interesan las
soluciones de equilibrio dindmico y se consideran condiciones de frontera periodicas. De esta manera,
se tiene que los ladrones y la incidencia del campo de atraccién se mantiene completamente dentro
del sistema y que su flujo total es nulo. Por lo tanto, al agregar la densidad de ladrones y el campo
de atraccion sobre todo el espacio, los términos de difusion son nulos. Retomando la notaciéon de
barra para promedios espaciales, entonces,

OB _ -
— = —wB +eDpA, (6.49)
ot
ap -
— = —pA+1. 6.50
5 = PAT (6.50)

La dinamica del sistema promediada espacialmente en un tiempo ¢ € [t,¢ + dt) estd compuesta
por tres procesos simultaneos:

1. generacion constante de ladrones dada por 7;
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2. los ladrones cometen una densidad promedio pA de robos, se retiran y provocan una activacion
promedio en el campo de atraccion de eDpA; y

3. el campo dindmico de atraccion se disipa proporcionalmente (wB).

El primer proceso implica una activacién constante para la densidad de ladrones en todo el espacio,
mientras que el segundo habla de una activaciéon del campo dindmico de atracciéon a partir de
ambas concentraciones y el tercero es una auto-inhibicién para la atraccion. El sistema es uno de
activacidon-inhibicién, que si bien no es el mismo desarrollado por Turing, es congruente con la idea
que manifieste inestabilidades al considerar la difusién de las variables de estado.

De esta dindmica de activacién-inhibicion, se reconoce la existencia de una solucién de equilibrio
tal que %—? = % = 0, significando que la disipacién (inhibiciéon) de B tiene la misma magnitud
que la incidencia promedio de los crimenes ocurridos, regulado a su vez por la tasa constante de
generacion de ladrones (activacion). Este valor de equilibrio para B es completamente analogo a la
condicién de equilibrio empleada en el modelo discreto y en término de los parametros del modelo

continuo es D
B=7 (6.51)
w

Al igual que en las simulaciones realizadas para el modelo discreto, si se toma el campo de atraccion
de fondo A° constante para todo el espacio, entonces A = A° + B. De esta cuenta, la densidad
promedio de ladrones para el estado de equilibrio se despeja de y resulta en

_w (_B
p_eD A0+ B/

O en términos de las variables de estado adimensionales, resulta en
B
P= a0+

Estas soluciones promediadas espacialmente presentan un hallazgo importante: sin importar los
valores locales de B o p o incluso el parametro 1, B y p se conservan. Incluso, esta conservacion de
B es el parteaguas para reducir al modelo continuo de siete parametros a su version adimensional de
tres pardmetros. Esta conservacion de las variables de estado también dan sentido a la creaciéon de
hotspots de crimen tanto en el modelo continuo como en el discreto; areas de alta atraccion criminal
deben balancearse con areas de baja atraccién para conservarse B, que es precisamente lo que se
observa en las figuras.

Analisis de estabilidad lineal

Habiéndose encontrado una soluciéon promedio para el estado estacionario del sistema, resta el
analisis de estabilidad lineal para terminar de caracterizar el surgimiento de areas de alta incidencia
criminal. Siguiendo el procedimiento de [Short et al.| (2008]), se propone como solucién exacta para
el sistema la soluciéon promediada espacialmente de las variables més una perturbacién con una fase
en el espacio y tiempo, de forma que la solucién exacta de las variables estado esta dada por:

A(x,t) = A4 §4e7 e (6.52)
p(x,t) = p+ §,e7 e (6.53)

Con k siendo un namero de onda igual para A y p dado que perturbaciones con nimeros distintos
decaen en el tiempo, siendo las dos variables de estado difusivas y retro alimentédndose entre si.
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Sustituyendo esta solucion en el sistema de ecuaciones adimensionales y se llega a las

ecuaciones 5 B
—nk|*—1+p A } [5;,} [5/;}
i _ =0 6.54
P-p -] 6] 7L, (654

Para que la perturbacién no decaiga en el tiempo, o bien para que existan inestabilidades en
el sistema, se debe cumplir que o < 0. Esto significa que la determinante de la matriz del lado
izquierdo debe ser mayor a 0. De este hecho se deriva una primera condicién para que el modelo
presente regiones de alta concentracién de crimen,

nk|* — 3p—nA-1)k*+A<0. (6.55)

A partir de esta desigualdad se define los numeros de onda posibles (|k|2) para las formaciones de
inestabilidades, y puede calcularse el nimero de onda méximo. Resolviendo la desigualdad cuadratica
para \k|2, se obtiene una segunda condicién para la existencia de inestabilidad y es que

3p—nA—1<2y/nA. (6.56)

La ecuacion puede desarrollarse en términos de A° y B y despejarse para 7. Al hacerlo, se
encuentra que se debe cumplir que

_ AO
B> (6.57)
Y 35+1— 125
n < % (6.58)

para que exista la inestabilidad lineal en el sistema, explicando los resultados de las simulaciones.
El Cuadro 6.1 ilustra los pardmetros de cada una en términos de las variables adimensionales con
las que se ha desarrollado el analisis de estabilidad linea, asi como el cumplimiento de condiciones
de inestabilidad.

Simulacion 7 A" B p B> A2 ng< M
a 0.2 0.5 2.394 0.827 Verdadero Falso

b 0.2 0.5 2.520 0.834 Verdadero Falso

C 0.03 0.5 2.394 0.827 Verdadero Verdadero

d 0.03 0.5 2.520 0.834 Verdadero Verdadero

Cuadro 6.1: Parametros y cumplimientos de condiciones para inestabilidad en términos de las
variables adimensionales de simulaciones de actividad criminal.

Un punto que relevante que ilustra el Cuadro 6.1 es que si bien cada simulacién se construyo
con parametros libres (v y 6) variables, las simulaciones a y b son practicamente idénticas entre si y
lo mismo pasa con las simulaciones ¢ y d. Esto explica porque las primeras dos muestran el mismo
valor uniforme de B en todo el espacio, mientras que las simulaciones ¢ y d muestran esencialmente
los mismos hotspots de crimen. A su vez, esta observacion valida la idea que las diferencias entre el
comportamiento de a y b y entre ¢ y b en el modelo discreto se debe primordialmente a las diferencias
finitas que le componen. Luego, a pesar que las cuatro simulaciones tienen valores muy cercanos de
Ay p, la diferencia primordial entre las ilustran hotspots y las que no es el parametro de difusién del
campo dindmico de atraccién n, dado que segin este se cumple una condicién para la inestabilidad
lineal del sistema.

La dependencia de las inestabilidades en el parametro 77 es congruente con el planteamiento de
Turing que las diferencias en la tasa de difusion de las llamadas sustancias dan lugares a estos patro-
nes de concentraciones desiguales. De ello se sabe que las inestabilidades surgen que la distribucién
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espacial de las inestabilidades esta relacionada con la longitud de onda de Turing, o A = 27/|K]|.
Luego, existe un nimero de onda k, con el maximo crecimiento de inestabilidad y la longitud de
onda de este nimero predomina es aproximadamente de la separacién promedio entre los hotspots;
A« = 27/|k.|. El namero de onda con méaximas inestabilidades puede demostrarse (Short et al.|
2008) que equivale a

k. |? = (1—A)/(1—n)—ﬁ(5—n)/(1—77)2+\/n(l +0)2p[(A(3 — 1) = 2)(1 =) +2p(3 — )] /n(1-n)*.

(6.59)
El campo dinamico de atraccion tiene un valor promedio dado por la ecuaciéon [6.51]y este que Figura
dentro de la ecuacion Esto explica porque a pesar de tener valores de pardmetros distintos,
las simulaciones del modelo continuo ¢ y d (figuras y tienen aproximadamente el mismo
tamano de inestabilidades y separacién promedio entre ellas.

Para seguir caracterizando este modelo de difusion de crimen y entender mas a profundidad la
condicién de inestabilidad dada por Short et al estudian el caso A° = 0 donde se simplifica a

Bny<4-2V3. (6.60)
Retomando las variables con dimensionales y usando la definicién de B, equivale a

Dy 49y, (6.61)
w w
La fraccion enD /w representa el area de incidencia de cada robo - el 4rea alrededor de un suceso que
tiene un aumento perceptible en B antes que decaiga en el tiempo. La fraccion v/w da la cantidad
de eventos promedio que suceden por unidad de area en un periodo 1/w en el estado de equilibrio;
el inverso de esta fraccion es el drea promedio por evento en estado de equilibrio. Sea I la variable
de incidencia de cada robo y S el area promedio por evento en estado de equilibrio, entonces la
desigualdad se expresa simplificadamente como
By=P7 L 4 93~ 0.53588.. (6.62)
w w S
De esta desigualdad se percibe entonces que las inestabilidades en el sistema en estado de equilibrio
o los hotspots de crimen ocurren cuando el area de incidencia de cada robo es aproximadamente la
mitad que el area promedio por cada suceso. En otras palabras, «regiones aisladas de alta concen-
tracion de B existen solo si estas regiones estan suficientemente alejadas como para no interactuar
entre si» (Short et al., 2008); suceden cuando la victimizacion repetida se difunde localmente pero
no tanto como para vincularse con crimenes lejanos. Este resultado se ilustra en la Figura y es
congruente con las simulaciones del modelo.

La razon por la que estas inestabilidades de la concentraciéon del crimen con una longitud de onda
constante no se aprecian en datos reales probablemente se debe a heterogeneidades en la distribucién
de la atracciéon de fondo A° que en este analisis se supuso como constante o nula. En realidad, la
atraccion de fondo probablemente tenga diferencias significativas dentro de un area urbana segun la
topografia, medidas de seguridad y factores sociales. Si estas diferencias son suficientemente grandes,
la incidencia de fondo A° puede sobreponerse a la atracciéon dinadmica B derivada de victimizacién
repetida (la condicion y la distribucion de crimen tender a la atraccion de fondo.

En la ciudad de Guatemala, por ejemplo, desigualdades en riqueza, geografia variable y fuerzas
de seguridad dinamicas dentro de cada zona podrian ser factores de porqué no se perciben concen-
traciones equi-espaciadas de crimen.

A manera de cierre del capitulo, con este desarrollo no solo se construye un modelo para estudiar
la potencial distribucion del crimen del robo residencial urbano sino que ademas se lleva este modelo a
términos analiticos que logran estudiarse para comprender los patrones de conducta que se observan
en las simulaciones del modelo. Se encuentra que , segiin este modelo, la concentracién del crimen
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Figura 6.14: Ilustracion de diferentes condiciones en el modelo continuo de difusién de crimen que
llevan a un estado de equilibrio uniforme (D) o con hotspots de crimen (E).

Los crimenes estén representados por puntos negros, el drea de incidencia I esté delimitada por la
linea negra punteada y el area promedio por cada crimen S esta delimitada por las lineas grises.
En el escenario (A), el area de incidencia de cada crimen es demasiado pequena como para existir

victimizacion repetida y en el escenario (B) el 4rea de incidencia de cada crimen es tan grande que

se superpone con crimenes lejanos, por lo que ambos resultan en un campo de atracciéon uniforme.
El escenario C tiene areas de incidencia tal que se siiper ponen con las de otros crimenes locales

pero no con crimenes lejanos, ocasionando concentracién de crimen en regiones.
Fuente: [Short, Brantingham, et al.| (2010)

en regiones o hotspots surge cuando el fenémeno de victimizacion repetida derivada de un solo
crimen tiene suficiente incidencia dentro de un sub espacio local como para atraer a ladrones a
seguir operando en ese mismo sub espacio, pero no tanta incidencia como para que salga de este
sub espacio y atraer a ladrones fuera de él. De esta forma, se desarrollan hipotesis que al explorarse
podrian brindar mayor entendimiento del fenémeno del crimen en cuestién. A partir del modelo
construido partiendo desde la intuiciéon de la fisica, se abren posibilidades para seguir estudiando y
abordando este fenémeno de interés social.

En articulos posteriores, Short, Brantingham, et al(2010);/Short, Bertozzi, y Brantingham| (2010)
contintan estudiando el sistema de ecuaciones del modelo continuo de difusiéon del crimen. Al hacer
analisis de estabilidad no lineal débil, se encuentra que las inestabilidades pueden ocurrir no solo
debido a las restricciones espaciales del area de incidencia de los crimenes sino por concentraciones
atipicas dentro del estado de equilibrio que superen a la estabilidad lineal (Short, Bertozzi, y Bran-|
. Por otro lado, al afiadir elementos de supresion de actividad criminal (reducciones
de B cuando este llegue a cierto indice), se determina que las regiones de concentracion de crimen
pueden desaparecer completamente, trasladarse o resurgir segtin la duracién de la intervencion y el
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patron que dio lugar al hotspot en primer lugar (Short, Brantingham, et al.,|2010). Se espera entonces
que con subsiguientes estudios de este modelo y su subsiguiente validaciéon con datos reales puedan
explorarse ain mas hipotesis que permitan entender mejor la distribucién de eventos criminales.
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CAPITULO [

Posibles conexiones con modelo fisico de Ising

7.1. Modelo de Ising

El modelo de difusién de crimen desarrollado en el capitulo anterior parte de asociar ladrones
como particulas brownianas en un campo dindmico de atracciéon que les sesga. Finalmente, este se
llega a expresar como un sistema de difusion-reaccion, destacando cémo la probabilidad de ocurrencia
hurtos en cada sitio esté vinculada a la historia de los sitios aledanos y destacando que el riesgo de
crimen puede concentrarse en regiones segin las condiciones en el sistema. Dichas propiedades del
modelo construido pueden asociarse con las de otros fenémenos fisicos, abriendo la posibilidad de
desarrollar modelos alternativos del crimen baséndose en otros modelos de la fisica. A continuaciéon
se discutira sobre el Modelo de Ising como posible acercamiento a modelos alternativos para abordar
al crimen.

Es importante resaltar que esta discusion queda a manera de recomendacién para futuros estudios
y exploracion. Adicionalmente, si bien los modelos fisicos guian la intuicién y formulacion de marcos
para estudios sociales como el crimen, los supuestos e hipotesis necesarias para estos marcos deben
tener una validacién desde sus propias disciplinas.

7.1.1. Marco tedrico

En la mecanica clasica, un objeto rigido puede tener un momento orbital angular asociado al
movimiento de su centro de masa (L = r x p), asi como un momento angular asociado a la rotacion
alrededor de su centro de masa. El segundo momento realmente responde al momento orbital angular
que tiene cada unidad de masa del objeto alrededor de su centro pero suele expresarse en términos
del momento de inercia del objeto rigido y su velocidad angular (S = Iw). Al traducirse a la
mecéanica cuéntica, una particula como un electrén conserva un momento orbital angular pero al
ser una estructura puntual que no puede descomponerse en partes, no tiene un momento asociado
a su rotacion. En su lugar, las particulas poseen una magnitud intrinseca similar a esa inexistente
rotacion que se denomina como espin (Griffiths, |2013)). Una caracteristica del espin es que estos solo
pueden tomar valores discretos, contrario a lo que se esperaria de su contraparte clasica. Particulas
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distintas tienen distintas magnitudes y orientaciones posibles de espin; los electrones tienen espin
1/2,a s = h/2 -0, donde 0 = 1,—1.. Esto fue demostrado por el experimento de Stern-Gerlack,
donde un haz de electrones sujeto a un campo magnético uniforme perpendicular es desviado a favor
o en contra de este campo gracias a que el espin de los electrones actiia como un dipolo magnético.

En algunos metales, los espines en los electrones de atomos de una regién se polarizan en una
misma direcciéon debido a la interaccion de cada espin con los que le rodean, dando lugar a campos
magnéticos macroscopicos. Sin embargo, con forme la temperatura aumenta, los espines tienden
a dejar de polarizarse y con ello se disminuye el tamano de los campos magnéticos macroscdpicos
hasta llegar a una temperatura critica donde la orientacion de los espines es completamente aleatoria
y el campo magnético neto es nulo. Las substancias que muestran este comportamiento son las
ferromagnéticas.

El modelo de Ising «es un intento crudo de simular la estructura fisica de [los dominios de| las
substancias ferromagnéticasy (Huang) 1987). Tiene la particularidad de evidenciar transiciones de
fases fisicas en el sistema y de ser ampliamente trabajado por la mecénica estadistica. Este modelo
consiste en una rejilla de n dimensiones, con N nodos, donde cada nodo de la rejilla corresponde
a un electron. La tnica variable de interés de este modelo es el espin en una dimensién de cada
electron (tipicamente el espin en 2, tal que el electron ¢ = 1,..., N tiene un espin «up» (o; = 1)
o un espin «down» (o; = —1). Luego, el espin de cada electréon tiene una incidencia sobre los
demas, aproximadamente la energia del sistema disminuye si la orientacién de dos vecinos inmediatos
coincide o incrementa si son diferentes. Ademas, el modelo también admite un campo magnético
externo paralelo a los espines que sesgue sus orientaciones. De esta forma, el hamiltoneano H({c})
del sistema es

N
H({o)} =- Z Jojo; — hZai. (7.1)

<iyj> i
Aqui, (i, j) se refiere a todos los vecinos inmediatos j que tiene un nodo i. En el caso de tratarse de una
rejilla bidimensional rectangular, cada nodo tiene cuatro vecinos (o al menos asi para condiciones de
frontera ciclicas). Luego, J es una constante para la energia de interaccion entre cada par de espines
vecinos - si esta es mayor a 0 es una substancia ferromagnética, si es menor es antiferromagnética
y si es igual a 0 entonces los espines no interactiian entre si. La constante de interacciéon podria ser
distinta entre cada par de vecinos J = J;; pero por simplicidad suele suponerse un sistema isotrépico.

Por otro lado, h es la magnitud del campo magnético externo incidiendo sobre los espines.

La probabilidad P(E({c;})) de encontrar al sistema en un estado de energia por una configuracion
de espines (01,...0j,...0n estd dada por la distribuciéon de Boltzmann (Tong), 2012)). Con ello,

resulta que
e—BH(0i)  o—=BE({o:i})

P(B({o) = = (72)

B es el inverso de la constante de Boltzmann y la temperatura del sistema (8 = 1/kpT), mientras
que Zg es la funcién de particién que normaliza las probabilidades de cada estado de energfa:

Zg =Y e PPUsD), (7.3)

Con esta informacion se logran determinar otros parametros relevantes del sistema como lo son
la magnetizacion promedio, susceptibilidad magnética o calor especifico (Tong, |2012)), teniendo la

ecuacion de observables
(f)y=>_ rP{ai}). (7.4)
{0}

El modelo de Ising puede ser simulado por medio del algoritmo Monte Carlo de Metropolis-

Hastings. Este algoritmo, desarrollado en capitulos anteriores (4.7)), permite simular sistemas con
micro estados solo sabiendo la densidad de probabilidad teérica que posee cada posible configuracion.
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Sea una configuracion del sistema denotada por a y otra configuracion igual pero con la variacion
de un solo espin denotada con b, es decir a denota una configuraciéon {o1,...,0;,...,0n5} y b una
segunda configuracion {o1,...,—0j,...,0on}. La probabilidad P(a|b) de pasar de la configuracion a
a la configuracion b esta dada por la probabilidad de elegir el espin a 'voltear’ (o) multiplicado por la
probabilidad que el cambio de orientacion sea aceptado. Si la probabilidad de tomar un cierto espin
de la rejilla es aleatoria, esta es una constante uniforme con valor 1/N. Sea W (a|b) la probabilidad
o criterio de aceptacion del cambio de a a b, entonces

P(a —b) %W(C”b) %e_ﬁEb W(alb) o—B(Ev—Ea)

P(bla) — LW (bla) Le FE.  W(bla) (7.5)

De ello, se obtiene el criterio de aceptacion

e AEv=Fa) i By > B,

1 de lo contrario.

W (alb) = {

Por tanto, aplicado al modelo de Ising, el algoritmo de Metropolis-Hastings consiste en:

1. Generar una rejilla con N nodos, cada uno con un espin asignado aleatoriamente.

2. Tomar aleatoriamete uno de los N nodos y calcular el cambio en energia del sistema si se
cambiase la orientacién a su espin.

3. Generar un namero aleatorio r € U|0, 1).
4. Sir > A(a — b), efectuar el cambio en la orientacion del espin.

5. Repetir los pasos 2 a 4 una determinada cantidad de veces que permita llevar al sistema a un
estado que tienda al equilibrio.

6. Registrar los observables del sistema (energia del sistema, magnetizacion promedio, suscepti-
bilidad magnética o calor especifico).

7. Repetir los pasos 1 a 6 de forma que se lleven rejillas al estado de equilibrio y se registren sus
observables una determinada cantidad de iteraciones.

8. Promediar las mediciones que se realizaron en cada iteracion para tener medidas finales del
algoritmo.

A continuacion, se discuten posibles vinculos que el modelo de Ising puede tener para el estudio
del crimen, donde también se incluyen algunas simulaciones ilustrativas. Estas fueron realizadas en
una rejilla rectangular con N== 60 x 60 nodos, condiciones de fronteras periodicas y tomandose
ky = 1 por facilidad. El cédigo de Python empleado para generarlas se encuentra en los anexos.

7.1.2. Vinculo con estudio del crimen

El modelo de Ising emula la naturaleza cuantica del espin de un electron; cada microestado
toma uno de dos posibles valores. Al traducir el formalismo de este modelo al contexto de crimen,
este podria simular un sistema cuyos componentes microscopicos estan en una dicotomia como alta
propension a delinquir y baja propension a delinquir o ubicacion insegura y ubicacion sequra, donde
el estado de cada componente influye el de sus vecinos. El ejemplo de delincuencia-asistencia del
modelo de comportamiento colectivo de |Bahr y Passerini| (1998b}, [1998a) sigue precisamente esta
logica: cada componente es una persona con una de dos conductas y sus 'vecinos’ son aquellas
personas en las que ejerce influencia. Si bien el modelo de Ising tiene un hamiltoniano distinto y
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suele usarse bajo geometrias uniformes que relacionen sencillamente a los nodos vecinos (J uniforme
en lugar de una J;; heterogénea), igualmente podria aplicarse para determinar la propagacion de
comportamiento criminal dentro de redes sociales y emplear una constante de acoplamiento variable.
Una diferencia significativa es que el tiempo no esta definido directamente en el modelo tradicional
de Ising, por lo que una alternativa paliativa es tomar la cantidad de iteraciones (propuestas de
cambio de orientacion de espin) dividido el total de nodos en la rejilla como medida de progresion
del sistema.

Otra forma de relacionar el modelo de Ising, el modelo de Bahr y Passerini y el crimen es el estudio
de actividad criminal a escalas de lugares poblados como lo que Figura en el estudio de analisis de
datos espacial del crimen de |Villareal y Flores (2015)). Podria explorarse el trabajar cada lugar
poblado como un nodo en una rejilla cuyo estado discreto de actividad criminal tiende a acoplarse
al de los lugares vecinos. La medicién de ciertos observables como la magnetizaciéon promedio o la
susceptibilidad magnética incluso podrian usarse para caracterizar la actividad macroscopica, similar
a los indicadores locales de asociacion espacial que usan|J. Cohen y Tital (1999) o el Indicador Global
Moran’s I que emplean Villareal y Flores.

Dibujando una analogia con el modelo de difusion del crimen (hurto residencial) trabajado en el
capitulo anterior, cada nodo en la rejilla podria simular una vivienda o cuadra y su «orientaciéon» a
su vez podria significar si es atractiva o no para criminales racionales. La influencia entre ubicaciones
vecinas se explicaria, entonces, como una difusiéon del campo de atraccion y estaria regulada por la
constante de acoplamiento J. Esta influencia puede ser el resultado de la incidencia de actividad
criminal anterior (sin decaimiento), signos de desorden social como la ventana rota o especializacion
de agentes criminales en zonas. Adicionalmente, en esta analogia la no atraccidn criminal también
se difunde en el espacio y esta difusiéon podria interpretarse como factores disuasivos del crimen;
por ejemplo medidas de seguridad contagiosas (practicas de los hogares u obstaculos a criminales)
o guardianes. Tal como la Figura [7.1] evidencia, simulaciones del modelo de Ising pueden resultar en
regiones polarizadas, ya sea seguras o inseguras, asi como en un régimen practicamente aleatorio con
exceso (magnetizacion) nulo. El modelo de difusion de crimen visto anteriormente y este modelo de
Ising responden a la simulacién de fenémenos fisicos distintos con caracteristicas bastante diversas,
pero comparten la regionalizaciéon de microestados bajo ciertos parametros o una distribucién casi
uniforme o aleatoria bajo otros. Esta similitud alude a la posibilidad de utilizar Ising para el crimen.

A diferencia del modelo de difusion del crimen, el de Ising contempla explicitamente a la tem-
peratura como pardmetro del sistema. Esta brinda un nivel de desorden bajo el cual los cambios
en el sistema no son solo reflejo de la optimizacion energética si no que responden a un grado de
arbitrariedad. Serviria un fin analogo al de la «Temperatura Social» que introducen Bahr y Passerini
a su modelo de comportamiento colectivo, pero ahora en el marco de atracciéon de crimen. En el caso
de la Figura donde la constante de acoplamiento J es uniforme y el campo magnético es nulo,
la diferencia en el régimen de comportamiento de cada progresiéon se debe exclusivamente a esta
temperatura. Dada la premisa de las orientaciones de cada nodo significado la atracciéon local para
criminales, esta temperatura podria significar una percepcion variable arbitraria o incluso irracional
desde los criminales o recurrentes cambios inesperados en cada ubicacién.

Se sabe, incluso, que hay una temperatura critica tal que a partir de ella la distribucién de mi-
croestados en el sistema es efectivamente aleatoria. Esta temperatura marca una transicion de fase,
y el modelo de Ising en dos dimensiones con una geometria rectangular tiene la particularidad de
ser el tnico «ejemplo no trivial de transicion de fase que puede ser trabajado con rigor matematico»
(Huang, [1987)). Adicionalmente, el modelo de Ising «unifica el estudio de transiciones de fase en
sistemas tan diversos como substancias ferromagnéticas, gases-liquidos, mezclas liquidas, aleaciones
binaras, etcéteray (Pathrial [1996). De esta cuenta, entonces, el modelo de Ising también abre la
posibilidad de estudiar al crimen desde un punto de vista de transiciones de fase: dadas unas carac-
teristicas y pardmetros en un sistema, ;qué condiciones deben cumplirse para que muestre uno u
otro régimen de comportamiento asociado al crimen?
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T=1, Ite/N: O T=1, Ite/N: 5 T=1, Ite/N: 50 T=1, Ite/N: 500

T=2.5, Ite/N: 0 T=2.5, Ite/N: 5 T=2.5, Ite/N: 50 T=2.5, Ite/N: 500

T=5, Ite/N: 0 T=5, Ite/N: 5 T=5, Ite/N: 50 T=5, Ite/N: 500

Figura 7.1: Simulacién del modelo de Ising en dos dimensiones con el algoritmo de Metrépolis
Hastings. Cada fila muestra la progresién de una misma cadena con pardmetros J =1y H =0
pero con temperaturas distintas. La primera fila tiene una temperatura 7' = 1, la segunda 7' = 2.5
y la tercera T = 5.

Fuente: elaboracion propia

Un ejemplo del estudio del crimen desde transiciones de fase corresponde a Matjaz et al (2013)
(Perc, Donnay, y Helbing, |2013). En este, se modela una sociedad como una rejilla cuyos nodos son
los agentes, tal como se ha discutido anteriormente. Cada actor puede adoptar racionalmente una
de tres conductas: cometer crimenes, ser inspector y vigilar que no ocurran o solo ser espectador.
Cada una de estas conductas tiene asociada una funcién de recompensa que considera pardmetros
generales y el estado de los actores vecinos. Por ejemplo, el ser ladrén es apremiado por cada vecino
espectador o ladrén pero es penado por cada inspector vecino, mientras que cada inspector tiene un
costo intrinseco pero es apremiado por cada ladron vecino. La evoluciéon del sistema, entonces, gira
en torno a la optimizacién de la recompensa de los actores. Finalmente, el sistema cae en una de
tres fases o regimenes de comportamiento segiin los parametros del sistema, ilustrando la dindmica
compleja entre conductas de justicia social y conductas abiertamente criminales. Este mismo ejercicio
de dar sentido real a las fases de un sistema podria replicarse para un modelo del crimen basado en
el formalismo de Ising.

La Figura muestra la progresion de la cadena con acoplamiento uniforme y temperaturas
variables, pero un campo magnético externo podria sesgar el acoplamiento hacia una direccién
preferencial hacia una direcciéon preferencial u otra. Aplicado al crimen, podria explorarse un «campo
magnético» que varie localmente y que influencia la orientacion de los nodos de diferentes maneras.
La Figura[7.2]ilustra un campo magnético hipotético con variaciones locales y los resultados de correr
una misma cadena sujeta a este campo magnético a tres temperaturas distintas, correspondientes a
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Campo magnetlco "local”
T=1, Ite/N: 500 T=2.5, Ite/N: 500 T=5, Ite/N: 500

Figura 7.2: Simulacion del modelo de Ising en dos dimensiones con el algoritmo de Metropolis
Hastings con un campo magnético con variaciones locales. Se corre el modelo a una misma cadena
bidimensional de espines a tres temperaturas distintas con una constante de acoplamiento J = 1 al
igual que en pero esta vez también estan sujetas a un campo magnético con variaciones locales.
Este campo magnético toma valores de H = 45 y su distribucién se muestra en la Figura de hasta
la izquierda, mientras que las otras tres graficas muestran el resultado de correr el modelo luego de

un promedio de 500 iteraciones por cada nodo a las tres temperaturas distintas.
Fuente: [Short, Brantingham, et al.| (2010])

Cadena Inicial Ite/N: 5 ItefN Ite/N: 500

Figura 7.3: Promedio de simulaciones del modelo de Ising en dos dimenisones. Partiendo de una
misma cadena inicial, se corri6 10 veces el algoritmo de Metropolis Hastings bajo los mismos
parametros: J =1, H = 0,7 = 2.5. Luego, se promediaron los valores que tuvieron las 10 corridas
en tres etapas de su progresion y estos promedios se muestra en la figura.

Fuente: [Short, Brantingham, et al.| (2010)

las de la Figura[7.I] Este campo magnético con variaciones locales no tiene sentido fisico en términos
del modelo de Ising para substancias ferromagnéticas a escalas cuénticas, pero podria adoptarse
como un campo de atraccion local de fondo para actividad criminal - justo como se adapto el campo
de atraccion en el modelo de difusion a partir de un potencial externo que sesgaba las caminatas
aleatorias. Continuando con esta logica, el campo magnético local podria tener no solo orientaciéon
sino magnitud variable a lo largo del espacio, y este campo magnético podria ser dindmico en el
tiempo y responder a cambios en la configuraciéon de microestados. De esta forma, podria explorarse
el estudio de actividad criminal con agentes microscépicos con estados discretos, acoplados entre si
e influenciados por un campo dindamico de atraccion anélogo al trabajado por Short et al. El campo
magnético no es el tnico elemento del modelo de Ising que valdria la pena explorar para este fin; la
existencia de un campo dindmico de atracciéon podria basarse alternativamente en el acoplamiento
J;j entre cada par de estados, o incluso el campo podria estar vinculado a ambos aspectos con uno
de los dos elementos brindando un componente estéitico y el otro uno dinamico, por ejemplo.

Por otro lado, el marco formal del modelo de Ising y su simulacién mediante el algoritmo de
Metropolis-Hastings podria llegar a emplearse para predicciones de la distribuciéon de actividad
criminal a partir de condiciones iniciales. Una propuesta, entre otras, es el tomar una cadena inicial
de espines y correr el algoritmo sobre ella repetidas veces, registrar la cadena resultante en cada
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instancia y promediar las cadenas resultantes para tener una distribucion final. Esta propuesta se
ejemplifica por medio de la Figura

Un desafio persistente, sin embargo, de la adaptaciéon del modelo de Ising a fenémenos del cri-
men es la inclusién de una variable temporal. Si se llegase a superar este obstaculo, su viabilidad
aumentaria considerablemente.

7.1.3. Modelos de Ising cinéticos y ecuaciéon de Ginzburg-Landau

En 1963, Roy Glauber efectivamente «desarrolla una forma del modelo de Ising cuyo com-
portamiento puede seguirse exactamente, en términos estadisticos, como una funcion del tiempo»
(Glauberl [1963), siendo el primero en elaborar un modelo de Ising cinético. Este modelo propone
trabajar las NV particulas fijas con posibles valores £1 del modelo de Ising tradicional como funciones
estocasticas temporales o;(t) (i=1,2,3...N). La construccion de este modelo parte del supuesto que
cada particula pasa de un estado a otro por influencia de la temperatura del sistema y los estados
de particulas vecinas, dando lugar a correlaciones estadisticas entre vecindades.

Sin entrar a detalles de su desarrollo, Glauber primero genera una expresiéon para determinar
el estado de una sola particula con posibles orientaciones +1 de espin en un reservorio de calor,
donde el cambio de espin sucede aleatoriamente pero con una tasa conocida. Habiendo identificado
la probabilidad que el espin se encuentre en una orientaciéon a partir de su estado inicial, después hace
el mismo ejercicio para una cadena unidimensional de espines, acoplando la probabilidad de cambio
de cada espin al estado presente del de sus vecinos junto a la temperatura. De esta forma, si se define
el acoplamiento entre espines como se hace en modelos ferromagnéticos (o anti ferromagnéticos), se
aterriza en el modelo de Ising, con lo cual se espera una probabilidad de configuracion al llegar al
equilibrio dada por la distribucion de Boltzmann. Recuperando estos distintos elementos, Glauber
llega a una expresion que describe la probabilidad en el tiempo que una particula de una cadena (o
anillo al considerar condiciones ciclicas) se encuentre en una u otra orientacion, dada una temperatura
y condiciones iniciales. Por ultimo, este descubrimiento permite la construcciéon de una ecuaciéon
«maestra» markoviana con la que se obtiene la evolucién temporal de la probabilidad de ocurrencia
de cada posible configuraciéon del sistema:

W(O’l,...,O'j,...,0'N|0'1,...7—0'j,...,O'N)P({O'Z'},t)

WE

d
FCUUREDY

<.
Il

(7.6)

+ W(o1,...,—0j,...,on|o1,...,04,...,on)P({o;'},t)

-

Il
-

J

La primera sumatoria significa la pérdida de probabilidad de aterrizar en la configuracion {c;}
debido a que si ya se esta en esa configuracion, el cambio de cualquier espin puede cambiarla a otra
configuracion{o}}, mientras que la segunda sumatoria es la probabilidad que ocurra lo inverso y
que de cualquier otra configuracion con un espin distinto se llegue a {0;}. Con esto, W ({o;}|{c:'})
realmente es una matriz de transicién markoviana, y su forma debe ser tal que en el equilibrio la
distribucion de probabilidad de configuraciones cumpla con la distribucién de Boltzmann (ecuacion
y la geometria del sistema.

La propuesta ilustrada en la Figura [7.3] de correr una simulacién varias veces y obtener la dis-
tribucién media es una aproximacién con Monte Carlo de las probabilidades que podrian calcularse
analiticamente mediante un modelo de Ising Cinético, con la excepciéon que este incluye formalmente
al tiempo. Especificamente, este modelo de Ising cinético seria precisamente una generalizacion del
modelo presentado inicialmente por Glauber a dos dimensiones. Por tanto, los modelos de Ising ci-
néticos son potenciales herramientas para analizar la distribucién del nivel de crimen en un sistema
al establecer y validar analogias entre las ciencias fisicas y criminalistas.
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Desde Glauber, modelos de Ising cinéticos han sido continuamente estudiados dada su simpli-
cidad y capacidad de resolucién analitica, especialmente por el interés en las transiciones de fase.
Incursiones se han hecho, por ejemplo, para el estudio de la dindmica fuera del estado de equilibrio
(Menyhard y Odor, [2000) o en cadenas de espines con distintos grados de aleatoriedad (Huber, |1981}
Malmi-Kakkada, Valls, y Dasguptal [2014]). Al igual que en el caso del modelo de Ising tradicional, el
desarrollo del modelo de Ising cinético abre la puerta para el estudio de diversos fenémenos fisicos en
mecéanica estadistica y materia condensada (d'Auriac y Rammall [1988). Més all4, sin embargo, estos
modelos tienen aplicaciones diversas en campos como la geologia (Rossl [1991)), dindmica de polime-
ros (Skinner, 1983) o sistemas financieros (Campajola, Gangi, Lillo, y Tantari, 2020)), asegurando
que existen conceptos o herramientas que puedan aplicarse igualmente al estudio del crimen.

Ecuacion de Ginzburg-Landau dependiente en el tiempo

Los modelos de Ising cinéticos tienen una alta relevancia en el estudio de los procesos dindmi-
cos que ocurren cerca de y durante las transiciones de fase (Puri, |2011). Persiguiendo este interés,
es posible llegar a un punto de encuentro con la teoria de Ginzburg-Landau. Esta teoria original-
mente fue desarrollada como un modelo fenomenologico de la teoria de campos para entender las
caracteristicas de materiales superconductores -materiales similares a los ferromagnéticos pero en
lugar de aumentar su susceptibilidad magnética gradualmente conforme la temperatura tiende a
0, la resistencia eléctrica en estos desaparece abruptamente bajo una temperatura critica (Eltsov,
2017). En esta seccion se explora este punto en comin entre modelos de Ising cinéticos y la teoria de
Ginzburg-Landau, siguiendo el trabajo de (Puri, 2011)), como un posible acercamiento alternativo
para modelos del crimen.

Este punto de encuentro consta de la dinamica de un sistema ferromagnético con h = 0 que se
encuentra inicialmente en 7" > T, para tiempos ¢t < 0, pero que en ¢t = 0 la temperatura cambia
rapidamente a T < T,. De esta forma, el sistema evoluciona rapidamente de un estado desordenado
(con caracteristicas paramagnéticas) a uno donde los componentes se ordenan por regiones separadas
de espines arriba o abajo, atravesando una transiciéon de fase. La magnetizacién en este fenémeno
es un parametro que describe al estado del sistema y el proceso dindmico puede desarrollare en
términos de él.

El modelado de este sistema parte del trabajo desarrollado por Glauber. Al estudiar las transi-
ciones de fase en las ecuaciones cinéticas de Ising, Suzuki y Kubo (Suzuki y Kubo, [1968) trabajan
la matriz de probabilidades de transicién y llegan a que

WSS = 2 [1- S, tanh 55750, 457 | | (77)

2
L;

Aqui, la matriz de transicion se denota como W ({S;}|{Si'}), con {S;} siendo una determinada
configuracion de espines y {S}} siendo cualquier otra configuracion que difiera de {S;} solo por un
espin. Luego, L; son los vecinos del espin j y 1/X es una escala temporal de procesos en el sistema
fuera del equilibrio (también se cambia la notacion a Sy = gak). La magnetizacion promedio del
sistema estéd dado por
(S) =D SkP({Si}, 1), (78)
{S:}

con lo que al combinarse con la ecuacién maestra se obtiene una relaciéon para la evolucién dinamica
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de la magnetizacién promedio:

d el
—(Sk) = _2;{51}5@ 1 — S; tanh 5J;5LJ +Bh | | P({Si},t)

N
+ Z Sk |1 —S;tanh ﬁJZSLj +Bh || P{Si'},1)

J=1{s:} L;

o al despejarse y tomando h = 0,

)\_1%<Sk> = —(Sk) + <tanh <5JZSL,C> > . (7.10)

Ly

La ecuacion[7.10] puede resolverse analiticamente en una dimension- su solucion se encuentra entre
el trabajo que hizo Glauber (Glauber,|1963)). Sin embargo, para dos dimensiones en adelante no puede
calcularse una solucién exacta, debiéndose entonces recurrir a una aproximacién numérica. Esta
aproximaciéon numérica forma parte la soluciéon de campo medio para el modelo de Ising (Puri, [2011)).
Para hacer esta aproximacion, primero se obvia la correlacién entre espines vecinos, permitiendo
llegar a

)\_1%<5k> = —(Sk) + tanh (ﬁJ Z(SL,)) . (7.11)
Ly

4

Cuando el sistema llega al estado de equilibrio, =

(Sk) =0, de forma que

(Sk)“? = tanh (,BJZ <SLk>eq> . (7.12)

Ly

La segunda parte de la aproximacion de campo medio sucede al expandir a funcion tanh en series y
tomar solo los primeros términos:

(6J ZLk <SLk>eq)3 + 2 (BJ ZLk <SLk>eq)5 +

1
3 15 (7.13)

(Sk)" =PIy (S1)" —
Ly

Se sabe que un sistema llega a equilibrio termodindmico al minimizar la Energia Libre de Gibbs
G. Habiendo encontrado la forma de la magnetizacion media del sistema (S}, ahora se procede a
definir la energia libre de Gibbs para luego deducir una ecuacion dinamica del sistema en términos de

ella como un parametro de orden. Sea la magnetizacion espacialmente uniforme (Si) = ¢, la energia
del sistema puede aproximarse como E(¥) ~ —J 37, .y = —%‘ll. Adicionalmente, la probabilidad
140

que un sitio esté orientado en +1 estd dada por S = p+ = =5, implicando una entropia

S(fo):—NkB[(lJ;\I’>1n<lJ;\I’)+(1_2\I’>1n<1_2\1’)] (7.14)

y una energia libre de Gibbs por cada espin de

E(V) — h(NV) - TS(¥
(T, h, ) = G(T, h, w) /N = L) = hNW) = TS(V)
N
1 kpT (7.15)
= §(kBT_ qJ)‘I’2 — h¥ + %\114 + O(\IJG) _ kBTIIIZ,

donde ¢ es la cantidad de vecinos que tiene cada espin. Optimizando la energia libre de Gibbs con
T fijoy h =0, es posible encontrar el valor de equilibrio de ¥ y la temperatura critica

_

T, = . 1
- (7.16)
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Retomando el hecho que {Si) = ¥ y usando a como la separacion entre cada par de espines,

Z<5Lk> ~ qU (7}, t) + a®*V3¥(rg, t) + términos de orden superior (7.17)
Ly,

Finalmente, al combinar la solucién en el estado de equilibrio de (Sj) (ec.[7.13)) e introduciendo
el formalismo del pardmetro de orden ¥ (ec. [7.15] [7.16|y [7.17)), la ecuacion se convierte en

d T. 1(T.\° T,
)flglll(ﬁ t) = <T - 1) U — 3 (T) VAR q—TaQVQ\IJ + términos de orden superior, (7.18)

En resumen, del modelo de Glauber (dindmica de espines individuales en el tiempo) se dedujo
la evolucién del sistema ferromagnético que es arrojado de su fase desordenada a la ordenada en
términos del observable de la magnetizacion. Luego, se hizo una traduccién de la magnetizacién
como un observable derivado de propiedades microscopicas a la magnetizacién como un parametro
de orden del sistema, generalizando la evoluciéon del sistema y poniéndola en términos de este campo
escalar. Esta es la ecuacion también conocida como la ecuacion de Ginzburg-Landau depen-
diente del tiempo (TGDL) y modela «la relajacion disipativa (o sobreamortiguada) de un sistema
ferromagnético hacia su minimo de energia libre» (Puri, [2011)):

) SG[0]

g V(P t) = T 07, 1). (7.19)

O(7,t) es un término de ruido que para el presente andlisis se obvia, I' = S\ es el coeficiente de
amortiguamiento inverso y G[¥] es el funcional de la energia libre de Gibbs,

| (T s 1 (TN’ o T o,
G[\If}_/dr -3 (T—l)\ll +12<T> v +2qTa (V)

— /df {—Q(TC_T)\I/? + Z\I/‘* + K(W)Z} .

, (7.20)

2

a,b > 0 se toman como parametros del campo magnético mientras que K se toma como medida
asociada a energia cinética. De esta forma, la ecuacién de Ginzburg-Landau puede leerse como

%\p(n t)=—T [a(T. — T)V — b¥> + KV>T] + 0(r, 1) (7.21)

Finalmente, reescalando las variables, se consigue la version simplificada de TDGL.

%\I'(F, t) =0 — U + V20 + 0(7, 1) (7.22)

La relevancia que tiene esta ecuaciéon de Ginzburg-Landau dependiente del tiempo y todo el
desarrollo hasta este momento es que constituye «al modelo de Ising cinético méas simple para campos
escalares no conservativos ¢(7)» (Singh| [2014). En otras palabras, por medio de la magnetizacion
esperada empleada como un parametro de orden, se logra construir un modelo de Ising cinético,
superando la barrera que tenia el modelo de Ising tradicional de no conocerse su dindmica a través
del tiempo, solo las distribuciones teoricas que alcanzaria. Asi mismo, esta ecuacion que constituye
ensimisma al modelo de Ising cinético es precisamente una generalizacién analitica y estocastica del
esfuerzo de predecir la orientacion de cada espin que se ilustra en la Figura En términos de
la propuesta para el estudio del crimen, esta ecuaciéon podria presentar un marco para el estudio
dindmico de la probabilidad que un sitio sea seguro o inseguro. Esta ecuacion, que suele usarse
para el estudio de superconductores y los efectos de borde que estos puedan tener, también tiene el

81



t=0.0

Figura 7.4: Simulacion de la ecuacion simplificada de Ginzburg-Landau dependiente del tiempo
, mostrando la transicién de una substancia ferromagnética desde una fase desordenada hacia
un estado de equilibrio ordenado, obviando la funcién de ruido 6.

Fuente: [Short, Brantingham, et ol (2010)

potencial de estudiar zonas limitrofes entre las regiones polarizadas de riesgo a ser victimizadas, y
potenciar la comprension de la distribucion de la actividad criminal y su incidencia en el espacio o
urbe.

Una simulacién de esta ecuacion con el método de Runge-Kutta de orden 4 en una rejilla de
N =100 x 100 nodos que empieza con una distribucion aleatoria ¥(x,0) = r, € U(—1,1) se ilustra
en la Figura[7.4]y el codigo empleado se encuentra en los anexos. Esta figura justamente ilustra la
creacion de regiones polarizadas en el tiempo a partir de un estado desordenado, coincidiendo con la
transicion de fases vista desde el modelo de Ising e incluso desde el modelo de difusion del crimen.

Cabe resaltar que el desarrollo de la ecuacién TDGL se hizo por simplicidad en la ausencia de un
campo magnético (h = 0), pero efectivamente puede ser parte de este modelo y con ello rescatar la
idea de un ’campo magnético local’ que incida sobre el modelo, tal como se discutia anteriormente,
para simular la atraccién o sesgo de criminales a ciertas ubicaciones. Incluso, podria plantearse un
sistema de ecuaciones de forma que ese campo de atraccién sea dinamico y responda a ¥ y vice
versa;

%\I/(F,t,h) =V — U3+ VAU 4+ 0(F,t) + h

o, _
S (74 0) = f(7,1,0). (7.23)

Otro aspecto a resaltar de la ecuacion TDGL es que precisamente es una ecuacion de tipo
reaccion-difusion, recordativa nuevamente de la esencia del modelo de difusion del crimen del ca-
pitulo 6. Lo interesante de esta similitud es que el modelo de difusién del crimen se construyo
fenomenologicamente a partir de la dindmica de agentes microscopicos que generan patrones a nivel
macro; la propuesta de construir un modelo de crimen desde el modelo de Ising sigue esta logica
fenomenologica dado que se basa en el acoplamiento de microestados vecinos. Esta logica es, inclusi-
ve, analoga con el modelo ecosistémico de la distribucion de coyotes de Moorcroft et al| (2006)). Sin
embargo, el punto de encuentro con la teoria de campos ofrece una perspectiva totalmente distinta
para el desarrollo de modelos de crimen. Con ella pueden llegar a desarrollarse modelos que en lugar
de partir desde la dindmica especifica de agentes individuales, se basen en parametros generales
de orden que definan criminal. De esta forma, desde la fisica se estaria abriendo la puerta a otros
estudios del crimen con mayor abstraccion y que podrian abordar caracteristicas mas relevantes que
la simple distribucién de eventos o conductas criminales.
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CAPITULO 8

Conclusiones

El objetivo central de este trabajo es mostrar el potencial que yace en conocimientos de fisica para
contribuir a problematicas sociales, ejemplificado mediante contribuciones para el estudio del crimen.
Este objetivo se cumpli6 a lo largo del trabajo de tres maneras. La primera corresponde al capitulo 5
de este trabajo, «El crimen desde la fisica». En dicho capitulo cabe resaltarse la revision del modelo
de conductas colectivas de |Bahr y Passerini| (1998a) que se basa en la intuicién de ensambles de
mecanica estadistica y que tiene potenciales aplicaciones a conductas delictivas, asi como la revision
de la victimizacion cercana repetida modelada como procesos puntuales auto-activado desarrollados
por sismologia. Se ilustra que efectivamente existen modelos para estudiar fenémenos asociados al
crimen que han sido desarrollados gracias a herramientas matematicas propias de la fisica. Es decir,
el crimen permanece como un objeto de estudio fuera del campo de la fisica, mas la intuicion y
herramientas de una disciplina pueden aplicarse para la otra. Respetando la esencia del objeto de
estudio, es posible trazar analogias entre fendmenos sociales y fenémenos fisicos que permitan aplicar
el formalismo conceptual y rigor matematico de modelos fisicos para guiar la construcciéon de modelos
de fenomenos sociales.

En acordanza con la idea expresada anteriormente, la segunda manera en la que se cumpli6 el
objetivo consistio en replicar y estudiar el trabajo de difusion de crimen [Short et al.|[(2008). Ello res-
ponde a los objetivos especificos de construir fenomenolégicamente un modelo discreto y estocastico
para caracterizar la dindAmica de criminales y posteriormente generalizarlo probabilisticamente para
deducir informacién de él, haciendo una analogia entre ladrones individuales con particulas brownia-
nas y entre su atraccion hacia ciertas victimas con un campo potencial con variaciones locales. Esto
se hace bajo una serie de supuestos que fueron discutidos, incluyendo la suposiciéon que ladrones
acttian de manera racional, desarrollando actividades rutinarias y compartiendo una misma apre-
ciacion de costo-beneficio. Para lograr simular estos modelos, se empled herramientas matematicas
que comiinmente se utilizan en fisica. Una de ellas son los métodos de Monte Carlo que permiten
aproximar la dindmica de fendémenos cuya distribuciéon de sucesos se deriva de una distribucion
probabilistica y otra fue la construcciéon de matrices de transiciéon markovianas - son la clave para
simular la interrelaciéon entre componentes microscopicos de un sistema, sean estos los componentes
de un espacio fisico o sean agentes que formen parte de una red de incidencia entrelazada.

Al correr las simulaciones del modelo discreto, se llegan a observar dos comportamientos macros-
copicos distintos dentro del sistema,la concentracion de agentes y del campo de atraccion en zonas
locales o una distribucioén uniforme. Al estudiar el modelo desde un enfoque analitico se culmina en
un sistema de ecuacién-reaccién que enmarca la interaccion de los agentes con el campo de atraccion.
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Este sistema de ecuaciones es relevante al objetivo del trabajo puesto que este comparte similitudes
con otros sistemas de ecuaciones de otros fendémenos estudiados bajo otras disciplinas, tales como
bioquimica y ecologia - sugiere que los conceptos fisicos utilizados para la analogia con el crimen
podrian llegar a utilizarse para analogias con otras disciplinas y aportar a ellas.

Por otro lado, el sistema de ecuaciones logrado permite la comprension analitica de las condiciones
que llevan al sistema a uno u otro régimen de conducta. Esto a su vez plantea una hipotesis sobre
la distribucion de actividad criminal comun (de hurto en moradas): cuando la influencia para re-
victimizar localidades es suficiente para atraer ladrones que operan en areas cercanas pero no para
atraer criminales lejanos, llevando a la concentracién de ladrones en delimitadas areas. Al concentrar
la presencia de ladrones, estas areas dejan a las regiones aledanas con relativa ausencia de ladrones.
En cambio, si la influencia de de cada crimen trasciende la densidad promedio de robos o, al contrario,
si la influencia de cada robo es insignificante, entonces los efectos de la victimizaciéon repetida son
despreciables y el crimen se distribuye uniformemente en la urbe. Si bien esta hipdtesis surge del
analisis de estabilidad del sistema de ecuaciones, debe recordarse que el modelo se construye sobre
la adopcién de supuestos de actividad criminal sin el aporte de expertos en la materia. Como tal,
el modelo y las hipdtesis que provengan de él deberan ser revisadas por cientificos sociales que se
especialicen en crimen, deberan ser comparadas con datos reales y deberan sostenerse bajo escrutinio
cientifico para tener validez real. No obstante, este modelo y los resultados que sugiere ilustran
nuevamente como la fisica podria llegar a aportar al estudio de problematicas fuera de su propio
campo.

La tercera y ultima manera con la que este trabajo cumple el objetivo general es la propuesta
de modelos de Ising, fungiendo como base para modelos fisicos de sistemas con componentes mi-
croscoOpicos que tienen acoplamiento entre si y estan sujetos a reservorios de calor y sesgos externos,
también sean la base para desarrollar nuevos modelos del crimen. Desde ellos podria analizarse como
el estado de actividad criminal de una localidad puede afectar el de la vecina, como transiciones de
fase ocurren en el comportamiento macroscopico del sistema segin la variacion de los pardmetros
externos o incluso simular el crimen bajo pardmetros de control y seguir aportando a la resolucion
de problematicas cotidianas que afronta la sociedad.
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capPiTuLo 9

Recomendaciones

Al hablar de crimen en todo este trabajo, se refirié inicamente a la distribuciéon espacio-temporal
de delitos o conductas delictivas. Se optd por desarrollar el trabajo en esta ruta puesto que ella es
una de las facetas del crimen mas populares y trabajadas desde la matematica y fisica, generalmente
dentro del marco de «policia predictiva»: el uso de técnicas analiticas para identificar objetivos
para intervenciones policiales con el fin de prevenir crimenes, resolver crimenes pasados y identificar
potenciales victimas y criminales (Perry, Mclnnis, Price, Smith, y Hollywood, 2013|). Como sea, este
marco en ningin momento se detiene a considerar las causas estructurales dentro de las sociedades
que dan lugar a las distintas manifestaciones de crimen en primer lugar. Este marco dnicamente
responde a mitigar la incidencia del crimen como sintoma de probleméaticas subyacentes. Incluso,
teorfas de interacciéon social para comprender el origen del crimen sostienen que el etiquetar a
individuos como criminales o potenciales criminales (resultado de policia predictiva) es una de las
principales causas de crimen en primer lugar (Universidad de Minnesotaj s.f.). En el ano 2020, méas
de 1400 cientificos de departamentos de matemaéticas de instituciones en Estados Unidos decidieron
boicotear la produccién cientifica relacionada a policia predictiva porque ella puede promover el
racismo estructural y brutalidad o represion policial (Castelvecchil, 2020)).

Se reconoce, entonces, la importancia de abarcar probleméticas tan complejas como lo es el crimen
con coherencia, sensibilidad y discrecién - se reitera que lo desarrollado en este trabajo de graduacién
sirve como ejemplo para aplicar conocimiento de fisica al estudio de fenomenos de otras disciplinas.
Por tanto, se recomienda a futuros fisicos u otros cientificos naturales que desde su formacion y
experiencia incursionen al estudio de estas probleméaticas complejas, pero que lo hagan en torno
a una profunda comprension del origen de las mismas (desintegracion de tejido social, profundas
desigualdades historicas, incapacidad de satisfacer necesidades basicas, etcétera) y buscando reducir
la exclusion social en cualquiera de sus formas.

Dicho lo anterior, si futuros investigadores quisieran perseguir el estudio de distribucién eventos o
conductas asociadas al crimen, tinicamente como un ejercicio analitico y con los cuidados pertinentes
para que ello no promueva la exclusion social, se hacen las siguientes sugerencias:

= Generar mapas de calor a partir de registros de crimenes pasados para validar con evidencia
los supuestos empleados para la construccion del modelo de difusion del crimen del capitulo 6
(victimizacion repetida, teorfa econdmica y racional del crimen, entre otros). En caso que ello
se lograra, se recomendaria encontrar a partir de estos mapas de calor el area de influencia de
cada crimen y a partir de ello ajustar el modelo a datos reales.
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s Continuar explorando estos modelos de difusién de crimen:

1.

Variar la dindmica de los criminales. Por ejemplo, extender el alcance de la visién de
ladrones o que no den paseos aleatorios sino tengan un traslado con distancia dada por
una distribucién normal. Otra posible variaciéon es la inclusion de distintas afiliaciones
delictivas, donde la comunicacién y campo dindmico de atraccién se comparta solo entre
los ladrones de la misma afiliacion.

. Encontrar soluciones exactas globales y buscar caracterizar el modelo fuera de estados de

equilibrio.

. Introducir la idea de guardianes dinamicos, por medio de una dimensiéon adicional o por

inclusion en la dinamica del campo de atraccion.

. Aplicarlo a otros delitos donde las victimas no son estaticas, sino que tienen una propia

dindmica que puede ser reaccionaria a la de los criminales. Por ejemplo, podria trabajarse
el asalto armado para robar teléfonos, suponiendo diferentes distribuciones espaciales de
potenciales victimas a lo largo del dia.

. Con un enfoque de inteligencia artificial, complejizar las relaciones entre victimas, victi-

marios, guardianes y su entorno. Pueden generarse distintos comportamientos dentro de
agentes de cada tipo que interacttian de diferentes maneras con los demas. Este enfoque
también puede ser complementado desde la teoria de juegos como se ve en (D’Orsogna y
Perc, [2015)).

. Tratar de descomponer el campo de atraccion en los diferentes factores que este resume

y modelarlo a partir de ellos. «Aparte de probleméticas estructurales como el desempleo
y privacién econdémica, estudios han demostrado que la interconexiéon compleja entre la
demografia, cultura juvenil, instituciones locales, desarrollo urbano, pero también legi-
timidad politica o sistema de justicia da origen a tendencias de crimen» (Perc et al.,
2013)).

Comparar este modelo de crimen con modelos de otras disciplinas, como la bioquimica o
geofisica.

. Generar matrices de influencia o trafico de personas que reflejen la geografia de localidades

reales o la composicién de sociedades. Esta es la clave para llegar a simular modelos que
mas se asemejen a la realidad cotidiana.

Por ultimo, se recomienda al lector que abrace la multidisciplinariedad y la diversidad como
punto de partida para cualquier contribucion a la resoluciéon de las complejas problematicas
que nos rodean.
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capituLo 11

Anexos

Anexo A. Cédigo de modelo de difusién discreto

Librerias

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

##Funcidn para unag iteracidn del ciclo de crimen
= def momento_entero(rho,fo,Bo,dt,omega,nu,teta,gamma):
- o
#Al inicio se genmeran las funciones a emplear en el algoritmo
#Una iteracidn del algoritmo completa:
#Primero, por cada ladrdn en cada cuadro de la rejilla se calcula si se comete un crimen. (influye el ci

#De lograrlo, se elimina el ladrdn y se registra la cantidad de eventos.

#De no lograrlo, el ladrdn hace un pasec aleatoric a los cuadros adyacentes.
#Posteriormente, a partir de los eventos ocurridos en la iteracion, se caldula el campo
de riesgo sobre la rejilla para la siguiente iteracion.

#Por Ultimo, se generan ladrones a cierta taza en toda la rejilla.
B L INES IINTERNASHESHEHHEHEREEEE

- def robos(A, cant, dt, nx, ny):

- wawn

#Funcion para calcular cuantos y donde ocurren robos exitosos en la malla.

#5imultaneamente se obtiene la probabilidad de que ocurra un robo en cada sitio de la malla.

#5e desglosa la matriz de cantidad de criminales en una suma de matrices de 1s y @s, esto se le mul

#oenerar nimeros aleatorios y decidir éxitos en cada ubicacidn de la malla, desglozada en matrices

#5umar los éxitos de cada matriz para tener agregados de éxitos por cada reticula de la malla.

probs=np.ones({nx,ny})-np.e**(-1*A*dt) #p

desc_probs_cant=[]

desc_exito_al=[]

cant=cant.astype(int)

hd for i in range(l, int(np.ndarray.max(cant)+1)):

desc_probs_cant.append(np.greater_equal{cant,i)*probs) #d=
desc_exito_al.append(np.less(np.random.rand(nx,ny),desc_probs_cant[i-1]})

exitos=np.array(sum{desc_exito_al)) # lagregado
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def

return exitos, desc_probs_cant, desc_exito_al

caminata(fracasos, B, nx, ny):

#Tomar los intentos fracasados y el campo dinamico de atraccidn para calcular desplazamiento aleato
#5Se genera una matriz de markov (cada agente se puede mover a cualgquiera de las 4 posicions fisicam
#con matriz de markov, una distribucion acumulativa de probabilidad y nimero aleatoric se decide de
#Devuelve el nuevo contec de criminales en la malla después de todos los desplazamientos.

####funciones internas d

def gen_markov(B, nx, ny):

funcion de caminato##gs

#Genera matriz de markov.
#construye matrices de atraccion apartir de la dada corridas una fila o columna en ambos sentid
#es la atraccion relativa de una posicion hacia cada una de las cuatro posiciones aledafias, sim
#Habiendo obtenido las atracciones relativas, se asignan valores a matriz de markowv.
#Atraccion neta
p_x_menos=np.vstack((B[1:], B[@]))
p_x mas=np.vstack({B[-1], B[:-1]))
p_y_menos=np.hstack(({B[:,-1][:,np.newaxis], B[:,:-1]))
p_y_mas=np.hstack((B[:,1:],B[:,@][:,np.newaxis]))
p_tot=p_x mas+p x _menos+p_y_mas+p_y_menos Fotraccion total
#Atraccio \
p_x_menos=p_x_menos/p_tot
p_x_mas=p_x_mas/p_tot
p_y_menos=p_y_menos/p_tot
p_y_mas=p_y mas/p_tot
Bf=np.ndarray.flatten(B) #oplastar matr
markov=np.zeros((len(Bf), len(Bf))) =
#asignar atracciones relativas de cada
for 1 in np.arange(len(Bf)):
markov[ (1//ny)*ny+(1+1)%ny][1]=p_v_mas[1//ny][1¥ny]
markov[ {1//ny)*ny+(1-1)%ny][1]=p_y menos[1//ny][1%ny]

markov] (L+ny )% (nx*ny) ][1]=p_x_menos[1//ny][1¥ny]
markov[ (1-ny)E(nx*ny)]1[1]=p_x _mas[1//ny][1%ny]
return markov

def cf(a,b,c,d):
#funcion de eleccion monte carlo con distribucion cumulativa de probabilidad
#Cada una de las 4 opciones de movimiento se le asigna un intervalo y se genera un numero aleat
#5e genera numero aleatorio y devuelve el intervalo seleccionado por el mismo.
rand=np.random.rand()
#comparar con cada une
if (rand( a):
return 8
if (rand:a and rand<=atb):
return 1
if (rand»a+b and rand<=atb+c):
return 2
if (randrat+b+c):
return 3
in de fun

HEECUERPO DFE FI
fracasos_flat=np. ndarray flatten(fracasos) =N una s
markov=gen_markov(B, nx, ny) &
res_ind=np.argwhere(markov) #obis G
markov ubis={np.ndarray.flatten(res_ 1nd)[1
migras=np.zeros({nx*ny, nx*ny)) #mats
for 1 in np.arange(len(markov)):
if fracasos_flat[i]»=1:
a=markov[markov_ubis[i][@]][1i]
b=markov[markov_ubis[i][1]][i]
c=markov[markov_ubis[i][2]][1]
d=markov[markov_ubis[i][3]][1i]
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d=markov[markov_ubis[i][3]][1]

A for cont in np.arange(fracasos_flat[i]): #=legir con montecarlo ung opcion
elec=cf(a,b,c,d)
migras[markov_ubis[i][elec]][i]+=1 #

migras2=(sum{migras.transpose(})).reshape(nx,ny)
return migras2, markov_ubis, migras, markow

v def awv_campo(Bs,E,dt,omega,nu,teta):

- i
#Actualiza el campo dinamice de atraccidn a partir de campo actual, los sucesos ocurridos
y los parametros globales del sistema. (Eg. 2.5 de A STATISTICAL MODEL OF CRIMIMAL BEHAVIOR- 2@88-
#calcula la atraccion total de campos aledarios
B_x_menos=np.vstack((Bs[1:], Bs[@]))
B_x mas=np.vstack((Bs[-1], Bs[:-1]))
B_y menos=np.hstack((Bs[:,-1][:,np.newaxis], Bs[:,:-1]))
B_y mas=np.hstack((Bs[:,1:],Bs[:,8][:,np.newaxis]))
B_tot_al=B_x mas+B_x _menos+B_y mas+B_y_menos
#ecugcion por pedazos
a=(1-nu}*Bs; b= nu/4*B_tot_al; c=(l-omega*dt); d=teta™E
return (a+b)*c+d

Edime 5
nx=rho.shape[@]
ny=rho. shape[l]

#Eventos y

robos_ejec= robos(Ao+Bo, rho, dt, nx, ny) #=
E=robos E]ec[@]

PR
jecutar f

minata de fr
desp=caminata(F, Aoc+Bo, nx, ny)[8] #
#actualizacion campo dinamico

B_new=av_campo(Bo,E,dt,omega,nu,teta)

m
"
=

#octualizar cantidad de
a=np.random.rand(nx,ny} £n ara calcule
nuevos=gamma*dt*np. ones((nx,ny))‘np.ones((nx,ny)) =C-;CJ
nuevos_dec=nuevos-nuevos.astype(int)
nuevos_dec2=np.less(a,nuevos_dec) # ge
rho_newd= desp + nuevos.astype(int)+nuevos_dec2 #sumar

return B_new, rho_newa, E

#Funcidn para hacer una debida cantidad de iteracio

v def 1terac10nes(rho,Ao Bo, dt somega, nu,teta gamma,lt)

s del ciclo de crimen

Tnicia Li a
llsta rho [rho]
lista_B=[Bo] #ca
Ev=np. zeros((rho shape[@],rho shape[l]))
lista_Ew=[Ew] #=ve

v for 1 in np. arange(1t). # ciclo del modelo una cantidod de veces

mqnomento_entero(lista_rho[i],Ao,lista_B[i],dt,omega,nu,teta,gamma)
lista_B.append(m[@])
lista_rho.append(m[1])
lista_Ev.append(m[2])
return lista_rho, lista B, lista_Ev

v def graficar_modelo_cuadro(l_rho, 1 B, lista_E, Ao, no_it, Bprom):
fig, axl = plt.subplots(l)
axl.imshow((1_B[no_it]).transpose(), cmap = plt.get_cmap( seismic') , wmin=8, wmax=2*Bprom)
axl.set(xlabel="Y", ylabel:'}('J title="Ite No.' + str{no_ 1t))
flg canvas.draw() # draw the canvas, cache the re =
image = np.frombuffer(fig.canvas.tostring rgh(), dtype="uintsd")
image = image.reshape(fig.canvas.get_width_height()[::-1] + (3,))
plt.close()
return image
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= def main(dt, omega, nu, teta, gamma, A®, no_it, MNx, Ny):

- waww

Funcidn general del modelo

#alores promedio

Bprom=teta*gamma/omega “campo dinamico
prob_prom=({1-np.exp(-(A8+Bprom)*dt)) £probabilidad de robo
num_rho_prom=gamma*dt/prob_prom®*np.ones((Nx,Ny)) #ladroness
dec_rho_prom=num_rho_prom-num_rho_prom.astype(int) #lodronss [decimales)
#generar ladrones decimales con montecarlo

a=np.random. rand (Nx,Ny)

rho_prom=np.less(a, dec_rho_prem) + num_rho_prom.astype(int)

#creacion de malla s

rho_@=rho_prom #numero de criminales inicial

AB_m=AB*np.ones( (Nx,Ny)) #campo estatico imicial
B@_m=Bprom*np.ones({Nx,My}) #campo dinomico inicial

#calcular progresion de sistema

1 rho,1 _B,1 Ev=iteraciones(rho_@,A8 m, B® m,dt,omega,nu,teta,gamma, no_it}l |
return 1_rho, 1_B, 1 Ev

" -

* if __name__ == "__main__ ":
#Pardmetros generales
no_it=5888 #numsro de iteraciones
Mx=188 #dimension de eje x
Ny=188 #dimension de eje y
dt=1/180 #intervalo de tiempo de cada iteracion
#Pardmetros de control
uni_deca=15 # cantidad de unidades diferenciales de tiempo para que campe dindmice decaiga totalmente
omega=uni deca**(-1) #foctor de decaimiento de atraccion
teta=0.56 #factor de mognitud por evento
gamma=0.@19 #tasa de generacion de nuevos criminales
AB=1/30 #campo estatico
eta=8.3
rho, B, Ev = main(dt, omega, eta, teta, gamma, A8, no_it, MNx, Ny)

Anexo B. Simulaciones de modelo discreto de Short et al, 2008

t= 10 days, 1619 criminals

t = 730 days, 1575 criminals

t = 365 days, 1603 criminals .

»

100

50

0 50 100 0 50 100 50 100

Figura 11.1: Campo dinamico de atraccién del modelo de difusiéon de crimen de [Short et al.| (2008),
con parametros n = 0.2, v = 0.002 y 6 = 5.6.
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t = 365 days, 165 criminals t = 730 days, 156 criminals

100

0 50 100 0 50 100

Figura 11.2: Campo dinamico de atraccion del modelo de difusion de crimen de Short et al. (2008),
con parametros n = 0.2, v = 0.002 y § = 5.6.

Figura 11.3: Campo dinamico de atracciéon del modelo de difusion de crimen de Short et al. (2008),
con parametros n = 0.2, v = 0.002 y 0 = 5.6.

100

Figura 11.4: Campo dinamico de atraccion del modelo de difusiéon de crimen de Short et al. (2008),
con parametros n = 0.2, y = 0.002 y § = 5.6.
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Anexo C. Cédigo de modelo de difusién continuo

FEEEPAQUETES PARA PROGRAMA
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Funcidn general de evol 2 me

def met_runge_ kuttad(no_ 1t dx, dt AsJ rho@, B®, eta, Bslash):
Método de Runge Kutta de orden 4 para la evolucidn dindmica en diferencias |finitas
del sistema caracterizade por las funcicnes dindmicas adimensionales del campo

def dB_t(dx, dt, As, rho@®, BB, eta):

Calcula por medic de diferencias finitas la derivada del campo dinamice de riesgo B.

o Ao e
PARA EL LAPLACIANG

#constante de
c=eta/(dx**2)
#reescribe la
Bimas=np.vstack((Ba[- 1]JI EG[ -1131)

Bimenos=np.vstack({(Be[1:], Ba[e]))

Bjmas=np.hstack({(Be[:,1:], B@[:,@][:,np.newaxis]))

E]menos np. hstack((B@[ ,-1][ SNp. newaxls], Be[:,:-1]))

#AL sumar estas matrices “corridas” se obtiene lo sumg de las cuatro pgsiciones aledaria

lap2=(c*(Bimas +Blmenos +Bjmas +E]menos -4*B@) )

R DE DER

matriz en ung direccidn: +i, -i, +i, -j.

0 TVATD,
VALO TVAL

dB=1ap2-B@+rho@*(As+B0)
return dB

def drho_t(dx, dt, As, rho@®, B@, Bslash):

Calcula por medic de diferencias finitas la derivada de la densidad de |ladrones.

A=As+EBE8
c=1/dx**2 #constan

PARA EL LAPLA

rhoimas=np.vstack({rho@[-1], rho8g[: —1]))
rhoimenos=np.vstack((rho@[1:], rho@[@]})
rhojmenos=np.hstack({rho8[:,1:], rhoB[:,8][:,np.newaxis]))
FhO]mES =np. hstack((rho@[ ,—1][ snp.newaxis], rho@[:,:-11))

matrices "corridas”™ se obtiene Lo suma de las cuatro

RHO

lap2rho= c‘(rholmas +rhoimencs +rhojmas +rhojmencs -4%rhod)

Almas=np.vstack((A[-1], A[:-1]1))
Aimenos=np.vstack((A[1:], A[2]))
Ajmencs=np.hstack((A[:,1:], A[:,8][:,np.newaxis]))
A]mas np.hstack((A[: ,—1][ ,np newaxis], A[: ,.—1]))

#4L sumogr estas matrices "corridos" se obtiene

lap2a=c*(Aimas +Aimenos +Ajmas +Ajmenos -4%A)

DERIVADAS ¥ GRADIENT,
der_x_rho= (rhoimas-rhoimenas)/(2*dx) #
der_y_rho= (rhojmas- rhOJmenos)f(2*dx)
der_x_A= (Aimas-Aimencs)/(2%dx) =
der_y A= (Ajmas-Ajmenos)/({2%dx) # la
gradd_gradrho=der_x_A*der_x_rho+der_y_, A‘der_y rho #
gradA_gradA=der_x_A**2+der_y A**2 #froducto punto graod(A

drho= lap2rho -2*rho@/A*lap2a -2/A*gradA_gradrho +2*rhoB/(A**2)*gradA_gradA -rho@*aA + Bslash
return drho
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B=[B@]
rho=[rho@]
for i in np.arange(no_it):

B_act=B[1i]
rho_act=rho[1i]

K1 B=dt*dB_t(dx, dt, As, rho_act, B_act, eta)

K1_rho=dt*drho_t(dx, dt, As, rho_act, B_act, Bslash)

K2_B=dt*dB_t(dx, dt, As, rho_act+Kl rho/2, B_act+Kl_B/2, eta)
K2_rho=dt*drho_t(dx, dt, As, rho_act+Kl_rho/2, B_act+K1_B/2, Bslash)
K3_B=dt*dB_t(dx, dt, As, rho_act+K2 rho/2, B_act+K2 _B/2, eta)
K3_rho=dt*drho_t(dx, dt, As, rho_act+K2_rho/2, B_act+K2_B/2, Bslash)
K4 B=dt*dB_t(dx, dt, As, rho_act+kK3_rho, B_act+K3_B, eta)
K4_rho=dt*drho_t({dx, dt, As, rho_act+K3_rho, B_act+K3_B, Bslash)

B.append(B[i]+(K1_E + 2*K2_B + 2*K3_B + K4_B)/&)
rho.append(rho_act+({K1l_rho + 2*K2_rho + 2*K3_rho + K4 _rheo)/6)
return B, rho

nx=ny=1&a
no_it=3588
As=08
omega=1/15
1=1
dt=1/18%*(4)
eta=0.83
theta=0.56
gamma=g.819

rhoprom=gamma*dt/(1-np.exp(-(As+Bprom)*dt))

D=1**2/dt

gamma2=gamma,/1**2
epsilon=theta*dt
1_c=(D/omega)**(1/2)
Bslash=epsilon*D*gamma2/omega

dt_tilde=omega*dt

dx_tilde=2%1/1 ¢

As_tilde=As/omega

Bprom_tilde=Bslash/omega
rhoprom_tilde=Bprom_tilde/(Bprom_tilde+As_tilde)

(3*rhoprom_tilde+l-(12*rhoprom_tilde)**(1/2))/(As+Bprom_tilde)
Bprom_tilde>As_tilde/2
eta<(3*rhoprom_tilde+1-{12*rhoprom_tilde)**(1/2))/(As+Bprom_tilde)

dist_inicial B = abs(np.random.normal(l, @.85, nx*ny)).reshape(nx,ny)
dist_inicial rhe = abs(np.random.normal(l, @.85, nx*ny)).reshape(nx,ny)

As_tildem=As_tilde*np.ones({nx,ny))
Bprom_tildem=Bprom_tilde*dist_inicial B
rhoprom_tildem=rhoprom_tilde*dist_inicial rho
Bslashm=Bslash*np.ones({(nx,ny))
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1_B,1_rho=met_runge_kuttad(no_it,dx_tilde,dt_tilde,As_tilde,rhoprom_tildem,Bprom_tildem,eta,Bslashm)

1 proms_B=[]
1_sd B=[]
1_proms_rho=[]
1 _sd_rho=[]

for 1 in np.arange(len(l_B)}:
1_proms_B.append(1_B[i].mean()}
1_sd_B.append(l_B[i].std()/(1_B[i].mean(}))
1 _proms_rho.append(1l_rho[i].mean())
1 sd_rho.append(l_rho[i].std()/(1_rho[i].mean()))

fig, (axl, ax2) = plt.subplots{2,1)
axl.scatter(np.arange(no_it+1),1_proms_B)
ax2.scatter(np.arange(no_it+l),1_proms_rho)

fig, (axl, ax2) = plt.subplots({2,1)
axl.scatter{np.arange(no_it+1),1 sd B)
ax2.scatter{np.arange(no_it+1),1 sd_rho)

fig, (axl, ax2, ax3, ax4) = plt.subplots(l,4)
axl.imshow((1_B[1@]).transpose(), cmap = plt.get cmap( seismic'))
axl.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Ite No.' + str(1@))
ax2.imshow((1l_B[1l@ea]).transpose(), cmap = plt.get cmap( seismic'))
ax2.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="TIte No.' + str(l2@8))
ax3.imshow((1_B[1l@aa8]).transpose(), cmap = plt.get cmap('seismic'})
ax3.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Tte No.' + str(l2@ea)})
axd.imshow((1_B[3@888]).transpose(), cmap = plt.get cmap('seismic’})
axd.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Ite No.' + str(38088))

fig, (axl, ax2, ax3, ax4) = plt.subplots(l,4)
axl.imshow((1l_rho[l2]).transpose(), cmap = plt.get_cmap( seismic')}
axl.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Ite No.' + str(1@))
ax2.imshow((1l_rho[l@@a]).transpose(), cmap = plt.get_cmap('seismic’))
ax2.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Ite No.' + str(leae))
ax3.imshow((1l_rho[l@eae]).transpose(), cmap = plt.get cmap( seismic'})
ax3.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Ite No.' + str(leaea))
axd.imshow((1l_rho[3@888@8]).transpose(), cmap = plt.get cmap( seismic'})
axd.set(xlabel="Y", ylabel="X", title="Tte No.' + str(38088))
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Anexo D. Simulaciones de modelo continuo de Short et al, 2008

t =730 days, 169 criminals

30 days, 41 criminals

100

50

0

0
(c)
Figura 11.5: Campo dindmico de atraccion del modelo de difusién de crimen continuo de

, con parametros: (a), (b) y (c).

0 50 100

(a)

Anexo E. Coédigo de Ising en dos dimensiones (Algoritmo de
Metropolis-Hastings)

imp'or‘t numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#Crear funcion base

+~ def progresion_cadena(cadena, numero, Bet, nx, ny, J, H):

- o
Funcidn que devuelva toda la ewvolucidn de una cadena bidimensional en el modelo
de Ising.
Devuelve un listado con las cadenas luego de cada iteracidn.

- def paso_cadena(cadena, Bet, J, H, nx, ny):

Funcidn para hacer una interacidn: "proponer y aceptar o rechazar” un cambio.

- def dif _emergia(sc, i, j, nx ,ny, 7, H):

Calcula la diferencia en energia en la configuracidn al cambiar un determinade espin.
Eo=-So[1][§]*(7*(So[ (1+1)%nx][§] +So[ (i-1)%nx][3] +So[1][(F+1)%ny] +Se[1][(F-1)%ny]) +H)
return —E‘Ed

#Elegir al priamente un espin

pos_randomx=1int({nx*np.random.random())

pos_randomy=int{ny*np.random.random())

#lalcular Lo diferencia en energia al cambligar es& espin

delta_en=dif_energia(cadena, pos_randomx, pos_randomy, nx ,ny, J, H)

copia_cadena=np.copy(cadena) #
r=np.random.random(} #
#criterio de aceptacidn
- if remin(l,np.exp(-Bet*delta_en)):
copia_cadena[pos_randomx][pos_randomy]*=-1
return copia_cadena

r cadena

nerar
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1_cadenas= []

nueva_ cadena cadena
for 1 in np.arange(numero):
nueva_cadena=np.array(pasc_cadena(nueva_cadena, Bet, J, H, nx, ny))
if (i==8) er (i==nx*ny*s) or (i==nx*ny*5@) or (i==nx*ny*50@-1)
1_cadenas.append(nueva_cadena)
return 1_cadenas

kb=1

cadena_a=np.
cadena_b=np.
cadena_c=np.

random randlnt(2J size=(nx,ny))*2-1 #cadenag inicial

array(cadena_a)
array(cadena_a)

Ta=1 #femperatur
Beta=1/(Ta*kb) t
1_cada=progresion_ cadena(cadena a, numero, Beta, nx, ny, 1, H)

Th=2.5 #temper
Betb=1/({Th*kb}) t
1_cadb=progresion_; cadena(cadena b, numero, Beth, nx, ny, 1, H)

Te=5 #t r
Betc= lf(Tb‘kb) 2
1_cadc=progresion_ cadena(cadena c, numero, Betc, nx, ny, J, H)

fig;.ax ; plt.subplots(3,4, figsize=(15,18))

. .imshow(1l cada[®], cmap = plt.get_cmap('seismic') )
.imshow(1l cada[l], cmap = plt.get_cmap('seismic') )
.imshow(1l cada[2], cmap = plt.get_cmap('seismic') )

Limshow(1l _cada[3], cmap = plt.get_cmap('seismic’) )

ax[1,@].imshow(l_cadb[@], cmap = plt.get_cmap( seismic') )

Lset(title="T=" +str(Ta) +', Ite/N: '+ str(8)); ax[®,8].axis{ off")

]
]
]
ax[@,1].set(title="T=" +str(Ta) +", It/Ne: '+ str(5)); ax[@,1].axis{ off")
]
].set(title="T=" +str(Ta) + ', Ite/N: '+ str(508)); ax[@,2].axis( off")
]

ax[@,3].set(title="T=" +str(Ta) +', Ite/N: '+ str(580@)); ax[@,3].axis( off")

ax[1,8].set(title="T=" +str(Tb) +', Ite/N: '+ str(@)); ax[l,@].axis( off")

ax[1,1].imshow(1l_cadb[1], cmap = plt.get cmap('seismic'} )

ax[1,1].set(title="T=" +str(Tb) +', It/Ne: '+ str(5)); ax[1l,1].axis( off")

ax[1,2]
ax[1,2]
ax[1,3].imshow(1l_cadb[3], cmap = plt.get cmap('seismic'} )
ax[l 3]

ax[2;ﬁ]‘imshow(l_cadc[ﬁ], cmap = plt.get_cmap( seismic') )

.imshow(1l cadb[2], cmap = plt.get_cmap('seismic') )

Lset(title="T=" +str(Th) +', Ite/N: '+ str(588)); ax[1,2].axis( off")

Lset(title="T=" +str(Th) +', Ite/N: '+ str(5088)); ax[1,3].axis( 'off")

ax[2,8].set(title="T=" +str(Th) +", Ite/N: '+ str(@)); ax[2,8].axis( off")

ax[2,1].imshow(1l_cadc[1], cmap = plt.get_cmap( seismic') )

ax[2,1].set(title="T=" +str(Th) +", It/Ne: '+ str(5)); ax[2,1].axis( off")

ax[2,2].imshow(l_cadc[2], cmap = plt.get_cmap('seismic') )

ax[2,2].set(title="T=" +str(Th) +', Ite/N: '+ str(5@8@)); ax[2,2].axis( off")

ax[2,3].imshow(1l_cadc[3], cmap = plt.get cmap('seismic'} )

ax[2,3].set(title="T=" +str(Th) +', Ite/N: '+ str(5008)); ax[2,3].axis( off")
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def metropolis_Tvar(numerc, T_min, T_max, nx, ny, cant_pasos, ite_metropolis, 3, H ):
"""Algoritme de metropolis para TEMPERATURA variable.
Se hace una lista de valores para TEMPERATURA. Para cada valor de T, se genera una rejilla aleatoria y

def metropolis(cadena, no_it, Bet, 1, H, nx, ny):
"""Esta funcidn toma una rejilla. A esta rejilla se le modifica un solg valor. Se calcula la energi

def paso_cadena(cadena, Bet, 1, H, nx, ny):
"""Funcidn para hacer una interacidn: "proponer y aceptar o rechazar” un cambio.

def dif_energia(So, i, j, nx ,ny, J, H):
Calcula la diferencia en energia en la configuracidn al cambiar un determinade espin.

Eo=-50[1][J1*(3*(So[(i+1)%nx][]] +So[(i-1)%Bnx][]] +So[1][(j+1)%ny] +50[i][(j-1)%ny]) +H)

return -2*Eo

Elegir al
pos_| randomx—lnt(nx‘np.random random())
pos_randomy=int (ny* np.random random())
Calcular La difi = ¢ i
delta_en=dif energla(cadena, pos_| randomx, pos_ randomy, nx ,ny, J, H)
copia_cadena=np.copy{cadena)
r=np.random.random() #gene

#criterio de aceptacidn

7 al cambia

cig en

if r<min(l,np.exp(-Bet*delta_en)):
copia_cadena[pos_randomx][pos_randomy]*=-1
return copla_cadena
cadena_f=np.array(cadena)
for i in np.arange{no_it):
cadena_f=np.array(pasoc_cadena(cadena_f, Bet, I, H, nx, ny))
return cadena_f

def sum energla(So J H):
Calcula la energia de todo el sistema.

So_i mas=np.vstack((So[-1], So[:-1]))
So_j_mas=np.hstack((So[:,1:], So[:,8][:,np.newaxis]))
5ij=-1*50*(S0_i mas+ S0_j_mas)

return (5ij-H*S0).sum()

def prom_mag(cadena, nx, ny):

Calcula la magnetizacidn promedioc (exceso de magnetizacidn en cadena es espins)

return sum(cadena)/ (nx*ny)

lista_T= np.11nspace(T min,T_ma
lista_ene=[]; lista_mag=[]

for i in range(@,numero):
ene=[]; mag=[]
for i in np.arange(ite_metropolis): #repetir por codao t
cadena=np.random.randint(2, size= (nx,ny))‘2 -1
res=metropolis(cadena, cant_pasos, 1/lista_T[i], 3, H, nx, ny)

#guardar dos Locales
ene.append(sum_ energ1a(res J,H)); mag.append({prom_ mag(res, nx, ny))
#guardar a Lista de temperatura el p los

lista_ene. append(sum(ene)flte metropolls)
llsta_mag append(sum(mag)/ite_metropolis)

return lista_T, lista_ene, lista_mag
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Anexo F. Cédigo de Ginzburg-Landau

HFHEEPAQUETES PARA PROGRAM.

impert numpy as np
impeort matplotlib.pyplet as plt

Método de Runge Kutta de orden 4 para la evolucidn dinamica en diferencias finitas
del sistema caracterizado por la funcidn de potencial.

v def dphi_t(dx, dt, Phie):
- ™
Funcidn para calcular derivada del potencial segin su funcidn analitica.
Se calcula el laplaciano con diferencias finitas.
PARA EL LAPLACIANG
#constante de Laple
c= 1I(dx*‘2)
#reescribe la matriz ' ida" en una direccidn: +i, -1, +j, -j.
Ph1 imas=np.wstack((Phi®[-1], Phi@[:-1]))
Phi_imenos=np.vstack((Phi@[1:], Phia[a]))
Phi_jmas=np.hstack((Phi@[:,1:], Phi@[:,8][:,np.newaxis]))
Phl_Jmenos =np. hstack((Phl@[ -1][:,np. newaxls], Phla[ J: ]))
" ’ 5 [ Las cuatro pgsiciones
lap2 (c*(Phl imas +Phi_imenos +Ph1_Jmas +Ph1_Jmenos -4*phia))
VALOR DE DERIVADA
dPhi=Phi@-Phi@**3+1lap2
return dPhi
ta de valores de potencial con condiciones iniciales
Lucidn de phi
v for i in np.arange(no_it):
Phi_act=Phi[i] #recup
#1 ~es de Runge Kutta
Kl=dt* dphi_t(dx, dt, Phi_act)
K2=dt* dphi_t(dx, dt, Phi_act+K1l/2)
K3=dt* dphi_t(dx, dt, Phi_act+K2/2)
K4=dt* dphi_t(dx, dt Phi act+K3)
#ictualizar valor ¢
Phi.append(Phi[i]+({K1 + 2*K2 + 2%FK3 + K4)/8)
return Phi
FEEEEPARANETROS DEL SISTEMAZE££E
nx=ny=18&;
no_it=5881
dx=1
dt=8.81
#H##eenerar estado inicial de sistema

magnitud=np.random.random({(nx, ny})
signo=np.random.randint(@,2, (nx, ny))*2-1
Phi@ = magnitud*signo

£EE£CORRER METODO DE RUNGE KUTTA PAA RESOLVER SISTEMA###£
r=met_runge_kuttad4(no_it, dx, dt, Phi@)
#Hgcraficar resul taodos#sis

fig, ax = plt.subplots(1,5, figsize=(28,18))
ax[@].imshow(r[@],cmap=plt.get cmap( 'seismic'});ax[@].set(title="t="+str((@*dt)));ax[@].axis( off")
ax[1].imshow(r[5@],cmap=plt.get_cmap( 'seismic’)};ax[1].set(title="t="+str((50%dt)));ax[1].axis( off")
ax[2].imshow(r[158], cmap=plt.get_cmap( seismic’))j;ax[2].set(title="t="+str((150%dt)));ax[2].axis( off")
ax[3].imshow(r[58@],cmap=plt.get cmap( 'seismic'})j;ax[3].set(title="t="4str((508%dt)));ax[3].axis( off")
ax[4].imshow(r[5eea],cmap=plt.get_cmap( seismic’'));ax[4].set(title="t="+str((50008%dt)) ) ;ax[4].axis( off")
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