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Prefacio

El presente trabajo de investigacion nacié de la curiosidad del autor acerca de sistemas fisicos
cuya dindmica puede a veces parecer sencilla, pero su descripcién matemaética no necesariamente
lo es. Muchos fen6menos fisicos se modelan con ecuaciones diferenciales, pero repetidamente estas
son de caracter no lineal, y por lo tanto su resolucién analitica se vuelve una tarea complicada,
como es el caso del péndulo esférico, uno de los sistemas mas sencillos de elaborar y que es la base
para otros mas. Este problema, que es la tenencia de las ecuaciones de movimiento sin abordarlas
profundamente, llamé la atencion del autor y estudio el sistema en toda su extension, llegando a una
propuesta de aporte tedrico, de modo que en este trabajo se hizo uso de las herramientas matematicas
y fisicas aprendidas durante la licenciatura, ademas de algoritmos de aprendizaje automético, que
fueron utilizados durante la préactica profesional, para realizar correcciones a los modelos analiticos
para la evolucién temporal de las coordenadas. Este tiltimo recurso, también conocido como machine
learning, se utiliza para predecir fenomenos naturales complejos, debido a la excesiva cantidad de
factores e interacciones de los mismos, haciendo uso de datos historicos [1], lo cual motivo su uso
para mejorar la descripcion de los dngulos involucrados en la dindmica del péndulo esférico.

Tras la finalizacion del presente trabajo de investigacion, se agradece a:
= MSc. Pablo Marroquin, por haber sido el asesor principal de este proyecto, especialmente en la
implementacion de modelos de aprendizaje automaético, los cuales son una de sus especialidades.

» MSc. Eduardo Alvarez, por su apoyo en apreciar el valor cientifico de este trabajo y su retro-
alimentacion durante la revisién del mismo.

= MSc. Dorval Carias y MSc. Irene Aguilar, por impartir su conocimiento en matemética y
mecanica analitica, respectivamente, a través de la ensenanza a lo largo de los estudios de
licenciatura, temas que fueron fundamentales en el desarrollo tedrico de este trabajo.

s Los padres del autor: Ing. Juan Carlos Marroquin y Dra. Coralia Mazariegos, por su apo-
yo incondicional en la vida, durante la licenciatura y en la elaboracién de este trabajo de
investigacion.
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Resumen

En este estudio se hicieron propuestas de aporte a la teoria del péndulo esférico: 3 conjuntos de
modelos analiticos (6, ¢), una aproximacion para la frecuencia angular de 6, una integral explici-
ta para su periodo, una expresiéon para el angulo extremo 6 con su valor limite y caracterizacién
del signo de la amplitud de oscilacion. Se experimentd con un péndulo esférico con una base de
MDF para evaluar modelos y propiedades. Debido al error sistemético de las soluciones analiticas,
se entrenaron algoritmos de aprendizaje automéatico (Random Forest, XGBoost y Redes Neuronales
feedforward) para corregirlas y crear modelos hibridos. El periodo obtenido evaluando la integral fue
mas exacto que la aproximacion, pero ambos métodos presentaron errores colectivos menores al 4 %;
el error para el célculo de 6y fue menor al 10% y se predijo correctamente el tipo de oscilacién en
todos los experimentos. Las soluciones analiticas con menor error fueron las del conjunto 2, con un
MdAPE medio de (0(t): 18 %, ¢2(t): 11.7%); 05(t) presenté el mayor R? por considerar amplitudes
intercalantes. Se obtuvieron, en general, menores valores de MdAPE y R? mayores para 6 con los
modelos hibridos, siendo el algoritmo XGBoost el que presentd mayor desempeno; mejor6 significa-
tivamente la descripcién de 6, pero no la de ¢, principalmente por la no conservaciéon del moméntum
angular. Se recomienda idear un método de lanzamiento que garantice la condicién 0(0) =0y dise-
nar experimentos explorando otras bases para el péndulo con el objetivo de comprobar propiedades
pendientes, como el limite del angulo extremo.

Palabras clave: péndulo esférico, soluciéon analitica, no linealidad, aprendizaje automatico, error
sistematico.
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CAPITULO 1

Introduccién

La mecanica clasica busca describir con exactitud y precision el movimiento de las particulas
macroscopicas, o conjuntos de ellas, en términos de su medio, fuerzas, entre otros parametros. Se
usa el lenguaje matematico para formular expresiones o marcos de trabajo que deben comprobarse
experimentalmente. Una parte de este campo es la mecanica lagrangiana y la hamiltoniana, la cual
se utiliza para estudiar, generalmente, sistemas conservativos mediante su energia, en los cuales no
son claras las interacciones como para usar el enfoque vectorial newtoniano. Un sistema que cumple
con esta caracteristica es el péndulo esférico, que se describe con 2 angulos: zenital (6) y azimutal
(¢). El conocimiento tedrico de este sistema es corto en comparacion con sus 2 casos especiales
(péndulo plano y el conico), reduciéndose Gnicamente a sus ecuaciones de movimiento, conservacion
del moméntum angular de ¢, relaciones integrales [2] y precesion [3]. El péndulo esférico es sencillo
de construir, pues basta con tener una cuerda con un punto fijo que en el otro extremo tenga una
masa y darle un impulso que tenga un componente tangencial. Sin embargo, representa un reto
conocer mas tedricamente, pues su dinamica es no lineal, lo cual dificulta la resolucién analitica
de sus ecuaciones de movimiento y la expresiéon matematica de méas propiedades. Por otro lado,
desde el surgimiento del aprendizaje automatico, rama de la inteligencia artificial que dota a las
computadoras con la capacidad de aprender de volimenes extensos de datos [4], se han encontrado
diversas aplicaciones para la fisica, como en la tesis de Marroquin [1] sobre el anélisis de trayectorias
en el sistema dinamico caético del péndulo magnético.

Por lo tanto, en esta tesis se pretende proponer aportes para ampliar el abanico de conocimiento
teorico del péndulo esférico, principalmente con las condiciones iniciales 6(0) = 6, 9(0) =0,4(0)=0
y ¢(0) = ug, abordando sus ecuaciones de movimiento y su hamiltoniano, realizando experimentos
para comprobar y evaluar resultados teéricos; del mismo modo, a manera de proponer una aplicacién
adicional de los modelos de aprendizaje automético, realizar correcciones a los modelos analiticos
de evolucion de coordenadas. Es importante mencionar que el desarrollo tedrico fue hecho para una
masa puntual, y por la forma en que se grabaron los videos de los experimentos, estos se limitaron
a angulos zenitales menores a 7/2 rad (90°).



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Hacer una propuesta de aporte a la teoria fisico-matemaética del péndulo esférico, validando
propiedades y las soluciones deducidas mediante experimentos de predicciéon de la evolucién de las
coordenadas, y compararlas con el desempeno de los modelos elaborados con correcciones realizadas
por algoritmos de aprendizaje automatico.

2.2. Objetivos especificos

= Obtener soluciones analiticas para las ecuaciones de movimiento del péndulo esférico bajo
condiciones especificas y deducir nuevas expresiones matematicas para describir propiedades
que caracterizan el sistema.

= Combinar los modelos analiticos y los de aprendizaje automético para predecir la evoluciéon
temporal de las coordenadas del sistema.

= Validar las expresiones deducidas y modelos propuestos con datos experimentales, y establecer
limites para su aplicabilidad.

= Evaluar y comparar la capacidad predictiva de evolucién de coordenadas presentada por ambos
tipos de modelo: analitico e hibrido.



CAPITULO 3

Justificacién

Los sistemas mecénicos han sido de interés para la fisica desde su inicio clasico, y el intento de
conocer su evoluciéon temporal a partir de condiciones iniciales ha conducido a ecuaciones diferen-
ciales que crearon la necesidad de la ampliacién de ese campo; también condujeron al surgimiento
de herramientas matemaéticas para solucionar el problema, por lo que estos sistemas han impulsado
la creacion de teoria tanto por parte de fisicos como de matematicos.

Actualmente, se tiene la matematica necesaria para deducir las ecuaciones de movimiento de
sistemas mecanicos clasicos; sin embargo, su resoluciéon y la obtenciéon de propiedades e informacion
a partir de las mismas varfa dependiendo del sistema que se esté estudiando. La complicaciéon en la
resolucién principalmente se debe a si las ecuaciones son no lineales; de ser este el caso, se tiene que
recurrir a métodos variados en un intento de resolver el problema.

La no linealidad puede presentarse incluso en los sistemas méas simples, como es el caso del
péndulo esférico, una generalizacion del péndulo plano en cuanto a que su masa puede oscilar en
més de un plano vertical. Sus ecuaciones de movimiento y algunas pocas propiedades se conocen.
Por consiguiente, el presente trabajo pretende hacer una aproximacion formal y detallada a las
ecuaciones, y realizar correcciones a modelos analiticos propuestos con algoritmos de aprendizaje
automaético; del mismo modo, deducir propiedades en forma de expresiones analiticas y verificarlas
experimentalmente. Esto con la finalidad de ampliar la teoria y proponer métodos de solucién que
podrian ser aplicables para el estudio de otros sistemas no lineales.



CAPITULO 4

Marco tedrico

4.1. Mecanica newtoniana

El objetivo de la mecanica es describir de manera consistente y precisa la forma en cémo se
mueven las particulas, o un conjunto de ellas, en funcién del medio en el que se encuentren, las fuerzas
involucradas y otras restricciones. Esto se logra a través de leyes fisicas expresadas mateméticamente
tales que representen el movimiento de los cuerpos. La formulacion de estas expresiones matematicas
se basa en observaciones empiricas, y si estas describen el fenémeno en cuestion, son tomadas como
generalmente verdaderas y se vuelven leyes fisicas.

En 1687, Sir Isaac Newton publico los pilares de la mecénica clésica, un conjunto de enunciados
conocidos como las leyes de Newton, las cuales son:

= Un cuerpo permanece en reposo o en movimiento a rapidez constante a menos que una fuerza
actiie sobre él.

= Un cuerpo sobre el cual actiia una fuerza, se mueve de tal manera que la razén de cambio en
su moméntum iguala a la fuerza.

= Si dos cuerpos ejercen fuerzas uno sobre el otro, tales fuerzas serdn iguales en magnitud y en
direccién opuesta.

La que mas se utiliza en la practica para analizar sistemas mecanicos es la segunda de estas leyes,
cuya expresion matematica es:
- dp d -
F=—= (mr) (4.1)

T dt at
donde, Fesla fuerza, p’ el moméntum lineal, ¢ el tiempo, m la masa y 7 la posicién; el punto indica

primera derivada temporal. Regularmente se trabaja con sistemas con masa constante, por lo que
esta ley comiinmente se suele escribir asi:

. d /- d27 .
F:m—(F):m—:mF:mEi 4.2

dt dt? (42)
donde @ es la aceleracion. Sin embargo, una limitacion existente en el ambito clasico de la fisica es

que para obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema con el enfoque vectorial de la me-
cénica newtoniana es necesario conocer explicitamente todas las fuerzas involucradas, incluidas las



de restriccién si un cuerpo se mueve sobre una superficie. Por otro lado, si las coordenadas en las
que se trabaja no son necesariamente rectangulares, las expresiones se pueden volver significativa-
mente complicadas y dificiles de manipular. Por lo tanto, para ciertos sistemas puede resultar muy
complicado formular sus ecuaciones de movimiento [2].

4.2. Mecanica lagrangiana

En respuesta a la situacion expuesta anteriormente, se tuvo que formular un método alternativo
para resolver problemas que con la mecanica de Newton son complicados. El enfoque newtoniano es
correcto, por lo que no se debia encontrar una teoria nueva. Histéricamente, académicos se dieron
cuenta de que en un sistema fisico, ciertas cantidades se minimizaban, como el tiempo (por ejemplo,
el que le toma a un rayo de luz pasar de un medio 6ptico a otro, la trayectoria de minimo tiempo del
problema de la braquistocrona, entre otros). El enunciado general del cual se derivaron los principios
de minima accién, minima restriccién y minima curvatura fue el principio de Hamilton:

De todas las posibles trayectorias en el que un sistema dindmico se puede mover de
un punto a otro en un intervalo de tiempo determinado (consistente con cualquier
restriccion), la trayectoria que sigue es la que minimiza la integral de tiempo de la
diferencia entre las energfas cinética y potencial |2, p. 230].

En notacién de célculo de variaciones, esto es:

6/t2(T—V) dt =0 (4.3)

1

donde T es la energia cinética y V la potencial. Se define el lagrangiano L del sistema como:
L=T-V (4.4)

siendo este el funcional que se extremiza. La ecuacién de Euler aplicada al funcional L con variable
independiente ¢ y variables dependientes generalizadas ¢; y ¢; da como resultado la ecuacién de
movimiento de Lagrange:

oL d 0L 0

dq; dtdg
donde s representa los grados de libertad del sistema de interés, el ntimero minimo de coordenadas
que se necesitan para describir la posicion del sistema clésico. Esta es una de las formulaciones mas
atiles y generales de la mecanica porque utiliza esencialmente la energia, una propiedad fundamental
de un sistema y por lo general sencilla de obtener, para la descripciéon y anélisis del mismo. Los
términos de la ecuacién de movimiento de Lagrange representan fuerza y moméntum generalizado,
respectivamente; de esta forma:

i=1,-,s (4.5)

Fuerza generalizada: (4.6)

L
0q;

Moméntum generalizado: (4.7

qi

Recordando que en mecéanica newtoniana la sumatoria de fuerzas es igual a la derivada temporal
del moméntum, es evidente que la ecuacién de movimiento de Lagrange es coherente con esta teoria

[2].



4.3. Mecanica hamiltoniana

Se define el moméntum generalizado como:

oL
i = A= 4.8
Pi= 56 (4.8)
Entonces las ecuaciones de Lagrange se pueden escribir como:
oL
i = 4.9
i = 5 (4.9)

El lagrangiano que corresponde a un sistema cerrado, esto quiere decir que no interacttia con
elementos externos, no depende explicitamente del tiempo, por lo que:

oL

5 =0 (4.10)

Y por lo tanto su derivada total respecto del tiempo, recordando que L = L{g;,q;}, se puede

escribir como:
Z ql + Z (4.11)

Escribiéndolo en términos del moméntum generalizado:

dL d
722 E = — § 4.12
M i Piq; + i Piqi dt < : pz%> ( )
Restando < - L de ambos lados:

% (ZPHL‘ - L) =0 (4.13)

?

La cantidad entre paréntesis es una constante respecto del tiempo, sea esta H, el hamiltoniano

del sistema. Por lo tanto:
H = Zpi(ii —L (4.14)

En un caso general, tanto el lagrangiano como el hamiltoniano son funcionales que dependen de
gi, p; y del tiempo, por lo que H = H{q;,p;, t}, y su diferencial total es:

OH OH OH
dH = Z (3q dg; + o0 dpi) + Edt (4.15)

i

Por la ecuacion H = ), p;¢; — L, también se puede escribir el diferencial como:

oL oL oL
dH = lidp; + pidg; — —dq; — ——dg; —dt 4.16
Ei:(q pi + piddi = 5 --dg 6qiq> o (4.16)
Sustituyendo 2 ,— -y aq por p; v p;, respectivamente, se tiene:
oL
dH = lidp; — pidq;) — —dt 4.17
> (didpi — pidgi) — 5 (4.17)

i



Igualando los términos con la anterior expresiéon para dH, se obtienen las ecuaciones de movi-
miento de Hamilton, también conocidas como ecuaciones candnicas de movimiento:

. OH
hi= 3, (4.18)
OH
Ji = 41
%= o (4.19)

La descripcion del movimiento bajo la utilizacién de estas ecuaciones se conoce como dinamica
hamiltoniana. Si se tienen n ecuaciones de Lagrange, se obtienen 2n ecuaciones de Hamilton, pero
las del primer conjunto (Lagrange) son ecuaciones diferenciales de segundo orden, mientras que las
del otro (Hamilton) son de primer orden [2].

4.4. Sistema mecanico del péndulo esférico

Figura 4.1: Esquema del péndulo esférico con el eje de coordenadas y nivel de referencia en el punto
fijo de la cuerda, el conjunto masa-cuerda y sus 2 coordenadas angulares 6 y ¢. Referencia en [5]

El péndulo esférico es una generalizacion del péndulo simple/péndulo plano, ya que este, como
su nombre lo indica, oscila inicamente en un plano, mientras que el que se trata en este trabajo no
esta sujeto a esta restriccion y, por lo tanto, su trayectoria ocurre sobre la superficie de una esfera
con radio igual a la cuerda que lo forma, ! [6]; también es una generalizacion del péndulo conico, en
el que el angulo azimutal es constante. Tomando como referencia la Figura ademas del angulo
zenital 6 (el formado por la vertical y la cuerda), el grado de libertad adicional esta representado
por un angulo azimutal, sea este ¢, el cual es el que corresponde al angulo ecuatorial (plano xy en
coordenadas cartesianas) / p¢ (en coordenadas cilindricas); de esta forma, el péndulo esférico es un
sistema de 2 grados de libertad, ambos angulares [2]. El caso méas sencillo es el que involucra una
masa puntual, sea esta m, mientras que otros constan de un objeto extenso con momento de inercia
definido I; la descripcion matematica a continuaciéon corresponde al péndulo esférico conformado
por una masa puntual.



4.4.1. Ecuaciones de movimiento
Con mecanica lagrangiana

El anélisis matemético del péndulo esférico con herramientas de mecanica newtoniana resulta
complicado al no ser claras realmente todas las fuerzas y torques involucrados en el movimiento del
sistema. Por otro lado, si se conocen de forma exacta las expresiones para su energfa, cinética y
potencial en este caso. La energia cinética T, en las coordenadas mas convenientes (esféricas), esta
dada por:

1 . .
T= §m12(92 + $?sin? ) (4.20)

De acuerdo con la Figura [.1] por la posicion del eje de coordenadas y su nivel de referencia, la
energia potencial V' se puede escribir como:

V = —mglcosf (4.21)
Con las Ecuaciones (4.20) y (4.21)), se puede escribir el lagrangiano L del sistema:

1 : :
L=T-V = iml2(92 + ¢ sin? 0) + mgl cos 0 (4.22)

Notese que no depende explicitamente de ¢, por lo que se dice que es una coordenada ciclica. Con
el funcional definido, se puede aplicar la ecuaciéon de Euler-Lagrange para obtener las ecuaciones de
movimiento, recordando que debe ser hecho 2 veces, una por cada coordenada, porque el sistema
tiene 2 grados de libertad con 6 y ¢. Realizar esto conduce a las siguientes ecuaciones:

0+ (% — $% cos 9) sinf =0 (4.23)

%(le(ﬁsinQ 0) = mi?(psin 0 + 204 sin O cos ) = 0 = ¢sin’ 0 4 20psinf cosh = 0 (4.24)

La segunda de estas expresa la conservacion del moméntum angular de ¢, respecto al eje z, por
lo que en muchas ocasiones se le denota como L, a esta cantidad conservada. Ambas expresiones
son coherentes con el caso especial del péndulo plano porque si ¢ = 0, una ecuacion se anula y la
otra se transforma en la reconocida ecuacion:

b+ %sina =0 (4.25)

Con mecanica hamiltoniana

Si el lagrangiano se definié como la Ecuacion (4.22)), entonces el hamiltoniano H es:

1 N
H= §ml2(92 + ¢?sin® 0) — mgl cos 6 (4.26)

Para utilizar las ecuaciones canénicas de movimiento de Hamilton, este funcional debe estar en
términos de su momenta, en este caso, pg y py. Recordando que p; = g—;, se puede escribir como:
k2

1
= W(pg + p3 csc? 0) — mgl cos 0 (4.27)
Aplicando las ecuaciones canonicas de Hamilton, se obtienen 2s = 2(2) = 4 ecuaciones de movi-
miento de primer orden:



QZ.S = 87p¢ = csc? (4.29)
H
Do = —%—9 = p‘;’z csc? § cot @ — mglsin 6 (4.30)
. OH
p¢:_%20 (4.31)

Con este método es méas evidente la conservaciéon del moméntum angular asociado a ¢ en la
Ecuacion , por lo que esta magnitud fisica es constante, y combinado con el enfoque lagrangiano
se sabe que su valor es L, = mlzgi)siHZ(‘) [2]. Aunque se hayan obtenido ecuaciones de primer
orden, estas siguen siendo de carécter no lineal y carecen de soluciones analiticas como las obtenidas
anteriormente.

4.4.2. Relaciones integrales

Dado que el hamiltoniano del sistema no depende explicitamente del tiempo y que el potencial
no depende de alguna rapidez, el hamiltoniano es igual a la energfa total del sistema, F, la cual se
conserva. Por lo tanto, se puede escribir:

1 . .
E = 5m12 (62 + ¢? sin® 0) — mgl cos 0 (4.32)
Despejando para 0:
. 2 .
0= \/ B (E + mgl cos ) — ¢2 sin? (4.33)
De la misma manera, para dt:
9 ) —-1/2
dt = ( 3 (E + mgl cos ) — ¢* sin2> de (4.33a)
Integrando:
9 Y —1/2
t= / ( 3 (E 4+ mglcosf) — ¢~ sin ) de (4.34)

Para dejar el integrando dependiente tnicamente de 6, recordando que L, = mlzgf)siHQ 0, se
sustituye ¢ =

2 .
ml2sin2 6"

2 L2 —-1/2

—1/2
=/ = E lcosh — ——=—— de 4.35
/( mgecos 2m12 sin? 0) (4.35)

Si se evalta esta integral desde un angulo extremo minimo a uno maximo se puede calcular la
mitad del periodo de oscilaciéon de 6, sea este 7, resultando en una expresion relevante por describir
una propiedad del sistema. Por lo tanto:

92 L2 _1/2
T=1V2m (E + mgl cos 6§ — ’22> de (4.36)
0, 2ml? sin” 0

Sin embargo, notese que se necesitan estos angulos extremos, la energia E y el valor de L, para
realizar este célculo.



Similarmente, a partir de L, se puede derivar:

L,
49 = mi2sin® 6
Sustituyendo en , se obtiene:
I 9 ) ~1/2
d¢ = W;ZQ (le(E + mgl cos 0) — ¢* sin2> de

L [m L? o
dp = ———1y/— | E+mglcos) — ——2—— de
¢ mi2sin?0 \ 2 ( 1ML eos 2mi?2 sin’ 9)

L2 )‘1/ 2 a9
2mi2 sin? 0

Integrando:
L.
V2m

Todas estas integrales tienen la forma de integrales elipticas [2].

¢(0) =

E + mglcosf —
( J sin? 0

4.4.3. Resumen del saber teérico acerca del péndulo esférico

(4.37)

(4.37a)

(4.38)

(4.39)

Con base en lo anterior, se puede elaborar una lista con lo que se sabe, segtin la literatura
estudiada y revisada para la realizacion de este trabajo, del péndulo esférico como sistema mecéanico
en cuanto a su descripcion y propiedades de caracter matematico, en forma de expresiones analiticas.

= Su hamiltoniano es:

R T YY L ST U DA _ 1
H= 2ml (6% + ¢~ sin“ ) — mglcos O = 2ml2(

= Sus ecuaciones de movimiento de Lagrange son:

. g_ 29 . _
9+(l 10) cos@)sm@ 0
dsin? 0 + 20¢ sinfcosh =0

= Sus ecuaciones de movimiento de Hamilton son:

mi?
; P¢ 2
= —csc“ 0
¢ ml2
2
p
Py = % esc? B cot @ — mglsin 6
m

Dy =0

= Se conserva el moméntum angular de ¢, a favor del eje z: L, = mi2¢sin’ 0

= Se puede calcular el periodo de oscilacion del angulo zenital, 7, con una integral:

62 L2 71/2
=1V2m E+mglcos) — ——2—— do
4 0, ( g 2mi?2 sin’ 9)

10

pa+ pi csc? 0) — mgl cos 0



Esta lista elaborada con base en la investigacién realizadaﬂ acerca de la teoria péndulo esférico
no es muy extensa, pues es el hamiltoniano, ecuaciones de movimiento, conservaciéon de moméntum
angular L, y una expresion para el periodo de oscilacion de 0; dada la extension de esta lista, se
puede identificar una oportunidad para profundizar en las ecuaciones para buscar soluciones y mas
propiedades. Este sistema es regularmente trabajado numéricamente mediante simulaciones. Notese
que el péndulo esférico es uno de los sistemas mas sencillos de elaborar [6] y su dindmica no aparenta
ser complicada; aun asi, no se conoce mucho de él en términos matemaéticos, pues sus ecuaciones
suponen una dificultad para avanzar y conocer maés.

4.5. Modelos de aprendizaje automatico

Con los avances en la tecnologia y potencia computacional, aumentaron también los volimenes de
datos generados por distintos dominios como el clima, finanzas, medicina, entre otros. Esto represento
una oportunidad dnica para los cientificos de obtener informacién importante a partir de los datos,
y esta tarea usualmente se logré con el aprendizaje automatico (también conocido como machine
learning), una rama de la inteligencia artificial. El machine learning se puede definir de distintas
maneras, como por ejemplo que es el campo de estudio que permite a las computadoras aprender sin
una programaciéon explicita para ello, o como estudio de algoritmos computacionales que mejoran
automaéaticamente mediante la experiencia. Los modelos de machine learning se clasifican por el tipo
de aprendizaje: supervisado (como un problema de regresion o clasificaciéon) y no supervisado (como
un problema de clustering, en el que se forman grupos en los datos de acuerdo a caracteristicas
comunes) [4].

El aprendizaje automatico se utiliza para resolver varios problemas, desde el reconocimiento de
patrones, identificacién de relaciones entre variables, predicciones en series de tiempo, entre otros.
Los algoritmos de machine learning construyen modelos mateméticos que se basan en un conjunto de
datos de entrenamiento [4]. Estos datos de entrenamiento tienen como finalidad afinar los parametros
de un modelo adaptativo [7].

En el aprendizaje supervisado, se tienen variables de entrada y de salida, y se utiliza un algoritmo
para aprender sobre la relacion de mapeo entre estas variables. Se pretende que se aprenda de manera
eficaz y con el menor error posible para que se puedan hacer predicciones con nuevos datos de entrada.
Se le llama aprendizaje supervisado porque se asemeja a un profesor monitoreando el proceso de
aprendizaje: la respuesta correcta es conocida. Los modelos iterativamente hacen predicciones sobre
los datos de entrenamiento y se corrigen actualizandose; el proceso se detiene hasta que se alcanza
un error arbitrario. Los problemas de aprendizaje supervisado pueden dividirse en clasificacion y
regresion:

= Clasificacion: la variable de salida es una categoria, como tipo de cliente o género musical.

= Regresion: la variable de salida es un valor real, como dinero o una coordenada especifica en
el tiempo [8].

4.5.1. Modelo Random Forest

Random Forest es un algoritmo de aprendizaje automatico supervisado utilizado tanto para
problemas de clasificacion como de regresion, y esta constituido por lo que se conocen como drboles
de decision. Los arboles de decision estén formados por nodos y estan basados en una secuencia de
selecciones binarias, donde la muestra de entradas se divide en 2 0 mas conjuntos similares basados

1Se consultaron principalmente fuentes digitalizadas.
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en las caracteristicas principales de las variables de entrada. Cada arbol de decisién esta compuesto
por:

= Nodo raiz, que contiene a toda la muestra de variables de entrada.

= Nodo de particion.

= Nodo de decisién, en el que un subnodo se divide en otros subsecuentes.

= Nodo terminal u hoja, que es un nodo que no se divide mas.

= Rama: arbol hijo del original.

= Nodos padres e hijos

Los criterios de particion de los nodos varian en una amplia gama dependiendo de la complejidad
del problema, que en este caso puede ser de clasificacion o regresion. Como se menciond anterior-
mente, Random Forest es un algoritmo que se construye con un ensemble de arboles de decision,
un gran nimero de ellos con el objetivo de desarrollar una mejor capacidad de predicciéon. La parte
aleatoria del modelo es consecuencia de un muestreo bootstrap, que se basa en 2 reglas clave:

1. Cada arbol se construye de submuestras aleatorias del conjunto de datos de entrenamiento.

2. Los nodos de particiéon se basan en subconjuntos aleatorios de las variables.

Notese que no se eliminan (podan) los arboles en Random Forest; el resultado final es obtenido
con un promedio de las predicciones de los arboles individuales para los de respuesta continua (los

que usan en problemas de regresion), o por votaciéon combinada para los de respuesta categorica
(para clasificacion). El algoritmo es el siguiente:

1. Empezar con los datos de entrenamiento de la forma (Z1,y1), -, (&n, yn) (donde cada &; =
(x1j,- - 7xdj)T), y decidir un namero I para las muestras bootstrap y un namero N de variables
predictoras de las d originales.

2. Se inicializa i = 1. Elegir una submuestra bootstrap B; en un nodo raiz.

= Seleccionar aleatoriamente N predictores.
= Identificar la mejor particiéon binaria y dividir el nodo padre acorde a este.
= Repetir hasta que el i-ésimo arbol de decision se forme.
3. Para nuevos datos &, la predicciéon para regresion estara dada por gz = I~! Zle Yz, ¥ Para

clasificacion gz = argmax, ZiI=1 1{y, .=y}, donde yz; es la respuesta predicha en ¥ desde el
i-ésimo arbol [4].
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MAJORITY VOTE TAKEN = FINAL PREDICTION MADE

Figura 4.2: Diagrama de funcionamiento del modelo Random Forest. Referencia en [9]

4.5.2. Modelo XGBoost

La abreviatura de este modelo de aprendizaje automatico significa Fxtreme Gradient Boosting,
el cual se obtiene al optimizar el algoritmo Gradient Boosting. Como primer punto, con el método de
Boosting se busca reducir los errores de una prediccién construyendo un clasificador fuerte haciendo
uso de clasificadores débiles, de manera que con los datos de entrenamiento se forma un primer
modelo cuyos errores son corregidos con un proceso iterativo. Gradient Boosting mejora el proceso
anteriormente descrito al incorporar mas clasificadores débiles junto con un algoritmo de optimiza-
cion de descenso de gradiente; este modelo es capaz de abordar problemas de regresion y clasificacion
[1]. XGBoost es un sistema escalable de machine learning para hacer tree boosting. El éxito detras
de XGBoost es su escalabilidad, porque su ejecucion es 10 veces més rapida que la de cualquier otra
solucién conocida hasta la formulacion de este algoritmo en 2016, en una misma maquina. Este fac-
tor diferenciador se debe a varios sistemas importantes y optimizaciones algoritmicas: un algoritmo
de aprendizaje de arboles para manejar datos dispersos (como datos faltantes), un procedimiento
de bosquejo de cuantiles ponderados justificado teéricamente que permite el manejo de instancias
de pesos en el aprendizaje aproximado de arboles. Del mismo modo, la computacion paralela y dis-
tribuida hace que el proceso de aprendizaje sea mas rapido, lo cual permite el procesamiento de
billones de ejemplos en una maquina [10].

La funcién objetivo de XGBoost incluye términos de regularizacion para evitar el overfitting: que
el modelo aprenda perfectamente los datos y no sea capaz de generalizar para hacer predicciones
y hacer hallazgos. Estos términos modifican el impacto de pardmetros como el nimero de hojas de
un arbol y el peso de las mismas. Como fue mencionado anteriormente, XGBoost utiliza algoritmos
aproximados para encontrar la mejor distribucion:

1. Algoritmo basado en histogramas: es mas eficiente que algoritmos exactos, siendo esto més
evidente en conjuntos de datos grandes.

2. Estructura de bloques: se utiliza para almacenar datos, lo cual ayuda tanto en el acceso a de
patrones de caché como en paralelizacion [10].

Es ampliamente conocida la efectividad de XGBoost porque incluso en el trabajo fundacional de
este algoritmo Chen y Guestrin [10] indican que este se ejecutd 10 veces mas rapido (en términos de
uso de recursos estimado con tiempo por iteracion) que el modelo Spark MLLib y 2.2 veces mas que
H20, aunque este ultimo es mas lento en cargar los datos.
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Con XGBoost, los arboles de decision se crean secuencialmente con Gradient Boosting, asignén-
dole un peso ponderado a las variables independientes. De forma superficial, el funcionamiento de
XGBoost es el siguiente:

1. Se asigna un peso ponderado a cada muestra para que sean introducidas a un primer modelo,
que hara predicciones de estas muestras.

2. Se evalian las predicciones y se modifican los pesos inicialmente asignados en funciéon del error
que presentaron, en forma de una relacion directa, es decir, a mayor error, mayor la correccion.

3. Con los cambios hechos, se pasan los datos al siguiente arbol de decision.

4. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta haber alcanzado la tolerancia de error especificada [1].

! ! l
Treel Tree2 TreeK

Q

67"

Input: y Input: y- f1(xi) Input: y- f 1(x)- f k-1(xi)
Output: f1(xi) Output: f2(xi) Output: fk(xi)
l [ l |
Output: ;Slfk()(i)

Figura 4.3: Diagrama de funcionamiento del modelo XGBoost. Referencia en [11]

4.5.3. Redes neuronales feedforward

También conocidas como perceptrones multicapa, son los modelos de deep learning por excelencia.
Su meta es aproximar una funcion fx, define un mapeo ¢ = f x (Z;0) y aprende los valores de los
parametros 6 que generan la mejor aproximaciéon a tal funcion. Se les llama feedforward porque la
informacién fluye a través de la funcion evaluada en & para obtener su imagen correspondiente, es
decir, no hay conexiones de retroalimentacion en las que las salidas del modelo se vuelvan a introducir
en el algoritmo. Son modelos de alta importancia en la practica, pues son piedra angular para las
redes neuronales recurrentes, que alimentan muchas aplicaciones de lenguaje natural.

Se dice que son redes porque son tipicamente representadas por la composiciéon de muchas fun-
ciones. Por ejemplo, si se tienen 3 funciones, fi, fo v f3, se conectarian de la forma: f(Z) =
(fs o (fao fi))([@) = f3(f2(f1(2))); en este caso, fi es la primera capa de la red, f» la segunda,
y de esta forma sucesivamente. El largo de esta cadena define la profundidad del modelo; de este
concepto nace el término deep learning. La tltima capa recibe el nombre de capa de salida. Durante
el entrenamiento de una red neuronal, se desea que f(Z) (la funcién generada por el modelo) sea
igual a f * (&), de modo que cada & de entrenamiento es acompanado por una etiqueta y =~ f * (Z).
Estos ejemplos de entrenamiento especifican qué debe hacer la capa de salida, y esto es generar un
resultado cercano a y; por otro lado, el comportamiento de las demas capas no es dictado por los
datos de entrenamiento, por lo que el algoritmo de aprendizaje debe decidir como usar estas capas
para producir el resultado deseado. Dado que los datos de entrenamiento no muestran el resultado
final a las deméas capas, se les llama capas ocultas.
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A estas redes se les llama neuronales porque estan inspiradas en la neurociencia. Cada capa
oculta es valuada en un vector y la dimensionalidad de las mismas define el ancho del modelo. Cada
elemento del vector puede ser interpretado como que tiene un rol similar al de una neurona. En
vez de pensar cada capa como una funciéon que mapea vectores a vectores, se puede ver como una
capa con muchas unidades que acttian en paralelo, cada una representando una funcién que mapea
vectores a un escalar. Cada unidad se asemeja a una neurona en el sentido de que recibe datos
de entrada provenientes de muchas otras unidades y genera su propio valor de activacion. La idea
de usar muchas capas de representaciones con valores vectoriales es derivada de la neurociencia.
Sin embargo, la meta de las redes neuronales no es modelar perfectamente el funcionamiento del
cerebro; es mejor verlas como una maquina que aproxima funciones cuyo objetivo es alcanzar la
generalizacion estadistica, que en algunas ocasiones provee hallazgos de lo que se sabe del cerebro
[12].

Flow of Information

N

7
\ 1

f

J

-
\J2

Layer 0 Layer 1 Layer 2 Layer 3
Input Layer Hidden Layer 1 Hidden Layer 2 Output Layer

Figura 4.4: Diagrama de funcionamiento del modelo de red neuronal feedforward. Referencia en [13]

4.5.4. Meétricas de evaluacion de modelos

Existen varias métricas para evaluar el desempeno de modelos en términos de su error residual,
precisamente en problemas de regresion. Algunas de estas ignoran la direccién del error, en otras
palabras, si fue sub o sobrestimado, ya que al hacer esto se pueden anular algunos valores entre si y
no contribuyen al valor de la métrica; algunas que evitan este problema al utilizar valores absolutos
son MAE, MdAE, MAPE y MdAPE.

» MAE: mean absolute error (media del error absoluto)

» MdAE: median absolute error (mediana del error absoluto)

» MAPE: mean absolute percentage error (media del error absoluto porcentual)

» MdAPE: median absolute percentage error (mediana del error absoluto porcentual)

Las métricas enumeradas estan definidas a partir de los residuos del modelo a evaluar (la dife-
rencia entre la observacion y el pronoéstico: y — ). Las primeras 2 se calculan con un error absoluto
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y sus expresiones matematicas son directas e intuitivas:

N
1
MAE = — — 4.4
N ; lyi — 4l (4.40)
MAAE = Mediana (|y; — ) (4.41)

Las otras 2 estiman errores porcentuales, por lo que sus expresiones presentan una divisiéon entre
la correspondiente observacion realizada y;:

N ~
1 Yi — Ui
MAPE= =S |¥ Y% 4.42
vl )
MdAPE = Mediana ( Vi~ Yi ) (4.43)
Yi

Notese que al utilizar las medidas de tendencia central de la media y la mediana, los resultados de
las métricas pueden ser representativos para expresar el rendimiento de un modelo; sin embargo, si
existen datos atipicos, la media no sera representativa para el conjunto de residuos y la mediana, al
ser determinada por la posiciéon y no el valor en si, no sera significativamente afectada y representara
de mejor manera el error [1].
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CAPITULO b

Antecedentes

Se puede considerar que es relativamente reciente la transicion a la era de la inteligencia artificial;
el aprendizaje automatico se esté utilizando en campos de estudio variados, desde las finanzas y los
negocios, hasta la ciencia. Por otro lado, el péndulo esférico se considera como un caso cerrado, pues
no hay una amplia lista de estudios dedicados a conocer més del mismo. A continuacion, se describen
trabajos relacionados a este proyecto de investigacion:

1. Ahed Habib y Umut Yildirim, de la Universidad Mediterranea del Este, implementaron una
red neuronal que consider6 restricciones fisicas para el diseno preliminar de cojinetes para un
péndulo de friccién de miiltiples etapas, que son componentes criticos en sistemas aislados
sfsmicamente. Con estas restricciones, mejord la precision y confiabilidad de las predicciones,
facilitando la creacién de procesos de disefio mas eficientes. Referencia en [14].

2. Pablo Marroquin, en su tesis para optar al grado de licenciado en fisica por parte de la Uni-
versidad del Valle de Guatemala, presenté un trabajo en el que aplico modelos de aprendizaje
automaético para hacer un analisis de predictibilidad de trayectorias de un péndulo magnéti-
co. En general, no se lograron modelar computacionalmente, pero los resultados mas exactos
fueron los que consistieron de montajes con 2 imanes, 1 intervalo de 1/30 segundos a predecir
con el modelo Random Forest; fue un trabajo innovador en el que se utilizaron algoritmos de
machine learning para estudiar un sistema dinamico caético. Referencia en [1].

3. Cientificos de la Universidad de Hamburg aplicaron machine learning para predecir y mitigar el
movimiento de un péndulo high-@Q (alto factor de calidad) considerando perturbaciones sismi-
cas, resultando en una reduccién significativa en el desplazamiento de la densidad de potencia
espectral en la frecuencia de resonancia, sugiriendo potenciales mejoras para la sensibilidad de
detectores de ondas gravitacionales al contrarrestar ruido sismico. Referencia en [15].

4. La investigacion de Galal M. Moatimid y T. S. Amer, de la Universidad Ain Shams y de
la Universidad de Tanta, respectivamente, aporté soluciones analiticas aproximadas para el
movimiento de un péndulo esférico magnético, enfatizando sus caracteristicas de estabilidad.
Mediante métodos no perturbativos, los autores analizaron el comportamiento del sistema
bajo diferentes condiciones, haciendo hallazgos sobre la estabilidad y dinamica de este tipo de
péndulos, los cuales tienen varias aplicaciones, tanto tedricas como practicas. Referencia en

[16].
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CAPITULO ©

Desarrollo tedrico

6.1. Simplificacién de las ecuaciones de movimiento

Son ampliamente conocidas las ecuaciones de movimiento del péndulo esférico deducidas con el
enfoque escalar de la mecanica lagrangiana:

6+ (% 741.72(3039> sinf =0 (6.1)
%(ml%snﬂ ) =0 (6.2)

La segunda de ellas denota la conservacion del moméntum angular asociado a la coordenada
del angulo azimutal; notese que si QS = 0, la primera ecuacién se reduce a la del péndulo plano.
La coordenada que oscila es la del angulo zenital, 6, y para comenzar a abordar estas ecuaciones,
se puede pensar en qué pasaria si el valor de los angulos que puede tener son considerados como
pequeiios (por consenso, menores a 15°, 7/12 en radianes). Si se cumple esta condicion, se pueden
aplicar las aproximaciones sinf ~ 6 y cosf =~ 1 a las ecuaciones de movimiento, resultando en:

é+(%—¢32)9=0 (6.3)
d .
@@592) =0 (6.4)

En la Ecuacién (6.4) se ha simplificado mi? por ser constante. Estas expresiones, aunque sean
mas simples, siguen siendo no triviales en cuanto a su resolucién, pues mantienen su caracter no
lineal.

La siguiente accién a realizar es desacoplar las ecuaciones, lo cual se puede lograr si se trabaja
la Ecuacion (6.4). Notando que esta hace referencia a una cantidad que se conserva:

00 =Ci= b= /o> o= [ Cha (6.5)

Donde C; es una constante. Para conocer el valor de la misma, se tienen que recordar las condi-
ciones iniciales 6(0) = 6y y ¢(0) = ug. Estas condiciones se pueden unificar eliminando el pardmetro
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del tiempo, de esta manera: ¢(6 = 6y) = u; de esta manera C; = ugf2 y ¢ = uoh2/62. Sustituyendo
esta equivalencia en la Ecuacion (6.3)):

é+<?—<ﬁ?>ja_o (6.6)

ugbo
03

Simplificando:

b+ %9 = (6.7)

Esta es la ecuacion para 6 del péndulo esférico con las condiciones iniciales establecidas para este
trabajo de investigacion. Solucionarla implica tener una expresion para ¢(t) y también de ¢(t) al
integrarla. Se puede ver que es una ecuacion del péndulo simple no homogénea, que, en el contexto
de un sistema mecéanico, estd sujeta a una fuerza que depende inversamente del cubo del angulo;
seria un sistema equivalente.

6.1.1. Soluciéon de las ecuaciones de movimiento si la variacién del dngulo
zenital es pequena

La Ecuacion es la llave para la resoluciéon de las ecuaciones de movimiento del sistema, sin
embargo, tampoco es manejable con métodos convencionales de ecuaciones diferenciales ordinarias,
pero si se hace un supuesto mas, esta tiene soluciéon en forma de una expresiéon analitica; tal supuesto
es que la variacion de  sea pequena en comparacion con el angulo inicial 6y. Esto permite linealizar
el término inhomogéneo de la ecuacion.

Para realizar esto, se busca la recta tangente a la funcion, sea esta:

a(f) = vty /0° (6.8)
que pase por el punto:
ugf
M

donde 03 es un angulo que se encuentra entre los valores méaximo y minimo de la oscilaciéon de
6(t); no se asume que es el valor medio para no perder generalidad. La forma punto-pendiente de la
ecuacion de una recta es:

y—yo = m(z — ) (6.10)

Aplicada al caso particular, con 6 como variable independiente y recordando que la pendiente es
la derivada respecto a 6 de la funcién evaluada en la abscisa del punto de interés:

do

y—a(fy) = @ oo, (0 —0n) (6.10a)
204
ugldy do
— = — 0—0 6.10b
63, dé ezaM( ) ( )
La derivada evaluada es: p 21
o] 3u,
—lo=py = — g (6.10¢)
do M 0%,
Entonces la recta tangente es:
3u20s 3u20d u263
= =i 0+ 0+ (6.10d)
M M M
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Simplificando:

3udly  4uo]
y=- Zi 09 + Zg 2 (6.10e)
M M

Por lo que la aproximacion lineal de «(f) centrada en 6§ = ), en un intervalo de baja variacion es:

o(6) = u%ﬂé N 73@%030 N 4u%93
T3 T 6, 03,

(6.11)

Ops es el valor en el que se centra la linealizacion, y es tal que 07 € (min(f), max()). Para este
punto de la resolucién, se elegira un valor tal que ayude a describir lo que se observa, y para ello se
impondra una condicién adicional (de frontera) que considera el otro valor extremo de 6, sea este 6,
es decir, el que es diferente a 6y, que puede ser el méaximo o minimo de 6; asumiendo periodicidad,
denotemos esta condicion como 6(v) = 65, donde v representa el primer valor temporal tal que
maximiza (si 6y es un minimo) o minimiza (si fy es un maximo) la funcion 6(t).

Si se sustituye la linealizacion de la Ecuacion (6.11]) en la ecuacion diferencial de 6:

. 2p4 4204
I R W L (6.12)
TS 03,

Esta ecuacion ya es lineal y se puede resolver directamente. La solucion homogénea, sea esta
01(t), se puede escribir como una combinacion lineal de senos y cosenos:

204 204
On(t) = Acos ( % + 37;200 t> + Bsin ( % + 3;200 t> (6.12a)
M M

Para la parte no homogénea, se propone 6,, = C : %(C) = 0, en vista de que el término no

homogéneo es constante. Sustituyendo 6, en la ecuacion diferencial:

- g 3ulod g0, + 3lu2s 4uo

Despejando para 0, = C:

_ 1
¢ 903, + 3luioy (6.13)

Por lo que se puede escribir la solucion general de la ecuacion, 6(t) = 05, (t) + O,p:

2094 204 Alu26%
6(t) = Acos ( g + 3ugbo t> + Bsin ( g + 3uq0y t> + LugloOu (6.14)

TS TS 90, + 31u30]
Para determinar el valor de las constantes A y B, se evalian las condiciones iniciales. Con 0(0) = 6:

Alu2040,,
0(0)= A+ ——00°% _y 6.14
(0) + 903, + 3lugos 0 ( 2)

Despejando para A:

Alu20460 0
A=f, — — 007" 1
bo 903, + 3lu36} (6.15)
Con la condicion 0(0) =0:
3u204
6(0) = By |2 4+ 22050 — ¢ (6.15a)
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El factor:
(6.16)

es mayor que 0 dado que representa la frecuencia angular de la oscilacion que permite el movimiento
caracteristico del sistema, entonces B = 0, por lo que se puede escribir la solucién particular de la
ecuacion:
204
Aug060 m

Alu26086,,
0= (00 gy i)

_ 6.17
903, + 3ludbs (6.17)

Como fue mencionado anteriormente, se necesita hacer uso de la condicion adicional para encon-
trar el valor de la constante #5;. Recordando que tal condicion es 6(v) = 6 con v siendo un valor
temporal que extremiza la funcion 6(¢). Notando que la parte de esta funcion que depende de ¢ es
un coseno, entonces v tiene que cumplir con:

=1 (6.18)

Por lo tanto:

4lu2030,0, 4lu2030,,
0 — gy — —0707H ) __"P0r0rM g 6.18
) < 07 9oL, +3zu393) O gt anaes — (6.182)
Simplificando la expresion:
4lu2050 0o + 6 -
whoom Bt _ g (6.19)

901, + 3208 ~ 2

donde 6 es el angulo zenital medio (el valor medio de los angulos 6y y ¢ +). O es entonces la solucion
a esta ecuacion, la cual se puede llevar a la forma de un polinomio de grado 4, pero se usaron
métodos numéricos para resolverla debido a la complejidad de hacerlo analiticamente. El método
consistio en graficar ambos lados de la ecuacién como funciones individuales y evaluar en qué punto
se intersecan; estos resultados se respaldaron con el método de Newton-Raphson. Por lo tanto, lo
nico que se necesita es el valor del nuevo parametro 6.

= Simulacién de las ecuaciones de movimiento con odeint para calcular el angulo
zenital medio y utilizacion de método grafico para resolver la Ecuacion ((6.19))

Se asume que independientemente de los valores de [, ug v 6, Ay tendra una caracteristica
comin en los sistemas que puedan ser considerados como casos de baja variacion en 6, por lo
que, utilizando la libreria odez'mﬂ de Python, se simularon las ecuaciones de movimiento con 3
condiciones iniciales distintasﬂ que generaron un caso de baja variacién de 0, para obtener 6
(y por consiguiente ) y asi evaluar la soluciéon de la Ecuacion . Se incluye el programa
utilizado en el repositorio cuyo enlace se adjunta en Anexo B.

Los valores de los pardmetros de la magnitud de la aceleracion gravitacional y el largo de
la cuerda fueron 9.8 m/ s y 0.270 m, respectivamente. La simulaciéon proporcioné el dato de

Lodeint es una libreria que utiliza LSODA, de la libreria de FORTRAN odepack (SciPy community, 2025)[17].
LSODE abrevia, en inglés, Livermore Solver for Ordinary Differential Equations, y se utiliza para resolver sistemas
rigidos (stiff) y no rigidos (nonstiff) (Hindmarsh, s.f.)[18], y LSODA sustituye la letra “A” por la “E” para hacer refe-
rencia a Automatic Method Selection, en el que el paquete decide automaticamente qué método utilizar dependiendo
de si el problema es de tipo rigido (método Backward Differentiation Formula (BDF)) o no (método de Adams)
(Hindmarsh, 1982)[19).

2S¢ mantuvieron las condiciones 6(0) = 0 y ¢(0) = 0.
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¢, con el cual se puede calcular 6 y resolver la ecuacion.

0(0) = 6y (rad) | ¢(0) =ug (rad/s) | 0 (rad) | 6 (rad) | Op (rad)
/12 5.35 0.232 0.247 0.247
/15 5.60 0.195 0.202 0.202
/17 6.30 0.193 0.189 0.189

Cuadro 6.1: Condiciones iniciales con las que se simularon las ecuaciones de movimiento, &ngulo
0y asociado, dngulo zenital promedio y la solucién de la Ecuacion (6.19)) con el método grafico

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos con el método grafico, en los que se puede

#) y su interseccion que representa la solucion 6.

observar una curva (lado izquierdo de la Ecuacion (6.19)), una recta horizontal (la constante

Figura 6.1: Grafica de las 2 expresiones en la Ecuaciéon (6.19) como funciones independientes;
pardmetros utilizados correspondientes al primer conjunto de condiciones iniciales

041 / ‘ \
o ol

2 03 04 0.5

Figura 6.2: Grafica de las 2 expresiones en la Ecuacion (6.19) como funciones independientes;
pardmetros utilizados correspondientes al segundo conjunto de condiciones iniciales
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Figura 6.3: Gréafica de las 2 expresiones en la Ecuacién (6.19) como funciones independientes;
parametros utilizados correspondientes al tercer conjunto de condiciones iniciales

Nota: en este caso, hubo 2 puntos de solucion (0.187 y 0.191 rad), pero debido a su relativa
cercania se uso el valor promedio (0.189 rad).

= Respaldo de resultados con el método Newton-Raphson

0(0) = 0y (rad) | #(0) = ug (rad/s) | Oxr (rad) | 6 (rad) %MM
/12 5.35 0.247 0.247 | —3.57 x 1073
/15 5.60 0.202 0.202 | —1.14 x 103
/17 6.30 0.186 0.189 | 4.76 x 102

Cuadro 6.2: Resultados obtenidos para la solucion de la Ecuacion (6.19]) con el método Newton-
Raphson, con el valor del 4ngulo zenital medio y la evaluacion de la solucion en la derivada

Los resultados obtenidos para 6); con Newton-Raphson son coherentes con el método grafico,
y en ambos noétese que en todos los diferentes conjuntos de condiciones iniciales la solucion
0y de la Ecuacion coincidio, en un redondeo a 2 cifras significativas, con el angulo
zenital promedio €, pero concluir esto solo conllevaria a la sustitucion ), — 6 en la funcion
0(t), el cual es un parametro experimental mas al depender de 6;; sin embargo, hay que notar
4lu§9§;ﬂ
gzt +3lu20]
aprecia de mejor manera en las Figuras del método grafico, pero también se puede inferir con
la Gltima columna del cuadro[6.2} al notar que la evaluacion de 6y en la derivada es cercana a
cero), la cual ya no es un parametro que depende de mediciones adicionales a las condiciones
iniciales. Esta es la caracteristica comin que se estaba buscando, por lo que se puede proceder
a encontrar la expresion para 6, en la formulacion general.

que 0 es también la abscisa del maximo positivo de la funcion f(z) = (esto se

Dado que ) es un valor que maximiza la funcion f(x) = %, entonces %\z:&M =0, por
lo que:
0%, + 3lu20s — 4903 3lud0} — 3901

A28 TP 00— 2IIM. g 208 2R000 292 6.20
070 (g03; + 3lug6)? 070 (g0, + 3ludf])> (6.20)

Puesto que 4lu303/(g0%; + 3lud63)? > 0:

! 1/4

31208 — 301, = 0 = 07 = (gug) (6.21)

23



Sustituyendo @57 en la funcion 6(¢):

_ 1/4
4lu395 (éu%) g
0t)=1600— —5—-5-7 | cos 7 +

0y + 3luog

1/4
Bug0p t) Hishs @ug) (6.21a)

93%11% 30§ + 3luio]

1/4 1/4
o Alu203 (éu%) \/Wt Alu203 <éu(2)) o
=10~ .20 s\ ) T T e (6.21b)

Lo cual conduce a la forma final de la funcién para el &ngulo zenital:

0(t) = 0o (1 — (;%)1/4) cos (2\/%) + 6o (;u?)) v (6.22)

Sustituyendo esta funcion en la relacion diferencial de la Ecuacion (6.5) con C; = ug63:

UOG(%

o(t) = {90 (1 B (;u3>1/4> cos (2/F1) + 6 (éug)l/z;r (6.23)

Recordando la condicion ¢(0) = 0, la funcién para el dngulo azimutal ¢(¢) viene dada por la
integracion de la Ecuacion ((6.23)):

t

UOGg

[90 (1 - (§u3)1/4) cos (2/Zr) + o (;ug)”‘*] ~dr

o(t) = (6.24)

Por ser las primeras soluciones encontradas, se les colocara el subindice 1 (81 (t), ¢1(¢)). Con la
obtencién de estas funciones, queda finalizada la tarea de solucionar las ecuaciones de movimiento
del péndulo esférico con el supuesto de angulos pequenos y baja variacion del dngulo zenital.

Notese que la frecuencia angular de oscilaciéon encontrada para 6, la constante del argumento del
coseno, es 2 veces la del péndulo simple, 4/g/l, por lo que su periodo, sea este 7, es la mitad. Si

w=1/g/lyw =2w=2./g/l, entonces:

2 2
T = — = —
w! 2w

s
=— T= - 6.25
” T=m P ( )

Se le llamara a esta expresiéon 7, por ser la primera encontrada para el periodo. De la misma
forma, cualitativamente se puede establecer que la trayectoria de la masa en el plano xy describe, en
general, elipses. Si se considera que media elipse es generada por una oscilacion completa del dngulo
0, entonces se puede plantear el periodo de rotacion de la masa, sea este T', como:

l
T —2r— zﬁ\/; (6.26)

El cual, nétese, coincide con el periodo de oscilacion del péndulo simple.
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6.1.2. Analisis de la solucién para la coordenada angular zenital conside-
rando angulos pequenos y baja variacion

Con la expresion encontrada para el angulo zenital 8 (Ecuacion (6.22))), se pueden obtener resul-
tados y propiedades mecéanicas del sistema mediante el analisis de la misma.
Con la funcién se puede establecer la forma de 6y, el otro dngulo extremo, basta con simplemente
evaluar la funcion en el tiempo t = v:

01 (v) = by (1 - (;u§> 1/4> (1) + 6 (;u3> v = 0; = b (2 (;u?)) v - 1) (6.27)

1/4
Considérese la amplitud de la oscilacion en 6(t): 6 (1 — (éu%) ) Lo que hace que 0y sea el

angulo maximo o minimo de la oscilacién esta determinado por el signo de esta amplitud, es decir,
si este es positivo, 0y serd un maximo y 6¢ el minimo, pero si es negativo, sera el minimo y el otro
extremo el maximo. Dado que en esta amplitud todas las variables son positivo definidas, lo tnico
que define el signo es ug, lo cual es coherente con lo que se puede esperar.

De esta manera, evaluemos el caso en el que la amplitud es positiva (6y > 6;):

I 1/4 I 1/4
0o | 1— <u(2)> >0=1- <u3> >0 (6.27a)
g g
Lo cual lleva a la relacion:
"o < \ﬁ (6.28)

En este caso, considerando la Ecuacion (6.27)) y que 6 es positivo definido, 65 es una fraccion
propia de 0, esto es 05 < 0.

Similarmente con el caso de amplitud negativa (6y < 6y):

! 1/4 ! 1/4 7
0o (1 - (gu%) ) <0=1- (gu%) <0=ug> 7 (6.29)

Del mismo modo, considerando la relacién entre los extremos y la positivo definicién de 0, 0 es
una fraccién impropia de g, esto es 05 > 6.

Como caso especial, si la amplitud es igual a cero, el péndulo esférico se vuelve conico al reducir
un grado de libertad en el sistema eliminando la oscilacién. Si esto ocurre, entonces:

I 1/4 I 1/4
0o (1 - (gug) > =0= (gu3> =1=ug= \/g (6.30)

Y la expresion para 6 se reduce a:

o= (1= (L)) Yoo ca(L(E)) s

Asimismo, 0y = 6. De esta manera, este resultado expresa la condicién necesaria para que el
péndulo esférico con valores de angulos zenitales pequenos se reduzca al caso especial del conico, y
esta asociada a la rapidez angular azimutal inicial, que depende del largo de la cuerda y el valor de
la aceleracion gravitacional. Se puede llegar a este tltimo resultado con mecénica newtoniana, por
lo que este desarrollo es coherente.
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6.2. Meétodo del ajuste: segundo modelo analitico

En todas las deducciones realizadas, solo una concierne a soluciones explicitas de las ecuaciones
diferenciales del sistema, y fue bajo la aproximaciéon de angulos pequenos con el supuesto de baja
variacion del dngulo zenital. No es una solucién que sea aplicable a todos los casos, solo es para
una pequefia parte de los mismos. No obstante, a juzgar por la forma de esta soluciéon para 6 (véase
Ecuacion )7 se puede proponer un modelo de la forma:

0(t) = Acoswt + B (6.32)

Similarmente (por la relacion de conservacion de moméntum angular):

¢ U092
6(t) = /O o (6.33)

donde A, B,w son constantes a determinar; notese que el modelo cumple, de partida, con 9(0) = 0.
Esta expresion se puede ajustar con las condiciones requeridas. Recordando 6(0) = 6, se tiene que:

6(0) = A+ B =06 (6.33a)
Del mismo modo, 8(r) = 0 (véase Seccién 6.1.1. para explicacién de esta condicién), por lo que:
0(v)=—A+B=146, (6.33Db)

Se tienen entonces 2 ecuaciones lineales para los coeficientes A y B, cuya solucion es trivial, siendo:

AP0 (6.34)
2
B=— w (6.35)
por lo que el modelo para 6(t) es:
0(t) = w coswt + w (6.36)

= Determinacion de w con odeint
En la solucién de las ecuaciones de movimiento con el supuesto mencionado, se obtuvo una fre-
cuencia angular constante igual a 2\/971 , por lo que con la simulacién utilizada anteriormente
(véase Seccion 6.1.1.) se evaluo si esta frecuencia cambiaba si los d4ngulos y la variacion no eran
necesariamente pequenas; se utilizo el primer conjunto de condiciones iniciales del cuadro
para comparar. Se hicieron pruebas numéricas con un péndulo con ! = 0.270 my g = 9.8 m/s”.
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Figura 6.4: Solucion de 0(t) para 2 sistemas de dngulo y variacion grande (61 y 62) y un sistema
con angulo y variacion pequena (f3)

Nota: condiciones iniciales §(0) = 7 /4, 7 /18, 7/12y ¢(0) = 4.20 rad/s, 7.00 rad/s, 5.35 rad /s,
con esos valores respectivamente. Se identifica cada curva con el niimero de caso en el subindice
de 6 en la leyenda.

Notese que al inicio del movimiento, la frecuencia angular es aproximadamente para casos de
angulo grande y pequeno, pero conforme pasa el tiempo, se hace méas evidente la diferencia entre
el periodo de los mismos (esto se aborda en la Seccion 6.4.). Sin embargo, al ser la frecuencia del
sistema con angulo pequeno una buena aproximacién en una fracciéon del intervalo temporal,
se utilizard w = 2\/5171 para este modelo de ajuste.

Se concluye entonces que se utilizara la frecuencia angular w como 2+/g/l; por ser un segundo
conjunto de modelos, se les llamara a los mismos en este trabajo como 02(t) y ¢2(t). La forma final
de los modelos correspondientes al método del ajuste son:

O(t) = w cos (2\/%) + ‘%JFTHJ‘ (6.37)

a(t) = tofh dr (6.38)

2
(3% cos (2/Fr) + 25%)
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6.3. Combinacion de las 2 soluciones: tercer modelo analitico

Es valido preguntarse el porqué de combinar las 2 soluciones analiticas planteadas hasta este
punto, pero en la seccién de resultados se podré observar que en la mayoria de los experimentos se
obtuvieron graficas 8 vs t con amplitudes intercalantes, las cuales en ciertas ocasiones coincidian con
las de 61(t) y 62(t); concretamente, la primera amplitud correspondi6 a 62(t) y la segunda a 61 (¢).
Un resultado genérico de este tipo se ve de la siguiente manera:

Figura 6.5: Funcién genérica que combina expresiones de la forma a coswt + 8y ycoswt + o en un
dominio temporal [0, 37]

Nota: la condicion de continuidad es a4+ 8 = v + o (se obtiene al imponer fi(t = 7) = fo(t = 7)),
y en este caso se usaron « = —2, =5, v = —3/2 y 0 = 9/2. Nétense las amplitudes intercalantes.

Una forma de combinar las soluciones es aprovechar su periodicidad mediante una serie de Fourier
de una funcién por partes definida como:

) 6a(t), sio<t<rT,
f(t)_{el(t), siT<t<2r (6.39)

La representaciéon de una funcién por medio de una serie de Fourier esté definida en un intervalo
del tipo [—a, a], por lo que se puede redefinir la funcion para que cumpla con esto aunque no se use
la parte negativa del dominio:

O2(t), si —27 <t< —,
01(t), si —7<t<0,
t) = 6.40
Uy 02(t), si0<t<T, ( )
01(t), siT<t<2rT.

El procedimiento para calcular los coeficientes de la serie de Fourier de esta funcién puede ser
laborioso. Sin embargo, se puede lograr la representacién con un intervalo del tipo [0, a] si se utilizan
propiedades de paridad. El problema es que la version par y la impar de la primera f(t) (Ecuacion
(6.39))) no corresponden a una observacion de 8, porque en el primer caso generarfa picos consecutivos
con amplitudes iguales y en el segundo provocaria un cambio repentino en el signo de la amplitud y
podria violar la positivo definicién de la coordenada. La deduccién a continuaciéon emplea funciones
arbitrarias de la forma a coswt + 5 para que sea general. Regresando al problema de la paridad, si
se define la funcién de la siguiente manera:

f(t){fl(t):Acoswt—i—B, si0<t<T/2, (6.41)

fa(t) =Ccoswt+ D, sit/2<t<T.
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Figura 6.6: Ejemplo de la forma de la funcion por partes descrita en la Ecuacion (6.41)

Nota: se usaron A =2, B=5,C =3/2y D =9/2; la condicion de continuidad es A—C = B — D
(se obtiene al imponer fi(t = 7/2) = fo(t = 7/2)), y en este caso se usaron A =2, B=5, C =3/2
y D =9/2.

Al aplicarle un corrimiento de 7/2 a la derecha a su serie de Fourier en cosenos (la que genera
su version periodica par), se obtiene lo deseado; las funciones f1(¢) y f2(t) no son necesariamente
las de la ﬁgura Sea la serie de Fourier resultante S;(t) y 65(t) el tercer modelo analitico para 6,
entonces:

O5(t) = S¢(t —7/2) (6.42)

Para empezar el calculo de S¢(t), se debe recordar la forma general de una serie de Fourier en
cosenos de una funcién f(¢) en el intervalo [0, L]; Zill y Cullen [20] indican que esta es:

1 - t
Se(t) = Sao0+ Z @y, COS (nz) (6.43)
n=1
L en este caso es el periodo 7, entonces:

Sp(t) = %ao +> aycos <”:t> (6.44)

n=1

donde: o /7
apg = f/ f)dt (6.45)

0

i = % /O " () cos (”T”t) dt (6.46)

Empecemos con ag. Al sustituir f(¢), se obtiene la siguiente expresion con 2 integrales:

/2 T
ag = 2 l/ (Acoswt + B)dt+/ (C coswt + D)dt] (6.46a)
T |Jo /2
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2 [A . T/2 T/2 C
== [wsmwt|0 + Bty + —sinwt|”, + Dt\T/Q} (6.46b)
Al evaluar en los limites correspondientes y recordando que w7t = 27, se obtiene:
=B+D (6.47)

Procediendo con el calculo de a,,, sustituyendo f(t):

T/2 T
an = 2 [/ (Acoswt + B) cos <n > dt + / (Ccoswt + D) cos (mrt) dt] (6.48)
T 0 T /2 T

Operando la primera integral:

/2
/ (Acoswt + B) cos ( ) dt = A/ cos wt cos ( ) dt + B/ (mrt) dt (6.48a)
0 T

Utilizando la identidad asociada al coseno de una suma y una resta:
1
COSTCOSY = o [cos(x + y) + cos(z — y)] (6.49)

Se obtiene:

A (T2 B aw
= —/ (cos (wt + n—ﬂt) + cos (wt - n—wt)) dt + —— sin <n7r> 0/2 (6.49a)
2 Jo T T nmw T

A T — r B
_4 T sin [ “T + nmL (/2 n T sin (€T =", /2 n BT i (mr) (6.49D)
2 \wr +nm T 0 WT —nw T nw 2

Simplificando utilizando la relacion wr = 27 y la identidad:

sin(x £+ y) = sinx cosy £ siny cos x (6.50)

T[A 1 1 B| . /nm
- T {2 <2—|—n + 2—n) + n] st (7) (6'502%)

Notese que si n es par (excepto n = 2 porque se indefine un término), la expresion da como
resultado 0. Si n es impar (haciendo la sustitucion n — 2n — 1):

T [A 1 1 B . T
=z [2 (2+2n_1 n 2_2n+1) ¥ 2n_1] sin ((2n71)§> (6.50D)

Simplificando y notando que el seno de un miltiplo impar de 7 (considerando que n =1,2,---)
puede escribirse como (—1)"*! = —(—1)™

- E (2n1+ 1 31271) - 2an 1} (=1" (6.50c)
_ ((%Aﬁ’; (3?%) + an_ 1) (- (6.51)

Con un proceso similar, se opera la segunda integral:

/ (C coswt + D) cos <n ) dt = C/ cos wt cos ( ) dt + D/ ( ) dt  (6.51a)
T/2 T /2 /2 T
c (7 nm nm Dt . (nmt\ |+

=3 /7/2 (cos (wt + Tt) + cos (wt — Tt)) dt + - sin (7’) |T/2 (6.51b)

30



1S (b))

Sin es par (excepto n = 2), la expresion es igual a 0; si n es impar (n — 2n — 1):

T C 1 B . T
w[ 2 2+2n—1 2—2n+1)_Qn—1]81n<(2n_1)2) (6.51¢)
T[] C 1 1 D
R D — —1)nt! 6.51f
w{ 2< 2n+1+3—2n> 2n—1}( ) ( )
C(2n—1) D T
=(- - —(—1)"*? 6.52
( (2n+1)(3—2n) 2n—1> 7r( ) (6:52)
Evaluemos el caso en el que n = 2, lo cual corresponde al coeficiente as. Para la primera integral:
/2 ot T/2 T/2
/ (A coswt + B) cos () dt = A/ coswt coswt dt + B/ coswt dt (6.52a)
0 T 0 0
B ‘r/2
=A cos? wt dt —|— —sin wt| - 1 + cos 2wt)dt (4.52b)
A 1 T/2 A
3 (t + o sin th) =7 (6.53)
Similarmente con la segunda integral valuada con n = 2:
T 2m
/ (C coswt + D) cos < ) dt = C/ coswt coswt dt + D/ coswt dt (6.53a)
T/2 g /2 /2
T 5 D . . C T
=C cos” wt dt + — sin wt‘ Py (1 + cos 2wt)dt (4.53b)
/2 w T 2 Jr)2
C 1 T C
5 <t+ 5 sin 2wt) |T/2 =17 (6.54)

Por lo tanto, el coeficiente ag, el cual abandona la serie, viene dado por la suma de (6.53)) y (6.54))
multiplicada por 2/7:

2<A C ):A+C (6.55)

@=\gTt T 2

Regresando al generador de coeficientes, a,,, sustituyendo lo calculado en las 2 integrales ((6.51])

y (6.52) en la Ecuacion (6.48)):

2 A(2n—1) B C(2n—1) D Jr .
" @B —2n) 2n—1 (2n+1)(3-2n) 20— J (=1 " (6.55a)
2 ne1 | (A=C)2n—-1) B-D
e {(2n+1)(3—2n) T 1} (6.56)

Puesto que se tienen ag, as y an, se puede proceder a explicitar la serie de Fourier Sy (t):

B+D A+C yrH (A-C)2n—-1)  B-D 2n —1
Se(t) = 7 5 coswt—i—z + {(2n+1)(3_2n)+2n_1]cos< 5 wt) (6.57)
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Para formar 65(t), se debe realizar un corrimiento temporal de 7/2 a la derecha (¢t —7/2); tal pro-
cedimiento tiene efecto tinicamente en los cosenos de la serie, el resto son constantes independientes
del tiempo. Realizando los desplazamientos correspondientes:

cos(w(t — 7/2)) = cos(wt — 7) = coswt cos T + sinwt sinT = — cos wt (6.58)
2n —1lw(t—71/2)\ 2n —1 T
cos ( 5 5 ) = cos < 5 wt — (2n 1)2) (6.58a)
2n —1 T . (2n—1 . T
= cos ( 5 wt) cos ((2n — 1)5) + sin ( 5 wt) sin ((Zn — 1)5) (6.58Db)

Notando que (2n — 1)7/2 representa un multiplo impar de 7/2, cuya valuacién en el coseno es 0
y en el seno puede ser escrita como (—1)"*!1 n=1,2,...:

cos (2”2_ Lot _27/2)> = (—1)"*'sin (2”2_ 1wt> (6.59)

Por lo tanto:

03(t) = Sp(t—7/2) = B ; b_A4 'g ¢ coswt+ » % {E;n;(’;;gi;i; + fniﬂ sin (2"2_ 1wt> (6.60)

Queda entonces mostrada la forma de la solucion analitica 63(¢); sin embargo, quedan pendientes
los valores de las constantes A, B, C'y D. Dado que se efectué un corrimiento temporal, también se
le debe realizar a las funciones que constituyen f(¢ — 7/2). Considerando la Ecuacion , estas
funciones, f1(t) y f2(t), después del desplazamiento resultan en:

fit—7/2) = —Acoswt + B (6.61)

fot —7/2) = —Ccoswt + D (6.62)

Una condicién importante que debe cumplirse es que las funciones sean continuas cuando t = 7,
el valor temporal donde se hace la transicion de funciones, definiendo asi una restriccion a los
modelos que componen a f(t). Para conocerla, simplemente debe imponerse a ambas funciones que
sus imAagenes sean iguales en t = 7:

fit=71)=fo(t=7) = —Acoswt + B=—Ccoswt + D (6.62a)

—Acos2r+B=—-Ccos2r+D " A—-—C=B—-D (6.63)

Hay corresponder los resultados de f1(t —7/2) y fa(t — 7/2) con las soluciones 61 (t) y 02(t), en
cualquier orden, si no se desea perder generalidad. Si se relaciona 6, (t) con (6.61]) y 2(t) con (6.62)),

las constantes son:
! 1/4
A= —6 (1 - <gu3> ) (6.64)

! 1/4
B =6, <ug) (6.65)
g
=% ; bs (6.66)
D= w (6.67)
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Si se relaciona 05(t) con (6.61) y 61(¢) con (6.62), las constantes son:

0o — 0
A== (6.68)
B= w (6.69)
I 1/4
C = —by (1 - (gu%) ) (6.70)
I 1/4
D =6, (gug) (6.71)

Finalmente, se debe verificar el cumplimiento de la condicién de continuidad indicada en la
Ecuacion (6.63) en ambos conjuntos de constantes (cuando se asocia f1(t—7/2) a 01(t) y fo(t —7/2)
a 05(t), o al revés). Para el primer caso, se tiene:

1/4 _ 1/4 _
Ac_oo(l(;@ )+%29f_90<;u3) dhl o o)

2

4, 1/4
=09 (éug) + M = 6o (éu%) — w = B — D ..Se cumple la condicién (6.71b)

Para el segundo caso:

by — 0 1o\ 0y — 0 1o\
AfC:fonLGo <1<gu3) =-— L+ 60 — 6o §u3 (6.71c)
0o+ 0 1o\
=20 —; f_ 0o (u%) = B — D .. Se cumple la condicion (6.71d)
g

Naturalmente, 61 (t) y 62(t) cumplen con la condicién de continuidad encontrada en la formulacion
de esta tercera solucién, porque ambos modelos cumplen con 6;(0) = 6y, que se puede generalizar a:

0;(nt) =60y, n=0,1,2,--- (6.72)

Ya que se verifico que A — C = B — D, 03(t) puede expresarse de una forma mas simple; se dejo
aun en términos de las constantes A, B, C'y D por fines de compactacion. Las fracciones dentro del
corchete en la sumatoria pueden escribirse como:

(A-C)2n—-1) A-C
(2n+1)(3—2n)  2n—1

(2n —1)2+ (2n+1)(3 — 2n)
2n+1)(3—2n)(2n—1)

(A-0)

(6.72a)

B 4(A-C)
T @2n+1)B-2n)(2n—1) (6.73)

Sustituyendo en la expresion de 65(t), recordando que la frecuencia angular de los 2 modelos que
la conforman es w = 24/g/l:

oty 3 ; D A er C os (2\/%) +§:1 % T 1)(;4—_2(2)(271 gy sin ((2n - 1)\/%5) (6.74)

Considerando la combinacion de funciones realizada y que la solucion asociada para ¢ (¢3(t))
viene dada por la misma relaciéon de conservacion de moméntum angular:

t

(1) = ot dr  (6.75)

2
[# — M cos (2y/97) + 0L & Gt sin (20 — 1)\/%)}
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6.4. Transformacién de las integrales de energia

El hamiltoniano del péndulo esférico, en términos de las coordenadas espaciales angulares 6 y ¢
y sus primeras derivadas temporales, esta dado por la Ecuacion (4.26)):

1 . .
H= 5mﬂ(e2 + ¢?sin? @) — mgl cos § (2%5)

La logica de la deduccion que se emplea a continuacién tomo inspiracion en el trabajo mostrado en
el texto de Thornton y Marion [1] sobre el péndulo plano. Asumiendo que es un sistema conservativo
y notando que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, este es igual a la energia F [1],
cantidad constante que puede ser determinada por las condiciones iniciales establecidas para todo
este estudio. De esta manera, la energia, que es la suma de la cinética y potencial, est4 dada por:

1 1
E= §ml2(02 + u? sin? 6y) — mgl cos Oy = imZng sin? 6 — mgl cos B (6.76)
Con esto en mente, se realiza la igualacion H = E:

1 . . 1
iml2 (6% + ¢*sin® 0) — mgl cos = gmlzu% sin? 0y — mgl cos Oy (6.77)

Con el hecho de que la energia es la suma de la cinética T y la potencial V', entonces es correcto que:

T=E-V (6.78)
L o2 oo L 259
Eml (0° + ¢*sin” 0) = §ml ug sin” 0y — mgl cos 0y + mgl cos 0 (6.78a)
Despejando para 62
. 2 .
6? = uZsin? Oy + —g(cos 0 — cos ) — ? sin® 0 (6.78b)

l

Con la relacion dada por la conservacion del moméntum angular L., ¢sin?6 = wugsin? 6y, se
puede escribir la expresion para 6% tnicamente en términos de 6:

. 2 in 0
6? = uZsin® Oy + —g(cose —cosfy) —u 51.n 5 0 (6.78¢)
l sin” 6
Escribiendo 6 como Z—z:
LA Zsin% 6 (1 sin” 6o + 29 (cos @ — cosbp) (6.78d)
— ] =ugsin — — — .
dt 0 0 sin? 6 l 0
Por lo que la expresion para el diferencial de tiempo dt es:
) —-1/2
6 2
dt = (u% sin2 4, (1 - st;) + Tg(cose — cos 90)) do (6.79)
sin

Cuando el angulo 6 toma valores de extremo a extremo (de 6y a ) antes de oscilar, el tiempo
transcurrido es igual a medio periodo de oscilacion, dendtese como 7, por lo que se puede integrar
la ecuacion para obtener este periodo:

[ 22 —1/2
/ (u% sin? fg (1 _ o 90) + 279((3056‘ — cos 90)> de
0o

sin? 0

(6.79a)

—T =

2
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Gf . 20 2 71/2
/ (ug sin? 6y <1 - s1n20> + ﬁ(cosﬂ — cos 00)> de
6o sin“ 0 l

El valor absoluto fue colocado por el caso en el que 8y > 6 y asi siempre obtener un resultado
positivo para el periodo. El integrando puede seguirse trabajando para expresarlo en términos de
sus factores (lo cual sera conveniente luego en la Seccion 6.4.1.).

T=2 (6.80)

ef 2 2 9 2 71/2
T=2 / <%§120(sin2 0 — sin?0p) + —g(cosﬁ — cos 00)) de (6.80a)
0 sin” 0 l
O 2 Gin2 9 2 -1/2
T=2 / (W(l —cos? 6 — (1 —cos? ) + Tg(COSH — cos 90)) do (6.80b)
0o sin“ 0
0 2 12 0 9 -1/2
T=2 / (lb()?lr;o(cos2 0y — cos? 0) + —g(cosﬁ — cos 00)) de (6.80c)
o sin” 0 l
0 2 2 - 29 -1/2
T=2 / (g(0059 —cosfy) — %@O(cos2 6 — cos® 90)) do (6.80d)
6o ! sin” 6
0f 2 2 12 0 -1/2
T=2 / (g(cosﬁ —cosbp) — &go(cosﬁ + cos bp)(cos§ — cos 90)> de (6.80e)
o l sin” 0
e 21 sin ¢ e
T=2 / <g(c050 — cosbp) (1 - wnzo(cosﬁ + cos 90)>> dé (6.80f)
0o ! 2gsin“ 6
.2 w?lsin? 6 —1/2
o1 | (07 sin® 6 — ~05——=(cos 6 + cos t)
T=4/— / (cos @ — cosbp) L do (6.80g)
g9 |Je, sin“ 6
6 27 .. 92 2; .. 2 —-1/2
T= 2 / ! ((c056 —cosfo) <1 _ uplsin”fo cos o — uolsin” b cos  — cos” 0)) sinf df| (6.80h)
9 |Jeo 29 29
Sea v = cos 0:
2] cos Oy 2[ : 29 2l : 20 -1/2
T=4/— / ((v —cosbp) (1 — BoTS PO g 0o — Yorsm Yo, 112)) dv (6.801)
g cos 0y 29 29
Notese que por el valor absoluto el signo negativo del diferencial dv = —sin 6 df no fue escrito y

cambiar el orden de los limites de integracion representaria lo mismo que lo que se tiene ahora. Si
se completa el cuadrado del polinomio dentro del segundo paréntesis, se tiene:

27 win2 27 i 27 «in2 2
uglsin® Oy ugl sin” Oy ugl sin” Oy
l1—-—r—— O — — — —_— 6.81
( 29 (COS ’ 8g ot 4g (6.:81)
Si se denotan: S -
021 uglsin® Oy cosfy — ugl sin® Oy (6.82)
29 8g

5= udl sin? 6y
4g

la expresion para el periodo de oscilacién se puede escribir de la siguiente manera:

1 [91| feosts v+ B 2 -1/2
=2V e (“‘“590) (“( o ))) "“ .
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Se puede realizar un ultimo cambio de variable tal que x = v + 3, y denotando:
v =cosby+ (6.85)
o =cosby+f3 (6.86)

se obtiene una forma compacta de la integral para el periodo:

[ (e (=60)) e

Se le llamara a esta expresioén 75, porque es la segunda ecuaciéon deducida con la que se puede
calcular el periodo de oscilaciéon del angulo zenita]ﬂ Notese que no se separaron los factores como:

(@—7)~'/? (1 - (m)2> o (6.87a)

[e%

1 /21
T=—4—

o (6.87)

debido a que hay que ser precavidos en que ambos deben ser mayores a 0, de lo contrario, se evaluarian
raices cuadradas negativas; este es el caso en la mayoria de experimentos. Si ambos factores fueran
positivos, el segundo de ellos podria ser expandido en una serie de potencias y resolver para el periodo
como en el trabajo de Thornton y Marion [1] para el péndulo plano, sin embargo, la restriccion para
que esa aproximacion represente un resultado exacto sin un gran ntimero de términos es que la
constante, en este caso k = 1/a, no sea cercana a 1 (esto es 1/a < 1), y este parametro en la
Ecuacion regularmente es menor a 1. El periodo se expresa entonces como una integral que
depende de 4 nuevos pardmetros constantes definidos en las Ecuaciones (6.82)), (6.83)), (6.85]) y (6.86),
para compactar la ecuaciéon lo mas posible.

6.4.1. Analisis del integrando

Con un analisis del integrando en la expresion para el periodo de oscilacién de la coordenada 6,
se pueden obtener diversas propiedades acerca del péndulo esférico. Considérese la forma factorizada
del integrando antes de iniciar con las sustituciones (mostrada en la Ecuacion (6.80h) y sea esta

f(0):
2] 21 5in2 @ 2] 4in2 0 —1/2
f) =4/— ((cos@ — cosbp) (1 _ Yoe S Y0 g O — Y0P U0 o5 6 — cos? 9)) sinf (6.88)
9 29 29
Es trivial, dada la factorizacion, que 8 = 6, es una asintota vertical de la funcion (véase primer

paréntesis), pero no se conoce el valor de la otra, lo tinico que se sabe es que debe corresponder a
0. Para encontrarla, se iguala a 0 el argumento de la raiz cuadrada del segundo factor:

udl sin? 0 ul sin? 0
-2 —c

P — 0777 7Y g _ cos2 —
% 0s 6y % cosfy —cos“ 0y =0 (6.88a)
21sin® 0 21sin” 0 6
cos® 0 + % cosfr + (%SIDQOCOSO - 1) =0 (6.89)
g g

Noétese que es una ecuacion cuadratica para cosfy; sea p = cos ;. Entonces se puede utilizar la
formula cuadratica para resolver esta ecuacion, y se obtiene:

ugl sin? 0 ulsin? Oy 2 u2lsin? 6 cos Oy
_ulsin 0 g f(uflsin?00) " (uflsin®pcosdy _
g 29 29

p= 5 (6.89a)

3La primera expresion que se dedujo para 7 fue la de la Ecuacién (6.25), en la que se utiliza la relacion que tiene
con la frecuencia angular de los modelos analiticos para las coordenadas (7 = 27 /w).
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Recordando la definicion de § (Ecuacion (6.83)):

- —28+/(2B)2 — 4(2Bcos by — 1

5 ) :i\/ﬁ2—2600590+1—ﬂ (6.90)

Por lo tanto:

05 = cos™ (/B2 — 2B cosfy + 1 — ) (6.91)

En la Seccion 8.2. hay graficas de ejemplo de f(6), y segin la forma de la misma, solo se necesita
una asintota adicional a 8 = 6 y esta expresion regresa dos, por lo que solo un signo para la raiz
debe ser correcto. Si se evaltia el parametro S con los valores de ug, 6y, [ y g del cuadro y se
utiliza para calcular p, este es menor a -1 cuando se emplea el negativo de la raiz, por lo que no se
le puede aplicar el coseno inverso al no pertenecer a su dominio y, por lo tanto, no representar un
angulo. Por esta razon, se utiliza el signo positivo de la raiz y la asintota vertical estd entonces dada
por:

0 = cos™ " (\/ﬁ2 —2fBcosby+1— ﬂ) (6.92)

Esta asintota establece el valor para el angulo extremo ¢; debido a que establece junto a 6y el
dominio de la funcién a integrar para obtener el periodo de oscilacién.

6.4.2. Limite del Angulo extremo diferente del inicial

En la seccién anterior se dedujo una expresion para el angulo 87, pero por si sola no describe
hasta donde puede extenderse. Una forma de abordarlo es con el caso extremo en el que para un 6
dado (siempre con la condicion 6(0) = 0), se busque el limite de 0 (sea este ©) si se le imparte una
rapidez angular azimutal inicial (ug) muy grande, lo cual se traduce a 8 — oo:

© = lim 0;(5) = lim cos™* (\/52 —2Bcosfo +1— 5) (6.93)

B—o0

Para conocer este limite, se debe conocer el del argumento del coseno inverso:

Bh;rréo <\/ﬁ2 —28cosby+1— B) (6.94)

Si este limite se evalta directamente, se obtiene oo — oo, lo cual es indefinido, por lo que se busca
llevar la funcién a una forma indeterminada para luego aplicar la regla de L’Hopital. Entonces,
completando el cuadrado del argumento de la raiz:

lim (\/(5 — cos fp)® + sin? 6y — ﬂ) = Blingo (\/(ﬂ — cos fp)? +sin? 0y — (B — cos Bg) — cos 00) (6.94a)

B—ro0

Factorizando 8 — cos 6y:

sin? 6, cos by
1i — 0 14— 51— —— .94
e (8 = cos o) \/ + (8 — cosbp)? B — costy (6.94)

Esta expresion de la funcion es un caso de (00)(0), lo cual sigue siendo indefinido, pero se puede

llevar a la forma indeterminada 0/0 si se coloca el primer factor en el denominador, de esta manera:

14+ (ﬁsinz 0o 1 — cos 0o

—cos 6p)? B—cos 6y

1
s 1/(B — cosbp)

(6.94c¢)
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Por lo que ahora se puede utilizar la regla de L’Hopital para calcular el limite:

—25in? 0 (B—cos ) 3 cos 0 1 — sin2 0 (B—cos ) !
: sin2 0 2 + (B—cos 80)2 (B—cos 0p)? 14 __sin26g + costo
1 2\/1+(ﬁ—c0560)2 1 +(ﬁ—c0580)2 (6 94(:1)
im = lim .
B—ro0 —1/(B — cosfy)? B—roo —1/(B8 — cosy)?
-2 —1

0o(8 — cos 6,
lim [ 22 o(B —cosbo)” _ cosy | = —cosby (6.94e)

B—00 1+ sin2 fg

(B—cos 0p)?
=0 = Bh’m cos ! (\/ﬂ2 —28cosby+1— B) = cos™(—cos fl) (6.94f)
—00
Para angulos 6, en el intervalo abierto (0, ), esta expresion se simplifica a:

O=1—>60 (6.95)

Este resultado implica que 6 esta acotado, ya sea superior o inferiormente, por m — 6y cuando
se aplica una rapidez angular azimutal inicial muy grande. © seria una cota inferior si © < 6y, por
lo que:

7T—90<90:>90>g (696)

Similarmente, seria una cota superior si © > 6y, por lo que:

7T—(90>902>90<g (697)

Cuando 0 = 6y con la condicién de up muy grande, se trata de un caso especial de péndulo
coOnico en el que para mantener el angulo 6 constante, se le debe aplicar una rapidez angular azimutal
inicial muy grande. Con base en lo recientemente deducido:

ergiooéeoig (6.98)

Realmente, la superficie formada no seria un cono, sino un circulo con radio [ (el largo de la cuer-
da), cuya condicion de formacion es un valor de ug tal que ug — oo, lo cual es algo que se puede intuir
y es coherente con la experimentacion, pero esta es una forma de demostrarlo matematicamente.

6.4.3. Separacion de casos en funcion de la rapidez angular azimutal ini-
cial

En secciones anteriores se ha mencionado la frase “signo de la amplitud de oscilacion”, haciendo
referencia a la relacion de desigualdad entre los angulos extremos 6y y 0y, por lo que es natural
preguntarse qué condicién o intervalo de valores de determinada cantidad fisica es la que establece
esta correspondencia. Tal condiciéon puede ser determinada si se parte de la Ecuacion ; si
of < bp:

cos™! (\/62 —2Bcosfy+1— ﬁ) < by (6.99)

Considérese como primer acercamiento el intervalo 0 < 6y < 7/2; aplicando la funcién coseno a
ambos lados de la desigualdad y recordando que un angulo menor a otro en este intervalo presenta
un mayor valor como imagen del coseno:

VB2 —2Bcosby +1— > cosby (6.99a)
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VB2 —2Bcosty +1 > cosby + 3 (6.99b)

Elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad (considerando que ambos lados son positivos):

B2 —2Bcosby + 1 > cos® By + 2/ cos by + 32 (6.99c¢)
4B cosby <1 —cos?ly =sin’y = B < lescl(r)l::(? (6.99d)

Recordando la expresion para 8 (Ecuacion ):
ud < 9 sec 0o (6.99¢)

l

Aplicando raiz cuadrada a ambos lados (no hay cambio en la desigualdad, pues esta es una
funcion creciente) notando que ambos lados son positivos:

ug < ,/%sec o (6.100)

Este resultado indica que para que la cota del angulo 0 sea inferior (que es equivalente a decir
que 07 < 6y), la rapidez angular azimutal inicial g debe cumplir con esta desigualdad.

Si ahora se considera el intervalo 7/2 < 6y < m, al aplicar la funcion coseno, el cambio en la
desigualdad se mantiene, pero al elevar al cuadrado si sucede esto (si 5 < — cos 6, que es lo comin),
lo cual lleva al resultado:

ug > %sec 6o (6.101)

Lo cual siempre es cierto dado que ug € RT y el lado derecho de la desigualdad es negativo por
el intervalo del angulo inicial.

Si ahora se desea conocer cuando 6¢ > 0y, entonces se tiene que plantear la relacion:

cos? (\/ﬁ2 —2Bcosfy+1— ﬁ) > 0y (6.102)

Siguiendo el anterior procedimiento, comenzando con el intervalo 0 < 6y < m/2, al aplicar el
coseno a ambos lados, habrifa una inversiéon en la desigualdad, al elevar al cuadrado no sucederia
considerando el intervalo, lo cual conduce a:

ul > % sec 0y (6.102a)

9

; sec o (6.103)

ug >

Con el intervalo /2 < 6y < m, en la parte de elevar al cuadrado se da una inversion en la
desigualdad y se obtiene:

ui < %sec by (=<) (6.104)

Esto es una contradiccion porque el lado de la derecha de la desigualdad es negativo y u3 € RT
y por tanto no puede ser menor que 0.

Por el momento, se tienen los siguientes enunciados:
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» Sif; <0 en el intervalo 0 < 6y < 7/2, entonces ug < /7 secf.

» Siff <0 en el intervalo /2 < 6y < 7, entonces u3 > %sec 0. Puesto que V ug se cumple, se
puede escribir como: si 07 < 6y en el intervalo 7/2 < 6y < 7, entonces no hay restriccién sobre
up ademas de que sea positivo definido (V ug).

= Siff > g en el intervalo 0 < 6y < 7/2, entonces ug > /7 sec .

= No existe un valor de ug tal que genere el caso 8y > 6y : 7/2 < 6y < 7.

Los primeros 3 enunciados son de implicacién, por lo que a continuacién se realizaran pruebas
en el sentido opuesto para evaluar si pueden ser casos de doble implicacion.

Empecemos con:

up < % sec by (6.99¢)
Esta relacion solo puede obtenerse si 0 < 0y < 7/2, por lo que:
u—%l < secy — uglj;lQ B  sec Hozinz % = 8< ib;;l:gg (6.104a)
43 cos by < sin? by = 1 — cos® Oy — cos? Oy + 2 cos By + 2B cosby < 1 (6.104b)
— —2Bcos by + 1 > cos? 6y + 2 cos b (6.104c¢)
Sumando 32 a ambos lados:
(% —2Bcosby + 1 > cos? Oy + 26 cos by + % = (cos by + B)? (6.104d)
Aplicando raiz cuadrada a ambos lados:
VB2 —2Bcosby + 1> cosby + 8 — \/62 —2Bcosby+1— > cosb (6.104e)
Aplicando coseno inverso y considerando que el lado izquierdo de la desigualdad es el mayor:
cos™? (\/ﬂ2 —2Bcosby+1— 6) ) (6.104f)
=0, <0 - Siud< %se000:0<00 <7/2,0; < b (6.105)
Ahora, si se analiza:
ul > % sec 0y (6.102a)

Esta relacién puede obtenerse con ambos intervalos de 6y (0 < 6y < 7/2 0 /2 < by < ).
Prosiguiendo:

2 27 232 -2 .2
ugl ujlsin® By _ secBpsin® Oy 1 sin” 6y

— 0 - 1

p > secfy — 19 1 —>B>4COSHO (6.105a)
. SiO<00<7r/2:

4/ cos By > sin? 6y = 1 — cos® 0y — cos? Oy + 2 cos By + 28 cos by > 1 (6.105b)
— —2Bcos by + 1 < cos? Oy + 23 cos B (6.105¢)
% —2Bcosfy + 1 < cos? by + 2B cos by + 32 = (cos by + B)* (6.105d)
VB2 —2Bcosby +1 < cosby+ 8 — /B2 —2Bcosby+ 1 — 3 < cosby (6.105¢)
Aplicando coseno inverso y considerando que el lado izquierdo de la desigualdad es el menor:
cos™ ! <\/ﬂ2 —2Bcosby+1— B) > 0y (6.105¢)
=0; >0y . Siuf > %sec@o 10< 0y <7/2,0F >0 (6.106)
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» Si /2 < 6y < 7, esta desigualdad siempre se cumple (no hay restriccion sobre ug) y ocurre
una inversion en la desigualdad, por lo que:

cos™ ! <\/ﬁ2 —2Bcosby+1— B) ) (6.106a)

=0 <0 .. Siug> %sec@o /2 <0y <m, 0 < b (6.107)

Se obtuvieron entonces propiedades de doble implicacién sobre los maximos y minimos del d&ngulo
zenital y la rapidez angular azimutal inicial:

» Para 0 <6y < m/2:

e Puesto que secy > 0 en este intervalo:

ff < B siy solo si ug < ’/%secﬁo (9f <Oy = ug < ,/gl]sec%) (6.108)

e Puesto que secfy > 0, la propiedad correspondiente puede escribirse como:

0¢ > 0y siy solo si ug >

~|

sec 6y <9f >0y <= ug >

~lQ

sec 00> (6.109)

» Para 7/2 < 0y < m:

e Puesto que secy < 0 en este intervalo, esta propiedad no puede escribirse con la raiz de
ug:
0 < 6 siy solo si uf > %sec 6o (6.109a)

En este caso, siempre se cumple esta desigualdad independientemente del valor de ug, por
lo que se puede escribir como:

0 < by = Yug, ug > %sec@o (6.110)

Las propiedades previamente mencionadas expresadas de esta forma son muy tutiles porque pue-
den utilizarse como un criterio para predecir el signo de la amplitud de oscilacion (la relacion entre
85 y o) en funcion de ug.

Finalmente, considérese ahora el caso especial en el que §y = 6, lo cual es la condicién para
que el péndulo esférico se convierta en uno cénico. Con el procedimiento expuesto anteriormenteﬂ

se obtiene que:
Ug = ,/%sec@o (6.111)

Con este resultado, se puede establecer que la condicién que se tiene que cumplir para que un
péndulo esférico con dngulos zenitales no necesariamente pequenos se convierta en uno cénico esté
relacionada con la rapidez angular azimutal inicial, como se podria esperar, y esta debe ser igual
a /¥ secy; evidentemente 6y tiene que estar en el intervalo (0,7/2) para que el argumento de la
raiz sea positivo y asi pertenezca a R, lo cual es coherente con la experimentacién porque no puede
hacerse un péndulo conico con un 4ngulo zenital inicial mayor a 7/2 (el caso cuando 6y = m/2
se discutio en la seccion anterior). Este mismo resultado puede obtenerse también con un analisis
newtoniano del péndulo cénico, por lo que lo deducido es coherente con lo conocido. Estos resultados
son una generalizacion de lo encontrado en la Seccion 6.1.2., porque en ese limite sec fy ~ 1.

4Esto indica que se obtiene haciendo las mismas operaciones pero sustituyendo las desigualdades por una igualdad,
lo cual es mas sencillo porque no hay que estar atento a las inversiones de desigualdad.
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6.5. Propuesta de aporte teérico para el péndulo esférico

Con el desarrollo tedrico realizado, se pueden agregar elementos a la lista elaborada en la Seccién
4.4.3. Es importante aclarar nuevamente que las deducciones realizadas corresponden a condiciones
iniciales fijas, especificamente a 6(0) = 6y, 8(0) = 0, ¢(0) =0y ¢(0) = uo.

s La frecuencia angular del angulo zenital 6 es aproximadamente, con el supuesto de angulo
zenital pequetio y baja variacion, 24/g/l, el doble de la del péndulo simple.

= La soluciéon a las ecuaciones de movimiento con los supuestos de angulo zenital pequeno y baja
variacion del mismo estd compuesta por las Ecuaciones (6.22) y (6.24):

I 1/4 I 1/4
61(t) = 6y <1 — <gu(2)> > cos (2\@1&) + 0o (gu3> (6:22)

t

Uo@%
[90 (1 - (éu%) 1/4> cos (24/9r) + 6o (éug) 1/1

» Se propuso un modelo de ajuste inspirado en la forma de 6;1(t) y ¢1(t), resultando en las

Ecuaciones (6.37) y (6.38):

o1(t) = dr (6-24)

2

62(t) = w cos (2 ‘?t) + o —; bs (6-37)
¢
92
$a(t) = il dr (6.39)

2
252 cos (2/r) + 25

» El modelo para 6 que considera amplitudes intercalantes correspondientes a las de 01 (t) y 02(t)
es una combinacion de las mismas en forma de una serie de Fourier (Ecuacion (6.74)):

os(t) = B ; D A J2r C cos (2\/%) + i % oy 1)(?:22)(% —jsin ((2n - 1)\/%) (6.74)

donde A y C son el negativo de las amplitudes de 0, (t) y 02(t), y B y D sus constantes libres;
el orden de asignacion (si A y B reciben los parametros de 61(t) y C'y D de 65(t), o al revés)
depende de qué amplitud se requiere que sea la primera en aparecer en la grafica. El modelo
de ¢ correspondiente a amplitudes intercalantes es el de la Ecuacion (6.75)):

0

t

92
b3(t) = “0% dr (679

[# - # cos (Qﬁr) +30 %W sin ((2n -1) %r) ?

0

» Una expresion compacta para el periodo de oscilacion exacto (sin aproximaciones) del péndulo
esférico con las condiciones iniciales especificadas esta dada por la Ecuacion (6.87):

[ {(m — ) (1 - (z)Q)]_l/Q do

donde los parametros «, 3, vy o se definen en las Ecuaciones (6.82)), (6.83]), (6.85) y (6.86).

1 /2
T=—4/—
al g
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= La expresion para el angulo extremo 6 estd dada por la Ecuacion (6.92):

0 = cos™! <\/ﬂ2 —2Bcosby+1— ﬂ) (16.92)

= Si se aplica una rapidez angular azimutal inicial muy grande (ug — 00), el limite del angulo
extremo 6, O, esta dado por la Ecuacion (6.95)):

O=r-0 6-95)

Si © < 6y, entonces Oy > w/2; si © > 6, entonces Oy < w/2. Si © = by, entonces §y = 7/2, y
seria un caso de péndulo coénico en el que para mantener el angulo constante hay que aplicar
un ug muy grande; no se formaria un cono, sino un circulo de radio [.

= Kl criterio para determinar el signo de la amplitud de oscilacién de 6, independientemente de
si es angulo pequetio, esta dada por el Cuadro [6.3}

Intervalo de 6 ug < 4 secty ug > I secty
(0,7/2) Amplitud positiva Amplitud negativa
(m/2,m) No puede ocurrir | Siempre amplitud positiva

Cuadro 6.3: Criterios para determinar signo de la amplitud de oscilaciéon de 6
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CAPITULO [

Metodologia

7.1. Diseno experimental

7.1.1. Material y equipo

Se utiliz6 una computadora laptop marca Dell, linea G3, con las siguientes especificaciones:

= Procesador Core i7 de octava generacion

= 6 nucleos

» 8.0 GB de memoria RAM

= Sistema operativo Windows 11

= Instalacion de Anaconda con Python 3.12.7

= Instalacion de Tracker 6

Para la realizacion de experimentos, se elaboré un péndulo esférico (véase Figura en Anexos
Parte B) con los siguientes componentes hechos de fibropanel de densidad media (MDF, por su
abreviacion en inglés) de (0.4 =5 x 1072) cm de grosor, los cuales fueron segmentados con una
cortadora laser en el espacio DHive de la Universidad del Valle de Guatemala; las dimensiones de
cada pieza fueron determinadas con un metro con una incertidumbre de +5 x 1072 cm:

= Base inferior de 16.6 cm de ancho por 35.0 cm de largo.

= 4 piezas de 3.1 cm de ancho por 32.2 cm de largo para formar el brazo vertical.

= 2 piezas de 2.7 cm de ancho por 23.0 cm de largo para formar el brazo horizontal.
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Tales componentes fueron ensamblados con Super Bonder, y los cortes realizados en el brazo
vertical con la finalidad de unirlo con el horizontal fueron hechos con un dremel (multiherramienta
rotativa); para afianzar algunas uniones, se aproveché la reaccion entre el pegamento utilizado y el
bicarbonato de sodio, la cual une rapida y fuertemente los objetos involucrados.

/ 50 ‘ J
*” coreBiLT W%

12V MINI ROTARY TOOL SET

Figura 7.1: Multiherramienta rotativa (dremel) utilizada para hacer el corte en el brazo vertical y
asi colocar el horizontal

Adicionalmente, se utilizaron:

» 1 garfio tipo S

» Impresion en papel de un plano polar con 5 radios utilizados como referencia (véase Figura
7.2); mediciones realizadas con el mismo metro de incertidumbre +5 x 1072 cm:

e R =16 cm
e R, =32cm
e R3=4.7cm
e R4 =6.3cm
e Ry =79 cm
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Figura 7.2: Plano polar impreso con 5 radios de referencia

19.2cm
»
—
1.5cm
32.2cm
v
4>« |
3.8cm 31.2cm

Figura 7.3: Diagrama a escala que muestra la forma en la que se ensamblaron las piezas para armar
el sistema del péndulo esférico; el rectangulo mas pequeno representa el garfio tipo S

Para la filmacion de experimentos se utilizé la caAmara de un teléfono celular:

= ¢Phone XR en su modo de grabaciéon a 60 cuadros por segundo.
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7.1.2. Segmentacion y delimitaciéon de experimentos

En este trabajo se busco evaluar el desempenio de modelos analiticos e hibridos (elaborados con
correcciones realizadas por modelos de machine learning) para la evolucion temporal de las coorde-
nadas angulares del péndulo esférico, por lo que se hicieron experimentos con diferentes longitudes
de cuerda y esferas, concretamente, con 3 conjuntos cuerda-esfera. La esfera fue caracterizada por
su masa y didmetro; las longitudes de las cuerdas, I; (i = 1,2, 3), fueron determinadas con el metro
de incertidumbre £5 x 1072 cm, la masa de las esferas, m; (i = 1,2,3), con una balanza analitica
marca OHAUS de 210 gramos con incertidumbre 1 x 10~% gramos y el didmetro de las mismas,
d; (i = 1,2,3), con un vernier con incertidumbre +0.02 mm. En este estudio, a cada conjunto
cuerda-esfera se le denota sistema, y en el Cuadro se muestran los valores [;, m; y d;:

Sistema | Longitud de cuerda /; (m) | Masa m; (g) | Diametro d; (mm)
1 17.1 1.434 14.0
2 18.2 5.384 16.0
3 15.3 5.934 16.4

Cuadro 7.1: Longitudes de cuerda y masas que conforman cada sistema

Para cada uno de los sistemas, se grabaron 3 videos, a 60 fps, por radio en el plano polar, més
1 radio libre, con el objetivo de estudiar la evolucién temporal de las coordenadas a partir de las
condiciones iniciales establecidas para este estudio; dado que son 5 radios y uno adicional, el total de
videos grabados fue 3x 3 x 6 = 54; en el Cuadro[7.2]se ilustra la distribucion de experimentos para un
sistema cuerda-esfera arbitrario con esta metodologia. Para cada uno de los experimentos, se procurd
el cumplimiento de las condiciones iniciales establecidas para este estudio: #(0) = 6y (asociado con
el radio polar escogido, de modo que 6y = sin~*(R;/1)), 8(0) = 0, $(0) = 0 y $(0) = ug, que es un
valor tal que ug > 0 rad/s, y que fuera apreciable para que no generara una dinamica aproximada
a la de un péndulo simple o plano.

No. video Radio inicial Repeticiones
1 Ry 3
Ry
R
Ry
Rs
Ry, (radio a eleccion del experimentador)

S| U x| W N
Lo W W Wl w

Cuadro 7.2: Distribucién de experimentos por cada sistema cuerda-masa. El nimero de videos indi-
cados en este cuadro es 18, pero este valor corresponde a un sistema, y al ser 3, da un total de 54

7.2. Procedimiento experimental

1) Construir un péndulo esférico con las especificaciones descritas anteriormente (en la Seccién
7.1.1.).

2) Imprimir un plano polar con 5 radios resaltados, como el de la Figura y pegarlo en la base
del péndulo de tal manera que el centro de masa de la esfera coincida con el origen del plano;
para realizar esto se puede utilizar una plomada.

3) Grabar 54 videos de la dindmica del péndulo esférico con las condiciones iniciales y los reque-
rimientos mencionados.
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1) Colocar el teléfono arriba del péndulo (puede ser sobre una mesa de altura promedio o més
baja) y hacer que esté centrada con la masa en reposo o, equivalentemente, con el centro
del plano polar. Por la forma en que se decidié grabar los experimentos, se establecié que
0o < w/2 (véase Nota #2).

11) Colocar el dispositivo en modo de grabacion a 60 fps. Con una regla metalica de 30 cm,

alinear el centro de masa de la esfera con el primer radio marcado en el plano.

111) Con un objeto auxiliar (un marcador fue utilizado en este caso), darle un impulso tan-
gencial a la esfera respecto a la circunferencia correspondiente.

1v) Grabar hasta que la masa complete aproximadamente 8 revoluciones polares.
v) Guardar el video con la siguiente nomenclatura: [nombre del sistema| [namero de ra-
dio] [namero de repeticion]. Por ejemplo, S2_ R4 2.

vI) Repetir los pasos del I) al V) hasta tener 3 videos con ese radio inicial.

4) Con el software Tracker, utilizando como longitud de calibracion el diametro del primer circulo
[(3.154£5x 10~?)cm| y empleando las herramientas de tape measure y protractor, extraer datos
de tiempdT] radio | angulo azimutal y su rapidez angular asociadaf’}

5) Pasar estos datos a un archivo de Ezxcel.

6) Con el lenguaje Python 3.12.7, elaborar programas en documentos Jupyter Notebook (guardado
con una nomenclatura similar a la anteriormente descrita: [nombre del sistema] [namero de
radio|, sin el namero de la repeticion porque se trabajaron todas las correspondientes a un
radio dado en un mismo archivo) que realice lo siguiente para cada conjunto de datos (para
cada experimento/video):

1) Leer el archivo de Ezcel para pasar los datos a un Pandas Dataframe.

11) A partir de los datos numéricos del radio, calcular el angulo zenital correspondiente y
crear una columna del mismo (6).

1) Calcular la rapidez azimutal inicial ug a partir de un promedio de los 3 primeros maximos
(para amplitudes negativas) o minimos (para amplitudes positivas) en la grafica w vs t.

1v) Hacer columnas thetal y theta2, y phil y phi2 (y en casos especialesﬂ theta3 y phi3),
correspondientes a la aplicacion de los modelos analiticod’| para 6(t) y ¢(t).

V) Graficar el integrando de la Ecuaciéon (6.87) (Ecuacion (6.88), con sus 2 asintotas y
calcular el periodo de oscilacion de 6 con los 2 métodos propuestos (con las Ecuaciones
(6.25) y (6.87)), determinar el periodo experimental (asociado a la frecuencia dominante)

con una transformada rapida de Fourier y calcular su porcentaje de error.

vI) Calcular el d4ngulo extremo teorico con la Ecuacion (6.92)) y determinar su porcentaje de
error con lo obtenido experimentalmente.

vil) Graficar 6 vs t, ¢ vs t, y residuos estandar de los modelos vs t.

vil) Calcular métricas de error MAE, MdAE, MAPE y MdAPE para los modelos analiticos
0:(t) y oi(t).

1Los videos fueron grabados aproximadamente a 60 fps (la parte entera de los cuadros por segundo de cada metraje
se redondea a 60), por lo que la incertidumbre fue de £1/60 segundos.

2 El diametro del primer circulo fue medido con un metro con incertidumbre de £5 x 1072 cm (£5 x 10~% m),
por lo que esta fue también la incertidumbre de las mediciones de radio L.

3Se utilizaron como unidades mas pequefias las del orden de 1 x 10=2 rad y 1 x 10~2 rad/s, para ¢ y <i>, respecti-
vamente.

4Son experimentos en los que las primeras amplitudes consecutivas corresponden a las de 62 (t) y 01(t). Se dice que
deben ser las primeras porque conforme avanza el tiempo, se pierde energia y ya no se observa la correspondencia.

5Se observo que la serie involucrada en los modelos mostrados en las Ecuaciones y convergia rapido,
por lo que para 03(t), se utilizaron 50 términos, y para ¢3(t), se usaron 20 (menos términos porque para obtener ¢ es
necesario hacer un proceso de integracion, y se buscé no saturar el uso de recursos de la computadora utilizada).
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1X) La logica detras de la correccion es que si los residuos (R) de un modelo son la observacion
(Yiea1) menos la prediccion (Yaodelo), entonces Yreal = Yaodelo + R; si los residuos son
predichos por un modelo de machine learning:

YReal/Hibrido = YModelo + RmL (7.1)

Por esto, crear columnas resids! y resids2 (en casos especiales, resids3) con los residuos
de cada solucion. Aplicar modelos de machine learning (Random Forest, XGBoost y redes
neuronales feedforward) para predecir los de 6, y que sean entrenados con el 80 % de estos
datos; evaluar predicciones de residuos con el 20 % restante de los datos.

X) Crear columnas thetal[NombreDelModeloAplicado] y theta2[NombreDelModeloAplicado]
(de ser aplicable, theta3[NombreDelModeloAplicado]) que contengan la correccion de los
modelos analiticos en thetal y theta2 (si aplica, theta3) realizada por los modelos de
machine learning.

XI) Crear modelos hibridos para ¢ utilizando las correcciones de 6 utilizando la relaciéon
integral de la conservaciéon del moméntum angular. Al no tener una expresiéon analitica
para 6 corregida, se calcul6 la integral correspondiente a estos modelos con los valores
numéricos de esta coordenada utilizando la regla de Simpson.

x11) Evaluar los modelos hibridos con la métrica MdAPEﬂ y coeficiente de determinacion R?
para la coordenada 6.

7) Repetir los pasos del 3) al 6) para cada radio en el plano polar mas uno de libre eleccion, y
para cada conjunto cuerda-esfera.
Notas

Nota 1: para garantizar que la camara del teléfono estaba alineada con el centro del plano po-
lar, se movi6 la masa (con la cuerda totalmente estirada) sobre el eje horizontal y luego sobre el
vertical, y si la linea descrita por la cuerda coincidia con los ejes correspondientes en la imagen
generada por el teléfono, entonces se cumplia esta condicion.

Nota 2: el radio L y el dngulo zenital 8 estéan relacionados mediante:
0 =sin~! (L/1) (7.2)
donde [ es el largo de la cuerda; si se tratan las incertidumbres como diferenciales:

dL — Ldl

g = |[——1—
VE_I?

(7.3)

Puesto que dL = dl (véase el pie de pagina namero [2| de esta seccion):

1- L/l
VE_I?

expresion en la que se incluyé el valor absoluto para obtener valores positivos.

o = dl (7.4)

Nota 3: al grabar desde un plano paralelo al polar, se da una indistinguibilidad de angulos su-
periores a w/2. Por ejemplo, el 4ngulo 7/3 es indistinguible de uno de 27 /3 desde esa perspectiva.
Por simplicidad, se establecié que 6y < 7/2 porque para realmente distinguir se debe hacer uso de
otro parametro (como una altura z) adicional al radio, y porque al aplicar la funcion arcsin en Excel
se obtiene una imagen entre 0 y /2.

6Se calcul6 tnicamente el MdAPE porque es una forma de medir el error que no es sumamente sensible a predic-
ciones atipicas y, por ser porcentual, da una idea apropiada de la magnitud del mismo.
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Nota 4: el marcador se deslizé por el riel de la regla de 30 cm hasta llegar a la esfera y pro-
porcionarle la rapidez azimutal inicial necesaria para el inicio de la dindmica del sistema. Se procurd
que la regla fuera paralela con el piso para que se cumpliera 6(0) = 0.

Nota 5: el radio libre (Ry) debe ser uno tal que se pueda identificar facilmente en el plano po-
lar para realizar sus 3 experimentos asociados.
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CAPITULO 8

Resultados

Los documentos de Excel con los datos crudos obtenidos con Tracker y los documentos en
formato Jupyter Notebook en los que se encuentra el procesamiento de los mismos junto con todos
los resultados, estan disponibles como se indica en Anexo A.

8.1. Incerteza en la medicién del aAngulo zenital

Se muestra a continuaciéon un cuadro con las incertidumbres resultantes de la aplicacion de la
Ecuacion (7.4]) para el conjunto de datos de radio (L) de cada experimento.

Incertidumbre de 6 (x10~° rad)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Ry 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Rs 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Ry 3 3 3 3 8 3 3 3 3
R5 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Ry, 3 3 3 3 3 3 3 3 3

Cuadro 8.1: Incertidumbres de 0 calculadas para cada experimento

8.2. Aplicaciéon de los modelos teéricos para descripcion de las
coordenadas, y calculo de periodo de oscilacién y angulo
zenital extremo

En este apartado se muestran los resultados obtenidos con las soluciones analiticas para 6(t) y ¢(t)

de las Ecuaciones (6.22)), (6.24) (a las que les corresponden las curvas en color verde), (6.37) v (6.38))

(curvas en color gris). Se incluyen graficas de 2 radios iniciales (con amplitudes de oscilacion negativa
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y positiva, respectivamente). Los datos experimentales estan representados como puntos celestes.
Las lineas punteadas verticales representan miltiplos enteros positivos de los periodos de oscilacion
teodricos correspondientes a la evaluacion de las Ecuaciones (6.25) (lineas punteadas amarillas) y
(6.87) (lineas punteadas rojas).
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Figura 8.1: Evolucién de la coordenada 6(t) para el sistema 2 con radio inicial Ry, repeticion 2
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Figura 8.2: Evolucion de la coordenada ¢(t) para el sistema 2 con el radio inicial Ry, repeticion 2
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Figura 8.3: Evolucion de la coordenada 6(t) para el sistema 1 con radio inicial R3, repeticion 3

Figura 8.4: Evolucion de la coordenada ¢(t) para el sistema 1 con radio inicial Rg, repeticion 3

Se muestra ahora un caso en el que las soluciones 65(t) y ¢3(t) (Ecuaciones (6.74) y (6.75))

fueron aplicables; el tercer conjunto de soluciones analiticas esta representado en las gréficas por

curvas color corinto.
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Figura 8.5: Evolucion de la coordenada 6(t) con aplicacion de la tercera soluciéon analitica para el

sistema 3 con radio inicial R, repeticién 2
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Figura 8.6: Evolucion de la coordenada ¢(t) con aplicacion de la tercera solucion analitica para el

sistema 3 con radio inicial Rj, repeticion 2

Del mismo modo, se muestran cuadros con los periodos teoricos obtenidos para los 3 sistemas
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con la evaluacién de la Ecuacion y los periodos calculados con la integral de la Ecuacion
para cada experimento realizado; con el propésito de mostrar el tipo de funciones que se estan
integrando para calcular 7, se adjuntan graficas de la funcién f(6) (Ecuacion (6.88)) con sus dos
asintotas en forma de rectas verticales punteadas de color negro.

Periodo tedrico 1 de § para cada sistema
Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
L(m) |7 (s) | L(m) | 7a(s)[L(m)] 7 (s)
0.171 | 0.415 | 0.182 | 0.428 | 0.153 | 0.393

Cuadro 8.2: Periodo teorico asociado a la frecuencia angular de las soluciones teoricas

Nota: solo hay un resultado por sistema porque la expresion utilizada para calcularlo solo depende
del largo de la cuerda [ y la magnitud de la aceleracién gravitacional g.

Periodo teérico 7 (s)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

R Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 0.417 0.415 0.416 0.429 0.429 0.430 0.393 0.394 0.393

Ry 0.419 0.422 0.417 0.434 0.429 0.429 0.394 0.399 0.394

Rs 0.418 0.433 0.418 0.433 0.441 0.435 0.404 0.397 0.396

Ry 0.433 0.421 0.421 0.449 0.433 0.440 0.404 0.399 0.408

Rs 0.436 0.423 0.424 0.437 0.436 0.437 0.417 0.404 0.404

Ry 0.417 0.421 0.418 0.441 0.432 0.432 0.404 0.398 0.396

Cuadro 8.3: Resultado de la evaluacion de la integral en la Ecuacion (6.87) para todos los experi-
mentos realizados

Asimismo, se presentan graficas de ejemplo de la funcién f(#) (Ecuacién (6.88)) correspondientes
a los experimentos de las Figuras de la[8.1] a la en las que se muestran las asintotas 6 = 6; y
=0,
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Integrando vs 8
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Figura 8.7: Grafica del integrando para la expresion del periodo (Ecuacion (6.88)), correspondiente
al sistema 2, radio inicial Ri, repeticién 2. Asintotas verticales correspondientes a 6y y 65 tedrico
representan el intervalo de integraciéon para obtener el periodo

Integrando vs 6
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Figura 8.8: Grafica del integrando para la expresion del periodo (Ecuacion (6.88))), correspondiente
al sistema 1, radio inicial R3, repeticion 3. Asintotas verticales correspondientes a 6y y ¢ tedrico
representan el intervalo de integraciéon para obtener el periodo
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Figura 8.9: Grafica del integrando para la expresion del periodo (Ecuacion (6.88)), correspondiente
al sistema 3, radio inicial Ri, repeticién 2. Asintotas verticales correspondientes a 6y y 65 tedrico
representan el intervalo de integraciéon para obtener el periodo

Finalmente para este apartado, se muestran cuadros con la magnitud teérica del angulo extremo
0, con clasificaciones para cada experimento de acuerdo a si fue un caso de angulo zenital pequefio
(por consenso, menor o igual a /12 rad) y segin la variacién del angulo extremo 6 medido respecto
del inicial (se consideré que variaciones bajas fueron las menores al 40 % respecto a 6y).

Angulo extremo 0; tedrico (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘" Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 0.256 0.115 0.148 0.135 0.175 0.210 0.0425 0.224 0.153
Ry 0.338 0.487 0.117 0.451 0.106 0.0897 0.141 0.448 0.116
Rs 0.187 0.747 0.156 0.357 0.623 0.425 0.607 0.206 0.196
Ry 0.730 0.201 0.220 0.802 0.172 0.547 0.541 0.205 0.642
Rs 0.771 0.172 0.301 0.210 0.231 0.301 0.861 0.306 0.353
Ry 0.263 0.452 0.320 0.625 0.202 0.225 0.626 0.368 0.148

Cuadro 8.4: Angulo extremo teérico obtenido como la asintota vertical diferente de § = 6 de la

funcion f() en la Ecuacion (6.88) (véase Ecuacion (6.92))
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Clasificacién de experimentos segin valor maximo de 6

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

R > < < < < > < > <
Rs > > > > < < > > >
Rs > > > > > > > > >
Ry > > > > > > > > >
Rs > > > > > > > > >
Ry, > > > > > > > > >

Cuadro 8.5: Clasificaciéon de experimentos en funciéon del valor méaximo del angulo 6. Si el dngulo
mayor en la oscilacion fue menor o igual a 7/12, entonces le correspondi6é un <, de lo contrario, >

Variacion de 6 (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 298 56.0 45.1 34.2 114 128 53.1 113 20.5
Ry 88.1 154 45.0 144 21.5 30.3 17.5 74.4 47.6
Rs 28.3 54.6 48.8 32.7 119 44.3 77.3 36.6 36.7
Ry 46.6 47.7 38.3 137 51.0 22.9 16.9 52.6 16.4
Rs 40.1 71.9 38.1 56.8 52.5 30.6 47.8 50.0 324
Ry, 49.2 171 53.0 104 33.3 32.1 103 28.7 43.5

Cuadro 8.6: Variacion del dangulo zenital 6 respecto del angulo inicial g
Clasificacion de experimentos segin variacion de ¢

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry > > > < > > > > <
R, > > > > < < < > >
R3 < > > < > > > < <
Ry > > < > > < < > <
Rs > > < > > < > > <
Ry > > > > < < > < >

Cuadro 8.7: Clasificaciéon de experimentos en funcion de la variacion del angulo 6. Si la variacion fue
menor al 40 %, entonces le correspondié un <, de lo contrario, >

Experimentos por categoria
>, > <, > >, < <, <
31 4 15 4

Cuadro 8.8: Numero de experimentos que pertenecen a las categorias en funciéon del valor del 4ngulo
maximo de la oscilacién en 6 y su variacién

Nota: la primer categoria se refiere a casos de angulo no pequeno y alta variacion, el segundo a

los de angulo pequeno y alta variacion, el tercero a los de d&ngulo no pequetio y baja variacion, y el
altimo a los de angulo pequeno y baja variacion.
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8.2.1. Error de las soluciones analiticas

A continuacioén, se presentan los diagramas de residuos estz’mdalﬂ correspondientes a las Figuras
de la a la y cuadros con el resultado de las métricas MAE, MdAE, MAPE y MdAPEEl para
todos los experimentos y del coeficiente de determinaci(’)rﬁ para los modelos 6;(¢). Es importante
mencionar que los cuadros con algunas celdas nulas (con “-” como entrada, a excepciéon del Cuadro
denotan experimentos en los que el tercer conjunto de modelos analiticos no fue aplicable.

Residuos estandar de 8 vs t
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Figura 8.10: Residuos estandar de las soluciones analiticas 1y 2 para 0(t) correspondientes al sistema

2 con radio inicial Ry, repeticién 2

1En los graficos de residuos, una unidad vertical representa una desviacién estandar muestral s, razén por la que

en el eje vertical aparece “Residuos E. (s)”, donde s representa la unidad de medida.
2Para los modelos analiticos (0;(t), ¢;(t)) se calcularon las 4 métricas, pero se muestran graficos de barras tinica-

mente de los porcentuales (MAPE y MdAPE) por fines de compactacion.
3El coeficiente de determinacion se calculé como:
[suma de residuos al cuadrado] " >y — 94)? (8.1)
[suma total de cuadrados] >y — )2 )

R?=1
de modo que es posible la obtencion de valores negativos, lo cual indicaria que el modelo fue tal que haber usado el

promedio de los datos hubiera sido mejor (R? = 0); se puede decir que el modelo fue comparable a uno basado en el

resultado aleatorio del lanzamiento de una moneda.
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Residuos estandar de ¢ vs t
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Figura 8.11: Residuos estandar de las soluciones analiticas 1 y 2 para ¢(t) correspondientes al sistema
2 con radio inicial Ry, repeticion 2

Residuos estandar de 6 vs t
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Figura 8.12: Residuos estandar de las soluciones analiticas 1 y 2 para 0(t) correspondientes al sistema
1 con radio inicial Rg3, repeticion 3
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Figura 8.13: Residuos estandar de las soluciones analiticas 1 y 2 para ¢(t) correspondientes al sistema
1 con radio inicial Rs3, repeticion 3
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Figura 8.14: Residuos estandar de la solucion analitica 3 para 6(t) correspondiente al sistema 3 con
su radio inicial Ry, repeticién 2
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Figura 8.15: Residuos estandar de la solucion analitica 3 para ¢(t) correspondiente al sistema 3 con
su radio inicial Ry, repeticion 2

MAE de 6:(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry | 0.0734 0.0119 | 0.0185 0.0106 0.0183 | 0.0267 | 0.0375 0.0257 | 0.0195
Ry | 0.0578 0.0989 | 0.0285 0.0836 0.0319 | 0.0390 0.0303 0.0483 | 0.0451
R | 0.0547 0.132 0.0696 0.0343 0.113 0.0478 0.0862 0.0494 | 0.0526
Ry 0.114 0.0937 | 0.0684 0.200 0.106 0.0782 0.0514 0.123 0.0998
R; 0.120 0.155 0.0902 0.137 0.125 0.0793 0.122 0.138 0.0912
Ry | 0.0296 0.0766 | 0.0453 0.127 0.0475 0.0348 0.112 0.0303 | 0.0802

Cuadro 8.9: Métrica MAE correspondiente a la soluciéon analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.22) para todos los experimentos

MAE de ¢:(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 12.6 2.76 3.07 1.09 4.39 4.02 40.1 3.95 1.05
R, 4.31 4.57 4.40 4.71 3.07 5.35 2.16 2.54 8.09
R3 2.82 2.99 7.11 1.09 2.94 1.07 2.19 2.86 3.17
Ry 2.04 6.72 3.99 2.78 9.14 1.19 0.346 9.90 0.595
R5 0.897 29.5 2.26 11.7 7.27 1.86 0.157 4.33 1.52
Ry, 2.37 7.25 3.10 2.69 2.30 1.53 3.09 1.13 8.44

Cuadro 8.10: Métrica MAE correspondiente a la soluciéon analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.24) para todos los experimentos
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MAE de 65(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry | 0.0747 | 0.0112 0.0141 | 0.00955 | 0.0190 | 0.0280 0.0283 0.0288 | 0.0150
Ry, | 0.0607 0.107 0.0271 0.0856 0.0211 0.0277 | 0.0165 0.0515 0.0364
Rs | 0.0411 0.0929 | 0.0604 | 0.0263 0.119 0.0477 | 0.0924 | 0.0461 0.0484
R, | 0.0858 0.0832 0.0592 0.227 0.0935 0.0435 0.0373 0.106 0.0605
R5 0.103 0.144 0.0859 0.122 0.115 0.0690 0.129 0.135 0.0855
Ry | 0.0252 0.0806 | 0.0299 0.137 0.0436 | 0.0345 0.118 0.0298 | 0.0643

Cuadro 8.11: Métrica MAE correspondiente a la solucion analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.37) para todos los experimentos

MAE de ¢2(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 4.07 3.14 5.07 1.46 3.37 1.69 3.80 1.90 2.30
Ry 3.40 0.744 1.60 2.03 3.80 3.80 3.47 1.97 0.340
Rs 2.28 5.89 0.846 2.21 1.46 1.08 1.15 0.163 0.242
Ry 4.01 0.460 0.885 0.800 0.613 4.23 1.43 0.746 3.25
Rs 1.86 10.6 0.857 1.81 2.14 0.791 0.493 3.10 0.174
Ry, 3.26 4.77 5.75 0.590 0.180 0.921 1.19 1.19 1.91

Cuadro 8.12: Métrica MAE correspondiente a la soluciéon analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.38) para todos los experimentos

MAE de 65(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry - - - - 0.0179 0.0254 0.0317 0.0251 -
Ry | 0.0590 - 0.0269 - 0.0251 0.0320 - 0.0494 0.0395
R3 - - - - - - 0.0879 0.0464 0.0494
Ry - 0.0879 0.0628 - 0.0996 - - - -
Rs - 0.150 0.0880 0.129 0.119 - 0.125 - 0.0879
Ry, - - - - 0.0451 - 0.113 - 0.0710

Cuadro 8.13: Métrica MAFE correspondiente a la solucion analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.74) para los experimentos a los que fue aplicable
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MAE de ¢3(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry - - - - 3.84 2.76 16.4 2.85 -
R, 3.82 - 2.89 - 0.642 0.523 - 2.23 3.56
R3 - - - - - - 1.62 1.36 1.35
Ry - 3.34 1.37 - 4.53 - - - -
R5 - 19.3 1.50 6.34 4.49 - 0.269 - 0.736
Ry, - - - - 1.12 - 2.06 - 2.88

Cuadro 8.14: Métrica MAE correspondiente a la soluciéon analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.75) para los experimentos a los que fue aplicable

MdAFE de 6:(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry | 0.0701 0.0101 0.0173 | 0.00886 | 0.0133 | 0.0226 0.0369 0.0220 | 0.0157
Ry | 0.0499 0.0895 0.0226 0.0703 0.0302 0.0356 0.0285 0.0387 | 0.0412
Rs | 0.0550 0.114 0.0690 0.0273 0.0990 | 0.0412 0.0675 0.0412 0.0448
R, | 0.0887 | 0.0868 | 0.0620 0.181 0.104 0.0764 | 0.0450 0.117 0.102
Rs | 0.0846 0.139 0.0869 0.125 0.116 0.0765 0.103 0.128 0.0886
Ry | 0.0247 | 0.0653 | 0.0384 0.113 0.0428 | 0.0276 0.0945 0.0281 0.0738

Cuadro 8.15: Métrica MdAFE correspondiente a la soluciéon analitica para 0 expresada en la Ecuacion
(6.22) para todos los experimentos

MdAAE de ¢,(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 12.6 2.88 3.06 1.08 4.45 4.06 39.3 3.97 1.07
Ry 4.26 4.49 4.19 4.67 3.00 5.29 2.15 2.53 7.86
Rs 2.78 3.00 6.96 1.10 2.92 1.05 2.15 2.81 3.10
Ry 2.00 6.64 3.93 2.70 9.00 1.20 0.334 9.72 0.577
Rs 0.826 28.9 2.25 11.5 7.11 1.84 0.145 4.28 1.48
Ry, 2.38 7.27 3.14 2.68 2.31 1.48 3.03 1.09 8.32

Cuadro 8.16: Métrica MdAE correspondiente a la solucién analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.24) para todos los experimentos
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MdAAE de 65(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry | 0.0626 | 0.00919 | 0.0124 | 0.00782 | 0.0152 0.0237 | 0.0263 0.0230 | 0.0109
Ry | 0.0525 0.0875 0.0217 | 0.0709 0.0193 | 0.0278 0.0150 0.0405 0.0313
Rz | 0.0407 | 0.0771 0.0556 0.0204 0.101 0.0411 0.0714 | 0.0381 0.0409
R, | 0.0683 0.0763 | 0.0514 0.213 0.0876 | 0.0377 | 0.0314 | 0.0959 | 0.0571
Rs | 0.0693 0.131 0.0825 0.113 0.107 0.0671 0.111 0.122 0.0808
Ry | 0.0200 0.0627 | 0.0252 0.121 0.0385 0.0273 0.0912 0.0274 | 0.0585

Cuadro 8.17: Métrica MdAFE correspondiente a la soluciéon analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.37) para todos los experimentos

MdAEFE de ¢2(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 3.97 3.26 5.05 1.44 3.38 1.63 3.78 1.89 2.22
Ry 3.36 0.509 1.60 1.99 3.94 3.87 3.51 1.94 0.216
Rs 2.29 5.95 0.794 2.30 1.39 1.07 1.07 0.106 0.155
Ry 4.07 0.335 0.852 0.731 0.473 4.23 1.43 0.616 3.21
Rs 1.82 104 0.800 1.74 2.08 0.761 0.472 3.05 0.145
Ry, 3.28 4.69 5.79 0.415 0.135 0.911 1.08 1.14 1.83

Cuadro 8.18: Métrica MdAFE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.38) para todos los experimentos

MdAE de 65(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry - - - - 0.0134 0.0202 0.0310 0.0181 -
Ry | 0.0501 - 0.0202 - 0.0231 0.0311 - 0.0389 0.0329
R3 - - - - - - 0.0686 0.0384 0.0421
Ry - 0.0832 0.0565 - 0.0942 - - - -
Rs - 0.132 0.0835 0.117 0.107 - 0.111 - 0.0841
Ry, - - - - 0.0395 - 0.0895 - 0.0661

Cuadro 8.19: Métrica MdAE correspondiente a la solucién analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.74) para los experimentos a los que fue aplicable

65




MdAAE de ¢3(t) (rad)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry - - - - 3.88 2.75 17.3 2.86 -
R, 3.77 - 2.84 - 0.623 0.451 - 2.21 3.57
R3 - - - - - - 1.59 1.31 1.28
Ry - 3.28 1.31 - 4.51 - - - -
R5 - 19.6 1.45 6.50 4.54 - 0.211 - 0.688
Ry, - - - - 1.10 - 2.03 - 2.82

Cuadro 8.20: Métrica MdAFE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.75) para los experimentos a los que fue aplicable

MAPE de 0,(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 44.0 15.8 19.7 10.4 15.8 18.0 44.7 18.0 17.9
Ry 29.2 29.7 19.3 26.9 20.6 27.3 15.4 16.2 25.4
Rs 20.8 34.8 29.5 13.0 27.2 14.8 20.0 19.3 21.2
Ry 25.9 32.4 23.0 33.4 404 20.8 11.5 36.9 21.2
Rs 23.7 57.8 23.4 40.4 35.9 19.8 16.8 33.0 19.7
Ry, 17.3 30.5 24.8 28.5 18.8 13.4 25.3 10.5 34.0

Cuadro 8.21: Métrica MAPE correspondiente a la soluciéon analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.22)) para todos los experimentos

MAPE de ¢,(t) (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 49.5 14.9 18.9 6.34 244 21.3 216 25.2 8.05
Ro 18.2 26.7 23.4 26.4 17.7 30.2 12.4 16.0 42.8
Rs 15.8 21.0 38.3 6.78 204 6.10 13.7 154 17.6
Ry 75.7 36.2 21.3 16.0 51.7 9.70 3.52 52.5 5.72
Rs 7.02 156 12.6 60.4 39.1 10.6 1.82 23.2 8.50
Ry, 22.1 61.4 20.5 15.5 13.1 8.37 18.6 17.3 45.6

Cuadro 8.22: Métrica MAPE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.24) para todos los experimentos
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MAPE de 05(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 53.4 15.0 15.4 9.43 16.7 19.8 38.2 20.7 13.9
R, 30.9 35.3 18.9 29.5 14.4 20.7 8.57 17.3 21.1
R3 16.2 25.5 26.3 10.2 29.9 14.8 21.8 18.6 20.2
Ry 20.0 29.8 20.6 41.5 37.1 12.1 8.43 33.3 13.3
R5 20.6 55.9 22.5 37.3 33.9 17.6 17.9 32.6 18.7
Ry, 14.9 33.8 17.0 32.2 17.6 13.4 27.9 10.4 28.9

Cuadro 8.23: Métrica MAPE correspondiente a la soluciéon analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.37) para todos los experimentos

MAPE de ¢5(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 16.0 16.6 27.0 8.26 19.0 9.21 20.1 14.2 14.7
Ry 14.6 6.49 9.09 12.3 19.8 19.6 18.1 13.0 2.65
Rs 12.5 36.5 5.67 12.6 10.9 6.20 8.24 1.37 2.04
Ry 86.3 3.59 4.84 4.59 6.17 25.8 9.20 4.80 19.6
Rs 12.1 57.9 5.35 10.3 124 4.46 3.10 16.8 1.55
Ry, 26.9 47.3 34.7 4.47 2.04 5.23 8.65 17.7 9.94

Cuadro 8.24: Métrica MAPEFE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.38) para todos los experimentos

MAPE de 03(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 15.7 17.7 39.6 18.2 -
Ro 29.9 - 18.4 - 16.5 22.9 - 16.6 22.5
R3 - - - - - - 20.6 18.4 20.2
Ry - 30.9 21.5 - 38.6 - - - -
Rs - 56.6 22.9 38.7 34.8 - 17.3 - 19.1
Ry, - - - - 18.0 - 26.1 - 30.8

Cuadro 8.25: Métrica MAPE correspondiente a la soluciéon analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.74) para los experimentos a los que fue aplicable
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MAPE de 65(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 21.2 14.2 80.1 18.7 -
R, 16.2 - 15.0 - 4.90 4.25 - 14.3 17.6
R3 - - - - - - 10.5 6.94 7.25
Ry - 17.1 6.97 - 24.8 - - - -
R5 - 98.6 8.35 31.2 23.4 - 2.10 - 4.10
Ry, - - - - 6.44 - 12.7 - 14.6

Cuadro 8.26: Métrica MAPFE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.75) para los experimentos a los que fue aplicable

MdAPE de 0,(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 37.1 11.5 16.5 8.37 11.8 14.8 45.7 14.2 13.2
Ry 22.1 23.3 14.4 22.2 20.7 26.5 14.7 11.8 22.8
Rs 20.5 26.8 28.7 9.91 22.2 12.1 14.3 14.6 16.6
Ry 18.2 29.1 20.8 29.6 37.2 19.5 9.48 33.0 20.9
Rs 14.2 45.1 21.3 35.7 32.0 18.8 13.5 26.2 18.5
Ry, 13.4 23.5 20.2 24.2 16.6 9.80 18.6 9.05 32.6

Cuadro 8.27: Métrica MdAPE correspondiente a la solucién analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.22)) para todos los experimentos

MdAPE de ¢1(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 48.6 12.7 12.5 5.80 23.3 20.7 213 21.6 5.65
Ro 17.4 24.8 22.7 25.1 16.5 28.4 11.5 13.8 42.1
Rs 14.8 16.4 37.3 5.96 19.0 5.66 12.1 15.0 16.9
Ry 11.3 35.3 20.7 15.2 48.8 6.44 1.94 52.0 3.11
Rs 5.09 154 11.8 60.0 38.2 9.80 0.895 22.5 7.97
Ry, 12.9 40.1 16.8 14.5 12.3 7.93 16.9 6.11 44.5

Cuadro 8.28: Métrica MdAPFE correspondiente a la solucién analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.24) para todos los experimentos
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MdAAPE de 05(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 37.5 11.2 12.0 7.55 12.7 15.7 28.3 14.6 9.68
R, 22.5 25.6 13.3 23.0 11.9 19.3 7.59 12.7 16.7
R3 14.9 17.1 23.4 7.27 22.2 12.0 15.9 14.1 15.6
Ry 13.6 24.0 16.2 31.8 31.2 9.91 7.03 27.1 11.8
R5 12.4 40.7 20.3 304 27.8 16.3 14.6 26.0 15.9
Ry, 11.5 23.1 13.6 24.6 14.3 10.1 20.6 9.03 24.1

Cuadro 8.29: Métrica MdA PE correspondiente a la solucién analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.37) para todos los experimentos

MAAPE de ¢5(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 14.8 14.4 20.5 707 18.0 8.35 20.7 10.6 12.3
Ry 13.9 4.66 8.32 11.0 20.3 20.2 18.4 10.8 1.99
Rs 12.1 31.5 4.40 11.9 9.35 5.76 6.62 0.802 1.48
Ry 21.6 2.38 4.79 4.20 3.36 22.5 7.66 3.68 17.2
Rs 10.2 55.4 4.45 8.79 11.1 4.19 2.47 16.1 0.927
Ry, 17.6 26.7 30.8 3.27 0.872 4.79 6.98 6.42 10.2

Cuadro 8.30: Métrica MdAPE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.38) para todos los experimentos

MdAPE de 05(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 12.1 134 34.5 12.5 -
Ry 22.2 - 12.9 - 14.8 22.0 - 12.3 18.6
R3 - - - - - - 14.4 13.6 15.9
Ry - 26.9 17.6 - 33.8 - - - -
Rs - 43.0 20.7 33.0 29.6 - 13.5 - 16.5
Ry, - - - - 15.6 - 19.5 - 26.8

Cuadro 8.31: Métrica MdAPE correspondiente a la solucion analitica para 6 expresada en la Ecuacion
(6.74) para los experimentos a los que fue aplicable
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MAAPE de ¢5(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 20.4 13.8 91.3 15.7 -
R, 154 - 14.6 - 3.38 2.75 - 12.2 18.7
R3 - - - - - - 9.15 6.72 6.90
Ry - 17.3 6.90 - 24.3 - - - -
R5 - 101.7 7.76 32.8 23.2 - 1.41 - 3.70
Ry, - - - - 5.82 - 11.4 - 15.0

Cuadro 8.32: Métrica MdA PE correspondiente a la solucion analitica para ¢ expresada en la Ecuacion
(6.75) para los experimentos a los que fue aplicable

Coeficiente de determinacion R? para 0;(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 23.9 56.4 -19.1 19.1 87.2 77.2 -42.7 85.6 -430
Ry 65.8 61.1 88.4 65.3 -135 -134 -283 86.7 474
Rs -124 -33.1 -4.99 15.6 70.3 57.8 86.5 82.5 62.2
Ry 7.06 18.6 45.5 33.7 -20.1 -172 -135 28.6 -329
Rs 14.5 42.3 -5.53 29.8 30.0 -15.8 62.4 61.0 45.3
Ry, 24.7 79.6 -18.2 57.9 40.8 80.4 76.8 1.56 -14.3

Cuadro 8.33: Coeficiente de determinacion R? para los modelos 0;(t) en 1/3 de los datos de cada
experimento

Coeficiente de determinacion R? para 0,(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 74.5 62.4 31.3 35.5 87.6 86.7 38.3 83.6 -241
Ry 60.9 84.7 88.5 83.7 14.0 -5.67 27.9 82.9 76.8
R3 -1.92 38.4 35.3 63.2 7.7 58.1 85.7 80.3 64.1
Ry 57.7 41.9 63.1 51.8 14.7 7.81 -21.0 56.2 -77.5
R; 48.7 55.3 4.90 51.2 44.5 15.4 56.3 62.0 51.2
Ry, 49.0 89.9 53.5 67.6 50.2 78.4 84.5 3.95 39.5

Cuadro 8.34: Coeficiente de determinacién R? para los modelos 02(¢) en 1/3 de los datos de cada
experimento
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Coeficiente de determinacion R? de 05(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 91.5 90.9 13.6 93.1 -
R, 64.8 - 91.6 - -34.0 -42.9 - 86.7 69.0
Rs - - - - - - 89.0 86.4 70.1
Ry - 32.7 60.2 - -0.253 - - - -
R5 - 49.0 0.0543 42.0 38.1 - 62.2 - 49.8
Ry - - - - 50.7 - 85.1 - 20.6

Cuadro 8.35: Coeficiente de determinacién R? para los modelos 03(¢) en 1/3 de los datos de cada
experimento

R? de 0,(t) superior a 65 % por categoria ( %)
>, > <, > >, < <, <
32.3 25 13.3 0

Cuadro 8.36: Porcentaje de experimentos de cada categoria (véase Cuadro [8.8) en los que el coefi-
ciente de determinacién R? de la solucién analitica 0y (t) fue superior a 65 %

A continuacion, se muestran graficos de barras comparativos de las métricas porcentuales (MAPE
y MdAPE) y del R? que resumen el desempeiio de los modelos en todos los experimentos; estan
ordenados por solucién, sistema y radio inicial.

MAPE y MdAPE de las soluciones teéricas de 8(t) de todos los experimentos

Métrica de error porcentual
I MAPE
30 A N MdAPE

MAPE/MdAPE (%)

611t) 8,(t) 65(t)
Solucién analitica

Figura 8.16: Resultados de las métricas de error porcentual MAPE y MdAPE para las soluciones
analiticas de 6(t). Se utiliz6 el promedio como medida de tendencia central
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MAPE y MdAPE de las soluciones tedricas de ¢(t) de todos los experimentos
40

Métrica de error porcentual
= MAPE
m MdAPE

MAPE/MdAPE (%)

¢(t) da(t) #3(t)

Solucién analitica

Figura 8.17: Resultados de las métricas de error porcentual MAPE y MdAPE para las soluciones
analiticas de ¢(t). Se utilizé el promedio como medida de tendencia central

MAPE de las soluciones tedricas de 8(t) por sistema

40 - Solucién analitica
. 5(t)
. 540t
l 2s(t)

MAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.18: Resultado de la métrica de error porcentual MAPE para las soluciones analiticas de
0(t) por sistema. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central
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MAPE de las soluciones tedricas de ¢(t) por sistema

30 A - .
Solucion analitica

- g (t)
gy (t)
- s (t)

21.7

MAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.19: Resultado de la métrica de error porcentual MAPE para las soluciones analiticas de
¢(t) por sistema. Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central

MJAPE de las soluciones tedricas de 8(t) por sistema

Solucién analitica
30 | . 5(t)
. 6(t)
. 5i(t)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.20: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPE para las soluciones analiticas de
0(t) por sistema. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central
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MdAPE de las soluciones tedricas de ¢(t) por sistema

40
Solucion analitica

_— g t)
— gsit)
L 4]

30 7 6.6

MdAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.21: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPE para las soluciones analiticas de
¢(t) por sistema. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central

MAPE de las soluciones tedricas de 6(t) de todos los experimentos

Solucién analitica
40 A . Gt
. G4(t)
- Gs(t)

MAPE (%)

Ri1 R2 R3 Ra Rs
Radio inicial

Figura 8.22: Resultado de la métrica MAPE para las soluciones analiticas de 6(t) ordenado por radio
inicial. Se utilizé la media como medida de tendencia central
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MAPE de las soluciones teéricas de ¢(t) de todos los experimentos

Solucién analitica
- g (t)

50 - - gy(t)

- ()

MAPE (%)

R1 Rz R3 Ra Rsg
Radio inicial

Figura 8.23: Resultado de la métrica MAPE para las soluciones analiticas de ¢(t) ordenado por
radio inicial. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central

MJAPE de las soluciones tedricas de 8(t) de todos los experimentos

Solucién analitica
[ W)
. 8q(t)
. s(t)

30 -

MdAPE (%)

Ri1 Rz R3 Ry Rs
Radio inicial

Figura 8.24: Resultado de la métrica MdAPFE para las soluciones analiticas de 6(t) ordenado por
radio inicial. Se utiliz6 el promedio como medida de tendencia central
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MdAPE de las soluciones tedricas de ¢(t) de todos los experimentos

Solucién analitica
50_ L ﬁ]_(”
()
st}

MdAPE (%)

Radio inicial

Figura 8.25: Resultado de la métrica MdAPE para las soluciones analiticas de ¢(t) ordenado por
radio inicial. Se utilizé el promedio como medida de tendencia central

R? de soluciones analiticas para 6(t)

80 7

70 1

R? (%)

61(t) 2:(0) 8;(t)
Solucion analitica

Figura 8.26: Coeficiente de determinacion R? de las soluciones analiticas de 6(¢) en 1/3 de los datos.
Se utilizé la mediana como medida de tendencia central por los datos atipicos
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R? de las soluciones tedricas de 6(t) por sistema

Solucion analitica

90 A = ot
80 - . A4t
. st}

R? (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.27: Coeficiente de determinacion R? de las soluciones analiticas de 6(¢) en 1/3 de los datos
ordenado por sistema. Se utilizo la mediana como medida de tendencia central por los datos atipicos

R? de las soluciones tedricas de 6(t) de todos los experimentos

Solucion analitica
. 5(t)
. A5(t)

100 4 mm Gi(t)

R? (%)

Ri Ra R3 Ra Rt
Radio inicial

Figura 8.28: Coeficiente de determinacién R? de las soluciones analiticas de (t) en 1/3 de los datos
ordenado por radio inicial. Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central por los datos
atipicos
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8.2.2. Error en el calculo del periodo de oscilaciéon del 4ngulo zenital

En esta seccion se muestran cuadros con el periodo obtenido experimentalmente mediante una
transformada rapida de Fourier, y con los porcentajes de error de los periodos teodricos 71 y 7o
respecto al valor experimentaﬂ

Periodo experimental 7., (s)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

R; Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 0.427 0.435 0.429 0.438 0.439 0.438 0.401 0.406 0.808

Ry 0.428 0.432 0.432 0.440 0.436 0.438 0.403 0.404 0.407

Ra 0.426 0.428 0.426 0.436 0.469 0.433 0.400 0.399 0.400

Ry 0.425 0.425 0.424 0.459 0.433 0.435 0.430 0.399 0.396

Rs 0.452 0.424 0.421 0.435 0.435 0.433 0.414 0.397 0.396

Ry, 0.432 0.432 0.432 0.432 0.439 0.435 0.404 0.406 0.403

Cuadro 8.37: Periodo experimental obtenido con una transformada rapida de Fourier para todos los
experimentos realizados

Porcentaje de error de 71 (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 2.85 4.50 3.31 2.14 2.45 2.14 2.20 3.23 51.4
Ry 3.07 3.93 3.93 2.76 1.83 2.14 2.54 2.88 3.54
R3 2.67 2.99 2.67 1.85 8.62 1.20 1.87 1.52 1.87
Ry 2.36 2.36 2.04 6.74 1.20 1.52 8.78 1.52 0.832
Rs 8.09 2.04 1.39 1.54 1.52 1.20 5.10 1.18 0.832
Ry, 3.94 3.93 3.93 0.884 2.47 1.52 2.88 3.21 2.54

Cuadro 8.38: Porcentaje de error del periodo asociado a la frecuencia angular de las soluciones
analiticas, respecto al obtenido experimentalmente

Porcentaje de error de 7 (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 2.42 4.39 3.13 1.97 2.23 1.82 2.10 2.86 51.3
Ry 2.20 2.24 3.57 1.31 1.57 1.92 2.13 1.30 3.09
Rs 1.86 1.18 1.89 0.700 5.98 0.404 1.05 0.514 0.932
Ry 1.86 1.03 0.726 2.28 0.0858 1.13 6.06 0.174 3.02
Rs 3.45 0.172 0.792 0.421 0.404 0.827 0.801 1.79 1.97
Ry 3.38 2.55 3.14 2.12 1.59 0.517 0.0529 1.92 1.78

Cuadro 8.39: Porcentaje de error del periodo obtenido con la evaluacion de la integral en la Ecuacion

, respecto al experimental

A continuacion, se presentan graficos de barras que comparan el error de los resultados obtenidos
con los 2 métodos; estdn organizados por método, sistema y radio inicial.

4Se calculo el valor absoluto de la diferencia entre lo teérico y experimental, dividido entre la medicién, puesto que
se busco evaluar si las expresiones deducidas describian lo observado.
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Porcentaje de error en célculo de periodo T

373

Error (%)

T
Método 1 Método 2

Figura 8.29: Media del porcentaje de error en el calculo del periodo 7 obtenido con el método de la
relaciéon con la frecuencia angular de las soluciones analiticas y el de evaluaciéon de la integral en la

Ecuacion ((6.87))

Porcentaje de error en célculo de periodo T por sistema

Método de calculo
Metodo 1
4 m Método 2
333
3 -
g:g 243 254
5 222
=
w24 165
152
l_ I
0
Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.30: Porcentaje de error presentado por sistema en el calculo del periodo 7 obtenido con
el método de la relacién con la frecuencia angular de las soluciones analiticas y el de evaluaciéon de
la integral en la Ecuacion . Se utilizé la media para los sistemas 1 y 2, y la mediana para el
sistema 3 por datos atipicos
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Porcentaje de error en calculo de periodo T por radio

4.0 4 Método de calculo
Método 1
I Método 2
3.5 1
3.04
304 e 2.96 Jar
254
— 2.5 1 242
= 215
5
£ 2.0 183
w 161
1.5 4
118
1.0 1
0.5 1
0.0
R1 Rz R3 Ra Rs

Figura 8.31: Porcentaje de error presentado por radio en el calculo del periodo 7 obtenido con el
método de la relacion con la frecuencia angular de las soluciones analiticas y el de evaluaciéon de la
integral en la Ecuacién (6.87)). Se utiliz6 la mediana para el radio Ry por datos atipicos y la media
para el resto

8.2.3. Rapidez angular azimutal inicial y tipo de amplitud de oscilaciéon

Se muestran cuadros con la rapidez angular azimutal ideal para generar un péndulo cénico
(uo = /¥ sec 90), la inicial que se midio, la relacion de desigualdad entre estos valores y el signo
de la amplitud de oscilacién para cada experimento. Estos cuadros son para evaluar la condicién
tedrica del signo de la amplitud de oscilaciéon (véase Seccion 6.4.3.), esto es, en otras palabras, si la
dindmica de 6 comienza con un maximo o un minimo.

Rapidez angular azimutal necesaria para generar un péndulo cénico (rad/s)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 7.58 7.58 7.59 7.36 7.35 7.35 8.04 8.03 8.03
Ry 7.63 7.66 7.66 7.40 7.40 7.39 8.10 8.13 8.13
Rs 7.76 7.88 7.78 7.45 7.49 7.50 8.25 8.26 8.24
Ry 7.96 7.93 7.90 7.63 7.63 7.62 8.44 8.51 8.55
Rs 8.17 8.13 8.13 7.89 7.86 7.82 8.95 8.90 8.76
Ry, 7.62 7.62 7.63 7.53 7.54 7.55 8.21 8.17 8.22

Cuadro 8.40: Rapidez angular azimutal que se requiere para que cada péndulo esférico, caracterizado
por sus condiciones iniciales, presente el caso especial de péndulo conico
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Rapidez angular azimutal inicial v (rad/s)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 27.3 12.7 12.5 10.3 16.8 16.5 2.69 16.8 10.5
Ro 15.0 17.4 4.22 17.6 4.44 3.90 5.24 14.5 3.83
R3 4.63 14.6 3.74 10.6 16.3 11.0 14.3 4.88 4.78
Ry 13.0 3.78 4.26 15.4 3.40 10.8 10.0 3.62 10.9
Rs 11.6 2.69 4.74 3.17 3.57 4.78 11.9 4.37 5.33
Ry, 12.4 21.7 14.2 14.5 4.72 5.06 16.0 10.5 3.79

Cuadro 8.41: Rapidez angular azimutal inicial medida en cada experimento
Desigualdad entre uy experimental e ideal

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry > > > > > > < > >
Ry > > < > < < < > <
R3 < > < > > > > < <
Ry > < < > < > > < >
Rs > < < < < < > < <
Ry, > > > > < < > > <

Cuadro 8.42: Relacion de desigualdad entre la rapidez angular azimutal inicial medida y la ideal
para generar el caso especial de péndulo conico

Signo de la amplitud de oscilaciéon de 6(t)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - - - + - -
Ry - - + - + + + - +
Rs I - T - - - - + +
Ry - + + - + - - + -
Rs - - - + - - - - -
R - - - - + + - - +

Cuadro 8.43: Tipo de oscilacion en (t) determinada con base en la forma de grafica 6 vs ¢. Si empieza
con un maximo, la amplitud es positiva, y si lo hace con un minimo, es negativa

8.2.4. Error en el cilculo del 4ngulo extremo

A continuacioén, se muestran cuadros con el angulo extremo medido, que en los experimentos con

ug > \/% sec By, se utilizo el primer maximo de 0, y en los que ug < \/% sec By, se utilizo el primer
minimo. También se muestra el error que representa el angulo extremo obtenido teéricamente con
la Ecuacion (6.92), como la asintota diferente de § = 6y de la funcién f(6) en la Ecuacion (6.88]).
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Angulo extremo §; experimental (rad)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

R; Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 0.281 0.107 0.131 0.130 0.164 0.213 0.0595 0.224 0.142

Ry 0.323 0.538 0.117 0.459 0.139 0.119 0.180 0.436 0.129

Rs 0.226 0.613 0.166 0.331 0.621 0.418 0.616 0.222 0.215

Ry 0.648 0.221 0.253 0.923 0.191 0.470 0.531 0.230 0.583

Rs 0.753 0.147 0.322 0.227 0.243 0.343 0.952 0.314 0.394

Ry, 0.240 0.428 0.261 0.658 0.216 0.229 0.646 0.368 0.182

Cuadro 8.44: Angulo extremo experimental medido en los experimentos como el primer maximo o
minimo después de 6g

Porcentaje de error en el angulo extremo 6; (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 9.13 7.14 134 4.34 7.01 1.44 28.6 1.38 8.06
Ry 4.75 9.52 0.0294 1.68 23.6 24.4 21.7 2.73 10.2
Rs 17.1 219 6.35 7.79 0.329 1.73 1.42 7.14 8.59
Ry 12.6 9.42 13.1 13.1 9.54 16.4 1.86 10.9 9.98
Rs 2.35 16.9 6.31 7.63 4.87 12.5 9.62 2.68 10.5
Ry, 9.48 5.59 22.3 4.97 6.24 1.60 3.16 0.0932 18.6

Cuadro 8.45: Porcentaje de error en el dngulo extremo respecto al experimental

Se presentan ahora gréaficos de barras que muestran el porcentaje de error general, y organizado
por sistema y radio inicial.

Porcentaje de error en calculo de angulo extremo 6r

12 4

10 1

9.14

Error (%)

Método de la asintota vertical

Figura 8.32: Porcentaje de error general en el célculo del dngulo extremo respecto al experimental.
Se utilizé la media como medida de tendencia central
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Porcentaje de error en calculo de angulo extremo 8r por sistema
14 4

12 4

Errar (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.33: Porcentaje de error presentado por sistema en el calculo del dngulo extremo respecto
al experimental. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central

Porcentaje de error en calculo de angulo extremo 87 por radio

14 -

12 A

Error (%)

Ri Rz R3 Ry Rs

Figura 8.34: Porcentaje de error presentado por radio en el calculo del angulo extremo respecto al
experimental. Se utiliz6 la media como medida de tendencia central



8.3. Implementacién de modelos de aprendizaje automatico

Como se mencion6 en la Seccion 7.2., se emplearon 3 modelos de aprendizaje automéatico para
este trabajo de investigacion: Random Forest, XGBoost y redes neuronales feedforward. Se utilizaron
para la correccion de las soluciones analiticas de 6(t), y crear de esta manera modelos hibridos para
la descripcion de esta coordenada angular; del mismo modo, con estas soluciones corregidas, se aplico
la relacion integral para ¢(t) (Ecuacion (6.5)).

Nota: las graficas incluidas en esta seccién corresponden a la dltima vez que se compilaron to-
dos los motebooks, pero los cuadros con los errores son de la primera vez, los cuales difieren en el
caso de los modelos que utilizan redes neuronales feedforward, pero estos solo presentan una pequeinia
variacion debido a los pesos aleatorios, que no cambian mucho entre si, que emplea tal algoritmo.

8.3.1. Correccion de soluciones analiticas para el Angulo zenital

A continuacion, se presentan ejemplos de las graficas 6 vs t de la implementacion de algoritmos
de aprendizaje automéatico para la correccion de modelos analiticos 6;(t) correspondientes a los
experimentos en las Figuras y En cada grafico, se colocan los datos experimentales
siempre de color celeste, el modelo analitico con su color distintivo (verde, gris o café) y la aplicacion
del modelo con su correcciéon con una curva de color naranja.
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0204 —— Soluc!(}n analitica 1 :
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Figura 8.35: Modelo hibrido entre la solucion 6 (¢t) y modelo Random Forest del sistema 2, radio
inicial R, repeticion 2
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0 1 2 3 4 5
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Figura 8.36: Modelo hibrido entre la solucion 6;(t) y modelo XGBoost del sistema 1, radio inicial
R3, repeticion 3
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Figura 8.37: Modelo hibrido entre la solucion 65(t) y modelo XGBoost del sistema 3, radio inicial
Ry, repeticion 2
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8.3.2. Utilizacion de las soluciones corregidas para predicciéon del dngulo
azimutal

Se presentan ejemplos de las graficas resultantes de ¢ vs t, con los datos experimentales, el
modelo original con su color correspondiente y la nueva soluciéon (en naranja) aplicando las correc-
ciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico sobre #. Las graficas que se muestran

corresponden a los experimentos de las Figuras y

¢pvst
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Figura 8.38: Evolucion de la coordenada ¢1(t) y la solucion obtenida a partir de la solucion hibrida
para 60 (t) con el modelo Random Forest, para el sistema 2, radio inicial R;, repeticion 2
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Figura 8.39: Evolucién de la coordenada ¢1(t) y la solucion obtenida a partir de la solucion hibrida
para 60 (t) con el modelo XGBoost, para el sistema 1, radio inicial Rg, repeticion 3
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Figura 8.40: Evolucion de la coordenada ¢3(t) y la solucion obtenida a partir de la solucién hibrida
para 03(t) con el modelo XGBoost, para el sistema 3, radio inicial Ry, repeticion 2
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8.3.3. Error de los modelos hibridos para prediccién del angulo zenital

Se muestran ahora graficos de residuos estandar de los modelos hibridos correspondientes a los
experimentos mostrados en las Figuras [B:30]y [B-37] y cuadros con la métrica de error porcentual
MdJAPE de cada modelo aplicado en la fase de evaluacion sobre prediccion de residuos, y con el
coeficiente de determinacién R? de la aplicacion de la solucién corregida sobre el conjunto de datos
completo de todos los experimentos.

Residuos estandar de 61(t)+RF vs t

Residuos E. 81(t)+RF
---- B0% de los datos

Residuos E. (s)

t(s)

Figura 8.41: Residuos estandar de la solucion hibrida 6, () con correcciones realizadas por el modelo
Random Forest, correspondiente al sistema 2, radio inicial R1, repeticion 2
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Residuos estandar de 61(t)+XGB vs t
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Figura 8.42: Residuos estandar de la solucion hibrida 6, () con correcciones realizadas por el modelo
XGBoost, correspondiente al sistema 1, radio inicial R3, repeticion 3

Residuos estandar de 63(t)+XGB vs t
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Figura 8.43: Residuos estandar de la solucion hibrida 03(¢) con correcciones realizadas por el modelo
XGBoost, correspondiente al sistema 3, radio inicial R, repeticién 2
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MdAPE de modelo Random Forest para predicciéon de residuos de 6, (¢) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 31.1 82.6 41.5 43.5 59.6 48.2 75.8 70.9 32.6
R, 52.5 35.2 80.9 48.1 69.7 49.2 61.7 60.3 65.3
R3 61.6 33.5 62.8 42.1 37.5 55.7 47.5 75.0 77.6
Ry 41.3 55.0 67.7 33.0 62.6 30.8 29.5 63.4 21.1
R5 27.8 48.6 65.1 56.0 64.1 46.5 56.4 52.1 61.3
Ry, 40.6 45.5 314 39.3 60.1 76.8 48.0 45.8 60.9

Cuadro 8.46: Métrica MdAPE del modelo Random Forest para la prediccion de residuos de la
solucion analitica 6 (t)

MdAPE de modelo Random Forest para prediccién de residuos de 65(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 62.9 75.9 41.9 46.6 70.2 76.3 56.7 69.9 34.0
Ry 57.4 58.0 78.0 77.5 59.7 48.1 60.2 58.3 87.8
Rs 48.1 40.0 55.5 58.6 54.0 54.6 44.0 69.2 82.7
Ry 43.5 56.7 50.8 45.9 54.6 39.6 27.8 57.7 24.0
Rs 36.6 49.6 60.7 59.2 60.4 46.0 61.4 53.6 75.0
Ry, 50.0 71.0 40.6 67.6 64.8 71.5 68.9 48.5 59.7

Cuadro 8.47: Métrica MdAPE del modelo Random Forest para la predicciéon de residuos de la
solucion analitica 6o(t)

MdJAPE de modelo Random Forest para prediccion de residuos de 03(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 70.1 76.2 68.3 78.2 -
Ry 58.3 - 85.4 - 73.8 53.0 - 57.9 72.1
R3 - - - - - - 43.5 75.4 87.2
Ry - 57.9 61.3 - 60.7 - - - -
Rs - 51.3 65.2 56.4 54.1 - 56.8 - 65.7
Ry, - - - - 67.7 - 61.0 - 63.3

Cuadro 8.48: Métrica MdAPE del modelo Random Forest para la prediccién de residuos de la
solucion analitica 63(t)

90



MdAAPE de modelo XGBoost para prediccion de residuos de 0, (t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 29.4 45.0 31.1 33.4 40.9 48.3 56.4 61.1 26.2
R, 57.0 19.5 60.8 41.9 55.2 354 59.1 48.1 54.4
R3 49.0 21.8 47.8 35.2 25.5 46.6 40.3 59.7 67.1
Ry 27.6 44.1 56.9 20.6 32.9 21.0 27.0 44.7 15.6
R5 25.2 40.1 42.5 47.3 47.0 39.5 41.5 45.3 57.8
Ry, 27.7 36.7 23.0 33.5 46.4 60.6 35.9 35.4 49.1

Cuadro 8.49: Métrica MdAPFE del modelo XGBoost para la prediccion de residuos de la solucion
analitica 61 (t)

MdAPE de modelo XGBoost para prediccion de residuos de 65(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 50.7 49.3 324 36.7 474 57.8 40.5 53.7 23.8
Ry 56.8 31.0 69.2 65.6 41.9 29.3 52.4 41.3 64.4
Rs 41.2 25.8 38.2 36.9 58.1 48.6 45.9 49.5 58.9
Ry 31.9 42.3 37.7 40.1 32.6 29.4 27.3 43.3 17.7
Rs 32.1 34.6 39.9 45.0 45.7 34.7 46.1 39.2 53.2
Ry, 36.0 46.5 31.8 44.1 51.7 57.3 47.3 35.1 58.7

Cuadro 8.50: Métrica MdAPFE del modelo XGBoost para la prediccion de residuos de la solucion
analitica 05(t)

MdAPE de modelo XGBoost para predicciéon de residuos de 05(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 43.0 69.3 52.0 70.7 -
Ro 52.5 - 73.7 - 57.3 38.5 - 45.8 61.9
R3 - - - - - - 53.8 58.2 71.3
Ry - 43.0 57.2 - 33.3 - - - -
Rs - 40.9 40.3 41.5 49.7 - 44.2 - 49.3
Ry, - - - - 47.6 - 53.7 - 53.1

Cuadro 8.51: Métrica MdAPE del modelo XGBoost para la predicciéon de residuos de la solucién
analitica 03(t)
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MAAPE de redes neuronales feedforward para prediccion de residuos de 0, (t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 16.3 80.1 94.3 105 50.6 47.7 19.4 43.9 99.8
R, 40.4 18.9 49.2 19.2 73.1 47.3 92.3 494 41.6
R3 76.2 33.5 42.6 104 21.4 38.6 26.0 27.3 30.9
Ry 71.6 46.4 84.6 18.2 20.8 113 89.0 17.9 90.0
R5 30.5 35.6 394 21.0 21.5 65.6 63.3 19.1 28.4
Ry, 109 31.2 65.0 40.1 32.9 57.0 22.9 80.9 27.7

Cuadro 8.52: Métrica MdAPE de redes neuronales feedforward para la prediccion de residuos de la
solucion analitica 6 (t)

MdAPE de redes neuronales feedforward para prediccién de residuos de 6;(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 29.7 74.9 82.3 98.2 53.6 55.0 22.3 53.8 115
Ry 40.4 27.6 52.6 19.6 76.8 374 80.3 51.4 43.8
Rs 56.5 55.1 42.0 84.9 25.7 66.0 39.3 36.3 23.7
Ry 45.3 59.2 62.1 324 26.0 58.2 67.7 25.5 46.0
Rs 57.1 29.1 43.8 23.5 15.6 68.5 58.4 17.2 35.2
Ry, 94.2 38.4 79.0 24.7 31.3 48.7 27.8 86.3 31.7

Cuadro 8.53: Métrica MdAPE del modelo de redes neuronales feedforward para la prediccion de
residuos de la solucion analitica 05 (t)

MAAPE de redes neuronales feedforward para predicciéon de residuos de 03(t) (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 37.3 46.2 37.2 48.1 -
Ro 35.3 - 52.7 - 94.2 30.9 - 53.9 35.3
R3 - - - - - - 31.1 32.2 29.2
Ry - 60.1 75.2 - 26.7 - - - -
Rs - 27.2 34.5 27.9 19.0 - 48.4 - 28.0
Ry - - - - 42.2 - 26.9 - 22.2

Cuadro 8.54: Métrica MdAPFE del modelo de redes neuronales feedforward para la prediccién de
residuos de la solucion analitica 03 ()

Nota: es importante recordar que por la definiciéon utilizada para R? (Ecuacién (8.1))), es posible la
obtencion de valores negativos.
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R? para modelo hibrido de 0;(t) y Random Forest (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 82.6 66.7 56.3 75.2 78.9 81.2 16.0 83.0 44.0
R, 67.7 81.6 69.3 77.9 1.20 -1.70 -41.4 75.5 41.0
R3 -14.9 65.5 21.2 57.6 76.4 62.4 77.3 64.5 49.3
Ry 63.6 35.1 32.7 83.4 41.5 65.2 61.5 46.1 64.7
R5 69.8 46.9 334 47.7 51.3 36.1 65.5 66.7 62.2
Ry, 64.2 76.0 59.7 79.8 51.0 66.4 79.8 83.6 34.1

Cuadro 8.55: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
01(t) y las correcciones realizadas por el modelo Random Forest

R? para modelo hibrido de 0,(t) y Random Forest (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 61.4 68.9 69.0 78.4 75.2 72.9 61.8 77.0 60.9
Ry 63.4 64.8 73.2 65.6 56.0 54.6 53.1 72.9 59.5
Rs 41.6 80.2 43.2 88.5 67.6 62.6 70.9 73.3 63.6
Ry 77.0 54.0 55.0 66.8 60.4 86.1 75.3 63.1 86.9
Rs 76.4 56.1 42.5 61.7 62.1 57.2 59.9 69.1 69.1
Ry, 69.2 66.8 76.0 68.7 63.4 69.2 70.8 83.9 63.0

Cuadro 8.56: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
02(t) y las correcciones realizadas por el modelo Random Forest

R? para modelo hibrido de 63(t) y Random Forest (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 77.6 79.1 39.3 81.9 -
Ry 65.7 - 70.8 - 29.7 30.6 - 74.3 49.1
R3 - - - - - - 74.0 69.4 56.8
Ry - 44.4 43.6 - 50.0 - - - -
Rs - 51.3 36.7 53.3 55.7 - 63.2 - 65.1
Ry, - - - - 57.9 - 75.7 - 47.8

Cuadro 8.57: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
05(t) y las correcciones realizadas por el modelo Random Forest
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R? para modelo hibrido de 6,(t) y XGBoost (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 90.0 86.0 79.0 91.3 93.7 91.9 58.8 92.3 79.6
R, 78.0 93.1 83.4 90.5 50.5 43.3 20.2 88.6 71.9
R3 43.3 85.2 54.9 84.6 91.9 82.0 90.2 85.1 78.1
Ry 84.2 68.2 68.3 94.3 77.4 87.5 82.5 80.1 87.6
R5 84.2 78.9 66.7 78.1 79.9 72.4 83.6 87.4 81.3
Ry, 86.0 91.0 85.7 91.5 73.7 85.8 92.0 94.2 67.1

Cuadro 8.58: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
01(t) y las correcciones realizadas por el modelo XGBoost

R? para modelo hibrido de 6,(t) y XGBoost (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 79.0 86.6 84.0 92.2 91.9 89.1 81.5 89.7 86.4
Ry 75.3 87.9 85.4 84.8 75.4 72.7 72.6 88.3 81.1
Rs 68.6 91.3 65.2 88.5 88.6 82.5 87.6 88.4 85.1
Ry 89.8 54.0 77.5 90.1 83.9 92.8 87.9 84.7 93.3
Rs 88.1 82.3 70.8 83.8 84.6 79.1 81.8 88.9 84.2
Ry, 88.6 86.9 90.9 88.4 79.1 87.8 89.0 94.4 80.4

Cuadro 8.59: Coeficiente de determinaciéon R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
02(t) y las correcciones realizadas por el modelo XGBoost

R? para modelo hibrido de 05(t) y XGBoost (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 93.1 91.2 72.0 91.5 -
Ry 76.8 - 86.0 - 66.7 59.8 - 88.6 76.1
R3 - - - - - - 88.8 86.6 80.8
Ry - 71.6 72.2 - 79.7 - - - -
Rs - 79.8 67.6 81.1 81.6 - 82.9 - 83.5
Ry - - - - 77.2 - 90.4 - 73.0

Cuadro 8.60: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
05(t) y las correcciones realizadas por el modelo XGBoost
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R? para modelo hibrido de 0;(¢) y redes neuronales feedforward (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 91.0 52.3 16.0 38.5 86.1 91.6 85.3 90.0 -29.5
R, 76.5 93.3 66.9 94.2 -51.9 12.2 -185 81.2 74.7
R3 -113 81.2 -32.4 8.89 92.5 68.9 92.1 86.6 77.3
Ry 26.8 36.8 -46.0 89.7 85.7 17.1 4.09 88.5 23.0
R5 68.9 75.1 44.8 88.7 88.8 0.609 40.0 90.9 80.2
Ry, 12.8 86.1 53.6 80.4 74.3 85.5 93.1 60.8 75.2

Cuadro 8.61: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
01(t) y las correcciones realizadas por el modelo de redes neuronales feedforward

R? para modelo hibrido de 6,(¢) y redes neuronales feedforward (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 75.7 52.2 40.3 45.1 80.6 88.2 87.4 88.5 8.34
Ry 72.2 92.7 78.7 91.6 15.6 44.1 0.597 88.8 74.3
Rs -8.74 62.6 51.1 43.1 89.4 35.6 92.2 83.6 86.2
Ry 56.4 13.7 4.09 83.9 88.6 70.1 40.9 84.7 74.3
Rs 66.6 83.9 57.2 89.7 91.0 20.8 26.4 91.1 68.9
Ry, 32.5 86.6 46.6 86.5 81.0 74.0 91.7 59.0 82.2

Cuadro 8.62: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
02(t) y las correcciones realizadas por el modelo de redes neuronales feedforward

R? para modelo hibrido de 05(t) y redes neuronales feedforward (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 87.8 90.8 78.3 91.7 -
Ro 76.1 - 82.6 - -51.1 37.4 - 80.7 73.7
R3 - - - - - - 89.4 79.1 86.0
Ry - -3.50 -27.2 - 88.1 - - - -
Rs - 80.6 51.7 82.1 89.0 - 35.3 - 73.3
Ry - - - - 64.4 - 93.0 - 85.1

Cuadro 8.63: Coeficiente de determinacién R? para el modelo hibrido compuesto por la solucién
03(t) y las correcciones realizadas por el modelo de redes neuronales feedforward

Se presentan a continuacién gréaficos de barras comparativos del MdAPE y del R? de cada
modelo analitico corregido por los 3 algoritmos de aprendizaje automéatico; se muestran organizados
por algoritmo (por solucién hibrida en el caso del R?), sistema y radio inicial.
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MdAPE de cada modelo en prediccién de residuos de 61(t)
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Modelo de aprendizaje automatico

Figura 8.44: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automético aplicados en la correccion de 61 (t). Se utilizo la media para los
modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes neuronales feedforward

MdAPE de cada modelo en prediccidon de residuos de 63(t)

70 7

MdAPE (%)

RF AGB NN
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Figura 8.45: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automaéatico aplicados en la correccion de 05(t). Se utilizé la media para los
modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes neuronales feedforward
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MdAPE de cada modelo en prediccién de residuos de 63(t)
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Modelo de aprendizaje automatico

Figura 8.46: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automéatico aplicados en la correccion de 03(t). Se utilizo la media para los
modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes neuronales feedforward

MJAPE de los modelos de ML en prediccién de residuos de 81(t)
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Figura 8.47: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 6, (t) ordenado por sistema. Se
utiliz6 la mediana como medida de tendencia central
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MJAPE de los modelos de ML en prediccién de residuos de 82(t)
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Figura 8.48: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 65(t) ordenado por sistema. Se
utilizé la mediana como medida de tendencia central

MJAPE de los modelos de ML en predicciéon de residuos de 83(t)
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Figura 8.49: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 65(t) ordenado por sistema. Se
utilizé la mediana como medida de tendencia central
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MdAPE de los modelos de ML en prediccidon de residuos de 61(t)
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Figura 8.50: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 6;(t) ordenado por radio inicial.
Se utilizé la media para los modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes
neuronales feedforward

MJAPE de los modelos de ML en predicciéon de residuos de 82(t)
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Figura 8.51: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 63(t) ordenado por radio inicial.
Se utiliz6 la media para los modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes
neuronales feedforward
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MdAPE de los modelos de ML en prediccidon de residuos de 63(t)
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Figura 8.52: Resultado de la métrica de error porcentual MdAPFE para la fase de evaluacion de los
modelos de aprendizaje automatico aplicados en la correccion de 6;(t) ordenado por radio inicial.
Se utilizé la media para los modelos de Random Forest y XGBoost, y la mediana para las redes
neuronales feedforward

R? de cada modelo hibrido de 61(t) con ML
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Modelo hibrido

Figura 8.53: Coeficiente de determinaciéon R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién
01(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automético. Se utilizo la mediana
como medida de tendencia central
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R? de cada modelo hibrido de 62(t) con ML
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Modelo hibrido

Figura 8.54: Coeficiente de determinacién R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién
02(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico. Se utilizo la mediana
como medida de tendencia central

R? de cada modelo hibrido de 63(t) con ML

100 +
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B3(t)+RF B3(t)+XGB B3(t) + NN
Modelo hibrido

Figura 8.55: Coeficiente de determinacién R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién
05(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico. Se utilizo la mediana
como medida de tendencia central
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R? de los modelos hibridos con 81(t)
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Figura 8.56: Coeficiente de determinaciéon R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién

01(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automético, ordenado por sistema.
Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central

R? de los modelos hibridos con ,(t)
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Figura 8.57: Coeficiente de determinacién R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién

04 (t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico, ordenado por sistema.
Se utilizé la mediana como medida de tendencia central
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R? de los modelos hibridos con 85(t)

Modelo hibrido
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Figura 8.58: Coeficiente de determinaciéon R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién

03(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automéatico, ordenado por sistema.
Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central

R? de los modelos hibridos de ML con 81(t)

Modelo hibrido
mm 5(t)+RF
5t} +XGB
mm op(tHNN

R? (%)

R R; Rz Ry Rsg
Radio inicial

Figura 8.59: Coeficiente de determinacién R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién
61(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico, ordenado por el radio
inicial utilizado. Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central
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R? de los modelos hibridos de ML con 82(f)

Maodelo hibrido

= 5i(t)+RF
)

100 4 ()4 XGB

5ot} +NN

83.8

R? (%)

R1 Rz R3 Ra Rsg
Radio inicial

Figura 8.60: Coeficiente de determinaciéon R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién

02(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automético, ordenado por el radio
inicial utilizado. Se utilizo la mediana como medida de tendencia central
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R? de los modelos hibridos de ML con 83(f)

Modelo hibrido
mm 5;5(t)4RF
55t} XGB
100 A m G5(tHNN

R? (%)

R1 Rz R3 Ra Rsg
Radio inicial

Figura 8.61: Coeficiente de determinaciéon R? para los modelos hibridos compuestos por la solucién
03(t) y las correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automético, ordenado por el radio
inicial utilizado. Se utiliz6 la mediana como medida de tendencia central; la media fue usada en el

radio 4 para el modelo hibrido con redes neuronales feedforward por 2 valores R? negativos de 3 que
eran

8.3.4. Error de los modelos hibridos para predicciéon del angulo azimutal

Similarmente a la coordenada anterior, se muestran graficos de residuos estandar de los modelos
hibridos para ¢ correspondientes a las graficas mostradas en las Figuras [8:38] [8.39] y [§:40] cuadros
con la métrica MdAPE para cada modelo y graficos de barras comparativos entre los mismos.
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Residuos estéandar de ¢1(t) + RF vs t

0.00 +

—0.25 ~

—0.50 A

—0.75 7

—1.00 ~

Residuos E. (s)

—1.25 +

—1.50

~1.75 - Residuos E. ¢1(t) + RF
---- 80% de los datos

0 1 2 3 4 5
tis)

Figura 8.62: Residuos estandar de la solucion hibrida de ¢, () con 6;(t) y las correcciones realizadas
por el modelo Random Forest, correspondiente al sistema 2, radio inicial Ry, repeticiéon 2

Residuos estandar de ¢1(t) + XGB vs t

1.5 1

1.0 4

0.5

0.0 1

Residuos E. (s)

-1.57 Residuos E. ¢1(f) + XGB

---- 80% de los datos

_2.0 -

0 1 2 3 4 5
t(s)

Figura 8.63: Residuos estandar de la soluciéon hibrida de ¢1(t) con 6;(t) y las correcciones realizadas
por el modelo XG'Boost, correspondiente al sistema 1, radio inicial Rj3, repeticién 3
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Residuos estandar de ¢s(t) + XGB vs t

0.00 +

—0.25 +

—0.50 +
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Residuos E. (s)
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—1.50 - -
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Figura 8.64: Residuos estandar de la solucion hibrida de ¢3(t) con 5(t) y las correcciones realizadas
por el modelo XGBoost, correspondiente al sistema 3, radio inicial Rq, repeticion 2

MdJAPE de Modelo Hibrido de ¢;(t) y Random Forest (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 4.42 29.3 46.5 22.1 13.8 7.89 25.6 25.9 414
Ry 34.8 8.26 19.2 9.20 14.9 11.6 16.1 23.2 5.10
R3 8.87 914 1.80 24.4 11.9 13.0 17.5 11.9 12.2
Ry 53.9 14.6 6.22 1.44 20.4 51.2 21.4 15.3 49.4
Rs 33.9 92.8 10.2 23.2 18.9 1.53 3.92 28.1 5.36
Ry 44.1 36.6 66.6 10.2 8.05 12.4 12.5 23.2 3.68

Cuadro 8.64: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 6 (¢) con las
correcciones realizadas con el algoritmo Random Forest

MdAPE de Modelo Hibrido de ¢5(t) y Random Forest ( %)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 21.0 29.0 44.4 21.9 14.6 9.05 6.00 27.4 40.6
Ry 36.1 13.4 18.6 12.1 17.0 15.9 17.1 23.7 3.21
R3 11.3 88.3 1.88 23.9 14.3 12.9 18.7 10.9 11.2
Ry 51.5 11.3 4.61 3.57 14.2 48.9 20.8 10.3 46.8
Rs 33.2 78.9 9.39 18.4 16.1 0.981 4.23 27.5 4.72
Ry, 42.7 40.1 62.6 12.8 7.09 12.2 14.6 23.2 2.17

Cuadro 8.65: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 6s(t) con las
correcciones realizadas con el algoritmo Random Forest
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MdAPE de Modelo Hibrido de ¢3(t) y Random Forest (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 14.2 8.37 35.1 26.7 -
R, 35.5 - 19.4 - 15.2 12.2 - 23.4 6.37
Rs - - - - - - 17.6 114 12.4
Ry - 13.3 6.55 - 20.6 - - - -
R5 - 96.0 9.58 22.9 18.9 - 4.03 - 5.09
Ry, - - - - 7.74 - 13.9 - 4.18

Cuadro 8.66: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 03(t) con las
correcciones realizadas con el algoritmo Random Forest

MdAAPE de Modelo Hibrido de ¢;(t) y XGBoost (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 6.70 29.3 45.4 21.7 12.6 7.51 15.0 25.3 41.7
Ro 31.8 6.61 16.8 7.71 16.1 14.8 16.7 22.7 2.84
Rs 10.4 89.0 2.07 23.5 9.83 12.2 14.1 10.8 10.7
Ry 50.6 8.62 4.22 2.25 7.60 50.1 21.0 5.96 48.1
R5 31.5 57.3 6.58 12.0 11.5 1.55 3.58 23.4 3.20
Ry, 43.2 324 64.8 8.41 6.35 12.2 11.1 22.2 2.95

Cuadro 8.67: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 6 (¢) con las
correcciones realizadas con el algoritmo XGBoost

MdJAPE de Modelo Hibrido de ¢5(t) y XGBoost (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 9.29 28.9 43.3 21.5 13.1 7.90 4.79 26.1 41.2
Ry 32.2 6.68 16.0 9.48 17.1 16.1 174 22.7 1.80
R3 11.6 87.1 3.19 23.2 10.6 11.9 14.2 11.2 10.2
Ry 49.6 7.19 3.74 1.41 7.51 48.8 20.6 5.96 46.7
R5 31.9 53.8 6.48 11.2 11.2 2.12 3.88 23.2 3.16
Ry, 42.2 33.3 62.7 8.69 5.97 11.8 11.3 22.1 4.24

Cuadro 8.68: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 65(¢) con las
correcciones realizadas con el algoritmo XGBoost
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MdJAPE de Modelo Hibrido de ¢5(t) y XGBoost (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 12.7 7.98 12.6 25.7 -
R, 32.2 - 17.0 - 16.4 15.4 - 22.7 3.65
R3 - - - - - - 14.2 10.7 10.4
Ry - 8.44 4.96 - 8.98 - - - -
R5 - 51.3 6.87 11.6 11.2 - 3.68 - 3.16
Ry, - - - - 6.13 - 11.1 - 2.23

Cuadro 8.69: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 03(t) con las
correcciones realizadas con el algoritmo XGBoost

MdAAPE de Modelo Hibrido de ¢;(t) y redes neuronales feedforward (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry 3.75 23.7 92.7 22.8 13.0 6.44 7.63 25.6 41.5
Ry 35.5 11.6 18.0 7.87 12.0 11.4 13.3 21.9 1.87
R3 7.77 97.0 6.77 26.3 6.42 13.2 12.6 14.9 11.1
Ry 57.7 254 12.5 114 12.0 56.5 22.2 3.47 53.5
R5 32.4 58.1 14.5 8.11 18.1 5.31 5.81 28.5 3.40
Ry, 42.1 38.4 82.2 13.7 5.54 9.60 10.5 23.6 4.05

Cuadro 8.70: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 6 (¢) con las
correcciones realizadas con el algoritmo de redes neuronales feedforward

MdAPE de Modelo Hibrido de ¢»(t) y redes neuronales feedforward (%)

R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3
Ry 3.96 34.1 45.0 22.3 13.8 11.1 2.05 24.8 42.0
Ry 58.2 11.3 18.9 9.53 194 24.3 17.9 21.7 0.806
R3 10.9 87.2 5.06 23.7 13.1 15.2 14.1 12.6 10.6
Ry 45.0 124 6.79 8.65 21.6 49.8 21.8 3.28 49.1
Rs 36.3 45.5 4.84 6.20 14.8 4.77 5.95 15.0 2.08
Ry, 42.9 32.0 65.2 10.9 8.88 12.6 11.8 24.1 9.78

Cuadro 8.71: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucion 65(¢) con las
correcciones realizadas con el algoritmo de redes neuronales feedforward
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MdAPE de Modelo Hibrido de ¢5(t) y redes neuronales feedforward (%)
R Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3
‘| Rep.1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3 | Rep. 1 | Rep. 2 | Rep. 3

Ry - - - - 10.3 5.38 60.8 22.9 -
Ry 28.9 - 23.2 - 13.0 15.3 - 20.7 1.21
R3 - - - - - - 16.0 9.28 12.0
Ry - 17.6 9.39 - 14.9 - - - -
Rs - 11.7 5.80 224 174 - 5.35 - 5.56
Ry - - - - 7.12 - 7.82 - 6.58

Cuadro 8.72: Métrica MdAPE del modelo hibrido para ¢ formado por la solucién 03(t) con las
correcciones realizadas con el algoritmo de redes neuronales feedforward

MdAPE de cada modelo hibrido con ¢1(t)

20.0 4

17.5 +

MdAPE (%)

¢1(t) + RF $1(t) + XGB ¢1(6) + NN
solucién hibrida

Figura 8.65: Métrica MdAPE de los modelos hibridos con ¢;(t) y correcciones realizadas por los
modelos de aprendizaje automatico sobre 61 (t)
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MdAPE de cada modelo hibrido con ¢3(f)

20.0 4

17.5 A

16.0

MdAPE (%)

@a(t) + RF @2(t) + XGB @a(t) + NN
Solucién hibrida

Figura 8.66: Métrica MdAPE de los modelos hibridos con ¢s(t) y correcciones realizadas por los
modelos de aprendizaje automatico sobre 05(t)

MdAPE de cada modelo hibrido con ¢3(t)

17.51

15.0 +

12.5 4

10.0 4

MdAPE (%)

7.5 1

5.0

2.5 1

0.0 -

¢3lt) + RF ¢a(t) + XGB ¢3(t) + NN
solucién hibrida

Figura 8.67: Métrica MdAPE de los modelos hibridos con ¢3(t) y correcciones realizadas por los
modelos de aprendizaje automatico sobre 03(t)
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MdAPE de cada modelo hibrido con ¢1(f)

Modelo hibrido
40 B g (t)4RF
. g ()4 XGB
() 4NN

MdAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.68: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por sistema, de los modelos hibridos con
¢1(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico sobre 6 (t)

MdAPE de cada modelo hibrido con ¢z(t)

Modelo hibrido
. () +RF
Gt +XGB
() 4+NN

40

MdAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.69: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por sistema, de los modelos hibridos con
¢2(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico sobre 60 (t)
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MdAPE de cada modelo hibrido con ¢3(f)

Modelo hibrido
. Bt +RF
. it 4+ XGB
B () 4NN

20

164

MdAPE (%)

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3

Figura 8.70: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por sistema, de los modelos hibridos con
¢3(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico sobre 03(t)

MdAPE de cada modelo hibrido con ¢1(t)

Modelo de ML
. ¢ () +RF
30 4 . g ()4 XGB
gy () NN

MdAPE (%)

R1 Rz R3 Ra Rs
Radio inicial

Figura 8.71: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por radio inicial, de los modelos hibridos
con ¢1(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automéatico sobre 61 (t)
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MdAPE de cada modelo hibrido con ¢2(f)

30 A Modelo de ML
. g (t)+RF
. g ()4 XGB
() ENN

MdAPE (%)

Ri1 Rz R3 Ra Ry
Radio inicial

Figura 8.72: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por radio inicial, de los modelos hibridos
con ¢o(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automético sobre 6a(t)

MdAPE de cada modelo hibrido con ¢3(t)

Modelo de ML
. () +RF
. g (t)+XGB
. () +NN

MdAPE (%)

R1 R; R3 Ry Rs
Radio inicial

Figura 8.73: Resultados de la métrica MdAPE, ordenados por radio inicial, de los modelos hibridos
con ¢3(t) y correcciones realizadas por los modelos de aprendizaje automatico sobre 65(t)
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8.3.5. Comparacion de la capacidad predictiva entre soluciones analiticas
y modelos hibridos

Para el angulo zenital 6, se utilizé6 como parametro de comparacion el coeficiente de determina-
cion R?; si bien es cierto que para las soluciones analiticas este se calculd en 1/3 de los datos de
cada experimento, mientras que con los modelos hibridos se calcul6 para todos, se consideré valido
usarlo porque los algoritmos de aprendizaje automatico corrigieron cada modelo analitico para que
tedricamente fuera aplicable en todo el dominio temporal; en otras palabras, el R? fue calculado en
un dominio tal que las soluciones correspondientes fueron aplicablesﬂ Para el d4ngulo azimutal ¢, se
utiliz6 la métrica de error porcentual MdAPE.

R? de todas las soluciones de 8(t)

Solucion
gilt)
B 6it) +RF
m Gi(t) + XGB
100 mm Gi(t) + NN

80.8 80.6

R% (%)

ler. Conjunto 2do. Conjunto 3er. Conjunto
Conjunto de Soluciones

Figura 8.74: Grafico de barras con la mediana de los coeficientes de determinacién R? de cada
solucion (analitica e hibrida) correspondiente a la coordenada 6

5La aplicabilidad de un modelo se definié en este estudio como un dominio en el que la gran mayoria de experimentos
no presentaran un R2 negativo. En el caso de las soluciones analiticas, si se calculaba el R? en todo el dominio temporal,
se obtenian siempre valores negativos, por eso se opt6é hacerlo en una fraccion de los datos.

115



MdAPE de todas las soluciones de ¢(t)

40

Solucién
@ilt)
m §(t) +RF
= () 4+ XGB
30 A () + NV
x7
=
o
E 20 4 19.3
E 15.7 16.0

ler. Conjunto 2do. Conjunto 3er. Conjunto
Conjunto de Soluciones

Figura 8.75: Grafico de barras con la mediana de la métrica de error porcentual MdAPFE de cada
solucion (analitica e hibrida) correspondiente a la coordenada ¢; se utilizo el resultado medio para
las soluciones analiticas y la mediana para los modelos hibridos
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capPiTuLo 9

Discusién y andlisis de resultados

En todo el proceso de grabacion y obtencion de datos se presentaron factores que determinaron
directamente el desempeno y aplicabilidad de las soluciones y expresiones analiticas para los dife-
rentes experimentos realizados sobre el péndulo esférico, de manera tal que las predicciones de unas
propiedades y coordenadas angulares se vieron méas afectadas que otras. Del mismo modo, condi-
ciones experimentales, como la pérdida de energia y pequenias contribuciones al hamiltoniano por
la rotacién de cuerpo rigido de las esferas, hicieron justificable la combinaciéon de las 2 principales
soluciones para la coordenada # para lograr una descripcion més exacta del angulo en el tiempo. A
continuacién, se aborda el impacto de estos factores, Tracker como instrumento principal de me-
dicién, el desempeno del conjunto 3 de soluciones, la implementaciéon de algoritmos de aprendizaje
automatico como método de correccién para los modelos analiticos, la aplicabilidad de los mismos
y el efecto del uso de diferentes constantes | y m para formar cada sistema estudiado.

9.1. Impacto del cumplimiento de supuestos en las prediccio-
nes teodricas

9.1.1. Condiciones iniciales

Como fue indicado, las condiciones iniciales particulares que fueron estudiadas en este trabajo
fueron 6(0) = 6y, 6(0) = 0, ¢(0) = 0 y ¢(0) = up. Estas tuvieron un rol fundamental en todas
las expresiones y propiedades teodricas deducidas: las soluciones para las ecuaciones de movimiento,
el periodo de oscilacién de 6 y el angulo extremo 6 junto con su relaciéon para la determinacion
del signo de la amplitud de oscilaciéon. Es pertinente mencionar que, aunque se haya procurado el
cumplimiento de las condiciones iniciales, esto no fue posible en todas las grabaciones, debido a que
en el método de lanzamiento no se midié la ortogonalidad entre la regla y el piso, por lo que no
se garantiz6 la condicion 0(0) = 0; el resto si se cumplié porque 6(0) = 6y solo tenia que ser una
cantidad fisicamente arbitraria entre 0 y , qb(()) = wug represent6 el impulso tangencial (ug > 0) y
¢(0) = 0 podia ser ajustada rotando ligeramente el transportador en Tracker haciendo coincidir la
masa al inicio del movimiento con el eje horizontal del plano polar (es una condicién relacionada con
el posicionamiento del sistema de coordenadas). En otras palabras, puede que algunos lanzamientos
generaran 6(0) # 0.
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En cuanto a las soluciones de las ecuaciones de movimiento, los valores 6y y ug aparecen expli-
citamente en las expresiones del conjunto 1 de soluciones (0;(t) y ¢1(t)) (véanse ecuaciones (6.18)
y (6.20)), volviéndolas las méas sensibles a condiciones iniciales. En cuanto al conjunto 2, solo se
depende de 6y y 67 (que para esta solucién fue un parametro medido), reduciendo la dependencia.
Finalmente, ya que el conjunto 3 son soluciones que combinan las primeras 2, es méas dependiente que
el 2, pero menos que el 1. Esto puede verse reflejado en las Figuras de 1a[8.18 a la que indican
el error de las soluciones aplicadas; nétese que, generalmente, el mejor modelo, bajo las métricas de
MAPE y MdAPE, es 05(t), seguido por 03(t) y 61(¢).

Se puede observar en algunos experimentos que los primeros puntos experimentales de la grafica
f vs t no corresponden a un valor maximo o minimo, lo cual no puede ser explicado por ninguna
de las soluciones deducidas que son de la forma A cos(wt) + B; la soluciéon general, por lo menos
en el caso de angulo y variaciéon pequena, es una combinacién lineal de senos y cosenos més una
constante, y la condicién inicial 9(0) = 0 permite eliminar el coeficiente del seno, pero el hecho de
que el movimiento inicie (¢ = 0) con un valor que no es un punto critico indica que tal coeficiente
podria no ser nulo, evidenciando asi el incumplimiento de esta condicién inicial, siendo esto una
fuente de error en los modelos analiticos.

Respecto al periodo de oscilacion 7, el método 1 (en el que se usa la relacion de frecuencia angular)
claramente depende del cumplimiento de las condiciones iniciales porque para su deduccién se hizo
uso de las soluciones analiticas para 6, sin embargo, esto no afecté significativamente a la estimacion
del periodo porque el error medio fue de 3.73% (véase Figura , y menor para la distribucion
por sistema y radio (véanse Figuras y ; el incumplimiento de 9(0) = 0, como se menciond
anteriormente, modifica el hecho de que el movimiento no empieza con un punto critico, pero el
periodo parece no sufrir una alteracion significativa. El método 2 (el de la integral) hace uso directo
de todas las condiciones iniciales en la formulaciéon del hamiltoniano del sistema; no obstante, como
en el método 1, el incumplimiento de 9(0) = 0 en algunos experimentos no fue significativo porque
el error medio fue de 2.78 %, y menor para la misma distribucion por sistema y radio; esto se debe
principalmente a que el periodo con este método se obtiene mediante una integraciéon convergente, en
la que pequenias perturbaciones en el hamiltoniano (como la que podria introducirse al usar 9(0) #0)
o en su dominio no afectan significativamente al resultado; el tema del dominio se discute con detalle
en el siguiente parrafo.

Por otro lado, en cuanto al calculo del 4ngulo extremo 6y, este present6 un error mayor, y una de
las posibles razones fue el incumplimiento de 9(0) = 0. La expresiéon para 6y nace del hamiltoniano
del sistema, al igual que la del periodo, pero esta propiedad se bas6 en encontrar la primera asintota
diferente de § = 6 de una funcion (el integrando), y esta podia variar trasladando el valor a lo largo
del eje horizontal con una perturbacién. La expresién para 6 determina el intervalo de integracién
para el periodo 7, y ya que la integral es convergente, acortar o ampliar tal intervalo no introduce un
error tan grande en comparacion con el de la determinaciéon misma de la asintota (6). Finalmente,
la determinacion del signo de la amplitud de oscilacién (véanse Cuadros del al no fue
afectada significativamente por el incumplimiento de la condicion 6(0) = 0 porque, ademéas de ser
una propiedad cualitativa, este método se basd en evaluar la desigualdad entre las asintotas 6y y
0¢; es importante mencionar que en todos los experimentos, el signo de amplitud de oscilacion fue
coherente con la relacion de desigualdad entre ug y /¥ sec fly y, por lo tanto, predicho correctamente.

9.1.2. Angulo zenital pequeiio (radio inicial)

Este supuesto fue el principal acercamiento a una solucion para las ecuaciones de movimiento
de este sistema, pues se simplificaron con las aproximaciones sinf ~ 6 y cosf ~ 1 y permitieron
obtener una ecuaciéon desacoplada de segundo orden para el angulo zenital 6. La amplitud méxima
del angulo 6 en cada experimento fue mayor o igual a 6y, el cual estd directamente relacionado,
mediante un seno inverso, con el radio inicial del movimiento, es decir, a mayor radio inicial R;, méas
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alejado esté el experimento de ser un caso de angulo pequeno, y las aproximaciones mencionadas
anteriormente empiezan a ser una mayor fuente de error. En cuanto a 6, puede observarse en las
graficas de barras de las Figuras [8.22] y [8:24] que los resultados de las métricas MAPE y MdAPE de
las soluciones analiticas, en general, aumentan con el radio inicial, notando que el subindice de R se
asocia de forma directa con la magnitud del error. Similarmente, en la grafica de barras de la Figura
se puede apreciar que el coeficiente de determinacion R? disminuye con el radio. Dado que la
solucion 6 (t) fue obtenida con la resolucion de la ecuacion diferencial simplificada, tiene sentido que
fuera la que en la mayoria de los casos presentd un mayor error, mientras que 05(t), puesto que no
fue obtenida mediante la resolucion directa de la ecuacién, present6d un error menor; 03(t) al ser una
combinacion de las primeras 2, es mas efectiva que 61 (t) pero menos que 62(t) en términos generales.

Respecto al célculo del periodo 7, se puede observar en la grafica de barras por radio inicial de la
Figura que, en general, el error del método 1 se mantuvo estable, pero si se evalian resultados
de experimentos particulares con los radios iniciales mas grandes, se aprecia que el periodo que se
asocia de mejor manera a la oscilacion (es decir, que se desfasa menos) es el correspondiente al
método 2, razon por la que su error disminuye conforme la amplitud de oscilacion aumenta. Esto se
debe principalmente a que en el método 2 se plantea una integral que se deriva del hamiltoniano,
en el que no se usaron las aproximaciones de sinf) =~ 6 y cosf ~ 1, por lo que un dngulo mayor a
7/12 no es una restriccion para este calculo y se hace mas evidente con un radio inicial mayor. Sin
embargo, considerando los errores obtenidos (menores al 4 % en promedio), se puede establecer que
ambos métodos son capaces de describir con exactitud el perfodo de oscilaciéon del angulo zenital,
siendo el de la integral el mejor de ellos.

Para el calculo del dngulo extremo 8¢ no se obtuvieron variaciones significativas en funcién del
radio inicial (véase Figura , y esto se debe a que no se utilizaron aproximaciones de angulo
pequeno en el hamiltoniano del sistema, como fue mencionado en el parrafo anterior.

9.1.3. Variaciéon angular zenital pequena

Este supuesto, propio de la solucién a las ecuaciones de movimiento, fue el que hizo posible la
obtencién de una solucion analitica para la coordenada € volviendo lineal su ecuacion diferencial. A
manera de estimacion, se establecié que una variacion pequena presenta una diferencia porcentual
de angulos zenitales extremos (6y y 60f) del 40% respecto a 6. A pesar de que solo 19 de 54
experimentos fueron un caso de variacion pequena (véase Cuadro , parece que esto no tuvo efecto
en el desempeno de los modelos para 6, pues este solo disminuy6 con el crecimiento de la amplitud
del angulo; hubo experimentos en los que se presentd un error mayor en casos de variaciéon pequena
que grande. Se puede inferir que probablemente para que la variacion influya significativamente en
los resultados, esta debe ser mayor que la de los experimentos realizados en este trabajo.

9.1.4. Péndulo esférico como sistema conservativo

Todas las deducciones correspondientes al sistema del péndulo esférico, las existentes y las que
son contribuciones de este trabajo, fueron realizadas desde una perspectiva conservativa, desde el uso
de la ecuacion de Euler-Lagrange, la cual, por lo menos en la forma que se conoce mayormente, es
exclusiva para el uso de sistemas conservativos al no incluir algiin parametro de pérdida de energia.
Respecto a la deduccion del resto de propiedades, todas estas se basan en el hamiltoniano del sistema,
en el que tampoco se consider6 la pérdida de energia. Sin embargo, en el mundo experimental, el
supuesto de sistema conservativo no se cumple en su totalidad, dado que los efectos de pérdida de
energia se hacen evidentes con el tiempo.

En todos los experimentos realizados se puede notar el efecto de la pérdida de energia en las
graficas de 8 vs t con dos fenomenos:
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1. La disminuciéon en amplitud de la oscilacién, siendo esto mas evidente en cada maximo y
minimo de los puntos experimentales. En los casos en los que el angulo extremo 6y fue un
minimo, la disminucién del mismo con el tiempo fue mayor que en los experimentos en los que
este parametro fue un maximo.

2. Aumento del periodo de oscilacion, lo cual se traduce en una frecuencia menor, y por lo tanto
menor energia; esto se puede describir también como el desfase que se da entre los datos
experimentales y las soluciones analiticas.

Por estas razones, se decidi6 aplicar las soluciones teoricas en 1/3 del tiempo que duré cada expe-
rimento, porque era un dominio tal que la pérdida de energia tuvo un menor impacto en comparaciéon
con el resto de los valores temporales. Haciendo referencia al fenémeno 2, aunque se dé un desfase de
periodo entre los datos experimentales y las soluciones, nétese que al principio del movimiento, en
tiempos menores o iguales a 1/3 del tiempo de cada experimento, estas soluciones lograron describir
la evolucion de la coordenada 6 (como fue mencionado en parrafos anteriores, siendo 62(t) la que
tuvo un desempeno general superior), incluyendo el periodo de oscilacion inicial.

Similarmente, aunque ug > 0 se haya garantizado, la determinaciéon del mismo introdujo una
fuente de error: puesto que Tracker utiliza un método de diferencias discretas para el calculo de las
derivadas, esto es gb(t =1) ~ %, el valor inicial para ng no es proporcionado y se tuvo
que estimar con un promedio de los primeros 3 picos de la grafica QS vs t (dada su periodicidad), los
cuales presentaron pérdida de energia, aumentando el error en el calculo al subestimar ligeramente
el resultado.

Se puede apreciar que la capacidad predictiva de las soluciones para 6(t) son, en general, mejores
que las de ¢(t). De igual manera, notese que la que obtuvo un menor error fue la asociada a la
funcion 6,(t) (véanse Figuras [8.19] [8.21] [8.23| y [8.25)). Las funciones del conjunto ¢;(t) aciertan en
la forma de la grafica formada por los puntos experimentales, la cual parece ser la de una funcion
proporcional con perturbaciones oscilatorias; sin embargo, falla en la “pendiente” de la misma. En el
parrafo anterior se menciond que el valor utilizado para ugy fue subestimado, por lo que al sustituir
por algo mayor incrementaria la inclinaciéon. No obstante, la mayor parte de las soluciones analiticas
¢i(t) se corregirfan disminuyendo el valor de la constante u2, no aumentandolo; en todo caso,
si la forma de arreglarlo seria incrementéndolo (como es el caso de algunos experimentos), no lo
modificaria lo necesario, puesto que la subestimacion de ug fue ligera. Por estas razones, dado que
las soluciones aciertan en las caracteristicas generales de la funcién que representa la evolucion de
la coordenada ¢, se propone que a las soluciones analiticas de ¢(t) se les multiplique por un factor
corrector para que mejore la capacidad predictiva de este conjunto de soluciones.

En el parrafo anterior se discuti6é una forma en la que las soluciones para ¢(t) se pueden mejorar,
pero no se habld sobre el principal origen del error de las mismas. Se hizo el supuesto de conservacion
del moméntum angular, lo cual se cumpliria en un sistema ideal dado que esta propiedad la indica
la ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada ¢:

d0L _ (9.1)
dt ¢

lo cual dio lugar a la solucién expresada en la Ecuacion . Teniendo en consideraciéon que las
soluciones ¢;(t) fallaron sistematicamente en la descripcion de la coordenada, se puede establecer
que el moméntum angular de ¢ no se conservo en la mayoria de los experimentos realizados con los
sistemas 1, 2 y 3.
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9.2. Tracker como instrumento principal de medicién

En el Capitulo 7 (Metodologia), se agrego informacion acerca de la precision que se utilizo, por lo
que es valido preguntarse si Tracker es un instrumento ideal para un trabajo como este, o si uno mejor
haria una diferencia apreciable en los resultados. En el caso de distancias, la incertidumbre fue de
5x 1074 m, por lo que los factores significativos de error fueron la calibracién y la recoleccién manual
de los datos (por no usar la funcion de autotmckingEI). El angulo zenital no se midi6é directamente
con Tracker, sino con la Ecuacion por la simetria esférica, cuyo error se estimé con la ;
al aplicar esta tltima expresion, todas las incertidumbres obtenidas fueron de 3 x 107° rad (véase
Cuadro . Por estas razones, para la mediciéon de ambas coordenadas angulares del sistema, el
software utilizado fue exacto (por no ser derivadas temporales, lo cual se discute a continuacion) y
preciso.

Por otro lado, independientemente de la resoluciéon de la rapidez angular azimutal, dada la
naturaleza del método de diferencias discretas enunciado anteriormente en la Seccion 9.1.4., estos
valores presentan un mayor errorEI que las coordenadas angulares, por lo que es un caso de una
medicién inexacta. Estos valores para gb(t) fueron importantes porque era una de las variables con
las que los modelos de aprendizaje automatico trabajaron para hacer correcciones. El uso de un
instrumento de medicion que haga mediciones de ¢(¢) con un mayor grado de exactitud representa
un potencial de mejora general en los resultados, desde la determinacion de ug hasta el entrenamiento
de los algoritmos de machine learning.

9.3. Desempeno de la combinacién de soluciones para descrip-
cion de las coordenadas

Analizando los resultados obtenidos, se notd que, en algunos experimentos, una solucién, gene-
ralmente 6o(t), describia la coordenada 6 desde ¢t = 0 hasta t = 7/2, y otra, 61(t), desde t = 7/2
hasta t = 7; esto probablemente debido a la contribucion del momento de inercia de la esfera como
cuerpo extenso y la pérdida de energia. Por esta razéon, se construy6é una solucién que combinaba
ambas mediante una serie de Fourier de una funcion por partes: f3(t). Si bien es cierto que el modelo
analitico con mejor desempefio general fue 2(t), hubo casos en los que el error estimado por las
métricas MAPE y MdAPE correspondientes a 03(t) fue de los menores que se obtuvieron (véanse
Figuras y[8.24)). Del mismo modo, se dieron casos en los que el coeficiente de determinacién R?
de 03(t) fue de los mayores que se alcanzaron (véanse Figuras y; esta caracteristica se
debe principalmente a que esta solucion tomé en cuenta la amplitud intercalante de los experimentos
en los que se aplicd. Notese que conforme el radio fue mayor, el error aument6 y el coeficiente de
determinacion de 63(t) disminuy6, debido a que una parte fundamental de esta solucion, 6 (t), esta
sujeta a la restriccion de angulos pequenos.

En cuanto al angulo azimutal, no se observo una mejora significativa en el desempeno del modelo
¢3(t); sin embargo, aunque en algunos casos super6 a ¢s(t), el comportamiento general fue que
presenté un error cuyo valor se encuentra entre los correspondientes a las primeras 2 soluciones,
como era natural de esperar. La principal fuente de error fue la no conservacion del moméntum
angular de ¢, es decir, la utilizacién de la relacion entre d) y 0 (véase Ecuacion )

1No se utilizé la funcién de autotracking en este trabajo porque en algunos cuadros de cada video, la esfera se perdia
unos segundos al pasar por debajo del brazo horizontal (lo cual es otra fuente de error), por lo que se recolectaron los
datos de forma manual.

2Al asumir d)(t) como una funcién lineal por partes y no considerar su naturaleza como una curva suave (diferen-
ciable) en todo su dominio.
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9.4. Implementaciéon de modelos de aprendizaje automatico
como método de correccién

Ademas de los resultados de las métricas de error y el coeficiente de determinacién R? para los
modelos analiticos, es necesario analizar sus residuos. Aunque las soluciones se hayan aplicado en un
dominio temporal en el que la pérdida de energia fue menor, sus graficas de residuos presentaron una
tendencia clara, lo cual indica que realmente no eran los mejores modelos para describir el fen6meno,
lo cual se sabia con anticipacién considerando lo discutido anteriormente acerca de los supuestos,
que no se cumplieron en su totalidad. En cuanto a los residuos, al presentar un patrén notable,
fueron ideales para que modelos de aprendizaje automético aprendieran de ellos y asi corrigieran los
modelos analiticos.

9.4.1. Correccioén de soluciones para el angulo zenital

Los modelos de aprendizaje automéatico empleados para la predicciéon de residuos presentaron
un diferente rendimiento dependiendo de la solucién que corrigieron. Para 61 (t) y 02(t), el mejor
modelo, en términos de error, fue XGBoost, seguido del de redes neuronales feedforward y Random
Forest (véanse Figuras y , mientras que para 603(t) el mejor fue el de redes neuronales
feedforward, seguido de XGBoost y Random Forest (véase Figura ; esto pudo haberse debido
a que el patron de los residuos asociados a 63(t) era mas complejos que el de los demés, razon por
la que las redes neuronales feedforward superaron a los otros modelos. Del mismo modo, notese que
no se present6 una relacion directa (creciente) entre el error y la magnitud del radio inicial, siendo
esto una mejora frente a las soluciones analiticas.

En cuanto al coeficiente de determinacion R?, para todos los modelos hibridos 6;(t) + ML, la
correccion por parte de XGBoost explico un mayor porcentaje de las mediciones, seguido de redes
neuronales feedforward y Random Forest; como puede verse en las Figuras de la ala esta
caracteristica también se presentd en todos los sistemas. De la misma manera que el error, este
parametro eliminé la restricciéon de dngulo pequeno al no disminuir con el aumento del radio inicial,
a excepcion del modelo 6;(t) + RF (véase Figura [8.59)). Sin embargo, generalmente se obtuvieron
mayores valores de R? en el radio inicial R, puesto que se realizo la menor correccién debido a que
es la region en la que las soluciones base (las tedricas) fueron méas aplicables.

Teniendo en consideraciéon que los residuos de las soluciones analiticas, tanto de # como de ¢,
presentaron residuos con un patrén claro y con una varianza creciente, se puede establecer que
los modelos hibridos realizados incorporando correcciones sobre 6;(t) por parte de los algoritmos
de aprendizaje automatico tuvieron un mejor desempeno al presentar residuos con una tendencia
significativamente menos evidente y una banda de residuos con un ancho mas estable, en otras
palabras, con varianza constante desde un punto de vista estadistico. La tltima ventaja mencionada
tiene una implicacién de suma importancia: muchas de las soluciones hibridas fueron aplicables en
todo el dominio temporal, es decir, tuvieron un buen rendimiento independientemente de si la regién
era la inicial (menor pérdida de energia) o la final (evidente pérdida de energia), eliminando asi el
desfase entre soluciéon y curva experimental presentado anteriormente, causado por el incumplimiento
del supuesto de sistema conservativo.

Por haber utilizado un split 80-20 para la particién de los datos, en todas las graficas relacionadas
con modelos de aprendizaje automético se dibujoé una linea punteada que indica dénde termina el
80% de las mediciones de cada experimento; el objetivo de esto fue evaluar el error en ambas
regiones. Notese que en las gréaficas 6 vs t, a la derecha de la linea punteada fue donde se hicieron
las correcciones con mayor error, siendo esto mas evidente en las realizadas por el modelo de redes
neuronales feedforward; esto también puede apreciarse en los graficos de residuos correspondientes
al presentar las correcciones que estdn a mas desviaciones estandar.
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Es importante mencionar que, fundamentado en lo anteriormente discutido, los modelos hibridos
0;(t) + ML fueron significativamente mejores en capacidad predictiva que los modelos analiticos
6;(t). Esto se puede ver graficamente en la Figura|8.74] siendo esto un indicador de que los modelos
de aprendizaje automético, sobre todo el modelo XGBoost, son una herramienta ttil y efectiva para
la correcciéon de soluciones existentes y, por lo tanto, mejorar predicciones.

9.4.2. Correccioén de soluciones para el angulo azimutal

Si bien es cierto que por los resultados de la aplicacion de las soluciones analiticas ¢;(¢) se planted
que la expresion de la coordenada ¢ en términos de 6 no era la adecuada para los experimentos
realizados, la utilizacion de la relacion integral haciendo la sustitucion 0;(t) — 6;(t) + M L confirmé
esta hipotesis. Al nuevamente utilizar la relaciéon de la Ecuacion para describir ¢, se generd
un modelo con menor error, el hibrido, y se obtuvieron mejores resultados bajo una perspectiva
general, ya que los valores de MdA PFE fueron menores, pues hubo experimentos en los que la soluciéon
corregida fue mucho méas exacta y precisa que el modelo analitico, como por ejemplo el de la Figura
[B:391 No obstante, de igual manera, en varios casos este modelo hibrido presentaba resultados con
errores sistematicos de subestimacion y sobreestimacion, o una combinaciéon de ambos errores por
fases (como en la Figura , lo cual se puede apreciar en los gréficos de residuos, ademés de que
se present6 una tendencia clara en todos.

Los modelos hibridos ¢;(t) + ML también fueron mejores que los modelos analiticos para la
descripcién de esta coordenada, como se muestra en la Figura[8.75f sin embargo, como modelos, no
fueron los mejores para describirla por la distribucion del error. Por lo tanto, con estos resultados se
puede establecer que el moméntum angular de ¢ no se conservé en la mayoria de los experimentos,
solo lo hizo en los casos en los que la curva se ajusté como en la Figura B39} de igual forma se
aprecia el efecto del split 80-20, al ser mas notable la bifurcacion entre los datos experimentales y
la curva naranja.

9.5. Impacto de los valores de largo de la cuerda y la masa

En general, considerando como un todo el desempeno de modelos, célculo de periodo y angulo
extremo, no se puede concluir que el error de los resultados dependiera del sistema en que se realizaron
las mediciones; sin embargo, se pueden hacer observaciones puntuales. En cuanto a modelos analiticos
de 6, se obtuvo el menor MdAPE y el mayor R? en el sistema 3, al igual que el error en el calculo del
periodo de oscilacion con los 2 métodos. Con los modelos hibridos de 6, no se apreciaron diferencias
significativas en el MdAPE y el R? entre cada sistema, con excepciéon del MdAPE de 0,(t) + RF
del sistema 3, en el que el error fue mayor; para los modelos hibridos de ¢, se cuantific6 un menor
error en los sistemas 2 y 3. Estas diferencias entre sistemas probablemente estén relacionadas con
la masa, pues m1, al ser la de menor valor, pudo haber ocasionado que la cuerda no se mantuviera
completamente estirada y tensa durante todo el tiempo que duré cada experimento, y se generaran
oscilaciones irregularesﬂ de la masa; por otro lado, el alto desempeno del sistema 3 se puede explicar
con que la masa mg, al ser la mayor de todas, hizo que si se cumpliera lo anteriormente descrito y
evitd los movimientos erraticos de la masa, y asi los modelos analiticos fueran méas aplicables (porque
en ellos solo se consider6 la cuerda completamente estirada y tensa, y se asumi6 una masa puntual)
y los modelos de aprendizaje automéatico tuvieran una menor dificultad en la identificacion de los
patrones de movimiento. Notese que el didmetro de la masa del sistema 3 fue el mayor de todos, pero
esto, a excepcion de alejarse del supuesto de masa puntual e introducir mas error en la recoleccion
manual de los datos, no tuvo un efecto apreciable en los resultados.

3Una palabra coloquial para este movimiento erratico es “bamboleo”.
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capituLo 10

Conclusiones

La finalizacién de la presente tesis en sus etapas de desarrollo tedrico, construccion del sistema
fisico, grabacién de experimentos, extracciéon y procesamiento de datos, aplicacién de las expre-
siones tedricas, entrenamiento y evaluaciéon de los modelos de aprendizaje automéatico, creacion e
implementacién de modelos hibridos y comparacién de resultados, se puede concluir lo siguiente:

1. Se lograron resolver las ecuaciones de movimiento del péndulo esférico con aproximaciones
armonicas y baja variacién de 6, proponiendo 2 modelos adicionales que describieron satisfac-
toriamente la coordenada 6. Se aportaron a la teoria expresiones matematicas para propiedades
del sistema: frecuencia angular aproximada de 0, periodo integral, &ngulo extremo 6 y su valor
limite, y un método para predecir el tipo de oscilacion.

2. El periodo obtenido evaluando la integral presenté un menor error que la aproximacion, siendo
esto mas evidente en radios iniciales mayores; ambos métodos fueron exitosos presentando
porcentajes de error menores al 4 % en promedio. La expresion para el angulo extremo presento
un error medio menor al 10 % por no cumplir la condicion 0(0) = 0 en todos los casos. Se predijo
el tipo de oscilacion correctamente en el 100 % de los experimentos .

3. Los modelos analiticos (6;(t), ¢;(t)) que presentaron menor MdAPE fueron los del conjunto 2,
seguido del 3 y 1, llegando a un valor medio de (18.0%, 11.7 %), (20.6 %, 19.3%) y (20.9 %,
25.7%), respectivamente. En cuanto al R? de 6(t), el mayor fue el de 63(t) (60.2%), seguido
de 02(t) (54.4%) y 01(t) (29.9%). Estas fueron aplicables en un dominio de menor pérdida de
energia y su desempeno dependi6 inversamente de la amplitud de oscilacion de 6 (asociado a
radio inicial).

4. Para la coordenada 6, los modelos hibridos presentaron coeficientes R? mayores (excepto por
parte de 05(t)+ RF'); estos se pudieron aplicar en todo el dominio temporal y su desempeiio fue
independiente del radio inicial. Para ¢, se obtuvieron errores menores, excepto para el segundo
conjunto de soluciones. El algoritmo XGBoost realizd las mejores correcciones, seguido de
redes neuronales feedforward y Random Forest. Los modelos hibridos para ¢ no eliminaron
la tendencia en los residuos, ni estabilizaron el ancho de la banda; por tanto, aunque hayan
disminuido el MdAPE, no fueron soluciones adecuadas.

5. Se realiz6 de forma satisfactoria un trabajo de investigacion en el que se hizo una propuesta
de aporte a la teoria del péndulo esférico y se combinaron modelos analiticos y algoritmos de
aprendizaje automéatico para mejorar las predicciones de la evolucién temporal de las coorde-
nadas.
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capituLo 11

Recomendaciones

Se identificaron potenciales de mejora en el area experimental de este trabajo de investigacion
en caso de que un lector decida replicar los resultados o realizar proyectos similares con modelos
analiticos y algoritmos de aprendizaje automatico:

1. Utilizar una herramienta de recolecciéon de datos que utilice un mejor método que el de dife-
rencias finitas para estimar rapideces en un instante ¢t ~ 0 para no hacerlo indirectamente, o,
en su defecto, grabar con un mayor ntimero de cuadros por segundo.

2. Para el enfoque de masa puntual, se recomienda utilizar esferas mas densas, para que su energia
cinética rotacional represente una menor contribucién al hamiltoniano y para que exista menor
incertidumbre en la medicién de la posicién de su centro de masa sobre el plano polar; si se
desea reducirla més, resaltar el punto en el que se conecta la cuerda con la masa.

3. Idear un método (o mecanismo) de lanzamiento que garantice la condicion inicial (0) = 0
para minimizar el error y aumentar la bondad de ajuste de las soluciones analiticas.

4. Grabar 2 videos en simultdneo (uno adicional, desde una vista lateral) por cada experimento
y sincronizarlos para utilizar coordenadas cilindricas (lo que se hizo en este trabajo, pero
considerando z) y asi permitir el estudio de casos en los que 6 > 7/2 evaluando el signo de z.

5. Para hacer experimentos con el objetivo de comprobar la propiedad deducida en la Ecuacién
, que es algo que no hizo en este trabajo por el montaje construido (por la existencia del
brazo del mismo), se recomienda hacerlo amarrando la cuerda a un cilindro delgado con largo
mayor a [, colgado del techo; de esta manera, la cuerda no se enrollaréa al aplicar una rapidez
angular azimutal inicial muy grande.

6. Ajustar los hiperparametros de los algoritmos de aprendizaje automético utilizados para que
puedan eliminar por completo la tendencia en los residuos de los modelos hibridos.

7. Disenar un experimento que evidencie la relacién de frecuencia angular entre un péndulo
esférico (con angulo pequeno) y uno simple, en el que se muestre la sincronizaciéon de una
revolucion en el plano zy del primer sistema y una oscilacion completa del segundo.

8. Corregir modelos analiticos e hibridos para ¢ multiplicaindolos por una constante de propor-
cionalidad adecuada, o corregirlas con algoritmos de aprendizaje automatico aplicados direc-
tamente sobre sus residuos.
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cAPITULO 13

Anexo A

13.1. Plano de la base del sistema fisico, bases de datos y
archivos de simulacién de ecuaciones, extraccion, analisis
y modelado

Los archivos utilizados para la etapa experimental y computacional de este estudio se encuentran
en el repositorio de GitHub con el enlace https://github.com/JuanCarlos2709/TesisPE-ML.git; tal
pagina contiene lo siguiente:

Nota: la mayoria de las pestanas estan subdivididas en Sistema 1, Sistema 2 y Sistema 3.

1. Pestana Dataframes: se encuentran los archivos de Ezcel con las incertidumbres de 6 (d the-
ta.zlsz) y los datos obtenidos con Tracker, con la columna theta ya creada por los archivos
Jupyter Notebook para cada sistema y radio. El dato w[0] es nulo, pero su valor se estima con
los programas y ahi se usa directamente.

2. Pestana DocsTracker: documentos .trk, que contienen la extraccion de datos con uso de he-
rramientas del software Tracker para la fase de extraccion de datos de los 54 experimentos
realizados segun lo especificado en la Seccién 7.1.2.

3. Pestana Notebooks: archivos Jupyter Notebook en el que se incluyen graficas de barras que
resumen y comparan los resultados encontrados en este estudio, como las métricas de error y
coeficiente R? de los modelos analiticos e hibridos organizados por sistema y radio, y error en
el calculo de 6 y 7. Por sistema, contiene 6 archivos Jupyter Notebook, uno por cada radio
inicial, correspondientes a experimentos con el péndulo esférico con los 3 diferentes conjuntos
cuerda-esfera; en cada documento se trabajan 3 iteraciones de experimentos con un radio inicial
R; especifico. Su nomenclatura es acorde a lo descrito en la Seccion 7.2., paso 3) V).

Cada archivo esta segmentado de la siguiente manera:

= Librerias: se subdivide en General y Modelos de ML. Fn la primera categoria, se importan
librerias para manejo de datos, visualizacién, manejo simbélico para implementar herra-
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mientas matemaéticas y anélisis de senales. En la segunda categoria, se importan librerias
para aplicar los modelos de aprendizaje automatico declarados para esta tesis (Random
Forest, XGBoost y Redes Neuronales feedforward).

= Constantes: asignacion de valores a las constantes del sistema, g y [, junto con inicializa-
cion a 0 de las variables ug, theta0 y thetaf, y A, B, C y D para el modelo 65(t).

= Funciones: contiene funciones de elaboracién propia para la extraccion y transformacion,
asi como para la implementacién de modelos analiticos.

= Funciones machine learning (general): funciones de elaboracion propia para el célculo de
residuos y correcciéon de 6 y ¢.

= Modelos especificos: se subdivide en Random Forest, XGBoost y Redes Neuronales feed-
forward, en el que define distribuciéon de datos para entrenamiento de los modelos y
evaluacion con métricas MAPE y MdAPE.

= R, — [Numero de iteracion (1, 2 6 3)] — [Indicador de si 05 es aplicable]: debajo de es-
tas etiquetas, se realiza el proceso de extraccion de datos del archivo de Excel correspon-
diente. Se subdividen de la siguiente manera:

e 0(t): se estima el valor de ug, 0 y el periodo de oscilacion, junto con la aplicacion
de las soluciones teodricas para esta coordenada, con las gréaficas correspondientes y
coeficiente R2.

e ¢(t): se aplican las soluciones teoricas para el dngulo azimutal, con las graficas res-
pectivas.

e Error de los modelos analiticos: se elaboran graficas de residuos contra la variable ¢,
junto con resultados de métricas de error.

e Machine learning: elaboracién de columnas de residuos e implementacion de los algo-
ritmos de aprendizaje automatico, junto con su evaluaciéon para predicciéon de residuos
de 6 y construcciéon de los modelos hibridos, con graficas y métricas de error, para
ambas coordenadas angulares.

4. Pestafia Plano: contiene documentos .svg (para abrirlo y modificarlo con la aplicacion InkS-
cape) y .pdf con el plano de la base del péndulo esférico construido. En el archivo .svg, parece
que falta una linea roja, pero no fue necesaria al momento de realizar el corte porque se utilizo
uno de los bordes rectos del retazo de MDF' como el lado que cierra el rectangulo mas grande;
el .pdf sirve principalmente al propoésito de representar graficamente el plano.

5. Pestana SolucionesNuméricas: se incluye el Jupyter Notebook con las simulaciones, realizadas
con la libreria odeint, del sistema de ecuaciones diferenciales correspondientes al péndulo es-
férico, cuyos valores generados (para 6y y una aproximacion de la frecuencia) y graficas se
utilizaron para resolver graficamente la Ecuacion y determinar la frecuencia angular
del modelo teodrico 65(t), el del ajuste. También contiene el archivo Jupyter Notebook con el
respaldo de la solucion grafica, en el que se emplea el método Newton-Raphson.

6. Pestana Videos FEzxperimentos: contiene un enlace de Google Drive en un archivo .tzxt a todos
los videos correspondientes a los 54 experimentos realizados segin lo especificado en la Seccion
7.1.2.
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cAPITULO 14

Anexo B

14.1. Fotografias del sistema experimental

Figura 14.1: Vista frontal del péndulo esférico construido, con el conjunto 1 cuerda-esfera
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Figura 14.2: Vista lateral del péndulo esférico construido, con el conjunto 1 cuerda-esfera

Figura 14.3: Vista superior del péndulo esférico construido, con el conjunto 1 cuerda-esfera
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Figura 14.4: Esferas utilizadas como masas my, ma y m3 (en orden de izquierda a derecha) en los
experimentos realizados con el péndulo esférico construido, con las especificaciones descritas en la
Seccion 7.1.2

Figura 14.5: Regla de 30 cm y marcador utilizados como mecanismo de lanzamiento en los experi-
mentos para generar las condiciones iniciales establecidas para este estudio

132



	Prefacio
	Índice
	Lista de figuras
	Lista de cuadros
	Resumen
	Introducción
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos específicos

	Justificación
	Marco teórico
	Mecánica newtoniana
	Mecánica lagrangiana
	Mecánica hamiltoniana
	Sistema mecánico del péndulo esférico
	Ecuaciones de movimiento
	Relaciones integrales
	Resumen del saber teórico acerca del péndulo esférico

	Modelos de aprendizaje automático
	Modelo Random Forest
	Modelo XGBoost
	Redes neuronales feedforward
	Métricas de evaluación de modelos


	Antecedentes
	Desarrollo teórico
	Simplificación de las ecuaciones de movimiento
	Solución de las ecuaciones de movimiento si la variación del ángulo zenital es pequeña
	Análisis de la solución para la coordenada angular zenital considerando ángulos pequeños y baja variación

	Método del ajuste: segundo modelo analítico
	Combinación de las 2 soluciones: tercer modelo analítico
	Transformación de las integrales de energía
	Análisis del integrando
	Límite del ángulo extremo diferente del inicial
	Separación de casos en función de la rapidez angular azimutal inicial

	Propuesta de aporte teórico para el péndulo esférico

	Metodología
	Diseño experimental
	Material y equipo
	Segmentación y delimitación de experimentos

	Procedimiento experimental

	Resultados
	Incerteza en la medición del ángulo zenital
	Aplicación de los modelos teóricos para descripción de las coordenadas, y cálculo de período de oscilación y ángulo zenital extremo
	Error de las soluciones analíticas
	Error en el cálculo del período de oscilación del ángulo zenital
	Rapidez angular azimutal inicial y tipo de amplitud de oscilación
	Error en el cálculo del ángulo extremo

	Implementación de modelos de aprendizaje automático
	Corrección de soluciones analíticas para el ángulo zenital
	Utilización de las soluciones corregidas para predicción del ángulo azimutal
	Error de los modelos híbridos para predicción del ángulo zenital
	Error de los modelos híbridos para predicción del ángulo azimutal
	Comparación de la capacidad predictiva entre soluciones analíticas y modelos híbridos


	Discusión y análisis de resultados
	Impacto del cumplimiento de supuestos en las predicciones teóricas
	Condiciones iniciales
	Ángulo zenital pequeño (radio inicial)
	Variación angular zenital pequeña
	Péndulo esférico como sistema conservativo

	Tracker como instrumento principal de medición
	Desempeño de la combinación de soluciones para descripción de las coordenadas
	Implementación de modelos de aprendizaje automático como método de corrección
	Corrección de soluciones para el ángulo zenital
	Corrección de soluciones para el ángulo azimutal

	Impacto de los valores de largo de la cuerda y la masa

	Conclusiones
	Recomendaciones
	Referencias
	Referencias bibliográficas

	Anexo A
	Plano de la base del sistema físico, bases de datos y archivos de simulación de ecuaciones, extracción, análisis y modelado

	Anexo B
	Fotografías del sistema experimental


