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PRÓLOGO 

La idea preliminar de este trabajo surgió en la segunda mitad de 2003, tras la búsqueda de 

los temas que posibilitaran estudiar las aplicaciones de las matemáticas en el campo de la 

arqueología. Después de invertir infructuosamente algunas semanas en los estantes de la 

biblioteca de la Universidad al rastrear fuentes recomendadas sobre sistemas de ecuaciones 

diferenciales aplicadas en antropología, encontré un ejemplar del libro The 1Rynamics of 

Apocalypse de J. W. G. Lowe. A primera  vista, el libro parecía versar sobre una simulación 

por computadora, del colapso de la civilización Maya. Fue mayúscula sorpresa el revisar con 

detalle el contenido y encontrar en uno de los capítulos, toda una colección de modelos 

sobre el colapso, basados en herramientas matemáticas variadas: teoría de grafos, control 

óptimo, cadenas de Markov, sistemas de ecuaciones diferenciales, entre otros. 

Todos los modelos allí expuestos tenían en común, que los resultados de los cuales 

hacían uso pertenecían a disciplinas aplicadas de las matemáticas. La idea surgió de 

intnediato• crear un modelo sustentado en áreas de la matemática "pura". Por ejemplo, un 

modelo algebraico, que usase teoría de grupos o anillos; uno topológico; o aún más exigente 

todavía, un modelo deductivo formal, basado en algún sistema de lógica proposicional. 

Las dificultades de elaborar tal modelo aparecieron pronto, y el objetivo del trabajo tuvo 

que cambiar. Con el tiempo, surgieron otras sugerencias de aplicaciones de las matemáticas 

en las ciencias sociales; sin embargo, mantuve la idea inicial del proyecto. Después de 

compartir algunos cursos con mis compañeros de arqueología y antropología, decidí que el 

trabajo consistiría en elaborar una monografía sobre los diversos modelos matemáticos que 

explicaban el fenómeno del colapso maya, y, en general, de los sistemas culturales. Esto, 

debido a que encontré en el Tomo I de la Historia General de Guatemala, especificamente al 

xi 



final del capítulo titulado "El Colapso Maya al Final del Período Clásico", el siguiente 

comentado: 

«Hasta el momento existen pocos libros dedicados por completo al problema del colapso maya, y 
lamentablemente, casi todos están en inglés... Otra obra más reciente, cuyo autor aplica sistemas de 
análisis y simulación, por computadora, para derivar un patrón del colapso de la civilización maya, es la de 
J. W. G. Lowe, The Dynamics ofApocafrpse...» 

el cual evidenció que era necesario hacer una presentación de estos modelos, así como de la 

teoría que utilizan, en castellano. El objetivo principal era el de hacer una presentación 

accesible y útil para los antropólogos y arqueólogos. Por razones de tiempo y espacio, el 

proyecto resultó en la presentación actual, en la cual se trabaja en forma exhaustiva 

únicamente uno de los modelos, original de C. Renfrew, que hace uso de la Teoría de 

Catástrofes, de René Thom. 

Desafortunadamente, esta tesis requiere conocimientos avanzados de matemática, y está 

lejos de ser una presentación accesible. La inquietud original de crear un modelo deductivo 

formal mediante el uso de algún sistema lógico, para describir el colapso de los sistemas 

sociales, aún persiste, pero se realizará en un proyecto posterior. Quedo en deuda con mis 

compañeros arqueólogos y antropólogos. Espero, a corto plazo, preparar una versión 

comprensible, atractiva, y sobretodo útil, de estas notas. 

Para facilitar la referencia y el manejo de los resultados, todos los teoremas, corolarios, 

notas, figuras y cuadros están señalados por dos números separados por un punto. El 

primer número indica la sección a la cual pertenece. El segundo se refiere a un orden 

correlativo respectivo en cada sección. En el caso de los anexos, una letra correspondiente al 

apéndice respectivo sustituye al primero de los números. Además, para evitar confusiones 

con algún exponente numérico, las notas al pie de página están señaladas cada una por una 

sucesión de puntos ", 	..., respecto de un orden correlativo para cada sección. 

Expreso mis agradecimientos a quienes, de una u otra forma, colaboraron en la 

preparación de este documento. En particular, debo agradecer a la doctora Manan Popenoe 

de Hatch, por sus incontables sugerencias sobre las aplicaciones de las matemáticas en la 

arqueología y sus recomendaciones de bibliografia sobre colapso; al doctor Didier 

xii 



Boremanse, por sus muchas indicaciones de libros sobre temas de aplicaciones matemáticas 

en antropología; y al doctor Raúl González, a quien le debo la idea de aplicar la teoría de 

catástrofes, y muchas de las referencias utilizadas en el área de matemática. Quiero agradecer 

también a Luisa Escobar y Matilde Ivic, por el préstamo de algunos libros, y por sus 

importantes contribuciones a resolver muchas de mis dudas en arqueología. Agradezco 

también a algunos compañeros quienes me proporcionaron sus libros, ensayos o referencias 

para este trabajo: Carlos Chiriboga, Andrés Cifuentes, Marcela Gereda, Mayra Méndez, 

Lorena Paiz, Engelbert Tally y Claudia Vela. Manifiesto mi gratitud a Maridos Corado y 

Jenny Guerra por su ayuda en la impresión de las versiones previas del documento. 
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RESUMEN 

En el Capítulo II se expone, por medio de una presentación matemática formal, un 

desarrollo de la teoría de mapeos diferenciables. El Teorema de Sard, y los Teoremas de 

Preparación de Malgrange y Mather son las herramientas básicas que se presentan 

inicialmente. Se discute luego el Teorema de Whitney sobre mapeos del plano en sí mismo, 

las diferenciales cuadráticas, el Teorema de Inestabilidad de Thom, el Teorema de Mather 

sobre determinación finita, y un esbozo de la Teoría de Tougeron. Por último, se desarrolla 

la teoría de Mather sobre desdobles y singularidades. Se explica su aplicación a la Teoría de 

Catástrofes, y se presentan gráficamente las Catástrofes Elementales. 

En el Capítulo III, se discute el problema de la discontinuidad en la dinámica de los 

sistemas culturales Mediante el uso de la Teoría de Catástrofes, se presenta un modelo que 

describe los cambios abruptos en el comportamiento de los sistemas sociales, en términos de 

cambios suaves en los factores causales subyacentes. La teoría sugiere enfoques sobre el 

estudio de las discontinuidades temporales (cambios repentinos), y sobre la diferenciación de 

formas como resultado de bifurcaciones (morfogénesis). Este es un ejemplo de la aplicación 

de la Teoría de Catástrofes en las ciencias sociales Aunque su enfoque no es cuantitativo, la 

Teoría de Catástrofes ofrece una evaluación más profunda de los mecanismos cruciales de 

evolución social, y sugiere una solución al problema de la discontinuidad en arqueología. 





L INTRODUCCIÓN 

«Dialéctica es la ciencia de las leyes generales del cambio y desatollo 

de la naturaleza, de la sociedad humana y del pensamiento» (Frederick Engels). 

A. LA LÓGICA EN EL PROCESO DE LA INVESTIGACIÓN CIENTÍFICA Y LOS ARGUMENTOS A 

FAVOR DE LA ADMISIBILIDAD DE CONTRADICCIONES 

Desde una tradición que se inició posiblemente con Heráclito, y que pasó por Hegel, 

Engels y Marx, se ha hecho referencia a las "contradicciones" en el devenir del mundo real, 

de las cuales, tanto la lógica como las ciencias deben dar cuenta, sin por ello aminorar la 

racionalidad de la "razón" y de las teorías científicas. Sin embargo, se sabe que desde 

Aristóteles, tales contradicciones no tienen lugar en la lógica clásica, ya que si se les admite, la 

lógica se torna trivialmente inconsistente (i. e., todo enunciado del sistema es válido). Duns 

Escoto fue el primero en expresar esta idea mediante el principio conocido como Ex 

contradictione quodlibet, ECQ (de contradicción, cualquier cosa), o, Ex falsurn sequitur quodlibet, 

EFSQ (de falso se sigue cualquier cosa). 

El método científico tradicional, fiel a la práctica aristotélica, ha seguido la lógica lineal 

unidireccional, ya sea en una forma deductiva, o bien en una inductiva El enfoque 

deductivo se evidencia principalmente en las ciencias formales (lógica y matemática), así 

como en el campo de las ciencias naturales, especialmente la física y la química (Martínez, 

2000). La lógica lineal inductiva, por su parte, sigue el camino inverso: de constataciones 

particulares, generaliza hacia una conclusión "universal". Pero la constatación de muchos 

casos en una muestra (por muy numerosos y relevantes que sean), nunca proporciona la 

certeza de su posible aplicación a todos los casos que constituyen el universo del cual se 

extrajo la muestra. De aquí una posible desventaja de la lógica inductiva. Por ello, la lógica 

inductiva siempre concluye con resultados sujetos a un nivel de probabilidad de error 

aceptable. 

Por tales razones, muchas veces se necesita una lógica más completa, una lógica de la 

transformación y de la interdependencia, una lógica que sea sensible a esa complicada malla 
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dinámica de sucesos que constituye la realidad. En este sentido, la lógica clásica aristotélica 

puede resultar insuficiente, ya que sus palabras y conceptos son estáticos y reductivos, y 

obligan a lo conocido a ser estable. Esta lógica analítica y el modo tradicional de hacer 

ciencia se basan en principios aristotélicos, unidos a una visión determinista de la causalidad, 

la cual en algunos casos no ha permitido comprender a cabalidad los complejos problemas 

de la mayoría de las ciencias, ya que sus sistemas no funcionan con la secuencia de esta lógica 

ordinaria ni con la causalidad de un solo sentido, sino que son sistemas con interacción 

recíproca e influencia circular. En efecto, todo esto no es posible lograrlo con una lógica 

simple, puramente deductiva o inductiva; requiere una lógica "contradictoria", en la cual las 

partes son comprendidas desde el punto de vista del todo y de forma conversa. 

B. LA LÓGICA DIALÉCTICA COMO RESPUESTA A LA EXISTENCIA DE CONTRADICCIONES 

La Dialéctica es la ciencia de las leyes generales del cambio y desarrollo: de la naturaleza, 

de la sociedad humana y del pensamiento. La esencia de la Dialéctica es el cambio continuo 

y permanente de los fenómenos y las cosas. Como motor del cambio y desarrollo está la 

contradicción (Spirkin, 1969). En la naturaleza, en el universo, se encuentran 

continuamente aspectos o tendencias de los objetos y los fenómenos que se llaman 

"contrarios", es decir, las cualidades, aspectos o tendencias de los objetos o de los 

fenómenos que se excluyen mutuamente. 

Por otra parte, la experiencia enseña que los contrarios surgen siempre unidos, puesto 

que un contrario no puede existir sin su opuesto; el mismo nombre lo indica: carece de 

sentido hablar de un contrario, sin enunciar "contrario a qué o a quién". Esta unión de 

contrarios no puede ser pacífica ni estática. La contradicción nace de la lucha entre dos 

contrarios que se hallan ligados entre sí y forman un proceso contradictorio determinado. 

La evolución (Hegel, 1878) se expresa en tres momentos inseparables de lógica dialéctica: 

• Tesis: enunciación de las relaciones o características internas del fenómeno. 

• Antítesis: supera la determinación aislada del proceso, afirmando la contradicción 

con la tesis. 
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■ Síntesis: solución de la contradicción, de la lucha de contrarios, obtenida en un nivel 

superior. 

En la síntesis se logra el movimiento dialéctico afirmativo y se alcanza, al mismo tiempo, un 

nivel más elevado. Sin embargo, toda síntesis acaba por mostrar su carácter limitado y se 

constituye en una nueva tesis, que engendra a su vez, otra contradicción original, la cual se 

lanza, de suyo, a obtener la siguiente solución. 

La lógica dialéctica supera la causación lineal, unidireccional, y explica los sistemas 

autocorrectivos, de retroalimentación y proalitnentación, los circuitos recurrentes y aun 

ciertas argumentaciones que parecieran ser recursivas. Por otra parte, la lógica dialéctica 

goza de un sólido respaldo filosófico, pues se apoya en el pensamiento socrático-platónico-

aristotélico, como también en toda la filosofia dialéctica de Hegel. De esta manera, la 

intuición científica, emergente, se podría explicar como el resultado de un conocimiento 

tácito que emerge naturalmente cuando se adopta una lógica dialéctica o un enfoque 

interdisciplinario o, dentro de una sola disciplina, una perspectiva más amplia y rica en 

información (Martínez, 2000). 

Según Aristóteles (Mettyisica libro IV), la Dialéctica es la capacidad de investigar lo 

contrario. De este modo, la dialéctica, más que tratar de buscar el punto débil de lo dicho 

por el otro y aplastar esa opinión contraria con argumentos, trata de sopesar su verdadero 

valor y fuerza, y, para ello, se sirve del arte de preguntar, de entablar un verdadero diálogo, lo 

cual implica una gran apertura y poner en suspenso el asunto con todas sus posibilidades; de 

esta forma, la dialéctica se convierte en el arte de llevar una auténtica conversación. Esta 

orientación pone de manifiesto cómo el método científico moderno puede haberse 

convertido, frecuentemente, como afirma Gadamer (1984), en un gran monólogo. 

C. FT PROBLEMA DEL COLASPO DE LOS SISTEMAS CULTURALES Y LA UTILIZACIÓN DE LA 

MATEMÁTICA EN LAS CIENCIAS SOCIALES EN GENERAL 

La desintegración del orden social ha sido un fenómeno recurrente en la historia. Así 

como el ocaso de Roma abarca una página importante en la historia contemporánea, muchas 

otras son las civilizaciones que han sucumbido: el Imperio Chou en la antigua China, la 



4 

región de Mesopotamia, los Hititas, el Antiguo Egipto, la civilización Minoica, la civilización 

Micénica, los Olmecas, Teotihuacán, Monte Albán, entre otras. En particular, la civilización 

de los Mayas en las Tierras Bajas de Mesoamérica durante el Período Clásico es uno de los 

casos más famosos de colapso 

Si bien el colapso ha sido de interés desde que las sociedades han demostrado ser 

vulnerables, también ha sido un reto para los historiadores y científicos sociales. La historia 

humana en su totalidad ha estado caracterizada por una inexorable tendencia a incrementar 

sus niveles de complejidad, especialización y control sociopolitico, procesamiento de grandes 

cantidades de energía e información, creación de asentamientos cada vez mayores, y 

desarrollo de tecnologías más complejas y capaces Este aspecto persistente de la historia 

humana ha recibido una cantidad importante de investigación. La mayoría de explicaciones 

de colapso han tendido a ser ad hoc (Tainter, 1988), particularizadas a unas pocas sociedades, 

y un entendimiento general parece aún remoto. A la fecha, se carece de una explicación 

universal de colapso, y aún no se ha propuesto teoría alguna que ayude a entender la mayoría 

de sus ocurrencias, aplicable en una variedad de contextos, y más importante, con 

implicaciones en las condiciones actuales. 

Cualquier explicación del colapso que pretenda tener el suficiente potencial de 

generalidad debería ayudar a entender todo el espectro de sus manifestaciones, desde la más 

simple hasta la más compleja. Las ciencias formales: la lógica y las matemáticas, son los 

candidatos por excelencia para atacar el problema de la teoría social bajo un método riguroso 

y suficientemente general. Pero se ha demostrado históricamente que el rigor matemático y 

la lógica clásica pueden resultar insuficientes para modelar el desorden y la impredecibilidad 

del comportamiento humano, no sólo individual, sino a nivel de grupo. De hecho, es por 

esta razón que las ciencias sociales utilizan sus propios métodos. 

Pese a ello, no se debe ignorar la propuesta que hicieran Rodney Needham en Rethinking 

Kinship and Mamage (1971) y Edmund Leach en Rethinking Anthropology (1961) ante la misma 

problemática. Como dice Leach: «¿Cómo puede un antropólogo social de tiempos 

modernos, con la ventaja de todo el trabajo de Malinowski y Radcliffe-Brown y sus 

sucesores, elaborar generalizaciones de tal magnitud con la esperanza de llegar a 
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conclusiones satisfactorias? Mi respuesta es tan simple; ésta es: Pensar en que las ideas 

organizativas presentes en toda sociedad constituyen un patrón matemático» (Leach 1961:2). 

Más todavía, Lévi-Strauss propone a través de su vasta obra, que a pesar de que la sociología 

ha tenido una época en la que el escrúpulo científico y la exactitud de la observación no 

parecen incompatibles: «la sociología no progresará de modo semejante a sus predecesoras, y 

no conviene olvidarlo justamente en el momento en que comenzamos a entrever 'como a 

través de una nube el terreno donde se efectuará el encuentro'. Alguien dijo una vez que: 'la 

matemática alcanza su esplendor en las aplicaciones de la fisica'. Después de citar a 

Eddington: 'la fisica se transforma en el estudio de las organizaciones', Kóhler escribía: 'En 

este camino... reencontrará a la biología y a la psicología'». Lévi-Strauss añade: «este trabajo 

habrá cumplido su objetivo si, después de terminarlo, el lector se siente inclinado a agregar y 

a la antropología» (1981:15). 

Leach propone un aspecto interesante: «no se trata de convertir la antropología en una 

rama de las matemáticas, pero creo que se puede aprender mucho si se empieza a pensar en 

la sociedad desde una perspectiva matemática. ... Considerada matemáticamente, la sociedad 

no es un ensamble de cosas sino de relaciones. Una buena analogía se puede encontrar en la 

rama de la topología» (1961:7). 

D. LA TEORÍA DE CATÁSTROFES COMO PROPUESTA AL ESTUDIO Da PROBLEMA DEL 

COLAPSO Y UNA OPCIÓN AL MODELADO DE FENÓMENOS CONTRADICTORIOS 

En su mayoría, los modelos de los fenómenos naturales hacen uso de funciones 

elementales del análisis matemático como e", sen(x), a); a partir de las cuales se construyen las 

ecuaciones de estado del sistema descrito Dichas funciones constituyen las más simples de 

los llamados mapeos suaves (diferenciables, analíticos, ...), y en consecuencia, estos no 

pueden presentar discontinuidades de ningún tipo: lo que ocurre en el punto x + dx es muy 

similar a lo que sucede en el punto x, siempre que dx sea suficientemente pequeño. A pesar 

de esto, muchos procesos fisicos, químicos o biológicos, y con mayor frecuencia los 

fenómenos sociales, presentan discontinuidades. Turbulencia en fluidos, diferenciación 

celular, quiebra de mercados o colapso estelar son algunos ejemplos de tales situaciones. 

Entonces, ¿de qué forma efectiva se puede representar tal comportamiento discontinuo a 
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través de modelos matemáticos que únicamente utilivan componentes suaves? Actualmente 

este problema se aborda en la Teoría de la Bifurcación, y en disciplinas cercanas, como la 

Teoría de Singularidades y la Teoría de Catástrofes, desarrollada por el matemático francés 

René Thom, en las décadas de 1950 y 1960. 

La clave en hacer emerger discontinuidades a partir de elementos continuos, radica en 

observar que todo el comportamiento de un sistema estático o dinámico está gobernado por 

el comportamiento del sistema cerca de sus puntos críticos (o singulares), entendidos como 

aquellos en los que la primera derivada de la ecuación del sistema es nula o no existe Fuera 

de los puntos críticos, el Teorema de la Función Implícita asegura que el comportamiento es 

predecible —de hecho es lineal—; y sólo en los puntos críticos el sistema tiene la posibilidad de 

salir de su "molde" y establecer nuevos modos de operación. Es en estos puntos críticos en 

donde se puede afectar de forma importante el comportamiento futuro del sistema, mediante 

pequeñas alteraciones en la dinámica del mismo. Como resultado, es posible encontrar 

ciclos límites, equilibrios estables, o movimientos de una región atractora a otra. Es en estas 

alteraciones de las ecuaciones del sistema donde las ideas de discontinuidad de brotes suaves, 

catástrofes, y comportamiento discontinuo, aparecen de las descripciones continuas. En 

otras palabras, la continuidad implica discontinuidad. La Teoría de Catástrofes es, de esta 

forma, un ejemplo de cómo modelar sistemas que presentan comportamientos 

contradictorios. 

Los fenómenos sociales no están exentos de presentar comportamientos discontinuos. 

En el registro arqueológico, los cambios abruptos y las discontinuidades han sido tomados 

tradicionalmente como reflejo de cambios drásticos en los factores causales subyacentes. El 

objetivo de este trabajo es presentar un modelo, para describir el colapso de los sistemas 

sociales recurriendo a la Teoría de Catástrofes, manifestado en términos de cambios 

drásticos o discontinuos, que surgen a partir de cambios graduales en las variables inherentes 

al propio sistema. Este modelo es una respuesta a la sugerencia de Leach, pues destacan en 

él las ideas topológicas y geométricas, más que las analíticas El atractivo de este modelo es 

que hace uso de relaciones atributivas entre las variables, y los resultados son puramente 

cualitativos, ideal en el caso de los parámetros que describen los fenómenos sociales, cuya 

medición puede causar dificultad. 
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La Teoría de Catástrofes requiere un conocimiento previo de matemática avanzada. En 

el Capítulo II se hace un tratamiento formal de sus herramientas y resultados más 

importantes. El Capítulo III se exponen las ideas más relevantes sobre la dinámica de los 

sistemas sociales, en particular de la civilización Maya durante el Período Clásico, y se 

presenta el modelo. La presentación de dicho capítulo es informal, en comparación con el 

capítulo que le precede, y se ha hecho de esta manera con la finalidad que el lector poco 

habituado a la literatura matemática pueda comprender con facilidad el funcionamiento del 

modelo. 





II. ELEMENTOS DE LA TEORÍA DE SINGULARIDADES Y LA 

TEORÍA DE CATÁSTROFES 

«Para demostrar un teorema (para elaborar un modelo) no es necesario, ni siquiera conveniente, 

saber lo que quiere decir. El matemático no necesita saber qué hace más que un autómata» (Henri Poincaré). 

1. GÉRMENES CON RANGO CONSTANTE 

1.1 Definición: Sea A c R" un conjunto arbitrario. Un mapeo f : A —> R k  se llama 

diferenciable si existe un conjunto abierto U c R" y un mapeo F : U —> le, tales que 

AcUyF 
A 

= f , y las derivadas parciales de F de cualquier orden existen y son continuas. 

1.2 Definición: Sean ice A cR',V un conjunto, y 5 la familia de parejas (U, f), 

donde U es un abierto en Rn , x E U, y f :AnU —› V es un mapeo arbitrario. 

Considérese la siguiente relación de equivalencia en & • para (U1 , ) y (U2 , f2 ) en , 

(U1 , ) — (U2  , f2 ) si, y sólo si, existe un conjunto abierto U c R , con ice U y 

U c U1  n U2 , tal que fl u = f2 u  . Una relación de equivalencia de este tipo se llama un 

germen T : (A, x) —> V en x (con frecuencia se omitirá el uso del afijo —). Si el mapeo f es 

continuo, entonces la relación — se llama germen continuo. Si f es diferenciable, entonces 

— es un germen diferenciable. Si f es analítico, entonces — se llama germen analítico. 

Como todo subconjunto A c R" está definido por un mapeo CA  : R" —> 10, 1} (el 

mapeo característico), se pueden considerar gérmenes de subconjuntos de R". Los 

gérmenes se comportan de forma similar a las funciones. En particular, la composición 

go de los gérmenes 7 y g está definida por: 

(Rn , x)-1li> (R "1 , y) 	g >R k , y =f(x), implica g o (R" , x) —> R k . 

Si f : U --> 	g : V --> R k  son representantes de Y y g, respectivamente, entonces el 

mapeo f 	: U' (V) --> A"' es un representante de Y. La composición usual de las 

9 
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funciones g o  f está definida para f -1(V) c U y es un representante para g o r 
Todo germen diferenciable 11 : 	x) --> R k  tiene una matriz de Jacobi 

Df(x) : Rn —> R k (un mapeo lineal). El germen Y tiene un germen inverso respecto de la 

composición o si, y sólo si, algún representante f de Y tiene un mapeo inverso local en una 

vecindad suficientemente pequeña de x. Este es el caso si, y sólo si, Df(x) es no singular: 

L3 Teorema: (Teorema de la Función Inversa). Un germen (R", x) —> (R", y) 

posee un germen inverso 7' :(Rn, y) —> (R", x) si, y sólo si, Df(x) es no singular 

1.4 Definición. Si f : U --> 12. k es diferenciable, U c 	, entonces el mapeo 

Df : U —> R k" 3 x I--> Df(x), es diferenciable. El rango de f en x se define como el rango 

de Df(x) y se denota por Rg, (f) . 

1.5 Definición: Una función f : A c R —> R valuada en los reales extendidos se dice 

que es inferiormente semicontinua en y si f(y) —oo y f(y) 5 Jim f(x). Similarmente, f se 
x-*y 

dice que es superiormente semicontinua en y si f(y) +w y f(y) hm f(x). La función f 
x4y 

es inferiormente (superiormente) semicontinua en un intervalo si f es inferiormente 

(superiormente) semicontinua en cada punto de dicho intervalo. 

Si Rg.(f) s entonces ciertamente alguna (sxs)-submatriz de Df(x) tiene determinante 

no nulo. Este determinante será no nulo en una vecindad de x ya que Df y el determinante 

son mapeos continuos. Así, el rango de f nunca es menor que s en cualquier vecindad de x, 

es decir, el rango de f nunca puede disminuir localmente, por lo que el mapeo 

U --> Z 3 x 1--> Rg. (f) es inferiormente semicontinuo. Entonces, para cualquier germen 

: (R n  x) -4 le 	se corresponde un germen inferiormente semicontinuo 

Rg(f) : (R", x) —> Z 3 y i—> Rgy  (f) 

• Para una demostración, véase Dieudonné (1969). 
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1.6 Definición:  Un germen Y se dice que tiene rango constante si Rg(f) es el germen 

de un mapeo constante. 

1.7 Teorema:  (Teorema del Rango). Sea Y : (R", x) —> (R m , y) un germen con 

rango constante. 	Entonces existen gérmenes invertibles 	: (R", x) -3 (R n , 0) y 

: (R"' , y) —> (Rt" , O) para los cuales el germen / o o 	: (R", 0) --> (R , O) está 

representado por el mapeo (x„ 	x,„ ) 1—> (x l , 	xk  , O, ..., O), donde k = Rgk  (f) . 

Demostración:  Sin pérdida de generalidad sean x = y = O. Supóngase que f es un 

representante de Y , con rango constante k. Entonces existe una (k x k) -submatri7 de Df 

que es invertible en el origen. Al efectuar un cambio de coordenadas, esto es, al aplicar un 

difeomorfismo local, la submatri7  

jef,/axi i; 	j.k 

puede asumirse regular en O E R", y, por consiguiente, regular en una vecindad del origen. 

Definase el germen 	: (R n X) 	(R n , O) 3 (X„ 	X„ ) 1—> (f (x, ), 	f (x k  ), x k  „ , 	x„), 

donde f tiene componentes (f1 , ..., fm  ). Entonces la matriz  

DO= 
1 	0 

k 	 n-k 

tiene determinante det(D0) = delpf, axi  j 0 . Por consiguiente, 	es un germen 

invertible y el diagrama 

(R", 0) 	(f„..., fk , xk,„..., x„)= (z„ 	z„) 
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muestra que el germen g=7-01-1  está representado por 

z = 	 zk , 	g„,(z)). 

La matriz jacobiana de g tiene la forma 

1 	0 

Dg = 	 ,donde A(z)=K i /azi i, 

A(z) 

y como Rg(g) = Rg(Dg) = k es una vecindad del origen, la matriz A(z) debe anularse en esta 

vecindad. Así, sin pérdida de generalidad, 

(*) 	ag,/azi  =0 para k+1Sjná,k+1 	< 

Aplicando ahora una transformación en el rango 	definase el germen 

: (Rm , y) 	(Rm , O) por 

Y 

Yk 
	 Y k 

Yk+1 
	

Yk-frl 	gk-1-1(YIY • • •, Yk , 0,  • • 

Y. _ 	— g.(371 ,--, Yi> 13, --, 	_ 

La matriz jacobiana de (fi tiene la forma 

1 	0 

o 

1 	0 

0 

0 	1 
D — 

k 	 m-k 

ya que los gp  (y, , 	y k , O, ..., 0), k + 1 S p m, no dependen de y kti  

Entonces / es un germen invertible, y /og está representado por la composición 
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Zk Z k 

Zk+1 

Z. 

gk+1(Z) 

g„,(z)_ 

1—> 
gk,.,(z) 	gkk, (z„ 	z k  , O, ..., 0) 

g„,(z)— 	z k , 0,..., O) 

En (*), las últimas m — k componentes gk+i  (z„ 	z„ ) 	gkk,(z, 	z k  , O, ..., 0) de esta 

composición se anillan  en un n-cubo 	z 	<E, y, por lo tanto, 	qiog 	tiene como 

representación (z„ 	z„) H (z.„ 	zk  , O, ..., 0) . 

1.8 Definición: Sea Ucli" un conjunto abierto. La función f : U R k  es llamada 

una sumersión si Rg, (f) = k , o bien, una inmersión si Rg, (f) = n , para todo x E U. Por 

el Teorema del Rango, una sumersión tiene la forma (xl , 	x„ )1—> (x„ 	x k  ), mientras 

que una inmersión es de la forma (x„ 	x„ )1—> (x„ 	xk  , O, ..., O) con respecto a las 

coordenadas en cuestión. Por eso, el rango de estas no puede hacerse tan grande como se 

desee, y, por lo tanto, es constante. 

1.9 Definición: Un subconjunto Mcitn es una subvariedad diferenciable de R" 

de dimensión m 5 n , si para cada x E M existe un germen invertible 53' : (R ", x) —> (R", 0) 

tal que 1(M, x) = (Rm , x) c (R", x) (es decir, R 1" es inmerso linealmente en R", para 

m n ). 

 

o 

Figura 1.1: Inmersión lineal entre variedades diferenciables. 
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1.10 Ejemplo: 	(1) La n-esfera 	= {x E Rn+1  : x = 1} es una subvariedad 

diferenciable de R . El conjunto R m"" (k) c R"'" de todas las (m x n) -matrices con 

rango k es una subvariedad diferenciable del espacio de todas las (m x n) -matrices. 

1.11 Definición: Sea f :12." --> R" un mapeo diferenciable. Un punto y e Rm se dice 

que es un valor regular de f si en cada X E R" que satisface f(x) = y , el rango de f es m, 

esto es, Rg„ (f) = m . Cualquier valor de f que no es regular se llama un valor crítico de f. 

Si y f(R" ), esta definición hace a y (por un argumento de vacuidad) un valor regular de E 

1.12 Teorema: Si y es un valor regular de f : R" --> R m , entonces f -1{y} c R" es una 

subvariedad diferenciable de dimensión m — n (o en su defecto, vacía). 

Demostración: Sea x e f -1{y} , lo cual implica que f(x) = y , con Rg (f) = m . Esto 

significa que el rango de f es localmente constante en x. Por el Teorema del Rango, existen 

transformaciones diferenciables O : (R", x) 	O) y y : (Rm , y) —> (R , O) tales que 

el germen qi or" o 	=" tiene la forma f, (xl , 	x , 	x„ ) = (x , 	x r„ ). Así, el 

{O}  = o  y 1-1{0} = o t{y} germen es el germen del conjunto 

{(0, ..., O, xm„, , 	x„ )} en el origen. • 

1.13 Definición: Una variedad diferenciable es un espacio topológico M, junto con 

una cubierta abierta {112, : A, E A) , A un conjunto de índices; y homeomorfismos 

Ira  C Rm (U'2  abierto), que satisface las siguientes propiedades: 

(i) 
	

Si u, n u, 0, existe un mapeo diferenciable 0,y, :U'2 —› U', tal que el 

diagrama 

U2  n Uu  

\OT  

Rrn D 	>Utia  c R" 

conmuta. 
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M es un espacio de Hausdorff y tiene una base contable. 

Como Oil, o Oia  =1U, , el mapeo O,f, es un difeomorfismo. Además, nótese que 

U1 21, = 02(l_Lt nU p ) y U'122  = O/, (112  nU p ): 

Figura 1.2: Condición de k cubierta {tb: 2 E A} en la definición  de variedad diferenciable. 

Muchos conceptos y propiedades de los espacios euclídeos pueden ser generalizados a 

las subvariedades (y variedades) de Rn. Por ejemplo, si x E Mm c 12.'1' entonces una 

función f : M —> R es diferenciable en x si existe un germen invertible 

: (R m+k  x) —> (R. m+k  O) tal que 

:(Mm , x)  —>(Rm,  O) 

y de forma que el germen o 9-1  sea diferenciable en O e R.' c 12. m+k  . En otras palabras: 

M está cubierto por conjuntos abiertos Uit  , los cuales pueden ser identificados con 

subconjuntos abiertos de Rm por medio de transformaciones de coordenadas. Un mapeo 

definido en M se llama diferenciable (con rango r, respectivamente) si restringido a estos 

subconjuntos abiertos de Rm (vía alguna transformación) es diferenciable (con rango r, 

respectivamente). 
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2. VALORES REGULARES 

Considérese el mapeo diferenciable f : R" —> R`" . Entonces, para casi todo punto 

b e R`n 	e. siempre, excepto para un conjunto con media de Lebesgue igual a cero) se 

cumple que f -1({b}) c R" es una subvariedad diferenciable de dimensión n — m En otras 

palabras, dado f 	, 	fff, ), para casi toda elección de 131  E R, 1 	m , el sistema de 

ecuaciones no lineales f, (x) = b, , x E 12.11  , 1 5 i m , tiene por conjunto solución a una 

variedad (n — m) -dimensional. 

2.1 Teorema: Sea {Ki, }nEZ+  el conjunto de todas las esferas en R"' con radio racional y 

cuyos centros están situados en coordenadas racionales (nótese que hay un número contable 

de estas esferas). Si U c II' es abierto, entonces U = U K, para algún conjunto de índices 
icT 

T c Z11  . 

Demostración: Sea x e U c hUn , y sea E> 0 tal que la esfera alrededor de x esté 

contenida en U. Elíjase K, con centro en y, para x— y < E / 3; y de radio r, 

x — y <r<26/3.• 

Figura 2.1: Ilustración de k demostración del Teorema 2.1. 
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2.2 Corolario: Sea X c R" un conjunto arbitrario, y sea ILJ A  LA  una familia de 

conjuntos abiertos de Rn  tales que X c UUA  . Entonces existe un conjunto contable 
leA 

Tc A talque X c 
Áer 

Demostración: X está en la unión de aquellos K., que están contenidos en al menos 

un U2  , y sólo existe un número contable de tales K. Para cada uno de esos K. , elijase un 

abierto correspondiente U 2(n)  tal que K. c U,t(n) . El conjunto X está contenido en la 

unión de los U• 
2.(n) 

2.3 Definición: Un subconjunto C c R" tiene medida cero si para cada E> O existe 

CO 

una sucesión de cubos Wi  c R" tales que C c Uwi  y 	Wi <E. Aquí Wi  es el 

volumen de W, , es decir, 	a" donde a es la longitud del lado de W, . 

2.4 Nota: Si C c UC, , y cada Ç. tiene medida cero, entonces C también tiene 
v=i 

OD 00 

medida cero. En efecto, si C, c  U Wiv donde E w < E / 2" , entonces C c UUW;" 
o, 

donde E 
v=1 i=1 E ,7

v=1 2-'11  

2.5 Definición: Una propiedad que se preserva bajo la aplicación de difeomorfismos se 

dice que es una propiedad topológica-diferencial. 

2.6 Lema:  Si C c R" tiene medida cero y f : C —› R" es diferenciable, entonces f(C) 

tiene medida cero. 

Demostración: Elíjase un subconjunto abierto U con CcU y tal que la extensión 

F : U --> R", F = f es diferenciable. Como U es la unión de una sucesión de esferas 

cerradas, sin pérdida de generalidad puede suponerse que C está contenido en una esfera 
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compacta y que la cubierta de C en cubos también está contenida en una esfera compacta 

(más grande) K, que a su vez está contenida en U. 

Sea ahora b = máx 
xeK 

 

aF 
 (x) 

ex;  
; si el cubo W tiene lados de longitud a, entonces o x i  — x i  15_ a 

     

pata x e W implica que F, (x) — F;  (x°  ) abn , y entonces F(W) está contenido en un 

cubo de lado a • b n . Por lo tanto, W = a" implica que F(W) está dentro de un cubo 

o, 

con volumen (bn)" = (bn)" W , y (bn)" es independiente de W. Si >W, < s /(bn)" , 

entonces la unión de todos los F(W;) está contenida en una unión de cubos con un 

volumen total menor a c . • 

2.7 Corolario: La propiedad que un conjunto C C lin tenga medida cero es una 

propiedad topológica-diferencial local. Aquí, local significa que C tiene medida cero si, y 

sólo si, cada punto x E R" posee una vecindad U tal que el conjunto C n U tiene medida 

cero. 

Demostración: 	Para cada x E R" , U = R" es una vecindad tal que C=CnRn 

tiene medida cero. 

(«) Cúbrase todo R" con un número contable de tales vecindades Uk  . Entonces el 

conjunto C =Cnli n  =Cn LJUk U(Cn Uk  ) tiene medida cero. • 
ker 	ker 

Nota: La propiedad de tener medida cero no es una propiedad topológica. Existen 

homomorfismos del plano en sí mismo, que mapean el intervalo unitario sobre un conjunto 

con medida positiva. 

2.8 Lema: Toda cubierta abierta para el intervalo unitario [0, 1] formada por 

subintervalos contiene una subcubierta finita [O, 11 C U1 con 
	

I i  < 2 . 

• Para una demostración véase Mayrhofer (1952), y aplíquese el Teorema de la Curva de Jordan. 



19 

Demostración:  Elijase una subcubierta finita minimal de los intervalos abiertos dados, 

es decir, una subcubierta en la cual ningún intervalo pueda ser omitido. Supóngase que esta 

cubierta es {I i}, j = 1, 2, ..., k, donde Ii  = (a l , b i ). Reordénense los elementos de la 

cubierta de acuerdo al orden del extremo izquierdo a i  del intervalo. Este orden está 

determinado de forma única ya que si a, = a i , entonces 	b1  implica que (a i , LO es 

redundante, o bien, bi  < b implica que (ai , b i ) es redundante e., en cualquier caso puede 

omitirse uno de estos intervalos y la cubierta no sería minimal) 	Además, 

a i  < a < b S a.,+2  , ya que si la segunda desigualdad no se satisface existiría un agujero en 

la cubierta. Para la tercera desigualdad, nótese que 	b,„ o de otro modo 

c (a,,b,) . Sin esta desigualdad se tendría que (a , b ) c (a,,b i )u (a,+2 ,b,+2). 

b L i+2 

a . JA-1 1+1 

Figura 2.2: Disposición de los elementos de la cubierta {9. 

Se sigue ahora que 

E(b, —04 = 	—a i )+E(1), 
i=1 

queda demostrado. + 

(a i+2  — a ) < 2, y el lema 

2.9 Teorema: (Teorema de Fubini). Sea l'U,' = {x E R" : x„ = t} c R", sea 

C c R" un conjunto compacto y supóngase que Cn ft,' es nunca denso en Rri  para 

todo t E R . Entonces C es nunca denso en R". 

Demostración: Definase C, como C, x {t} = C n (R"-1  x {t}) . Sin pérdida de 

generalidad, puede asumirse que C C R"-' x[0,1], y que C, es nunca denso para todo 



j=1 
I = Jay  tal que E 

j=1 

2. Los cuboides {1X1' xI :iEZ+ } forman t, digamos, {I 	, con 
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t e [0, 1] . Dado E > O , encuéntrese una cubierta para C, formada por cubos abiertos 

}lX7: }ict  y tal que su volumen total es menor que e . Sea W, 	c  R 
iEz. 

Si x. es la última componente, entonces para un t fijo, la función xn  —t es continua en C y 

se anula exactamente en el conjunto Ct  x {t} . Como C — (W, x [0, 1]) es compacto, la 

función x. — t , restringida a C, alcanza un valor mínimo a . 

Figura 2.3: Comportamiento de lafunción ix„— ti sobre el conjunto x {t}. 

Entonces, C n {x e R"-1  : xn  — t <a} c W, xIta , donde I: = (t — a, t + a). La colección 

de intervalos I: cubre a todo [0, 1]. Por el Lema 2.8, existe una subcubierta finita en I: , 

una cubierta para C, la cual tiene un volumen total menor que 2e . • 

2.10 Extensión del Teorema de Fubini: El Teorema de Fubini puede extenderse de 

la siguiente manera: En lugar de considerar C compacto, es suficiente asumir que C es la 

unión contable de conjuntos compactos. Algunos ejemplos de tales conjuntos son: 

(1) los conjuntos cerrados: C= UCH 	n} 

(2) los conjuntos abiertos: unión contable de esferas cerradas 
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(3) las imágenes de estos conjuntos bajos mapeos continuos R" --> R" 

(4) uniones contables de intersecciones finitas de los anteriores tipos de conjuntos. 

2.11 Teorema:  (Teorema de Sard). Sea U c R" un abierto, f : U —* RP un mapeo 

diferenciable, y sea D = e U : Rgx  (f) < p} el conjunto de puntos críticos de f. Entonces 

f(D) es nunca denso en RP.  

Demostración:  Por inducción sobre n. 

Pata n = O, R" = {O} y f(U) es a lo sumo un punto, por lo que el teorema es verdadero. 

Para el paso inductivo sea D, c U el conjunto de los x e U, donde todas las derivadas 

parciales de orden menor o igual que i se anulan. Los D forman una sucesión anidada 

decreciente de conjuntos cerrados, 

D D D I  D132  D 

La demostración consiste en establecer las siguientes tres propiedades: 

(a) f (D — D1 ) es nunca denso, 

(b) f (D — D,,,) es nunca denso, 

(c) f (D) es nunca denso para k suficientemente grande. 

Nótese que todos los conjuntos considerados anteriormente son casos especiales de las 

categorías (1)-(4) de la Extensión del Teorema de Fubini. Además, para el caso (a), es 

suficiente probar que cada punto x e D — D1  posee una vecindad V tal que 

f(V n (D — D1 )) es de medida cero, ya que D — DI  está cubierto por un número contable 

de dichos V. Similarmente ocurre en los casos (b) y (c). 

Demostración de (a): Supóngase p 2 , ya que para p =1 se tiene que D = D, . Sea 

d e D — D I  . Como d D1 , existe alguna derivada parcial (sin pérdida de generalidad puede 

suponerse que es 
afl

) tal que 
af

i  (d) * O . Entonces el mapeo 
dx 

h : U —> R" 3 (xi , 	x n )l—> (f(x,), x2 , ..., xn ) 

tiene como Jacobiano 



Dh = 
ax, 
o 1 	0 
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o 

Dh(d) es no singular. 

Se sigue que en una vecindad V de d, el mapeo h es una transformación de coordenadas. 

Considérese el diagrama 

DnV 

4,c  

V 
	

V' 

RP 

donde g(xl , 	x„) = (x„ g 2  (x), 	gp  (x)). Nótese que g mapea el hiperplano {x, = t} en 

el hiperplano {y, = t} . Sea g : 	x RP-1  n V'—> {t} x R°-' la restricción de g. Un punto 

en ({t} x R"-1) n V' es un punto crítico para g exactamente cuando es un punto crítico para 

g`, ya que la matriz Jacobiana de g es 

1 O ... O 

Dg =  
ag: / axi  

Por inducción, el conjunto de valores cnticos de g:  es nunca denso en {t} x 	, por lo 

que g(D') tiene una intersección nunca densa con el hiperplano {x : x, = t} c RP . Por el 

Teorema de Fubini, g(D') es nunca denso 

Demostración de (b): Al igual que en (a), si d E D k  Dick„ debe de existir alguna derivada 

parcial de orden k + 1 que no se anula en d. Sin pérdida de generalidad, supóngase que 
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k (d) o. 	 a  
Si w : U —* R es la función w(x) = f 	(x), entonces 

45)115xi, • • .5xs1+1 s, ax ax 

3w  
w(d) = O y 

	

	(d) s 0, ya que d E Dk  y d Dk„ . De la misma forma que en (a), el 
5x 

mapeo 

h : U —> R" 3 h(x) = (w(x), x„ 	) 

es entonces una transformación de coordenadas en una vecindad V de d, 

h(Dk  n V) c {0}x R"-1  cR" . Una vez más, definanse g = f o lakk  : VI= h(V) —> RP, y 

g°  gi(joixan-')w :({0}xR"-1)nV1—>RP. 

Por inducción, el conjunto de los puntos críticos de g°  es nunca denso. Peto todo punto en 

h(Dk  n V) es crítico para g°  ya que todas las derivadas parciales de g (y por lo tanto de g°) 

de orden menor o igual a k se andan Entonces f(Dk  n V) = (g o h)(Dk  n V) es nunca 

denso. 

Demostración de (c): Sea W c U un cubo de lado a, y sea k > n /p —1. Como U es unión 

contable de cubos, es suficiente mostrar que f(W n Dk  ) es nunca denso. El Teorema de 

Taylor asegura que 

f (x + h) = f (x) + R(x, h) 
1,+1 	para X E Dk  nW, x+he W, R(x, h)1<_ c h 

donde c depende de W y f. 

Divídase W en r" cubos de lado a/r. Si W1  es un cubo en esta descomposición, y W, 

condene a x e Dk  , entonces cada punto en W, puede ser escrito como x + h , con 

h .S a Ji / r . Usando la ecuación (*), el conjunto f(W1 ) está contenido en un cubo de 

lado 2c(a-Inr
1 
 / r k  = b /r k  , para una constante b = b(f, W). 

En conjunto, estos cubos tiene un volumen total s < r" 	rp(k+1) ,  y para p(k + 1) > n esta 

expresión converge a cero al incrementar r. El volumen total puede, por lo tanto, hacerse 

arbitrariamente pequeño eligiendo adecuadamente una descomposición fina. + 

Sk+I 

(*) 
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2.12 Teorema: Sea f : R" —> RP  un mapeo diferenciable con p 2n . Entonces 

existe un mapeo lineal A:Rn —>Rn con norma arbitrariamente pequeña, tal que 

f + A : Rn —› RP es una inmersión. 

Demostración: f es una inmersión si los vectores (Df / Dx, (x), 	Df / Dx„ (x)) son 

linealmente independientes en cada punto x E R". 	Sea s S n tal que los 

(af ax,(x), 	af iaxs (x)) son linealmente independientes en todo punto. Considérese el 

trapeo 

0 : Rs x R —> R P  3 0(2„ ..., 23 , X) = 	af 	(X) 	 (x) 

	

,+, ' ax, 	axs+, 

Como s + n < p , 93(R5  x R") es nunca denso. Sea a E R P  , tal que a es pequeño 

a 0(R' x R"). Definase g(x) = f(x) + axs+, . Entonces 

ag  — af 
 

para i < s 
Dx, ax, 

ag _ af 

axs+, 

y para ningún x e R" se tiene que 

Entonces los vectores (Dg / axi ) son linealmente independientes en todos los puntos para 

i 5 s +1. El teorema se sigue por inducción. + 

Sea U c R" , KcU, K compacto. Sea CLK  (U) el conjunto de los mapeos 

diferenciables f : U --> R con la seminorma f K = el máximo valor sobre K de cualquiera 

de las derivadas de f, de orden menor o igual que k. Una e -vecindad de f consiste de todos 

los g E CkK  (U) con g — f < 	Estas e -vecindades dotan a Ck (U) de una topología, 

por lo que tiene sentido hablar de conjuntos abiertos, cerrados, densos. Sea 

Clc (U, RP)=C(U)x...x Clc  (U) 
p factores 

con la norma del máximo de los módulos de sus componentes. 

Y 

+ a , 
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2.13 Teorema: Sea K c U c R" , K compacto, U abierto, p k. 2n . El conjunto 5 de 

los mapeos diferenciables f : U —> RP , tales que Rg. (f) = n para x E K, es abierto y denso 

en CkK  (U, RP) para cada k. 

Demostración: Si f : U -+ RP es una inmersión, K c U , entonces considérese el 

mapeo 

U 	>R"P 

donde 0(A) = la suma de los cuadrados de los (n x n) -menores de la matriz A. La 

composición O  o Df no anula en K por hipótesis. Si f, : U --> R ip  es diferenciable y está 

suficientemente cerca de Df en K, entonces O  o Df, O para todo punto de K. Así, el 

conjunto 3 es abierto. El carácter denso de 3 se establece ya que se puede encontrar un 

mapeo lineal A, que es arbitrariamente pequeño en K, y tal que f + A es una inmersión 

(Teorema 2.12). + 

Nota: En topología, este resultado se establece diciendo que un mapeo U -+ RP , 

U c R" , p 2n , es casi siempre una inmersión. 

3. CONSTRUCCIÓN DE MAREOS DIFERENCIARLES 

{ O; para t O 
-+ 3.1 Lema:  Sea 2 : RR la función definida por 2(t)-=-- ii, ; 

	
. Entonces 

e para t > 0 

O 2(t) ..... 1, y 2 es diferenciable (un número arbitrario de veces) en todo punto. 

1 x(t) 

Figura 3.1: Gráfica de lafitnálin 2(1) = O, t ts" 2(t)= (11, t > O. 



(t) 
E 
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Demostración: La n-ésima derivada de A para t > O tiene la forma q(1 / t)• 

donde q es un polinomio de grado 2n. Todas las derivadas convergen a cero cuando t se 

aproxima a 0. Entonces, es diferenciable en el origen y la Serie de Taylor de A vale cero 

en ese punto. 4- 

Ahora, sean s > , y 	
2,(t) 

: R -> R definida por 0, (t) - 2w+ 2,(6 t)  . Nótese que Og  

es diferenciable, O 5_ O, 51, 0, (t) = 0 si y sólo si t 5 O , y OeØ5(t)=1 pata t 	. 

Figura 3.2: Gráfica de lasficncioner 2(t), 2..(6-0,3 	. 

Si13,1)1= {y E R" : y - x 15. 4 es la esfera cenada centrada en x con radio r, y E>O, 

entonces la función w : Rn 	R 3 y 1-3 1- 0,0 y - x - r) para x, r, E fijos, tiene las 

siguientes propiedades: O 5 y(y) 5_ 1, w(y) =1 para y E 13,[x] , y yi es diferenciable ya que 

en los puntos en los cuales y - x no es diferenciable, yes localmente constante. Además, 

w(y) = O si y sólo si y B,„(x). 

K(x,r) 

Figura 3.3: Gráfica de la función Ky). 
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3.2 Teorema: Sean C'(R" ) el conjunto de las funciones diferenciables R" --> R , 

gt,(x) el conjunto de gérmenes (R", x) --> R , y p. : Cm  (R") --> (x) el mapeo que asigna 

a cada función f su germen en x. Entonces px  es sobreyectivo. 

Demostración: Sea 	: (R " , x) --> R un germen representado por O : U —> R . 

Elíjame r, u > O tales que B„ 8[x] c U, y sea W  como en el párrafo anterior. Entonces 

= P, *W) y (0 • W)(Y) = O fuera de Brn  [x] , de forma que 0 • w puede extenderse a 

todo R" usando la función cero. + 

Nota: El teorema correspondiente para variedades diferenciables M", en lugar de R", 

también se cumple. 

3.3 Teorema: (Teorema de Whitney). Cualquier subconjunto cenado de Rn (o de 

una variedad diferenciable) es el conjunto de ceros de un mapeo diferenciable. 

Demostración: Sea A c Rn cerrado, y sea U = Rn —A su complemento abierto. Sin 

pérdida de generalidad, puede asumirse que U # 0 , así que U 	). Sea 
met 

yfrn  : R" —>R un mapeo diferenciable con wn, O y tal que iVm  (y)* O si, y sólo si, 

y E 13 ;,,  (x,„). 

Sea w : R" --> R definida por w(y) = y„,(y)- sm  , donde {ten  Ler  es una sucesión en 

R , y cada cm  > O se escoge de manera que cada derivada de En  y de orden menor o igual 

a m (nótese que sólo existe un número finito de estas derivadas para cada m) está acotada 

por 1 / 2' . Como ¿Km  y sus derivadas son no nulas únicamente en un conjunto compacto 

[x.„ , es posible encontrar dicha sucesión. La serie para w es entonces uniformemente 

convergente en todo R", y esto también es válido para cada una de las derivadas término a 

término de esta serie, ya que en cada punto de R" cualquiera de estas series está dominada 
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por 	2 rn  . Luego, se tiene que w es diferenciable y w(x) = O para x E A , ya que cada 

wn, (x) = O para x E A;  Además, w(x) # O fuera de A ya que al menos una w',„ (x) # O 

3.4 Definición: Sea A c 12.° , y sea f : A --> R k  . El soporte (o portador) de f es el 

conjunto Sop(f) = {x E A : f(x) # 0}. Es decir, x Sop(f) si 

: (A, x) 	R k  se anula. 

Y sólo si el germen 

3.5 Definición: Sea M una variedad diferenciable y {Aj ez. una sucesión de 

conjuntos en M. tAn  Ler  se dice que es localmente finita si para cada punto x E M existe 

una vecindad V, tal que VnA„ 0 para todos, excepto un número finito de n e . 

3.6 Teorema: (Teorema de la Partición de la Unidad). Sea M una variedad 

diferenciable y {U2.  LA  una cubierta abierta para M Entonces existe una sucesión de 

funciones diferenciables {0,, : M 	R}nEz, tales que O 0,, (x) 1, Sop(On  ) c U 4„)  para 

algún 2(n) E A, {Sop(0.)}„ez. es  localmente finita, y E (x) = 1, para todo x E M . 
'ter 

Demostración: M es localmente compacto con una base contable, entonces puede 

encontrarse una cubierta abierta {V, }ncz+ tal que V, c U 2•01) ' de forma que {V. }„er- sea 

localmente finita". Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que cada V. está 

contenido en una vecindad coordenada. Por el Teorema de Whitney, se obtiene una función 

positiva y diferenciable y„ M R con ri, (x) = O si y sólo si x V„ . Luego, 

Sop(rn  ) = V. Definase r(x) = Ir,,(x). Como r(x) > O y y es diferenciable ya que la 
ner 

suma es localmente finita, entonces puede definirse 	= / a . 

• Este resultado está relacionado con el Teorema de Sard: un conjunto definido por ecuaciones continuas es 
cerrado y cualquier conjunto cenado puede ser descrito por ecuaciones diferenciables. Ahora el Teorema de 
Sard afirma que no es probable que el conjunto solución de f(x) = b sea "problemático", para f diferenciable. 
•• Para una demostración véase Schubert (1964). 
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Nota: Al conjunto {(k, }net, se le llama una partición de la unidad asociada a la 

cubierta {u A }AeA • La suma E OT, está bien definida ya que cerca de cualquier punto 
ner 

solamente un número finito de las Ø„ son no nulas. 

4. GÉRMENES Y JETS 

Sea g(n) el anillo de todos los gérmenes diferenciables (R", O) --> R . Si C' (n) denota 

al anillo de los mapeos diferenciables R" --> R , entonces existe un mapeo sobreyectivo 

(n) —> &(n) 3 f 1--> Y . Considérese en C°" (n) el ideal a definido de la forma siguiente: 

a = {f e C`"(n) : f se anula en alguna vecindad de 0}. 

Como anillos, g(n) =Cc" (n) / a , y esto puede utilizarse para definir la estructura anillar de 

g(n). 

Sea M(n) = {f.  e &(n) : f(0) = O} . Entonces m(n) C &(n) es un ideal maximal y 

g(n)/ m(n) = R , definido por Y H r(0). En realidad, m(n) es el único ideal maximal en 

&(n). Para ver esto, supóngase Y s m(n) , entonces 7(0) = O y en alguna vecindad del 

origen, f(x) O para cualquier representante de Y . Se sigue que 1/f está definida, lo cual 

significa que Y es una unidad y no está contenida en ideal propio alguno. Sea 

C °̀  (M) = : M --> R 3 f es diferenciable}. 

4.1 Teorema:  Sea m(k) e g(n + k) el ideal de los gérmenes Y : R" x R k  —> R (en el 

origen), para los cuales 71n.,x{o}  = O , y sean (xl , 	x,,, yl , ..., y k  ) coordenadas en 

R" x R k , así que m(k) es generado por los gérmenes y, 	e., los gérmenes de 

(x, y) i---> y;  ). Entonces, Y E ni(k) si, y sólo si Te  = 	, con 	e g(n + k). 
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Demostración: Elijase 	un 	representante 

1 

hddt  f (x, ty)dt = J  
o 

f : Rn x 

k - • 

Rk  —> R k  

k 
dt 

1=1 

Entonces f(x, y) = (x, ty) 	y, 
\ 1=1 5Y1 

con f R.5(0)  = O . 

af  
J 	(x, ty)dt 
o ay, 

=Iyi  •fi  (x, y), con fi  (x, y) =--
af 

 (x, ty)dt diferenciable. 
1-1 

Una consecuencia importante de este teorema la constituye la propiedad que indica que 

6(n) es un R -álgebra. 

4.2 Definición: Una derivación de 6(n) es un mapeo lineal X : 6(n) —> R , tal que 

X(f • g) = X(f) • g(0) + f (0) • X(g). En particular, X(1) = X(1.1) = X(1) + X(1) implica que 

X(1) = O y X(c) = O para funciones constantes. 

Es importante indicar que la colección de todas las derivaciones de 6(n) es un espacio 

vectorial. 

4.3 Teorema: Los mapeos 
a af  

: &(n) --> R 3 te  1—> 	(0) forman una base para el 
o axi  

  

espacio vectorial de derivaciones de 6(n). 

	

n 	a 
Demostración: Supóngase que Á, e R , para i = 1, 2, 3, ..., n; y que EA, 

o 

Entonces EA. 	 = A, 	
a  

O y los 	son linealmente independientes. 
i1 	ax, o 	 att, o  

Por otra parte, sea X una derivación de 6(n) tal que X(x, ) = . 	Entonces 

= 0 . 

Y =X 	
a 

,„=1 ax o 
es también una derivación y Y(x;  ) = O. Si Y e 6(n) se escribe como 

  

= f(0) + Et,T, , se tiene que Y(r) Y(f(0))+ 
	

( • 0 = O + Y(Y, )-1:(0) + 

a +Itt (o).Y(0 = O . Por lo tanto, X = EA 
ax, o 
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4.4 Notación: Sea a.(a„...,a„), y sea (a, fi) = 	a„, 	• fk )  

respectivamente, con a„ E N . Entonces se usarán las siguientes notaciones: 

cc!= a, !...a„!, 	O! = 1 por definición, 

a =a + +a 

Daf = al= orden de Da  , 

alaHfil 
Da' fi f = 	  f, con 

axial 	n n aYI A  • aYiA  
a = orden de Da , 

a-8 	a az 	a. 13, P2
Y1 Y2 ...Y Plc (X2 Y) 	= x1 13(2 	Xn 	 k • 

4.5 Teorema: Sea m(k) e g(n + k) el ideal de los gérmenes Y 	x R k —> R (en el 

origen), para los cuales 
lin  x(0) 

= 0 . Entonces m(k)' = 	g(n + k): Da' pf 
Ra x(01 

O para 

todo a y para todo fi con fi <s }, y éste es un ideal generado por los monomios 

fi = s - 

Demostración: 111(k)' = fr e g(n + k) : f Ef 	, con fAi  E m(k)}, y el segundo 

enunciado se deduce de inmediato. De la regla del producto, f E m(k)' 	Da' Pf 	= O 
R°  x[0) 

para ft < S . 

Si, por otra parte, ft Pf 
R°x¡0) 

= O para todo fl < s , entonces f e m(k)'-' (por inducción) 

y f = 	fp? . Es suficiente mostrar que fp  e m(k), i. e., f p  
Ft" x(01 

= 0 para todo /3, 

= s —1. Si algún fp°  0, entonces Da' fic'f Ilt'fi'ffiyfi = 	foo  O en 
12° x(0) 

 

4.6 Definición: Considérese el siguiente diagrama (nótese que m k  C tni  para k 1): 
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g(o)/111(10k  
&(n) 

g(n)/tn(n)i  

4, 

&(n)/M(n) = R 

La imagen iki (t) de Te  e &(n) es llamada el (k-1)-jet de T , denotado usualmente por . El 

cociente &(n) m(n)k  es llamado el R -álgebra de (k-1)-jets. 

Dos gérmenes definen (o tienen) el mismo k-jet en el origen de R", si sus derivadas de 

( 
Daf (0) 

orden mayor que k son idénticas. Nótese que, jk  (f) 	 xa 
 

jk 	 (el polinomio de 
\laisl al  

Taylor de orden k), y dos polinomios de grado menor o igual que k tienen el mismo k-jet si y 

sólo si son iguales. 

4.7 Definición: Un germen Y e m(n)k  se dice que se anula de orden k (es decir, 

posee un (k —1) -jet nulo). El símbolo o(k) se usará en ocasiones para denotar a un germen 

que se anula de orden k. 

Se mostrará que cualquier k-jet se representa por un polinomio de grado menor o igual 

que k. Estos polinomios se suman y multiplican en el sentido usual, excepto que los 

términos de orden mayor que k son omitidos en el producto. En particular: 

5(n)/ in(n)k-E1 _ n[311, ..., XnIAXI, 	Xn)k-F1 

Donde R[xl , 	xn  1 es el anillo de polinomios en x„ 	xn  y (xl , 	xn  )1(+1  es el ideal 

generado por {x„ 	x„ } elevado a la potencia k +1. Además, jk  (f) es el polinomio de 

Taylor de orden k para f, evaluado en O e R" . De forma general se tiene que: 

g(n k)/111(k)5+1  = 6(n) [Y, 	Y n /(Y • • Y. 

Ti-* R".(01 
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donde (y1 ,..., y,,) es el ideal en el £(n)-álgebra &(n)[yI , ..., y.] generado por 

{Y-1, 	Y.}• 

Definase m(k)m  = n.(k), ,g(n + k) . Usando el teorema anterior, un germen 
s=, 

: (R" x Rk , 0) 	R pertenece a ltt(kr si y sólo si, para un s e Z+  arbitrariamente 

grande, Y posee una representación f = 	foyft . Es decir, si y sólo si todos los gérmenes 
I fil=i 

Da' Pf se anulan en IV x {0} . 

4.8 Definición: El anillo S(n)][y„...,y„]] se llama el anillo de series de potencias 

en las variables 	, 	ya  sobre el anillo g(n). Para n = 0 esto es R][xi 	x„ fi, es decir, 

para cualquier serie de potencias dada (no necesariamente convergente) existe una función 

cuya serle de Taylor desarrollada alrededor del origen es exactamente esta serie de potencias. 

4.9 Teorema: (Teorema de Borel). Sea m(k)m z g(a. + k) definido como en el 

párrafo anterior. Entonces 

5(n+k)/m(kr =g(n)[[Yi,•-•, ynl],  

f 1—> ID"'fif 	-re  / fi!. R. x(0) 

	

Demostración: El mapeo g(n + k)/111(k) °̀  —>1;(n)[[y„ 	y„]] es inyectivo, ya que si 

f e g(n+ k) y D"'fif 
Ft° x(0) 

= O para todo 13, entonces el teorema anterior asegura que 

f e m(k)5  para todo s. Sólo resta demostrar que para cada /3 = 	..., ,l3k  ) , dado el 

germen 	ro  : (R" , 0) —> R , existe otro germen 	71 : (Rn x Rk , O) --> R 	con 

IR.xto: 	P. 

	

En efecto, se seleccionan representantes fo  : R n  —> R para 	con soportes compactos en 

K(0, 1) . Considérese una función 0:Rk  —>R, con O .“ 1, Ø(y) = 1 para y 	2, 

0(y) = O para y 	1. Sea y =(y1 ,..., y k ) y 
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o(

1

) 
(*) 	f(x, y) — 	

f 
	 y 0 (t « y ) , para 1 < to  R 

fi  /8 

Asúmase que la sucesión t = tim  puede ser definida de forma que la serie 

(* *) 	Da  ( ffi 	(x( )  y"  0(1ft • 1r )\  
fi 	fi 

sea uniformemente convergente para cada a = (a, 	a n, k ) . Entonces f estaría bien 

definida y sería diferenciable, y la ecuación (*) podría  derivarse término a término Como el 

germen de ql(to  • y) es igual a 1, esto implica D°'1fiR.xto1  = 7:6  , como se requería. 

Se ha probado que una sucesión {ti o  } que crece suficientemente rápido, hace que la serie 

(**) sea uniformemente convergente para todo a. 

Para esto, escríbase el fi -ésimo término de (*), ti o  > 1, en la forma 

(x 
(1/ti 01 )1  Pi f fi (

) 
 (ti o 	y)fi  • ql(t i  o  1  y) = (1 / t i o  )1ft  I • fo  (x) • vo  (t i ni  • y) 

11  

Las funciones 11/ 	se anulan fuera del conjunto { 1 ti  o • y 1 	Ahora sea 

Mn  = máxl Da  (fo  (x) • wn (y)) I a I < /3 1}. Nótese que Sop(foro  ) c {(x, y) : x Y < , 

y que existe sólo un número finito de a con a 
	

fi 1. Entonces Mn  existe. 

Como t / ni  > 1, se sigue que para a 
	

fi , el fi -ésimo término de (**) es menor, en valor 

absoluto, que (ti o 1  )1  I •(1 / ti o  )1 fi l -1\10  <M0 / ti o  (recuérdese que a = (a „ ..., a „,,k )). 

Fique una sucesión sn  > O , tal que E sn   converge y selecciónese ti o  > Mo  / go  . 
fi 

Finalmente, para a < f el fi -ésimo término de (**) está dominado por go  . 

Las series de potencias forman un anillo Rkici  , 	x„ 11. Este anillo se denotará por 

g(n), con elementos É, g, .... El =apeo en el Teorema de Borel 

	

g(n) 	S(n)/m(k)m  = g(n) 

será indicado también por Y 1—> . 
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4.10 Definición: Si É 

producto de É y g 

f.g=Z Z(fo  + gr )x" . 
a 13+y=a 

raxa  g=  

se definen, 

gax“ con fa , g, E R , entonces la suma y el 
a 

respectivamente, por É+ g = E (fa  +ga )ita  , 

4.11 Definición: Si T e 5(n), entonces j(f) = (f) = es llamado el jet (o 00-jet) de Y 

en el origen. 

4.12 Propiedad: El mapeo 5(n) --> g(n) es un homomorfismo entre álgebras. 

Demostración: Sean É = p + m , g = q + r , con p, q polinomios; m, r e tit(n)kti 

Entonces É+g = p+q+m, , con MI  E m(n)k+1 , por lo que (f + g5 = (p + q5 

= p + q(mód "ti)
k+1

)
, 

ya que la expansión de Taylor deja invariantes a los polinomios. 

Similarmente, 	= pq +m,, con ni2 e ni(o)k+1 .  Entonces, bajo el mismo argumento, 

(fg) = (pq) = pq(mód m(n)k+1 ) . • 

4.13 Propiedad: g(n) posee un único ideal maximal tft(n) = {É e g(n) :1(0) = O} . 

Demostración: Si É tt tft(n), entonces = fo  -(1— fi. ), con fl  e tft(n), O fo  E R, y 

esto produce la serie de potencias 1/É = 1 /fc, •(1+ + f12  +...) (con los monomios escritos 

en orden creciente). Por lo tanto, É tft(n) z É es una unidad r> Y es una unidad. • 

4.14 Propiedad: El ideal tft(n) está generado por x, , 	x„ (cada monomio es 

divisible por algún x;). Además, Ift(k)`° = nift(ky = {O}, ya que toda serie de potencias 

tiene grado igual al menor k e,..Z+ tal que f = fo  xfi  y fp  0 para fi = k . 
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Demostración:  Nótese que gr(t • g)--= gr(t) + gr(g) (por definición, gr(0) = ce ). Toda 

serie de potencias f.  e tft(n)k  tiene grado mayor o igual a k, de forma que i E tft(n)' implica 

que gr(P) k , para todo k, i. e., t = O . 

4.15 Definición:  Un a -módulo M se dice que es noetheriano si para cada cadena 

ascendente de a -submódulos de M, M, C M2  C M3  C. , existe un entero positivo k tal 

que M k  = Mk+1 r-^  Mk+2 =.... Un anillo a es noetheriano si, entendido como a módulo, 

es un -módulo noetheriano. 

4.16 Propiedad:  g(n) es un anillo noetheriano. Más aún, 1(n) es un dominio de 

factorización 	+ 

Estas dos últimas propiedades son falsas para 8(n). En realidad, el ideal Itt(nr c 8(n) 

no está finitamente generado. 

4.17 Teorema: (Lema de Nakayama). Sea a un anillo conmutativo con elemento 

identidad 1, tal que a posee un único ideal maximal m Supóngase que A es un a -módulo 

finitamente generado. Entonces, ni • A = A A = O . 

Demostración: Si zem, entonces 1+ z es una unidad. De otro modo, 1+ z e 1tt 

significa que 1+z debe estar en un ideal maxirnal, lo que implica que 1 e m. Si a1 , 

son generadores pata A, entonces por hipótesis, existen Z ji  e In tales que a, = 	z a , que, 
1,1 

escrito en forma matririal es a = Za , i. e., (Z — Da = O , donde I es la matriz identidad, y 

Z= [zJ.  

Ahora, det(Z — I) es el polinomio característico de Z evaluado en el punto 1, y es igual a (±1 

+ suma de productos de elementos de Z) = ±1+ z , zem. 

Entonces det(Z — I) # O , así que Z — I es invertible, y por lo tanto a = (a l , ..., a ) = O, es 

decir, A = O . + 

• Para una demostración véase Bourbaki (1970). 
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Nota: Si a = É(n), entonces se puede tomar para A cualquier ideal ya que el anillo es 

noetheriano Sin embargo, no todo ideal en 5(n) está finitamente generado. 

4.18 Corolario: Bajo las mismas hipótesis del teorema 4.16, sean B, C a -módulos tales 

que A,BcC. Entonces, AcB+M-AAcB. 

Demostración: AcB+m•A implica A/AnBc(B+rtuA)/B=nr- (A /A nB). 

Por el Lema de Nakayama, A/AnB=0 y entonces A=AnB, es decir, A c B. + 

Retomando a los anillos en estudio, sea 5(n, p) el anillo de los gérmenes 

(R", 0) —> RP 	5(n, p) = 5(n) x 5(n) x ...x 5(n) (el producto consta de p factores), y 

sea g(n, p) 1(n) x g(n) x x g(n). 	Así, se tiene el mapeo j : g(n, p) 	É(n, p) 3 

(T, 	) 1-4 (f„ , ) . Dados los gérmenes (R", 0)— T  (R O)  g >R 9 , entonces 

go (R", o)  R q es un germen, y, correspondientemente, para las series de potencias 

É = (É„ 	Ép  ) , É, e tft(n) , y g =(g„...,g,), gi  E g(p), existe la composición 

goPE g(n, q) : (g a É), = g, (É, (x), 	(X)) . La igualdad (go fS =Aot usualmente se 

conoce como la regla de la cadena generalizada (la demostración es semejante a la del 

producto de jets). 

Un elemento £ E 1(n, p) puede derivarse término por término con respecto a todas las 

variables. El jacobiano DÉ(0) está dado por la parte linealizada de É . He aquí un teorema 

de función inversa. 

4.19 Teorema: f e 1(n, p), É(0) = O, es invertible con respecto a o si, y sólo si, DÉ(0) 

es invertible (por lo que n = p). El elemento identidad de g(n, n) bajo o es la n-tupla de 

series de potencias (x, , 	x. ). 

Demostración: () Si (É o A)(x)=x, entonces DÉ(0) • Dg(o) = 1, por lo que É 

invertible implica DÉ(0) invertible. 
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() Si DÉ(0) es invertible, elíjase Y E 6(n, p), con j(Y) = I, de forma que (Y' o 11)(x) = x, 

(Y Y-1)(y) = y , entonces (f 	f)(x) = x , (P 0 U' )(y) = y . 

El teorema anterior es válido sobre un campo arbitrario, y su demostración es mucho 

más simple que la correspondiente al Teorema de la Función Inversa". 

Un germen diferenciable Y : (R", 0)1—> (RP, O) define un homomorfismo entre álgebras 

f : G(p) —› 8(n) 3 F---> 0 Y ; y un jet f e An, p), t(0) = O, define un homomorfismo 

correspondiente f : g(p) —> g(n) 3 q3(y „ , y p  ) 1-4 q3(f, (x „ , ), , fp  (x „ , x. )) . El 

homomorfismo de anillos f` transforma 6(p) en un módulo sobre 8(n) de tal manera que 

si E &(p), qi E S(n), entonces rri • qi = f *(1) • / = (qT o  Y) • fi E g(n). Similarmente para el 

homomorfismo É.  

4.20 Teorema:  Sea Y : (R", 0) —> (R P , O) un germen diferenciable. Entonces los 

siguientes son equivalentes: 

Y es invertible. 

f* es un isomorfismo. 

1* es un isomorfismo. 

Demostración:  ((i) 	(ii),(iii)) Nótese que (g o f)" = f g* y 1* = 1, de forma que * es 

un functor, el cual transforma isomorfismos en isomorfismos, y la implicación es una 

consecuencia inmediata. 

((i) z> (i)) Conversamente, el homomorfismo entre álgebras f : 8(p) 8(n) define un 

homomorfismo d(f) del espacio vectorial de derivadas en 8(n) al espacio vectorial de 

derivadas en G(p), dado por d(f)(X) = X . f : 8(p) —> R O bien, con respecto a la base 

canónica en este espacio vectorial 

     

L 1—› 
Of a 
-- 

o  ax ay , 
d(f)= 	 

ex ;  
a(f*/) 

0 	ax 
3(107) 

o ax o 
i. e., d(f) : 

 

    

" Véase Bourbaki (1970). 
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Por lo tanto, la matriz de d(f) con respecto a las bases canónicas para los espacios 

vectoriales es la matriz jacobiana [pf / ex, o J. Así, s f* es un isomorfismo entonces d(f) es 

un isomorfismo y DT es invertible, por lo tanto T es invertible. 

Similarmente se prueba ((iii) 	(i)). 

5. EL TEOREMA DE LA DIVISIÓN 

5.1 Definición:  Sea kr, 	un conjunto de variables indeterminadas, y sea {a, }:1  otro 

conjunto de variables definidas por 

n(x- ct, ) 	,con cro  =1. 
i=o 

La expresión (-1)' a;  (a„ 	a„) es llamada la Pésima función simétrica elemental. 

Considérese el mapeo a : C" —> C" 3 (a„ 	(cr„ 	cr„). 

5.2 Lema:  Pasa cada s.  > O , existe S = 8(8) > O tal que cr, < S , para i = 1, 2, ..., n 

x < E' para x que satisface En 	= O. Es decir, si los coeficientes de algún 
i=o 

polinomio convergen a cero, entonces todas las raíces del polinomio convergen a cero. 

Demostración:  Sea p(x) = 
i=0 

n( 1+ a' 	±
Cr2 
	±...1- 

u
" , para x = O . Si 

	

x xz 	x" 

x E y los o-, son suficientemente pequeños (menores que 8(£)), entonces la suma 

± 
CY 
	±...± -n-  es pequeña y (1+ ...) O. Por lo tanto, p(x) O . Así, si p(x) = O y 2 

X X 

los o-  son suficientemente pequeños, entonces x <u. 
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Nota: Este resultado indica que si se asigna una raíz a cada polinomio, entonces el 

mapeo que envía los coeficientes del polinomio en la raíz, es continuo en el origen, sin 

importar la regla de asignación utilizada. La relación entre los coeficientes de un polinomio y 

sus raíces puede describirse como sigue: 

5.3 Definición: Para cualquier espacio topológico X, definase el n-ésimo producto 

simétrico por: 

SPn (X) = (X x X x ...x X)/ 

donde (x1 , 	x") (x,ro)  , 	x, (o) ) para cualquier permutación ,r de los números 

1, 2, ..., n . Una clase de equivalencia en SP" (X) se denotará por n., 

5.4 Teorema: (Teorema Fundamental de Álgebra). Sea SP" el producto simétrico 

sea S2  = CP' = {[a.;  , b, ]} en coordenadas complejas homogéneas. 	El mapeo 

a 	 a 
SP" (S2  ) —> CP" 3 	[a i  , b i  ] 	[co  , 	c„] , donde fi (xa, — 	)= 	c, 

i=o 
es un  

homeomorfismo. 

Demostración: La continuidad del mapeo es trivial. Los c, son polinomios en los a Y 

los bk  . El mapeo también puede escribirse como n(xa, 	) = Xe, x' . Como 
i=o 

S2  x x S2  es compacto y CP" es un espacio de Hausdorff, el mapeo del cociente 

SP" (S2 ) a CP" es un homeomorfismo: es continuo y biyectivo.. • 

5.5 Definición: El conjunto de todos los (al , ..., cr.) e C" tales que el polinomio 

0-,x" , eso  =1, tiene menos de n raíces complejas distintas, es llamado el conjunto 
=0 

discriminante de C" 

" La inyectividad significa que los coeficientes de un polinomio determinan las raíces, mientras que la 
sobreyectividad significa que cada polinomio sobre C se descompone en factores lineales. 
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5.6 Nota: El conjunto discriminante es cenado y nunca denso. Si u E C" no está en 

el conjunto discriminante y a  es una raíz de pc(x)-= Ets,x 	entonces 

pv  (x) = (x — a)g(x) y - 
ax

- (a) = g(a) x O. Entonces la ecuación Is,x = O puede 

resolverse en alguna vecindad de s = o- , x = a , para x por una función analítica. Así 

: (s „ 	s., x) t—> (s „ 	s., ps  (x)) es una transformación local de coordenadas alrededor 

de s = a , x = a y define la fruición (s„ 	s. )1—> (r -1 (s„ 	s„, 0))„, , la cual expresa una 

raíz de I:), como función de los coeficientes s (aquí se utiliza el Teorema de la Función 

Inversa para funciones complejas). 

5.7 Nota: El conjunto {(cr,  , 7) e C" x C : pe. (z) = O} c C" x C es siempre una 

subvariedad de codimensión compleja 1, y codimensión real 2 (el resultado correspondiente 

para el caso real también es válido) Esto se debe a que dicho conjunto es también el guío 

de la función C"-l x C —> C dada por a. (o-,, 	z) = 	. 
ino 

5.8 Ejemplo: Sea n = 2 , y sea por conveniencia pc,. (z) = z2  + 20-iz + a2. El conjunto 

discriminante y el conjunto {pa  (z) = O} contienen ambos al origen de C" x C (Figura 5.1). 

Como espacio vectorial real, C a R 2  . Sea f : C --> C diferenciable (como mapeo real), 

Y tómese las coordenadas usuales z = x + iy , z = x — iy (o, equivalentemente: 

x = 1 / 2(z+ z), x= —i/ 2(z —z)). 

La diferencial de f puede ser escrita como df = 
af 

-dx + 
af  
---dy = 

13f 
dz + 

af 
 dz , donde, por 

ax 	ay 	az 	az 

af 
definición, 

az 
= 

1 

2 

af 

,,ax 

af v  

ay, 

af 

az 

1 1  

2 

(3faf 

+ 

. 

ax 	ay, 
. En particular, df es proporcional a dz 

<=› af Da = O c las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen = f es holomórfica 

(analítica). 
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Curva de Intersección 
(tangencia!): 	= - 

/ 

Discriminante 

Figura 5.1: El conjunto {p 0N:7:O} para el caso o = 2. 

5.9 Teorema: (Fórmula Integral de Cauchy). Sea f : C --+ C un mapeo 

diferenciable, sea D el círculo cerrado unitario, y C E Int(D) . 	Entonces 

fg 	
I r f(z) 

dz + - 
1 rf  az dz dz ". • ) = -22ri ur?„)) z — 	27zi z — 

5.10 Definición: Un polinomio normalizado P e g(n)[ t] cuyos coeficientes a están 

en tn(n) se dice que es un polinomio distinguido. 

" Para una demostración véase Conway (1973) o Marsden (1973). 
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El párrafo anterior implica que si un germen en S(n + 1) tiene una serie de Taylor no 

nula entonces, en coordenadas apropiadas, este puede escribirse como el producto de un 

polinomio sobre S(n) y una unidad. Para el caso analítico, este hecho puede utilizarse para 

deducir propiedades para &(n) en forma inductiva, a partir de propiedades de los 

polinomios. 

5.11 Lema: Sea R c C la inmersión estándar, y f :RxR" --> C diferenciable con 

soporte contenido en la esfera unitaria. Entonces existe una función diferenciable 

F:CxR" ->C con F RxR. = f , y tal que aF / az :Cx11" -*  C se anula de orden infinito 

en R x R". 

Demostración: Sea z = x + iy , y definase 

or, 	a j, 	y  
F(z) 	f(x) • -.- 0(t i  • y), 

i-o \ ex 	11  

donde Ø(y) =1 para y 	• 4(Y)= 0  Pata iY 
	1 y la sucesión {ti  j, se incrementa de 

forma tan rápida que la serie es diferenciable término a término, y entonces F(x) = f(x) para 

cada x real. Como 

a a a 	a a 
2--=  	 + 
az ax ay 	ay, 

entonces 

2 a 	( a  

i az
F(z) E i 

) 

 F.0 ■ 
f (x) • Y  [0(t Kti • Y)1+ tp  i 	jj f(x)i. 	• )  14'(t- •y 

j,0  

y en ambas series cada término se anula en alguna vecindad de y = O, ya que 0(t, y) tiene 

valor constante igual a 1. .4 

5.12 Lema: Sean u, v : R"' x R" x R k --> C funciones diferenciables con soportes 

contenidos en la esfera unitaria, y tales que (u - y) se anula de orden infinito en 

{O} x {O} x R k  Entonces existe una función F : R m x R" x 12 k  -> C tal que (F - u) y 

(F - y) se anulan de orden infinito en {0} x R" x k yRmx {0} x R", respectivamente. 
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Demostración: Sea D '0'1' (u — v)(0, y, z) = fa  (y, z) y sea F(x, y, z) = v(x, y, z) + 

a 
X 

fa (375 z) •  -- • 
(a0,0) 	a! 

tia x), donde t 	se incrementa rápidamente y 0 = 1 para j x < 2 , 

0 = O para 	1. La serie puede ser diferenciada término a término. Todas las derivadas 

de fa  se anillan en y = O, y D'3 F(x, O, z) = Dfiv(x, O, z). En x = O, se tiene que 

D ' a' F(0, y, z) = Da'''''13 v(0, y, z) + Da' fa,  (y, z) 	lifl'a1'a3v(0, y, z) + 

Dan a2'a3  (U — V)(0, y, z) = 	u(0, y, z). 

5.13 Teorema: (Lema de Extensión). Sea f : R x R" --> C un mapeo diferenciable 

con soporte contenido en la esfera unitaria. Entonces existe un mapeo diferenciable 

F:CxR" CP —> C tal que: 

(i) F(t, x, 	-= f(t, x), para (t, X) R n+1  C C x R" 

(ii) DF / az se anula de orden infinito en los conjuntos {(z, x, 	: Im(z) = O} y 

{(z, x, 	: P(z, 2) = 0/ 

Demostración: Sea f : R x R" 	C una función diferenciable dada (con soporte 

compacto) y sea P : C x CP --> C un polinomio dado de la forma 

1 	 P)(X,2)=XP +ZAZ 

Se desea extender f a F:Cx 	x CP —> C de tal manera que alaz se anule de orden 

infinito en {Im(z) = O} y {P = O} . La demostración se hará por inducción sobre p = gr(P): 

Para p = O, f debe extenderse de tal forma que Fí  = OF / az se anule de orden infinito en 

todo el eje real. Esto es posible gracias al Lema 5.11. Seguidamente, asúmase que el Lema 

de Extensión es válido para p —1. Hágase un cambio de coordenadas de C x CP en el 

origen por medio de la transformación 

(z, 	, 	/1.p ) i--> (a, 21 , 	Ap_, , P(z, 2)) = (a, 2,1 , 	. 

En las nuevas coordenadas, el operador a/az se vuelve 

L = -
a 
 + (z, 	- 
z 
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donde P' es la derivada de P (nótese que P' es independiente de 2p ). Ahora, constrúyase 

dos funciones diferenciables con valores complejos 

v(z, x, A') = u(z, x, 2', p), z C, 	 xe 	, 

con las siguientes propiedades: 

(I) v(t, x, A') f (t, z) , para t E R 

(II) av / az se anula de orden infinito en {Im(z) = O} . 

(III) u=v para p = O . 

(IV) L(u) se anula de orden infinito para p = O. 

(V) (u — y) se anula de orden infinito para Im(z) = Re(p) = Im(p) = O . 

Con esta construcción completa, el Lema 5.12 proporciona una función diferenciable 

F(z, x, , p) la cual satisface que (F — v) se anula de orden infinito en Im(z) = O , en 

particular, L(F) se anula de orden infinito yh=v=f en Im(z) = O (Aquí se usó (II) y el 

hecho que av/ 5,u --=.= O). Además, (F — u) se anula de orden infinito donde p = O. En 

particular, por (IV), L(F) se anula de orden infinito en ji = O. 

A continuación se procede a la construcción de las funciones v(z, x, 2I) y u(z, x, Á.' p): 

Elíjase v = v(z, x, A') usando la hipótesis inductiva, de forma que (I) y (II) se satisfagan y 

y- se anule de orden infinito cuando P'(z, 2') = O ó Im(z) = O . Luego, definase 

u = 	a 
— — v z, 	• 0(ti  • p) 

ro  P az 

donde, por convención, el primer término de la suma es cero cuando V= O y j 1. En esta 

definición, O  es la función definida en 5.11 y it1  se incrementa suficientemente rápido para 

que los sumandos sean diferenciables. Se sigue que u es diferenciable y que (III) se satisface. 

Calculada término a término L(u) es: 

( a 	a` 	 1 a 
L(u) = P'• 	+__ u = 	_ _ 	v(z, 

	

P' az ap, 	 Paz 11  
[0(t • p)- 	p + 

„r, 	ji  
+ P1 2 j(— 	

a 
v(z, )- 	t - a  (t • p) 

P' az 	 p 1=0 
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Nótese ahora que tb es localmente constante alrededor de p = 0, y que todos los sumandos 

se anulan localmente. Esto demuestra (IV). Para probar (V), debe tenerse en cuenta que, 

como v satisface (II), u(z, x, 21 , 12)— v(z, x, 2')Ø0 (t0  • p) se anula de orden infinito en 

Im(z) = O . En cualquier punto donde p = O , evidentemente v — v • 0(t 0  • ji) se anula de 

orden infinito. • 

Nota: La condición (ii) anterior establece que la expansión de Taylor del mapeo óF / az 

se anula en esos puntos. Ahora se prueba el resultado principal de la sección: 

5.14 Teorema- (Lema Especial de la División). Sea Y : (R x R", —> C un 

germen diferenciable, y sea P : (R x CP, O) —> C el germen asociado al polinomio 

P(t, = tP + A je" . Entonces existen gérmenes Q, R : (Rn.' x CP, O) —> C, ambos 

diferenc ables, con R(t, x, (x, 2.)tP-  , tales que se cumple la siguiente división con 

residuo: 

T(t, x) = Q(t, x, 2) • ii(t, 	+ R(t, x, 	. 

Si 7, X son reales, entonces Q, R pueden ser elegidos reales. 

Demostración: Considérese primero el caso clásico: para un x fijo, la función f(t, x) 

es analítica en t E C (como es usual, aquí f es un representante de r). De la Fórmula 

Integral de Cauchy se obtiene 

f(t, x) = 	1 	f f (2
'

x)  dz 
22li Fr(D) 	t 

Aquí, y en lo que sigue, D denota un disco circular que condene a todo t pequeño y a todas 

las raíces de P(t, A.), para A pequeño. Este disco existe por el Lema 5.2. 

P(z, 2) — P(t, 
El polinomio (en las variables z, t)  	— r(z, t, A) es analitico y, como 

z — t 

polinomio de t, tiene grado menor que p. 

Esta ecuación establece la siguiente identidad entre funciones racionales: 

(*) 
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1 	P(t, 2) 	+ r(t,z, 2)  

z — t (z — t)• P(z, A) 	P(z, 2) 

Sustituyendo (**) en (*) (el denominador no se anula en Fr(D) si t y Á, son suficientemente 

pequeños). Esto implica el Lema de la División Holomorfa (Analítica): 

í 	f(z, x) 	1 	í f(z, x) 
f(t, x)= P(t, 2)  	 dz +   r(t, z, 2)dz . 

2m 0,(-/D)  (z — t) • P(z, 2) 	221i u„(.1,,)  P(z, 2) 

Q(t, x, a> 	 11(t, a. 1) 

R es un polinomio en t con grado menor que p (el integrando es un polinomio en t y los 

coeficientes están integrados respecto a z). Esto completa el Lema de la División 

Holomorfa. 

Para probar el resultado correspondiente al caso diferenciable, se usará la versión de la 

Fámula Integral de Cauchy dada anteriormente y el Lema de Extensión. De la Fórmula 

Integral de Cauchy: 

F(z, x, í 	2) 	 , 
f(t, x) = F(t, x, 2.) = 

1 	 1 	x 2) 
dz + 	 dz dz 

27i. -I 	z — t 	22zi 1) 	z — t Fr(D)  

dondee  F 	F / az , y D es como antes. Al hacer la sustitución de 1/(z — t) dada en (**) 

para obtener r =Q-P+R, donde 

1 	í 	F(z, x, 2) 	1 	F(z, x, 
Q(t, x, 2) =  	dz + 	 dz dz , 

22-4 Fr(-/D)  (z — t) • P(z, 2) 	227i (z — t) •• P(z, 2) 

1 r 	 1 	 z 
R(t, x, 2) = 	F(z, x, 2) 

(t, z, 2) 
dz + 	fF;  (z, x, 2) 

r(t, , 
	dz dz 

2m Fr(D) 	P(z, 2) 	2m D 	P(z, 2) 

Los denominadores no se anulan en Fr(D), por lo que las segundas integrales definen 

mapeos diferenciables. Es suficiente mostrar que la función 

F-
2 	
(z, x, 2) 

g(z, t, x, 2) = 	 , g = O para z = t, ó P(z, Á) = O , 
(z — t)• P(z, 2) 

es diferenciable. Cada derivada parcial de g es, en cualquier punto donde el denominador no 

se anula, una suma de funciones de la forma F0 (z, x, 2)/[(z — t)P(z, .1.)]k  , donde F„ se anula 

para todo orden en {Im(z) = O} y {P(z, 2) = O} . Aquí se usó el hecho que el denominador 

es analítico en todas las variables, así que 
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a 1 a 1 
a Re(z) 3.. (z — t)- P(z, A) óz (z — t) • P(z, 

y similarmente para las otras variables (se puede aplicar la regla del cociente formalmente). 

Ya que Fc, se anula para órdenes arbitrariamente grandes en {Im(z) = O}, se tiene que 

(z, x, A) = (Im(z))' F, (z, x, A) , con 1 arbitrariamente grande. F, se anula de orden infinito 

en {Re(P(z, .1,)) = Im(P(z, 2)) = 0{ y puede escribirse como: 

= Re(P(z, 2)Y F2  (z, x, A) + Im(P(z, 2)Y F3  (z, x, A) , 

con 1 arbitrariamente grande (nótese que (Re(P), Im(P)) pueden introducirse como 

coordenadas locales). Ahora, cuando (z, t, x, A) se aproxima a un punto en el cual 

(z — t)P(z, 2) = O se deduce que 

F2  • Re(P)i  - 	( ) 
Tm  'z' --> O , para 1 > k 

((z — t) • PY 

Lo mismo ocurre para el segundo sumando 

F3  - Im(P)'-Im(z)' 

((z — t) • Pr 

Así, todas las derivadas de g convergen a cero cuando el denominador tiende a cero, y 

entonces g debe ser diferenciable, con derivada O cuando el denominador se anula. Esto 

establece que Q y R son ambos diferenciables. Si A es real y f toma valores reales, entonces 

se puede tomar la parte real de la ecuación 

f(t, x) = Q(t, x, A) • P(t, 	+ R(t, x, 

para obtener la división (real) 

f =- (Q + Q)P + (R + R) 

6. EL TEOREMA DE PREPARACIÓN 

6.1 Definición: Un germen diferenciable se dice que es p-regular (con respecto de t) si 

R (01 	y 
e 111(1)P   Ti 

RI C nt(lyn  . En otras palabras, xO) 
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a 	 P 	a"  
r(0, O) = 	.r(0, O) 	

a 	
7(0, O) = O, -- 71(0, 0)* O. 

arr 	 atP  

Para el jet de Y , esto significa que f(t, O) = atP + términos de orden superior, a = O . 

6.2 Teorema: Si T.  e g(n +1) y = j(f) x 0, entonces existe un isomorfismo lineal h 

de R";1  y un entero p tales que Y e li es p-regular Además, p se puede elegir como el 

menor número que satisface Y E m(n +1)P y Y m(n +1)PtI  . 

Demostración: 1 = 0(x1 , 	xpti  )+ w(x„ 	x,,), donde 0 = O es un polinomio 

homogéneo de grado p y ye m(n +1)P 1 . Elíjase a = (a l , ..., ap41) O tal que 0(a) = 0, y 

elíjase un isomorfismo lineal h : 	—> Rn+1  tal que h(1, O, ..., O) = a. Entonces 

r o iv(t, o, ..., o) = 1(ta „ 	, ta ) t P 0(a, , 	, „4, ) + w(ta) , con w(ta) E In(n +1)Pti  

6.3 Teorema-  (Teorema de la División de Malgrange). Sea Y : (R x R', O) --> R 

un germen p-regular con respecto a la primera variable. Entonces existen gérmenes 

u„ 	up  E M(n) , y existe una unidad Q E g(n +1) tales que 	= Q , 

Pu  (t, x) = t "  ZUI (X)t 

=1  

Demostración: Háganse los coeficientes = (21 , ..., ) e RP del polinomio general 

un nuevo conjunto de variables Por el Lema Especial de la División (división con residuo), 

se tiene: 

(1) 	nt, x) = Q1  (t, x, A) • P(t, 2) + R(t, x, 

con P(t, A) 	Ai tri , 20  =1, y R(t, x, 	i j(x, 2.)t . El problema es sustituir los 
p0 	 Í=1 

gérmenes U, (x) por los 	de tal manera que ri,(x, U,(x)) e &(n) se anule. Ahora, 

asumiendo f p-regular con respecto a t, se debe obtener: 

(2) 	Q, (O, O, O) 	, 	1(0, O) = O ; 
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Oh 
(3) -adi: (O, O) = O para i < j; 

ah 
(4) - (O, O) O . 

Demostración de 2: De (1), se tiene que T(t, 0) = Q(t, 0, 0)• tP + 	h (0, 0) - 	, para 

x = Á, = 0 . Como esta función se anula exactamente de orden p, se obtiene (2). 

Demostración de (3) y (4): Diferenciando (1) en el punto x = 7 = O con respecto a 2, , se 

aQ 	ah 
obtiene O = tri • (t, O, O) + tP •-  1  (t, O, 0)+1-1(0, 0)• 	Módulo tP esta 

82, 	fr , aa  

ecuación tiene la forma 

(5) O = 	q(t)+ 	,con q(0) = 0 . 
1-1 

Esta es una ecuación de gérmenes en una variable, t, considerada en 

g(1)/Iti(1)P R[t]/(tP). Para i <j, considérese la ecuación (5) módulo tr' para i fijo. 

Dh 
Entonces O= Eh. t 	e., h - 	(0, 0) = O O. Para = j, la ecuación (5) módulo t' t1 

82  

resulta O -,--- ' q(0) + h 	de forma que h u  0. 

Ahora bien, la ecuación (2) muestra que Q, E S(n + 1) es una unidad. Más aún, la matriz 

[hl
, ah  [ 

3 A
= 	

I 
(0, 0) es triangular, con elementos no nulos en la diagonal principal. Entonces 

' 	, 

si li : (Rn x R P, 0) -3 R P 3 (x, 2)1-> (1,(x , 2), ... , Up  (X, 2)) la ecuación h(x, 2) = O puede 

resolverse para 2 . Esto significa que existe un germen ti = (1:11 , ..., cap ) : (R " , 0) -3 (R P, 0) 

tal que h(x, ii(x)) = O (esta es una aplicación del Teorema de la Función Inversa (Teorema 

1.3)). Nótese que el germen O : (R" x R P, O) —) (Rn  x RP, 0) 3 (x, 2)i-> (x, h(x, 2)) es 

invertible ya que su matriz jacobiana en el origen tiene la forma: 

j=14-1 



o 
o 

0 
h. 

y u es la composición 

(R " , = (R"  x {0}, 0) c (12"  x RP, O) 

(R , 0)< 	P"2  (R"  X RP, O) 

Si el germen tí se sustituye por A en (1), entonces la ecuación (2) y ri(x, tt(x)) = O 

completan la demostración del teorema. 4> 

Debido al teorema previo, el Teorema de la División implica que todo germen en 

&(n + 1) con jet no nulo puede, en una estructura apropiada de coordenadas, escribirse 

como una unidad. Aquí 6(n) c &(n + 1) es el anillo de todos los gérmenes que no dependen 

de la primera variable. 

6.4 Corolario: (Lema Generalizado de la División). Sean Z, g E &(n + 1) gérmenes, 

con Y p-regular. Entonces existe Q E &(n +1), y existen gérmenes tti  E g(n), j = 1, 2, ..., p; 

tales que g=Q•11  +R h , con ith  (t, X) -= 

Demostración:  Por el Teorema de la División de Malgrange, f = Q 1  •P para una 

unidad Q1 E &(n + 1) y un polinomio distinguido Pu  E 5(n)ft]. Por el Lema Especial de la 

División, g = Q2  *P+ 	, con Rh(t, X) = 	(X) 	(aquí se ha sus tuido Ái  =U (x)). 
J=1 

POT 10 USA°, g — (Q, /Q1)• 74-Rh • + 

51 
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Nota: El corolario precedente significa que en lugar de dividir por un polinomio, se 

puede dividir por un germen p-regular arbitrario en una forma tal que el residuo es un 

polinomio de grado menor que p, con coeficientes en g(n). 

6.5 Teorema: (Teorema de Preparación de Malgrange (en la forma de J. Mather)). 

Sea Y : (Re', 0) 	(R°, 0) un germen diferenciable, y f : g(p) —> S(n) su homomorfismo 

de anillos inducido. Sea A un S(n) -módulo finitamente generado. Entonces, A está 

finitamente generado sobre &(p) (operado en A vía f') si, y sólo si, el espacio vectorial real 

A / "m(p) • A es de dimensión finita.  

Demostración: Nótese que f "M(p) • A es lo mismo que m(p) • A cuando se opera vía 

(z) Si A está finitamente generado sobre g(p), entonces se tiene un epimorfismo entre 

6(p) -módulos 

k 

(12) 5(P) e • • • e S(13) 	A 
-1 
	

k sumandos 

y, por consiguiente, un epimosfismo (entre múltiplos modulares de 111(p)) 

k 

Rk  = O g(p) /111(p) -> A / f t m(p)- A . 
j=k 

En otras palabras, los generadores de A sobre g(p) son también generadores de 

A / f ttt(p) • A sobre g(p)/ m(p) =-- R 

() El resto de la prueba se hará en tres pasos: 

(1) Se mostrará que A es un g(p) -módulo finitamente generado. 

(2) Se probará que los generadores de A como g(n)-módulo también son generadores 

de A como g(p) -módulo. 

(3) Por último, se demostrará que la propiedad A / rm(p) • A 	A está finitamente 

generado sobre 6(p), se preserva bajo la composición de gérmenes. 

Paso (1): Sea n = p +1 y sea Y : (R x R r  , 0) —*(R, 3 (t, x) i--> x la proyección sobre el 

segundo factor. En este caso, elíjanse a, , ..., a k  E A, un número finito de elementos que 
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generen a A como un S(p) -móduloy a A / f'm(p) • A como un espacio vectorial real. 

Entonces cualquier a E A puede escribirse como a = 	j = Ezia, , con c E R , 

z i  E nit(p) • S(p +1) , de la siguiente forma- a 	c,a i  + b, b E f*ttt(p) - A , por lo que 

b Zyi b„ y1  E f *Itl(p) . Luego, b1 	, r1  ES(p+1), así que zi 	. En 

particular, para a = ta , esto es ta = 	(c, z..)a. con c E R, 	E f *m(p) g(p +1). g  

Si [s .1 es la matriz identidad, entonces esta ecuación puede escribirse como 

(t8,i  — 	— z;, ) • a = O, donde a = (a „ ..., a k  ) 

Sea b,1  = 	— c11  — z„ . La matriz 1.13„ .1 (la transpuesta de la matriz de cofactores de los b„) 

es tal que [B„.1- 	det(b„) k]. Defínase A(t, x) = det(t8,i  — c„ — z „ ) . Entonces se 

tiene que A • a = O . Este determinante es una función de (t, x) E R x RP y, cuando x = O, 

es un polinomio normado en t (con z;  (t, O) = O , de tal forma que A es el polinomio 

característico de 	j en x = O). Se deduce que A es q-regular respecto de t en (t, O) para 

algún q < k . 

Como A • a = O , se sigue que A • A = O, por lo que A es un módulo sobre 

S(p +1)/ A - S(p +1) . Y como A es q-regular, el Lema Generalizado de la División implica 

que el S(p) -módulo S(p +1)/ A • S(p +1) está generado por un número finito de elementos, 

denotados 1, t, 	. 	Ahora, dado que A está finitamente generado sobre 

g(p +1)/ A- g(p +1), que a su vez está finitamente generado sobre S(p), entonces A es un 

S(p)-módulo finitamente generado. 

Paso (2):  Sea r : (R", O) —> (R 1', 0) un germen de rango n. Por el Teorema del Rango, 

existen coordenadas para las cuales .1' toma la forma (x„ 	x") H (x, , 	x„, O, ..., O) . 

Para una inmersión canónica R" c RP , cualquier germen diferenciable O : (R  O) R 

puede ser extendido a (R P, O), de forma que el mapeo f' : S(p) 5(n) sea sobreyectivo 
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en este caso. Esto significa que un número finito de generadores de A como g(n) -módulo 

son también generadores de A como g(p) -módulo. 

Escríbase un germen arbitrario r : (R " , 0) —> 	0) como la composición 

(R", 	r) 	>(R" x R P O) 	P" >(R P, O) . 

El primer germen es una inmersión, y el segundo es una sucesión de n proyecciones del tipo 

de las usadas en el paso 1. Denótese por M(r) la propiedad: A / f*nt(p) A de dimensión 

finita A está finitamente generado sobre g(p). Entonces, lo que se debe demostrar es: 

Paso (3): Si (R " , 0) 	)(R O) 	>(II 0) son gérmenes diferenciables, entonces 

M(T) y M(g) implican M(g o 0. Así, debe suponerse que A es un g(p) -módulo 

finitamente generado y que A /(g r)* m(q) • A = A / (gem(q)) • A es de dimensión finita 

sobre R 

Ya que g*M(q) e m(p), se tiene que f*(g*In(q)) c f*M(p) , por lo que A / rút(p) A es 

finito-dimensional. Por M(Y), se deduce que A está finitamente generado como g(p) - 

módulo vía f*. 

Ahora, por definición, A / g*M(q)- A = A / f*(g*m(q)) • A tiene dimensión finita. Por 

M(g), se sigue que el g(p) -módulo A está finitamente generado como un S(q) -módulo vía 

g`, es decir, el S(n) -módulo A está finitamente generado como un S(q) -módulo vía 

(g °T).• * 

6.6 Corolario: Bajo las mismas hipótesis del Teorema de Preparación, los elementos 

{a „ ..., a k} generan A como g(p) -módulo si, y sólo si, éstos representan generadores del 

espacio vectorial real A / f*m(p) A . 

Demostración: () Véase la implicación de suficiencia en el Teorema 6.5. 

(•) Sea {a „ ..., a k  } un sistema de generadores de A / f*m(p) • A , así que por el 

Teorema de Preparación, A está finitamente generado sobre S(p). Así: 

	

A = (a,, 	a k  )5(p)  + m(p)- A , 
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donde el primer término de la derecha es el módulo generado sobre 5(p) vía f*, y el 

segundo término está definido vía f.. Luego, por el Lema de Nakayama (Teorema 4.17) se 

tiene que A = (a, , 	a k  )g(p)  . 

El caso especial A = 5(n) es de especial importancia: 

6.7 Teorema- (Teorema de Preparación (en la forma de Malgrange)) Sea 

: (R O) --> (R P O) un germen diferenciable, f* : 1(p) ---> 5(n) su homomorfismo 

inducido entre anillos, y É*  : g(p) —> 1(n) su homomorfismo entre series de potencias. Los 

siguientes son equivalentes: 

(i) 
	0„ 	Ok  e 5(n) generan 5(n) como g(p) -módulo vía f * . 

(li) 
	

01, • - Ok E (n) generan ¿(n) como L(p) -módulo vía P*. 

Ok  representan generadores del espacio vectorial real g(n)/f * m(p) - 5(n) . 

(iv) 	0k  representan generadores del espacio vectorial real 1(n)/ rtn(p) • 1(n) . 

Demostración: ((i) q (iii)) La equivalencia entre (i) y (iii) es el Teorema de 

Preparación en forma extendida, con 5(n) = A . 

((h) 	(iv)) De 0, - R +...+ Ok • R +f *tit(p)• g(n) = 5(n), se deduce, utilizando el mapeo 

j : g(n) —> g(n), que 	• R + ...+ q3k  - R +P`tft(p)• g(n) g(n). 

((iv) 	(iii)) De (iv), 5(n) /(111(p) • 5(n)+111(n) °̀  ) es de dimensión finita Por el Lema de 

Nakayama, se sabe que m(n)k+1  /(m(p) • g(n)+ m(nr ) c tit(n) k  (m(p) • 5(n) + Itt(n) °̀  ) a 

menos 	que 	nt(n)k  /(m(p) • 5(n) + m(ny° ) = O , 	así 	que, 	para 	algún 	k, 

m(n)k  /(m(p)-5(n)+m(nr ) = O. Esto significa que m(n)k  c (m(p) • 5(n) + m(n)°' ) c 

(111(13) • 5(n) + in(n)k+1  - 

Por el Lema de Nakayama, nt(n)k  c m(p)-5(n), por lo que 5(n) / m(p)•5(n) es igual a 

g(n)/(m(p) 5(n) + m(n)k  ) . Este último es la imagen de g(n)/(m(p) g(n) + nt(nr ) bajo 

la proyección y es generado sobre R por 01 ,•-•, Olc ' 

((i) 	(ü)) Se deduce inmediatamente trabajando sobre los jets correspondientes. 
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((ü) 	(iv)) Se procede como en la parte correspondiente del Teorema de Preparación 

Diferenciable. 

La equivalencia de las cláusulas (ii) y (iv) es conocida como el Teorema de Preparación 

Formal, y es una extensión "por producto" de la prueba del caso real. Sin embargo, como 

en el caso del Teorema de la Función Inversa Formal, Df (0) invertible •(=> É invertible 

(Sección 4), este resultado puede demostrarse en forma más sencilla, por medio de un 

enunciado más general. 

El ideal m(p) está generado por los gérmenes coordenados (y„ 	yp ) en R e Así,si 

	

= 	Tp ), se tiene que (-s'y', =7 e = 7, y pot lo tanto 

g(n)" m(P) = 	• • - 	)6(„) 

es el ideal en el anillo 8(n), que está generado por las funciones componentes de T. 

6.8 Definición: Un germen diferenciable Y : (R  O) (R P  O) es llamado finito si 

g(n)ff *m(p). 8(n) tiene dimensión finita. 

Nota: Del Teorema de Preparación en la forma de Malgrange puede deducirse el Lema 

Generalizado de la División. Sea F(t, .....x)) p-regular respecto de t. Considérese el 

germen Y(t, x, , 	x„) = (F(t, x), x„ 	x„) . Por la p-regularidad de F se deduce que 

(te,  

Luego, por el Teorema de Preparación, 8(11+1) será finitamente generado como un 

6(n + 1) -módulo vía f.  por el conjunto {1, t, t 2  , 	t P-1  1 Es decir, para cada g e 6(n + 1) 

se tiene 

g(t, x1 , ..., x r, 	g,(F(t, x), x„ 	x„)t 

para ciertos g, E 8(n +1). Al hacer E, (x) = (o, x), se tiene g, (y, x) — .li,(x) = r 

y, sustituyendo F por r : 
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get, x, 	, x")E  I, (x)l 	r(t, x) • Q(t, x) 

donde Q(t, x) = 	k (17(t, x), x)tr . 
J=.1 

7. GÉRMENES SIMÉTRICOS 

El objetivo de esta sección es mostrar cómo actúa el Teorema de Preparación en un caso 

simple. Recuérdese que anteriormente (Sección 5) se definieron las funciones simétricas 

elementales (-1)1 0-, (x„ 	x„ ), i = 1, 2, ..., n, por 

n(t—xj= 	cr„_;  (x) , con cro  

En particular, 	xjci.  (x) = O , o b ert 	iikr„ (x). 
J=1 

Denótese por a : R" —>R" el mapeo cuyas componentes son los o-,,i= 1, 2, ..., n. La 

ecuación anterior implica que x," E o-sin(n) • S(n). Así, cualquier monomio en los x j , que 

contenga exponentes mayores o iguales a n, está en o-*Itt(n) • &(n) . Se sigue entonces que 

m(n)k  c cr.m(n)•&(n), para k > n" . 

7.1 Lema: Los monomios de grado menor que n" generan a g(n) como módulo 

sobre el anillo de gérmenes ncr„ 	o-„). 

Demostración: Como los monomios de grado menor que k generan al espacio 

vectorial g(n)/ ttl(n)L  , el lema se deduce como consecuencia inmediata del Teorema de 

Preparación. + 
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7.2 Definición: Un germen YE g(n) se llama simétrico, si para cualquier 

permutación ir del conjunto {1, 2, ..., n} se satisface Y(x„ 	x") = r(x„(,) , 	x n.(n) ). 

7.3 Teorema: (Teorema de Glaeser). Todo germen simétrico diferenciable puede 

escribirse como mi germen diferenciable de funciones simétricas elementales. (Por lo que Y 

es simétrico si, y sólo si, existe un germen diferenciable ge&(n) para el cual Y 

Demostración: Sean 01 ,...,0, los monomios de grado menor que nn en las funciones 

coordenadas x, Sea f simétrico. Por el lema anterior, f(x) = 	(x) • g, (cr(x)) . 
1-1 

Sea S„ el grupo de las permutaciones de {1, 2, ..., n}. Entonces, como f y los a, son 

simétricos, 

1 r 
f(x) — 	ZO,(x„(1) ,..., x,(„) ) j • g, (cr(x)) 

n! j=1 vreS” 

y los polinomios p (x) = 	0, (x,(1) , 	x,r(n) ) son claramente simétricos. Por el Teorema 
nes. 

Principal sobre Polinomios Simétricos., se sigue que pi  (x) = q i (cr(x)) para un polinomio 

(único) q,. Entonces f(x) = ñ t (cr(x))- g(cr(x)) 

8. MAPEOS DE R2  EN R2  

El conjunto Cw  (R", RP ) de los mapeos diferenciables R" —> RP forma un espacio 

topológico si se le dota de una base de vecindades {U(s, k)} de la función cero. Para cada 

k e Z', y cada función continua y estrictamente positiva 	R" —> R , defínase U(s, k) 

por: 

Véase Lang (1965:133). 
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f e U(E, k) <t> Da  (x) <6(x) para j = 1, 2, p; V a 1 < k,Vx R". 

Esta topología también puede agregarse al conjunto C"(M, N), donde M, N son variedades 

diferenciables, sumergiendo M y N dentro de un espacio euclideano.. 

En lo que resta de la sección, si se dice "f está cerca de g" o "f es suficientemente 

pequeño", se estará refiriendo a esta topología. Si Kc R.' es compacto, entonces el 

conjunto C"?  (K, RP) tiene la topología cociente inducida a partir de C"(R" , RP) por el 

	

mapeo restricción: C °̀  (R" , RP) —> C°' (K, R P) . 	Esto también define la expresión 

" f : R" —> R P  es pequeño en K". 

8.1 Definición: Sean M, N variedades diferenciables. Dos mapeos diferenciables 

fo  f, : M —> N se dice que son Cm-equivalentes (respectivamente topológicamente 

equivalentes) si existen difeomorfismos (respectivamente homomorfismos) h : M —> M ; 

k : N -3 N tales que el diagrama 

M N 

h 

M 	>N 

conmuta. 

8.2 Definición: Un mapeo diferenciable f : M —> N es dice que es C-estable 

(respectivamente topológicamente estable) si existe una vecindad U de f en C(M, N) tal 

que cada mapeo f, E U es Cc"-equivalente (respectivamente topológicamente equivalente) a 

f. 

Nota: Si se asume que las formas geométricas naturales están descritas por mapeos 

estables (invariantes bajo pequeñas perturbaciones), entonces una clasificación de los 

gérmenes de mapeos estables es, al mismo tiempo, una clasificación local de dichas formas. 

• Véase Narasimhan (1968). 
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El primer resultado en esta dirección está dado por la teoría de Morse. Casi toda función 

diferenciable f : M -> R es estable, y cada germen de una función estable es equivalente a 

uno de los siguientes tipos: 

(A) (x„ 	x„ ) i-> x, (punto regular) 

(B) (x, , 	x„ )1--> x,2  + + x - (xk2+1  + + X 2n  ) (un punto crítico de índice n - k ). 

Este resultado se deduce de su pro laepresentacion •• 

8.3 Nota:  El siguiente res 

diferenciables R 2 	R2 . En parti 

de los gérmenes surgidos a partir 

flexible de papel siendo arrugada. 

imagen usual de un mapeo estable 

(en un conjunto apropiado de coor 

liado es original de Whitney y describe los mapeos 

ular, sólo se pueden encontrar tres clases de equivalencia 

e estos mapeos. Como ilustración, imagínese una hoja 

Se puede hacer una analogía de esta situación con la 

el plano al plano. ¿Cómo se ve este mapeo localmente 

enadas)? Existen únicamente tres posibilidades: 

se mapea de forma regular 

e un doblez. 

te inicial o final de un doblez. 

Una vecindad de x E R 

El punto x está dentro 

El punto x está en el 

Para cada una de estos casos se puede proporcionar un ejemplo analítico: 
(1) 	f R  2 	2 K 3 (x, z) 1—> (x, z), punto regular. 

Figura 8.1: M eo de R2  a R2  cuando x es un punto regular. 

f : 	R 2  3(x, z)  z2 ) = (x, y) , doblez. 

Véase Milnor (1963). 
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Figura 8.2: Mapeo de R2  a R2  cuando x está dentro de un dobk 

(III) 	f: R 2  -* R 2  3 (x, Z) 1—> (x, z3  — xz) = (x, y), cúspide. 

La segunda coordenada y = 73  — xz , para un x fijo, es una cúbica con derivada 

Dy /8z = 322  —X . El extremo está dado por x = 3Z2  y sus valores son y = ±3v2í x312.  Esto 

produce la siguiente imagen. 

ti 

f 
X 
= 3Z 

Figura 8.3: Mapeo de R2  a R2  cuando x está en el límite de un doble. 

8.4 Lema: Sean X Y = R2 ; X =-{(x„ x2 ): x;  e R}; Y = {(y„ 372 ): yi  E R}, y sea 

f = (f„ f2 ) : X —> Y un mapeo diferenciable. Entonces, en cada vecindad de f existe un 

mapeo diferenciable g= (g„ g2 ) tal que Rgx (g) =-- Rglpg i  / axi (x).1# O . 

Demostración: 	Fíjese una vecindad de f. Considérese el mapeo 

kfi  / t3 	: R 2  —> R 4 . Este mapeo es diferenciable, y, por el Teorema de Sard (caso 

trivial), la imagen es nunca densa. Arbitrariamente cerca de 0 E R 4  , existe una man-17 
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=[21  j que no está en la imagen de dicho mapeo. 	Nótese que el mapeo 

g (x, , x2 ) = f;  (x„ x2 ) — 2,, x, — 2..,2 x2  tiene derivada no nula. 

Ahora, elijase una función diferenciable 0„ : R 2 —> R tal que 0,, 
K(0, n) 

= 1 , donde K(0, n) 

es la esfera abierta de radio n y centro en 0, y 0,, 
12 2 -K (O, ntl)  

= 0 . 	Hágase 

g' = 0, g (1— 0, )f . ,g1  está cercana a f para A pequeño y satisface kg1 / ex, # O en 

K(0, 1) para casi todo A . Constrúyase g" inductivamente haciendo 

= (0„ — Ø„_2  )g + (1 — (0„ — 0,, ))g" 1 , donde 	= 0. 

g y  g difieren únicamente en K(0, n +1) — K(0, n — 2) ; g está elegido como antes con 

A tan pequeño que g" está tan cerca de g"-' , de forma que se satisfacen las condiciones: 

(1) g" está en la vecindad prescrita de f. 

(2) g" tiene derivada no nula en K(0, n —1), 

(g"-1  tiene derivada no nula en K(0, n —1) y por lo tanto ambos son mapeos cercanos, 

nótese que g" =7: g en K(0, n) — K(0, n —1)). 

Sea g = lim . Cerca de un punto arbitrario, g y g" son localmente idénticas para n 
n-->co 

suficientemente grande. Entonces, g es diferenciable y kg, ,/ ax, j = O en todo punto. 

Además, g está en la vecindad dada de f. + 

8.5 Nota:  Los rasgos esenciales de esta construcción, que es usual en topología 

diferencial, son: 

(1) la propiedad que se desea obtener (aquí, Rg, (g) # O en todo punto) define un 

subconjunto abierto de mapeos, 

(2) cada mapeo puede aproximarse localmente por mapeos con esta propiedad 

Un germen 	(R  2 , 0) (R 2 , 0) con derivada no nula satisface, sin pérdida de 

generalidad, ag, ax, (0) = 0 . La transformación (x„ x2 ) H (g, (x), x2 ) en el dominio 

produce en el germen g la forma (x, z) 1—> (x, 0(x, z)) . El lema precedente muestra que casi 

todo mapeo tiene la forma aquí descrita, respecto de un conjunto adecuado de coordenadas. 
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Además, si un mapeo tiene esta forma en una vecindad compacta, entonces cualquier mapeo 

cercano puede expresarse en esta forma dentro de la vecindad considerada. 

8.6. Lema: Sea U c R2  = {(x, z) : x, z e R} un abierto. Sea f : U R un mapeo 

diferenciable y Kc U un compacto. Entonces, existen mapeos g : U -3 R arbitrariamente 

cercanos a f en K, tales que 

(I) ag/az(a)# O, o bien 

(II) 82g / 0z2  (a) # O , o bien 

(III) 82g / axaz (a) # 0 y 03g / 3z3  (a) # 0, para todo a e U. 

Demostración: 	Hágase g(x, z) = f(x, z)+ 	+ 2,2z2  + 2,,xz + Z3 	Se debe 

demostrar que 2 = (2„ ..., 24 ) E R 4  puede elegirse tan pequeño como se desee, de forma 

que (I) ó (II) ó (III) sean satisfechas en todo punto. Como 

ag / az = (af iez) + 1 + 22, z + x + 32422  

a2g (372 rz (a2f /822 )  - 2.2 +62,z 

32g / axaz = (32f / 3-M3Z) ± 23  

83g 70Z3  = (83f / 323 ) ± 62, 

se sigue que si 	laz (a) = a2g / (3z2  (a) = 0 , entonces a 2g / ax3z (a) = O -=> A(a) 	= b(a) , 

donde 

A(a) = 

1 

O 

0 

2z 

2 

0 

x 

0 

1 

3z2  

6z 

0 

, 	b(a) = 	 
af 	02f  

aZ2  

52f  

ala)  

Existe una condición correspondiente para asg /aZ3 (a) = , que difiere únicamente en la 

forma de la matriz. En este caso es 

1 2z x 322  

A(a) = 0 2 0 6z 

0 0 0 6 
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Las matrices A y A tienen rango igual a 3 en todo punto, y es suficiente mostrar que 

aquellos ñ = (2„ ..., 24 ) para los cuales A(a)- A = b(a) para algún a, forman un conjunto 

de medida cero. Lo mismo es cierto en el caso de A . 

Ahora, A define un mapeo U x R 4  --> U x R 3  3 (a, 4—> (a, A(a) • Á). Como el rango de A 

es 3, este mapeo es una sumersión de rango 5 en todo punto. 

Z,Z 

Figura 8.4: Mecanismo del mapeo A 

Los puntos {(a, b(a)) : a e U} forman una subvariedad de codimensión 3 en U x R . Por lo 

tanto, su imagen inversa en U x R 4  , es también una subvariedad de codimensión (y por 

consiguiente de dimensión) 3. Si se proyecta esta variedad sobre R° , se obtiene un 

conjunto de medida cero, el cual está constituido por todos aquellos A e R 4  para los cuales 

A(a) • 	b(a) para algún aeU.0 

8.7 Teorema: (Teorema de Whitney) Existe un subconjunto denso y abierto 

T c C4' (R 2, R2 ) tal que, para x e R2  y f ET, el germen iv  : (R 2  X) (R 2 , f(x)) es 

diferenciablemente equivalente a alguno de los gérmenes (I), (II) ó (III). 

Demostración: Con el auxilio de una cubierta localmente finita, el procedimiento 

estándar produce un subconjunto denso y abierto T c C43  (R 2 , R 2 ) tal que cada mapeo en 

T tiene, en cada punto, una representación local de coordenadas 

(x, z) H (x, f(x, z)) 

donde f satisface una de las condiciones (I), (II) ó (III) del Lema 8.6. 

Se mostrará cómo es que esto funciona: Por el Lema 8.4, existe un conjunto denso y abierto 

de mapeos F : R 2  —> R 2  con la propiedad de que, para cada una de tales F se puede elegir 
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una familia contable de conjuntos compactos 1K„ jnez. , y vecindades U,, de K„ para cada 

n, con las siguientes propiedades: 

(1) los interiores de los Kr, forman una cubierta abierta de R 2 ,  

(2) los U„ tiene cerradura compacta, 

(3) {U n  }n„./, es localmente finita, y 

(4) si R 2  = {(x1, x2)}, para cada n existe un par (i, j); i, j E {1, 2}, con 

OF, (3x, (a) O para cada a E K n  

Es posible elegir un mapeo fijo (x„ x, )1—> (x,, Fi en todo K„, el cual es una 

transformación de coordenadas local en cualquier punto de K r, . Este mapeo transforma el 

germen original en la forma (x„ x, )1--> (x„ f(x,, x, )). Nótese que la última condición (D) 

de K„ implica que aG, /ax i (a) O para todo a e K,, , cuando G está suficientemente 

cerca de F. Para tales G, existe una transformación de coordenadas, correspondiente a la de 

F, la cual proporciona a G la forma (xl , x,) i—> (x, , g(x„ x2 )). Así, si G está cerca de F, g 

debe estar cerca de f. 

Altérese el mapeo original de forma inductiva sobre los U„ en forma tal que, después del n- 

ésimo paso, las condiciones del Lema 8.6 sean satisfechas en U K;  ; luego altérese un poco el 

mapeo F de forma que aF;  axi (a) siga siendo no nulo para todo a E Km  y para todo m 

(donde, para cada m se ha considerado el par (i, j) respectivo). Ahora, cámbiese F en Un, 

de forma que las condiciones del Lema 8.6 se satisfagan para Kn„ , y además 

(1) el mapeo permanece en una vecindad prescrita del mapeo original, 

(2) las condiciones del lema 8.6 se mantienen en U K, n Un,„ y 

(3) aF, axi  (a) # O para todo a E 	, para todo m y su respectivo (i, j). 

Debido a que la familia 1U,, hez, es localmente finita, solamente ocurren localmente un 

número finito de cambios en F. El límite del procedimiento anterior es entonces un mapeo 

diferenciable que puede transformarse localmente en la forma (x, y) H (x, f(x, y)) , donde f 

satisface las condiciones del Lema 8.6. 
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El segundo paso en la prueba será demostrar que todo mapeo en T puede transformarse 

localmente en una de las tres formas consideradas antes: un punto regular, un doblez o una 

	

cúspide. Considérese un germen P : (R2, o) 	(R2, 0) 3 (x, 2)1—> (x, T(x, 2)) , donde 

(I) af / az (0) = O, ó 

(II) af /3z (0) = O y a2 f az 2  (o) o ,,±s 

(III) af 	(0) •-= (32f / •az2 (0) = O y 02f / ax5z (0) = O , a 3 f az 3  (o) o 

8.8 Caso (I): T es regular Al transformar localmente el espacio imagen usando F-1, F se 

deforma en la identidad. 

8.9 Caso (II): f(0, z) = z2q(z), con q(0) O. Entonces los ideales (x, z)5(2)  y (x, z2 )6(2)  

son iguales, y, por el Teorema de Preparación, las funciones 1, z son generadores de &(2) 

como un 1.79(2) -módulo vía F*. En particular, el germen z2  puede escribirse como 

z2  = 0(x, T(x, z)) + 171(x, r(x, z)) • z 

para algunos gérmenes 0(x, y), W(x, y) . La expansión de Taylor de segundo orden de esta 

ecuación es una identidad entre polinomios de segundo orden, cuyos coeficientes son 

idénticos: 

	

0(0, O) = 0`(0, O) = O; 	/ ay(0) 0 ; 

amx, T(x, z))/az(0) = a / ay (0) • ar / az (0) = o. 

Esto significa que h(x, z) = (x, z — Q7(x, r(x, z))) y k(x, y) = (x, 0(x, y) + qi2  (x, y)) son 

transformaciones de coordenadas. Así, el siguiente diagrama 

(x, z) 	(x, z — 0(x, f(x, z))) 

(id, id') 

(x, f(x, z))- 	0(x, f(x, z))+ y/2 (x, f(x, z))) 

es conmutativo, ya que z2  + ip 2  - 205 = t7 + 20z + 0 2  — 205 = + q12  . Por lo tanto, F es 

equivalente a (x, z) H (x, z2 ) . 
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8.10 Caso (III): Aquí ef /52(0) = 22f / az2 (0) = O , y 321 axaz (0), 83f /8z3(0) son 

ambas no nulas. Al igual que antes, se deduce del Teorema de Preparación que existen 

gérmenes 9, ,t7 tales que 

23  = 0(x, T(x,  z)) + y(x, r(x, z)) • z + 30f x, r(x, a)) 

Esta ecuación induce una identidad entre los respectivos jets en el origen. Comparando los 

coeficientes de 1, z, z2 ; se encuentra que q/(0) = y(0) = ir(0) = 0 , y U(0, T(0, z)) se anula al 

menos de orden tres en z (lo cual significa que Y está en m(I)3 ). Por lo tanto, 

(x, z) i—> (x, z — Y(x, T(x, z))) 

es una transformación de coordenadas admisible. Con este cambio de coordenadas, f se 

transforma en una función fT  dada por el siguiente diagrama 

(x, z) 	>(x, z — U(x, r(x, z))) = (x, z) 

Fr 

f(x, z) = (x, z) 

La función fT  también satisface la condición para f en el caso (III): la función 

fl.(0, z) = f(0, z — 0(0, f(0, z)) se anula exactamente de orden tres, mientras que 

efT 	(O, z) se anula exactamente de orden uno. Esto se nota al comparar los coeficientes 

de los 2-jets: 

É(x, z) = f,x + f,x2  + f3xz mód tft(2)3 , 

1( Z) -= Z Ci  X ± C 2X 2  C 3XZ mód tft(2)3 , 

por lo que 1(x, z) = z — c1 x — (c2 - C1 C 3 )1C
2 

- C3xz mód tft(2)3 , que a su vez implica que 

(x, z) = f(x, 2(x, z)) = f, x + (f2  — f3c, )x2 
f3 xz mód tft(2)3  , donde, por hipótesis, f3  es 

no nulo. 

Ahora, en el nuevo conjunto de coordenadas, z3  =(z—B)3  = —3z20+ 3z02  —03  = 

= 9 + yz + 30z2  — 3720 + 3702  — = (y + 302 )(z — 0) + (9 + 203  +1,0).= z + 9„ lo cual 

demuestra que, sin pérdida de generalidad, se puede asumir 8 = 0 desde el inicio Entonces: 
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z3 = 0(x, e+ 0(x, f)z ; con 0(0, O) = 0(0, O) = O . 

Hágase el cambio de coordenadas en el dominio 1(x, , x2 )}, y en el rango «y, , y2 )}, dado 

por: 

	

(A) 	[X11 > Lif 	f(X1 5 x2)) 

LX 2 j 	 X z 

(B) 	
[Y11 	17(371 5  Y2) 

Y2 	_9(Yi ,  Y2) 

Se debe mostrar primero que (A) y (B) son transformaciones válidas de coordenadas. Esto 

es un cómputo de 3-jets: 

	

f(x„ x2 )= x 	f2 1  x2 	2'1 + 	x2  + f4  x• + x1  - o(2) mód tf14  5 

donde f3 , f4  x O (recuérdese la notación o( ) introducida en 4.7). 	Luego 

	

0(x„ y),  bix b2y mód tit2 , 	y) = c 	c2y mód 1112  , y 

(C)  X 2  = "X„ É(XI, 	= Ifr(X„ (X„ X2 )) • X 2  . 

Para (A) se debe demostrar que c, + c2f, O, y para (B) debe probarse que 

b,c2  + b2c, O . Se sigue de (C), la cual es una identidad entre series de potencias, que 

b2  # O ya que b2f4  es el coeficiente de x22  en el lado derecho. Por otra parte, el coeficiente 

de x,x2 , denotado (c, + c2f,)+ b2t„ es cero; y como f3  O, b2  # 0, se debe tener que 

+ c2f, # O. El coeficiente de x, , b, + b2f, , es cero, y entonces bic, + b2c, 

= —b2  (Lc2  +c,) 0, como se requería. 

Para completar la prueba del Teorema de Whitney, nótese que el diagrama 

(A)  
	>01f(xi, f(x, x2 )), x2 ) = (x, y) 

 

   

(B)  
	> 0/V(X1 1f(X1 5  X2))5 e(X1 , f(X1 5  X2D) = (X 5 3/ 3  xY) 

 

es conmutativo, lo que equivale a la ecuación x32 	f (x l , x 2 ))x2  = 0(x, , f (x „ x 2 )), y 

entonces (x, z) H (x, z3  — xz). • 
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9. SINGULARIDADES DE BOARDMAN-THOM 

Sea f : M —> N un mapeo diferenciable. Como ya se ha demostrado, el conjunto 

E' (f) {x e M : dim(M) — Rg, (f) = i} c M puede ser no trivial, en algunos casos este 

puede ser cualquier subconjunto cenado de M. Por otra parte, para mapeos entre 

superficies, el conjunto / 1  (f) es una variedad para casi todo f. Para el caso de mapeos de 

Whitney, solamente aparecen los conjuntos 1' (f) y r (f); el primero de estos es abierto, 

mientras que el segundo consiste de curvas diferenciables. 

Si 2" (f) es una variedad, entonces puede definirse el conjunto L''''(f)= 	(f r (f) ) . En 

el caso de mapeos de Whitney, el único conjunto de interés es .E ''(f) , el cual está formado 

por los puntos cúspide de f. Siempre que se obtengan variedades, esta construcción puede 

iterarse en forma inductiva, y se puede definir el conjunto 2"1.12-1^ (f). La cuestión, que 

fue propuesta inicialmente por Thom y que fue confirmada por Boardman, es: ¿existe algún 

subconjunto denso y abierto T c C'(M, N) tal que para todo f e T , todos los 

subconjuntos 	 definidos anteriormente son variedades? En realidad, Boardman 

definió un subconjunto residual T (residual significa que es intersección contable de 

conjuntos densos y abiertos). 

Sea f : Mm --> N" diferenciable, y sea Un-k  c Nn una subva edad de codimensión k: 

Figura 9.1: El mapeof t  (U) no es necesariamente una subvariedad. 
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No es necesariamente cierto que f.-1(U) e M es una subvariedad. Se sabe que si 

U = {0}c R, entonces U-1(U) puede ser un subconjunto cerrado arbitrario. Se puede 

verificar que este resultado es válido en forma más general. 

9.1 Definición: El mapeo f : M" —> N" se dice que es transversal a la subvariedad 

U"-i< e N" , si se satisface la siguiente condición para cada x e M tal que f(x) e U : Sea 

(y1 , 	yep un conjunto de coordenadas locales en f(x), tales que cerca de f(x) la 

subvariedad U está definida por y, = y2 	= y, = 0 (véase la definición 1.9). Entonces, 

dicha condición es que la marri7 

[af t iaxj, 

tenga rango k en el punto x, donde (x, , 	) es un sistema coordenado en x E M. 

Nótese que esta condición es sólo tina restricción en aquellos x E M para los cuales 

f(x) e U . Así, si m < k, la transversalidad significa que f(M) n U = 0 . Usando los 

espacios tangentes, y el mapeo tangente, la condición puede describirse en la siguiente forma: 

Si x e M y f(x) e U, entonces el mapeo 

Tx  M T,(  Tf(  ) N --> Tf( x  ) N / x  ) U 

es sobreyectivo. Alternativamente, Txf(Tx M) + Tf(x)U = Tr(„)N 

r(M) 
r (M) 

N 

no ransver sal 
	 transversal 

Figura 9.2: Trannersalidady na-transversalidad def can reiperta a U. 

9.2 Teorema: Si f : 1\4"' —> N" es transversal a la subvariedad U" e N" , entonces 

f -1  (U) c M es una subvariedad de codimensión k. 
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Demostración: Elíjanse sistemas de coordenadas (x1 , 	x. ) y (y1 , ..., y" )  como en 

la definición de transversalidad Cerca de x e fl" (U) , el conjunto f (U) es localmente la 

imagen inversa de cero bajo la composición de mapeos 

¡n'ay 

(X1 • • •, xm)H>(371 , 	Yri)"(Y1,  "', Yk )' 

Este mapeo tiene rango k, por definición de transversalidad. • 

Si U c N es cerrado, entonces el conjunto de los mapeos que son transversales a U es 

un subconjunto abierto de C") (M, N). Esto se debe a que la transversalidad está expresada, 

localmente, por la no nulidad de un mapeo continuo O f  : M —> R , el cual asigna la suma de 

los cuadrados de la distancia (f(x), U) y los determinantes det(af, /0)(), i < k. Si f cambia 

abruptamente, también lo hace O f  Ø. 

Por otra parte, el Lema de Transversalidad de Thom establece que el conjunto de 

mapeos transversales a U es denso en C 3  (M, N). La parte local de este teorema es una 

consecuencia directa del Teorema de Sard. Si f : M —> R" es diferenciable, sea 

= (21, , 	un valor regular de la composición 

	

M 	'—=>R , 

donde P(Yik •--, 	 Yk) • 
	Entonces el mapeo M R" dado por 

x 1—> f(x) — (21, ..., a.A , O, 	O) está cerca de f para 2. pequeño, y es transversal a 

R" k  {(y„ 	y„) E 	: y, =...= y k  =0}. 

9.3 Lema: Sea R"'" = Hom(R", R" ) el espacio vectorial de (m x n) -matrices reales, 

y sea R'" (r) c Rmx" el subespacio de matrices con rango r. Entonces R"'" (r) es una 

subvariedad diferenciable de R ("x" con codimensión (n — r) (m — r), para r 5 mín/m, n/ . 

Demostración: Sea U c R"'" el subconjunto abierto de todas las matrices de la forma 

Véase Milnor (1958) . 
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[DA  * 
	det(A) # 0, 

donde A es un punto en R "1" (r) que, sin pérdida de generalidad, puede asumirse que está 

en U (de otra manera, pueden reordenarse las filas y columnas). En este caso, U n Rmx"(r) 

consiste en aquellas matrices cuyas últimas n — r columnas dependen de las primeras r. 

Ahora, tómense matrices A, B, C y D como sigue: 

A: (r x r) -matriz, con det(A) O , 

B: (r x (n — r)) -matriz, 

C: ((m — r) x (n — r)) -matriz 

D: ((m — r) x r) -matriz; 

y considérese el mapeo 

(A, B, C, D) i—> 

A 	O 1 [1 	O 
1 	O 

0 	1  

A AB 

D DB+C 
B 

0 	1 O 

D 

La imagen está en U, y la primera matriz en el producto es invertible ya que det(A) # 0. 

Este mapeo es invertible, ya que A' existe. La imagen de (A, B, C, D) está en Rin" (r) á 

y sólo si C = 0. Esta parte de U es una subvariedad de codimensión (n — r)(m — r) en la 

variedad de todas las matrices (A, B, C, D) anteriores. + 

9.4 Lema:  Sea f : R" —> TU" un mapeo diferenciable, y sea U c Rmx" una subvariedad 

diferenciable. Entonces, para casi todo mapeo lineal A : R" —> R" 	e., para casi toda 

matriz), el mapeo 	—> R ni" 3 x 1-> D(f + A)(x) = Df(x) + A es transversal en U. 

Demostración:  Considérese el mapeo O : R" x U A"' 3 (x, u) 1-> u - Df(x) . Sea 

A c 11.'" un valor regular de b  . Si u es un punto de U y u = Df(x) + A , entonces 

u — Df(x) = A es un valor regular de O  (y un valor de 0) tal que cerca de (x, u), O  es una 

sumersión (con rango nrn, y cuyo mapeo tangente TO es un epimorfismo). Esto significa 

que la imagen del mapeo tangente a Df y el espacio tangente a U en u, generan al espacio 

tangente a R mx" en A. Nótese que la diferencial del mapeo Df : R" —> R"'" es la misma 
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que la diferencial del mapeo Df +A , ya que A es una constante en el espacio vectorial 

. Entonces, el mapeo R" —> Fe' 3 x 1-> Df(x) + A es transversal a U. + 

9.5 Teorema:  (Teorema de Thom). Para un mapeo diferenciable f : R" —> Rfn, sea 

Er(f) = {x E Rn : Rg. (f) = n — r} . Entonces, para casi todo mapeo lineal A : R" —> Rin el 

conjunto E' (f + A) es una subvariedad diferenciable de R" con codimensión 

(m — n + r) r , para todo r. 

Demostración:  Er(f) = Df (12' (n — r)) , y Rnx" (n — r) es una subvariedad de 

R"'" con codimensión (m — (n — r))(n — (n — r)) (m — n + r)• r (Lema 9.3). Por el Lema 

9.4, f puede deformarse mediante la adición de casi todo mapeo lineal A, en forma tal que 

D(f + A) sea transversal a todo Rin" (n — r). Por el Teorema 9.2, 1' (f + A) es una 

subvariedad con la misma codimensión que Rnx" (n — r). 

Boardman asegura que el caso general / 	(f) estriba en definir ciertas variedades 

algebraicas regulares /(i1  , 	r ) en el espacio de jets 1(n, m) (en lugar del espacio Rm" 

de 1-jets). Luego, se hace una deformación abrupta del mapeo dado f : R" --> Rn , de 

forma que el mapeo 

jf : R" —> 1(n, m) 3 X 1-> (el jet del germen f : (R " , x) —> R "' en x) 

sea transversal a todas las subvariedades 	..., i r  ). Para tales mapeos, él demuestra que 

I"'"--"(f)= if -1(E(i-p--, ir)) 

y que cada uno es una subvariedad. 

10. LA DIFERENCIAL CUADRÁTICA 

En el caso de mapeos entre superficies, los mapeos diferencialmente estables forman un 

subconjunto denso y abierto del conjunto de todos los mapeos. No existe aún un resultado 

correspondiente para variedades diferenciables de dimensión suficientemente grande. Los 
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mapeos estables -en el sentido de equivalencia diferenciable- no son densos. Para probar 

esto, deben definirse invariantes que ayuden a decidir cuándo los gérmenes no son 

equivalentes. 

Estos invariantes (introducidos por Porteous) están dados por la parte cuadrática de la 

expansión de Taylor cuando la parte lineal se anula. Esta parte cuadrática de la expansión de 

Taylor para gérmenes define ciertamente familias lineales de formas cuadrática. En términos 

algebraicos, estas formas pueden ser divididas en clases de equivalencia. Así, se obtienen 

invariantes para las familias lineales y, en consecuencia, para los gérmenes. 

Se iniciará la sección con algunos detalles de la diferencial cuadrática. 	Sea 

f : (R", O) —> (Rin, O) un germen diferenciable. La diferencial de f es un mapeo lineal 

Df(0) : 	—> R m, donde R" y R'" están canónicamente identificados con sus espacios 

tangentes en el origen. 

10.1 Definición: Sea f : (R", O) --> (R , O) un germen diferenciable. La diferencial 

cuadrática es un mapeo cuadrático d2f0  : Ker(Df(0)) coKer(Df (0)) definido por: 

d 2f0  (v) = lim 
f(t • v) 

módulo Df (0)(R" ), 
o t 

para y E Ker(Df(0)). 

Se debe mostrar que este límite existe y que el mapeo d 2f0  está bien definido como mapeo 

cuadrático Ker(Df(0)) ---> coKer(Df(0)), en donde estos espacios vectoriales están 

considerados como subespacios de los espacios tangentes en el origen de R" y Rin, 

respectivamente. Para ello, se debe probar que d 2f0  es independiente de cambios 

diferenciables de coordenadas. Considérese la serie de Taylor 

1 	D2f (1) 	f (tv ) = t • Df (0) • + t 2  E 	v v k  + o(3). 
2 	. k aV iaV i,  

Sea v e Ker(Df (0)) . El primer término de la derecha se anula por lo que el límite existe y es 

igual a 
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(2) 	
1 ri D2f 

2 Dvi Dv k 

Si 0 : (R m , O) ---> (R m, O) es un difeomorfismo, entonces 

d2(0 no (v) = D0(0). 	32f 
2 

v 
L-jkk 

V iV k 

en vista de la serie de Taylor (1). Entonces d2f0 es transformado por la matriz jacobiana 

exactamente en la misma forma que es espacio tangente en el origen de Rm. Así, el mapeo 

es independiente de los cambios de coordenadas en R. 

Ahora, si v : (R", O) --> (R", O) es una transformación de coordenadas en el origen, 

con D v(0) = ~ Ra la identidad, entonces ir(tv) = tv + t 2w(t) y 

f(v(tv))-= t2Df(0)- w(t)+
1 

CL D2f  
2 kk 

ivk + o(3), 

por lo que lim f • V(tv) lírn f(tv) + Df(0)- w(0). Este último término está en Df(0)(Rn ). 
t->o 	t 	t 2 

Se ha demostrado que el mapeo d2f0 está definido en forma única por la ecuación (2), 

toda vez se haya asignado una base al subespacio Ker(Df(0)) del espacio tangente a R" en 

el origen. 

La diferencial cuadrática puede tener cualquier forma dada haciendo una elección 

adecuada de m, n, dirn(Ker(Df(0))), y un mapeo polinomial f. Un haz de formas 

cuadráticas puede ser asignado a la diferencial cuadrática en forma invariante. Defínase: 

F = el espacio vectorial de formas cuadráticas en Ker(Df(0)) , 

C = el espacio dual de coKer(Df(0)) , 

Lf : C 	F3 Li(a)=a0d2f0. 
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10.2 Definición: El mapeo Lf C —> F se llama haz de formas cuadráticas para 

d2fO ' 

10.3 Nota: Supóngase que Ker(Df(0)) y coKer(Df(0)) tienen ambos dimensión dos. 

La dimensión de F es entonces tres, y una base es {x2 , 2xy, y2} , donde x, y son coordenadas 

para Ker(Df(0)) . La forma ax + 2bxy + cy2 corresponde a un punto (a, b, c) e F, que 

tiene la matriz 

a 
A= 

b c 

como un mapeo de Ker(Df(0)) a su espacio dual La matriz A = O corresponde a la forma 

cuadrática nula. Si A O , las matrices con det(A) = ac — b2  = O corresponden a las formas 

cuadráticas de rango 1. La forma normal de estas es ± x2  Cuando det(A) O , las formas 

normales son x2 
 ± y2 y  —(x2 +y2). 

El conjunto {det(A) = 0} es un cono en E 

Figura 10.1: El conjunto {det(A) = 0} es un cono en E 

• El vértice del cono es la forma cuadrática nula. 
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• Los puntos del cono son las formas parabólicas. 

• Las regiones ++, -- son formas elípticas. 

• La región ± es hiperbólica. 

• El tipo isomorfo de una forma cuadrática está determinado por su posición en relación a 

este cono. 

Si Lf : C --> F es un haz de formas cuadráticas, entonces L f (C) c F puede tomar 

únicamente siete formas diferentes: 

1. un plano afuera del cono, 

2. un plano secante al cono, 

3. un plano tangente al cono, 

4. una recta dentro del cono, 

5. una recta fuera del cono, 

6. una recta tangente al cono, 

7. el vértice. 

Supóngase que dos gérmenes diferenciables tienen haces de formas cuadráticas 

correspondientes, tales que las posiciones para Lf  (C) son diferentes de acuerdo a la 

clasificación anterior. Dichos gérmenes no pueden ser equivalentes ya que cualquier 

transformación de coordenadas de dominio y rango produce un cambio de coordenadas para 

el haz Lf , y este no puede cambiar la posición de Lf  (C) en relación al cono {det(A) = 0}. 

Es en esta forma que el haz de formas cuadráticas proporciona un invariante algebraico para 

la clase de equivalencia de un germen. 

10.4 Nota:  De forma más general, sea F(k) el espacio vectorial de formas cuadráticas 

en R k , y sea H(c, k) = LA(12 , F(k)) el espacio vectorial de haces c-dimensionales de 

formas cuadráticas en R". Se debe examinar la operación de los grupos lineales generales 

(transformaciones lineales de coordenadas en 12` y R k ) sobre tales haces de formas, con el 

objetivo de encontrar los invariantes para los elementos de H(c, k). 	El grupo 
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GL(c, R)x GL(k, R) de transformaciones de coordenadas en IV y R k , opera sobre 

H(c, k) por medio de la fórmula 

g, x gk  (L,(v,)(v k  )) = L(g 

Por ejemplo, se ha visto que H(2, 2) tiene dimensión 6 ya que dim(F(2)) = 3 , y que este 

espacio posee 7 órbitas bajo la acción de GL(2, R) x GL(2, R) . Aquí, una órbita es una 

clase de equivalencia de la operación del grupo. 	En suma, se tiene que 

dim(GL(2, R.) x GL(2, R)) = 8. 

En la definición de haz (Definición 10.2), se asignó un haz de formas cuadráticas 

L E LA(C, F) a cada germen f : (Mm, x) —> (N", y) haciendo uso de d2 f0 . Al elegir 

coordenadas en C y F se obtiene un único elemento en H(c, k). Cuando se seleccionan 

nuevas coordenadas para C y F, este elemento en H(c, k) es transformado, haciendo uso de 

un elemento de GL(c, R) x GL(k, R) . Así, la órbita del haz L en H(c, k) es un invariante 

bien definido para el germen f salvo equivalencia diferencial Esto implica el siguiente 

resultado: 

10.5 Teorema. (Teorema de Thom). El conjunto de mapeos diferenciables estables 

Mn2  -4 Ni" es nunca denso en el conjunto de todos los mapeos diferenciables, para n ?. 3 . 

Demostración: La dimensión de GL(n, R) x GL(n, R) es 2n2  . Por otra parte, la 

dimensión de F(n) es la misma que la de las (n xn) -matrices simétricas, dígase i  n(n + 1) . 

Entonces dim(H(n, n)) = n(n +1). Para n 3 , se tiene que 12.  (it +1) 2 , por lo que 

dim(GL(n, R) x GL(n, R)) dim(H(n, n)). Esta igualdad se mantiene en el caso n = 3, y 

nótese que para este caso, existe un subgrupo 1-dimensional de parejas (a, a-1 ) de 

escalares, el cual opera como la identidad sobre el haz. Se deduce que, para n 3 , las 

órbitas de la operación de GL(n, IR) x GL(n, R) tienen dimensión menor que la de 

H(n, n) , es decir, tienen codimensión mayor o igual a 1. 
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Considérese ahora un mapeo f : M"
2 
 —> N" con singularidad tipo E" en el punto O E M 

(esto significa que O E in  (f)). Supóngase además que la diferencial de f define un mapeo 

transversal a LA(n 2  , n 2 , n2  — n) en una vecindad de O, cuando se introducen coordenadas 

euclideanas locales. Estas dos condiciones impuestas para f son condiciones sobre su 

primera y segunda derivada. Entonces los requerimientos pueden ser satisfechos pot un 

polinomio de segundo grado. Al igual que en la prueba del Teorema de Thom de la sección 

9, se sabe que localmente, en un sistema coordenado, In (f)  = DF, (LA(n 2 , ny,  n2 —n)). 

Por el Lema 9.3, co dirn(LA(n2, 2  n2 
	

= n2 y así la condición de transversalidad en f 

implica que dirn(E" (f)) = O . 

Elíjanse coordenadas (y„ ..., y n, ) alrededor de Df(0) en la variedad LA(n 2 , n2 ) en forma 

tal que la subvariedad LA(n2, n2 ,  n2 —n) esté definida por y, = = yn2  = O. Por 

transversalidad, la derivada de la siguientes composición, evaluada en O, es un isomorfismo: 

U 	
uf > 	1, 	, y .4  ) 	r" 

5. 	yn j}, 

donde U es una vecindad coordenada de O. Así, si U es suficientemente pequeña, esta 

composición será un difeomorfismo y O = r(f)n U = (proy o Df)--' (0) n U . Si h es una 

aproximación a f que difiere únicamente por un polinomio homogéneo de grado dos, 

entonces O E E" (h). En cualquier caso, E" (h) será un único punto en U' que está cerca 

de O. Así, si los mapeos estables fueran densos, se estaría en capacidad de encontrar un 

mapeo estable f con las propiedades antes descritas. Ahora bien, O es un punto aislado de 

E" (f) y se puede encontrar un mapeo h arbitrariamente cercano a f usando un cambio en el 

término de segundo orden, el cual hace que d2 h0  y d2f0  estén en diferentes órbitas de 

H(n, n) bajo la acción de GL(n, R)x GL(n, R) . Esto se debe a que dichas órbitas son 

todas de medida cero en H(n, n) . Por lo tanto, f¡ u  no es estable. 

Para completar el argumento global, primero ajase un mapeo f tal que su diferencial sea 

transversal en todo punto a LA(n2, n 2 , 
 n2 —n), y que localmente, alrededor de O e M, se 

vea como el mapeo f, u  anterior. Escójase la aproximación h de forma que h y f difieran 

únicamente en U y de manera que la órbita de d2 h0  sea distinta de todas aquellas órbitas que 
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contengan a la diferencial cuadrática de f en cualquiera de los puntos de E" (f) . Como 

(f) es una variedad de dimensión cero, existe un número contable de tales órbitas. + 

11. GÉRMENES FINTTAMENTE DETERMINADOS 

Sea &(n, m) el espacio vectorial de todos los gérmenes (R", 0) —> Rm, y sea 

J3(n) c g(n, n) el subconjunto de gérmenes invertibles (respecto de la composición) con 

f(0) = 0. El par ((n), o) es entonces un grupo, y id  E g(n, n) con f(0) = O es un 

elemento de 03(n) si y sólo si Df(0) es no singular. El grupo 03(n) actúa sobre g(n, m) vía 

composición: si r E g(n, m) y h E a(n) , entonces Y o h E g(n, m). 

11.1 Definición. Dados los gérmenes r, e g(n, m) , considérese la relación binaria 

en g(n, m) x S(n, m) definida por: ro —.1 si, y sólo si, existe h e 03(n) tal que n  oh = 

A esta relación de equivalencia — se le llama equivalencia correcta. Si '1 — entonces se 

dice que los gérmenes '1, r son correctamente equivalentes. 

Sea jk  : S(n) —> 1:9-(n)/m(n)k+' = R(x„ 	x.)/(x„ 	x. )k.' el mapeo jet, y, por 

conveniencia, denótese g(n)/m(n)k+' por  lk  ) Para cada germen r, el mapeo jk  asigna 

el correspondiente k-jet (el k-ésimo polinomio de Taylor de > en el origen). 

11.2 Definición: Un germen Y E 8(n) es llamado k-determinado (o k-suficiente) si 

todo germen g e g(n) con el mismo k-jet que Y , es correctamente equivalente a > . Esto 

puede ser enunciado de otra forma: si jk r = jkg, entonces existe h e ffi(n) tal que 

7= gori. 
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Decir que Y es k-determinado es más bien un enunciado sobre el polinomio j k f que 

sobre Y . Cada germen que tiene este polinomio como su k-jet es idéntico a dicho 

polinomio si se elige un conjunto apropiado de coordenadas. Es decir, el k-jet determina el 

correspondiente germen. Nótese que: 

1. Ningún 0-jet determina a su germen. 

2.~i (n) = R x R" , ya que ji (r), fo + f,x , y Y es 1-determinado si y sólo si algún 

f, x O (equivalentemente Df(0) O). Esto se debe a que f puede transformarse en 

(xi,•••, xn) —>xi. 

3. El Lema de Morse establece que si Y E g(n) y Df(0) = 0, entonces Y es 2- 

determinado si, y sólo si, det[d2f at,Oxi(0)] 0. 

Estos resultados muestran que los jets no determinados se vuelven menos frecuentes al 

incrementar el grado del polinomio. Los 1-jets no determinados forman la recta R x {O} en 

R"+1. Sobre cada punto en el espacio de 1-jets está el espacio de las matrices simétricas las 

cuales, evaluadas sobre 2-jets, representan todos los coeficientes posibles de monomios de 

grados dos. Sobre un punto en la recta de 1-jets no determinados, los 2-jets no 

determinados también forman un conjunto de medida cero dado por {det(aq ) = 0) en el 

espacio de matrices simétricas {(a;,)} . 

11.3 Teorema: Sean Y E g(n) y m(n)k c m(n)- 	/ Dx„ 	af iaxi,),(„) + m(n)k" 

Entonces id es k-determinado. 

Nota: La hipótesis del teorema puede ser reformulada como m(n)k e m(n) • (óf /3x; 

módulo nt(n)Ln , (donde Kaf /ax, j es la abreviatura de (Df / Dx, , 	/ Dxf, )(„)). Si se 

escribe 

c m(n) • (af /ex, ) + m(n) -III(n)k 

entonces el Lema de Nakayama (Teorema 4.17) implica 

m(n) k c tti(n)- (af ax,),(„). 
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Esta condición es entonces equivalente a la hipótesis del teorema. Sin embargo, la 

formulación original tiene la ventaja que únicamente espacios vectoriales de dimensión finita 

están involucrados, y para cada germen dado, estos espacios se pueden determinar. 

La última formulación de la condición muestra que 

g(n) (m(n) • (af ax, )) 

es de dimensión finita y está generado por los monomios de grado menor que k. En forma 

conversa, sea A = S(n) /(18(n) • (Of / axi  )) de dimensión k. Por el Lema de Nakayama, se 

debe tener que O = tit(n)1 A e m(n)'-' A c c m(n)A c A , j k , ya que dim(A) = k . 

Así, nt(n)k  c m(n)' e "n) • (af Dx, ) . 	Además, g(n) = m(n) e R , donde f se 

corresponde con (f — f(0)) e f(0) . Así, m(n) • (af /3x,) + (0f / ex;  )n  = (af /ax,),(,,,, y la 

condición de que &(n) /(m(n) • (Df / ax, )) tenga dimensión finita es equivalente a que 

g(n)/(af / ex;  )g(„)  tenga dimensión finita Entonces considérese el siguiente 

11.4 Lema: Si el gennen DT : (R", O) —> Rn es finito (Definición 6.8), entonces Y es 

k-determinado para algún k e., Y está finitamente determinado). 

Demostración: Usando el argumento del Lema de Nakayama dado anteriormente, y 

haciendo A = S(n)/(af / ex, ), se tiene entonces que dirri[S(n)/(Df)*m(n)&(n)] = k , por lo 

que Y es (k + 1) -determinado. 4. 

Ahora la prueba del teorema (11.3): 

Sean 7, g E 8(n) dos gérmenes con el mismo k-jet. Se debe probar entonces que existe 

un germen rt €(n) con Y o = g . Para hacer esto, conéctese a Y y 	por medio de la 

familia 1-paramétrica de gérmenes P : 

F(x, t) = (1— t)f(x)+ tg(x) , t E R, x e R" . 

Sea F, E 8(n) dado por Ft  (x) = F(x, t). Se desea demostrar que para cada t„ E R, existe 

s > O tal que rt  es correctamente equivalente a rto  , siempre que t — t„ < e . Esto prueba 

el teorema ya que R es conexo. Para demostrar este resultado acerca de F se debe buscar 



83 

un germen FI : (R" x R, (O, to )) --> R" tal que si ri(x, t) se denota por f1, (x) , se cumplen 

las siguientes propiedades: 

(I) R .  Id E 9,(n), 

(II) PF (o) = o e R" , 

(III) Ft  o FI, = F, , eso es, F(H(x, t), t) = F(x, t u ) 

Para t cerca de t, el germen FI, es invertible ya que 	es invertible y det(DH j(0)) 

depende en forma continua de t. La condición (III) se cumple completamente en t = .10  y 

entonces es suficiente reemplazar (III) por la ecuación diferencial que establece que F, o H, 

es independiente de t, es decir, 

aF 	 eF 
(III') 	L 	(H(x, t), t) 

514 
(x, o + 	(H(x,  t), t) = 0. 

, ax 	at 	ot 

Se desea resolver (I), (II), y (III') para H. Para hacer esto, se afirma el siguiente: 

11.5 Lema:  Si existe un germen : (R" x R, (O, tu  )) —> R" con las propiedades 

aF 	 aF 
(a) L— - (x, t)« (x, t) + - - (x, t) = O, 

(b) 
	

(O, t) O , para todo i, 

entonces también existe un germen n , que satisface (I), (II) y (III'). 

Demostración: 	Para probar esto, se debe resolver la ecuación diferencial 

(x, t) = (H(x, t), t) para H, con condición inicial FI = Id . La existencia de tal H se 
at 

sigue de la teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias Al sustituir H por x en (a), se 

obtiene (III'), y, usando (b), la ecuación 
aH 

(o, t) = ?-(H(0, t), t) tiene como solución única 
at 

a H(0, t) = O . Esto implica (II), y la condición (I) resulta ser la condición inicial anterior. + 

Ahora se deben encontrar gérmenes 	que satisfagan las condiciones (a) y (b) del lema 

anterior. Denótese el anillo de gérmenes (R" x R, (O, t„)) —> R" con el que se está 

trabajando por 5(n + 1) . Sea 5(n) c 5(n +1) el anillo de aquellos gérmenes que no 

aH 
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dependen de t y denótese el ideal maximal en S(n) por m(n). Entonces, se está buscando 

ciertos elementos 1, en g(n +1) . La condición (b) significa que 

1: e 111(n) • S(n + 1), para cada i. 

Esto implica, por el teorema 4.1, que para cada i existen 7, e S(n + 1), j = 	n; tales 

que (x, t) 	xi yi (x, t). Así, la existencia de 1, que satisface (a) y (b) es equivalente a la 

aserción sobre gérmenes en g(n +1) que 

aF 	/ 8F 	aF \ a- e 111(n) • 	, 

	

axi 	g(n+1) 

Sin embargo, 
aF a 

t)f + tg)=-- g — e 111(n)k+1 , bajo la suposición de que f at at  g 

poseen el mismo k-jet. Es suficiente entonces mostrar que 

(a, b) 	111(n) 	c 111(n). 

De la hipótesis del teorema se obtiene 

(*) 	m(n)k  • S(n + 1) c m(n) • 
aF 

)6(n+1) 

+ nt(n +1)•M(n)k  •g(n + 1). 

aF \ 

°X^ G(n+1) 

+ m(n)k+1 • g(n + 1) c m(n) /—air;\ 	+ 
ax• í b(„+1) 

aF a Para la segunda inclusión, nótese que 	
ex 	

(g — f) m(n)" , m(n) c m(n + 1). 
8x ,  

Ahora, 111(n)k  • g(n + 1) es un &(n + 1) -módulo finitamente generado (está generado por los 

monomios de grado k en la variable xi  ). Cuando se aplica el Lema de Nakayama en la 

forma A c B + ni •A A c B a la inclusión (*), se obtiene (a, b): 

m(n)k+i  c m(n)k  • g(n + 1) c m(n)« ax  

11.6 Nota:  La transformación correcta, y la equivalencia correcta también pueden ser 

defmidas para jets, es decir, para series de potencias, o bien, para series de potencias módulo 

tft(n) k  (i. e., elementos en R[xl  , 	x „ I /(x,, 	x„ ) k  ). 
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Sea ák  (n) -t.-  el grupo de k-jets de los gérmenes en @3(n) = el grupo de las n-tuplas de 

polinomios de grado k, f(x) (f,.(x,, 	x„ ), 	(x „ 	x„ )), para los cuales 

Df (0) = 19f t /2)( 1 (0)] es invertible, y f(0) = O. La operación del grupo es la inducida por la 

composición de mapeos. 

Sea gk  (n, n) = (Pdx,, 	x„ j/(x j , 	x„ ) k 	Este es un espacio eucfideano de 

dimensión nC k 
+. 

, 
. 
	Como 	k  (n) es el subconjunto de gk  (n, n) definido por 

det(af, 	(0)) O y f(0) = 0, este es un mapeo diferenciable. La estructura de grupo: 

91 \ (n) x 	(n) ---> ák  (n) 3 (f(x), g(x)) 1—> f (g(x)) módulo (x„ 	x„ )1'1' 

es un mapeo diferenciable. Los coeficientes de f o ¿ se calculan a partir de los coeficientes 

de t y k por medio de la aplicación de polinomios canónicos. El mapeo 

lk (a) 	(n) 3 t(x) 1—> t -1(X) módulo 0115 • • 

también es diferenciable. 

11.7 Definición: Una variedad diferenciable con una estructura de grupo diferenciable 

se llama un grupo de Lie. 

En otras palabras, el párrafo anterior indica que ák  (n) es un grupo de Lie. Nótese que 

(n) actúa sobre gk  (n, m) mediante la composición 

wk (ni in) x 	(n) 	(ni 	j (t,  g) 1—> 1°á 

Esta acción es compatible con tomar primero E(n) operando sobre &(n, m), y luego 

obtener los respectivos k-jets. Es decir, el siguiente diagrama conmuta: 

8(n, m) x G(n) 

  

  

    

(n, rn)x &(n) 
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Las clases de equivalencia correcta en 5(n, m) son las órbitas de acción de EB(n). Las clases 

de equivalencia de sus k-jets son las órbitas de acción de 	(n) sobre gk (n, m). Así, si 

f, g E 5(n) son correctamente equivalentes, entonces É y g están en la misma órbita de 

acción de ák (n) en gk (n). Al considerar estas órbitas finitodirnensionales en un espacio 

euclideano de dimensión finita, se obtienen condiciones necesarias para la equivalencia 

correcta. 

11.8 Lema: Sea f E g(n) un germen con k-jet f E gk (n). Denótese la órbita de t bajo 

la acción gik (n) xJ~k (n) --> A (n) por Élk (n). Sea Ttfák (n) el espacio tangente a esta órbita 

en É, considerado como un subespacio del espacio euclideano 	(n). Entonces, 

' af 	af Trfák (n) m(n) • 	, 	módulo 111(n)"I 

Demostración: Considérese un germen 3' : (Rn+1 , 0) --> (R", 0) 3 (x, t) 	8,(x), con 

= Id : (R", O) —3, (R", O). 	Este es el germen de una familia 1 -paramétrica de 

transformaciones en (11), que incluye con la identidad. Tal germen induce una trayectoria 

(R, 0) --> (gk (n), É) 3 t — 1 o 8,. El vector velocidad de dicha trayectoria en el tiempo cero 

forma el espacio tangente TÉÉEk (n). Si 8(x, t) se escribe en la forma x + E(x, t), entonces 

el germen t E S(n + 1, n) está restringido únicamente por las condiciones E(x, O) = 0, 

E(0, t) = 0. Los siguientes vectores, cuando se reducen módulo m(n)1,4 1 proporcionan 

entonces todos los vectores tangentes 

(f(x + E(x, t))) 
at E 

" 	De, 
= 

t.0 	---; at r=0 

Dado que e solamente debe cumplir las condiciones antes descritas, la derivada De, / ót 
=O 

puede ser cualquier elemento en nt(n). Esto significa que el espacio tangente es 

exactamente m(n) (af /ax,) módulo ttl(n)ku . 
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11.9 Definición: Un r-jet É 	r (ri) se dice es k-determinado (para algún k < r) si 

para todo g E gr  (n) con TrIll =- irkrg e t k  (n) , existe h E JC3 (n) tal que É = g o I . 

11.10 Corolario: (Corolario al Teorema de Mather). Si f E S(n) y jk  (f) es k-

determinado, entonces f es k-determinado. 

Demostración: Sea U = {g E Ik., (n) : .7r k 	= jk  É} , y sea V 	(n), la órbita 

de j'+1  (f) bajo la transformación correcta. Si jk+I (f) es k-determinado, entonces el conjunto 

de los (k +1) -jets que poseen igual k-jet que f, está contenido en la órbita de jk.1(f), es 

decir, U c V, y así, TrU cTt Pero, TIU = m(n)k+' módulo in(n)"2  ya que g e U 

difiere de f solamente en un término de grado k +1. 	Por el Lema 11.8, 

m(n)k+' c m(n) • (af / ex,) módulo m(n)k.2 , de forma que f es un germen (k +1) - 

determinado (Teorema de Mather). Como jk+1  (f) es un jet k-determinado, entonces f 

también es k-determinado. 

11.11 Corolario:  m(n)k  e In(n) • (Of / 	) 	T 	es k-determinado 

ni(n)k+1  e nt(n) • (43f / Dx;) . En particular, T.  E 8(n) está finitamente determinado si, y sólo 

si, el germen DT : (R" , O) —> R" es finito 

Demostración: La primera serie de implicaciones se siguen del Teorema de Mather. 

Si Y es k-determinado, entonces jk-'1 (f) es k-determinado, y de la prueba del corolario 

anterior se deduce que m(n)k" C m(n) • (af 7x; ) + M(n)k+2  . Por el Lema de Nakayama, se 

tiene que m(n)k+' c nt(n) • (5f /ax,) (ver la nota posterior a 11.3). Finalmente, en el Lema 

11.4 y notas adicionales, se expuso que tri(n)k  c m(n) • (Df ax, ) es equivalente a que el 

germen Dr sea finito + 

El hecho que f sea finitamente generado si y sólo si Df es finito es un teorema que se 

debe a Tougeron. En realidad, se puede ser más preciso: Si dim(5(n) Raí.  /Dx, )) = k ) 

entonces f es (k + 1) -determinado. 



88 

11.12 Definición: Un germen r E g(n) con r(0) = Dr(0) = O se dice es una 

singularidad. 	Una singularidad F es aislada si el conjunto 

/(r) = {x E R" : f(x) = Df(x) = Or es igual a {O}`. Una singularidad T es llamada 

algebraicamente aislada si Dr es finito e.,7" es finitamente determinado). 

11.13 Teorema: Toda singularidad algebraicamente aislada es aislada, pero existen 

singularidades aisladas que no son algebraicamente aisladas. 

Demostración: Si in(n)k  C Kaf 	y, en particular x 	Dx, ) , para todo j, 

entonces Df(x) = O implica )(I': = 0, lo cual implica x, = 0. Por lo tanto, toda singularidad 

algebraicamente aislada es aislada. 

Por otra parte, e-1/r' es un ejemplo de una singularidad con jet nulo. Esta es una 

singularidad aislada que no es algebraicamente aislada. • 

Sean 	Q(n) = el anillo de gérmenes analíticos reales (A", O) 	R , y 

0(n) = el anillo de gérmenes complejos analíticos (C" , O) -+ C . 

Nótese que existen inclusiones canónicas ti(n) C 0(n) y d(n) e S(n). 

11.14 Lema: Si 	d(n), entonces dirnR  (g(n)/(af 	)&(„)) < o si y sólo si 

dirnc  (0(n) /(8f / az, )e(n)  < co 

Demostración: Denótense los ideales maximales en d(n) y 0(n) por me  (n) y me  (n), 

respectivamente. 

() m(n)k (8f/8x,)„, implica nt(n)k 	/ 
2
x,)6(n )  + in(n)k+, Además, se deduce 

que 

(*) 	me(n)k  g(af ax,),,,„) +Ind  (n)" 

ya que un monomio de grado k, O  e IN (n)k  , primero puede escribirse en la forma 

0(x) = 	(x) 8f (x) módulo m(n)k" 
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y luego cada 2, puede reemplazarse por su k-ésimo polinomio de Taylor. El residuo deberá 

estar en m(n)k+' y además debe ser analítico, y por lo tanto se obtiene (*). Del Lema de 

Nakayama, se obtiene me  (n) k 	(Of/axi)ajn) "1-111e(9)'+'  

En particular, cada monomio O  de grado k pertenece a (Df / Dx,),?0,)  que está contenido en 

(Df / Dx,)e(r 	 itte (n)  iir e  . Sin embargo, tales monomios generan a 	de tal forma que 

tne  (n)k  c (Df / az;  )ee,)  

() Las derivadas af / az, (z) son todas reales cuando z toma un valor real. Esto significa 

que cuando se toma la parte real en me  (n)k  C (Df / az;  )e)(„)  se obtiene 

me  (n)k  c of)etnl , y así me  (n)k (af iax,),(„) . 

Nota: Este lema muestra que si 	es un germen analítico real, y el germen complejo 

Y E 0(n) es algebraicamente aislado, entonces Y es algebraicamente aislado como germen 

real. 

11.15 Teorema: Una singularidad analítica compleja es algebraicamente aislada si, y sólo 

si, es aislada. 

Demostración: () Sea Y E 0(n) una singularidad algebraicamente aislada. Entonces 

me  (n)k c 	az;) 	En particular, zik  es un elemento de (a / Dzi  ), de forma que 

L'(') c {z : Df(z) 	{z : zk," = O} = {O} . 

Para el converso, supóngase que {O}-  = (1(Y))`. 	Esto implica que 

{O}' {z : Df(z) = O}' , ya que de otra forma, existiría una curva analítica real 0(t) con 

0(0) = O , contenida en {z : Df(z) = O} (Lema de Selección de Curvas.). A lo largo de esta 

curva, Df se anularía, por lo que f también se haría nulo, ya que f(0) = O. Pero entonces, la 

curva estría en 1(f), y el origen no sería una singularidad aislada (--)-4—). 

El germen del conjunto de ceros del ideal (Df / Dzi ) consiste, justamente, del origen. El 

ideal de todos los gérmenes que se anulan en {0} es (z, ). El Teorema de Posición de Ceros 

• Véase Milnor (1968). 
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para gérmenes holomórficos" establece, para este caso, que el ideal (zi ) es el radical de 

(5f / az) (el radical es el conjunto de aquellos gérmenes g tales que alguna de sus 

potencias está en (óf az;)). 	Entonces, (zi  )1'1  E (af Dz,), y por lo tanto 

nte(n)k  e (af / az,) para k suficientemente grande. • 

Una deducción particular que se puede hacer a partir de los teoremas precedentes es, que 

un germen holomórfico con singularidad aislada en el origen siempre puede transformarse 

en un polinomio, por medio de transformaciones holomórficas de coordenadas. Para 

gérmenes analíticos, tales transformaciones se pueden elegir de forma que sean analíticas. 

12. ELEMENTOS DE GEOMETRÍA ALGEBRAICA 

Sea K un campo —usualmente R ó C — y sea K" el espacio vectorial de n-tuplas de 

elementos de K. 

12.1 Definición: Un subconjunto A c IC se dice que es algebraico si existen 

polinomios 	f, E K[x] = K[x„ 	x r, I tales que A = {x E K" : f, (x) = = fr (x) = O} , 

donde x = (x„ 	x.) . 

Si A c K" es un subconjunto arbitrario, entonces el ideal de todos los polinomios que 

se anulan en A se denotará por n(A). Así 

n(A) = (f E K[X] : f (a) = O, Va E A} . 

Conversamente, un ideal a c K[x] define un subconjunto V(a) c K" Este es el conjunto 

de ceros de a : 

V(a) = {x e K" : f (x) = O, V f E a} . 

El subconjunto V(a) es algebraico en vista del siguiente resultado: 

a  Véase Gunning y Rossi (1965). 
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12.2 Teorema: (Teorema de la Base de Hilbert). El anillo de polinomios K[x] es 

noetheriano, es decir, todo ideal está finitamente generado.. + 

Entonces, V(a) es el conjunto de ceros de los generadores {f1 , 	f r} de a. Por 

definición, un conjunto A es algebraico si V(n(A)) = A . Claramente, para cualquier 

subconjunto, se cumple A c V(tt(A)) . En general, V(n(A)) es el menor subconjunto 

algebraico que contiene a A. 

Si A y B son conjuntos algebraicos, A c B <=> n(B) e n(A). Similarmente, para ideales 

a, 6 c K[x], a c b c' V(h) c V(a) 	Además, para cualquier sucesión decreciente de 

conjuntos algebraicos A, D A 2  A3  D , se corresponde una sucesión creciente de 

ideales 411, c a, c a3 	, con a, = n(A, ) , que se anulan en dichos conjuntos. 

12.3 Corolario: Toda sucesión estrictamente decreciente de conjuntos algebraicos es 

finita 

Demostración: Debido a que K[x] es noetheriano, existe n E Z 4  tal que todos los 

generadores del ideal a = U a están contenidos en an , por lo que a=a. La sucesión de 
•=1 ' 

ideales cesa de crecer a partir de n y por lo tanto la sucesión de conjuntos algebraicos 

también se detiene después de dicho n. 

La unión de dos conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico, ya que 

V(a) u V(b) = V(a n b). Cualquier intersección de conjuntos algebraicos es finita, y el 

conjunto de los polinomios que definen A n B es la unión los conjuntos de aquellos 

polinomios que definen a A y a B. Así, se puede dotar a K" de una topología en la cual los 

conjuntos algebraicos son los conjuntos cerrados: 

12.4 Definición: La topología de Zariski es la topología de K" en la cual los 

conjuntos algebraicos son los conjuntos cerrados. 

• Para ima demostración véase Bhattacharya, Jain y Nagpaul (1986). 
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Nota: La topología de Zariski es más débil que la topología usual de R ó C . 

Cualquier subconjunto algebraico tiene una topología, inducida a partir de la topología de 

Zariski para K" , y para cualquier subconjunto A c Kn , el conjunto V(tt(A)) es la 

cerradura, en la topología de Zariski, del conjunto A. De las definiciones anteriores, 

n(V(a)) siempre condene a a, pero la igualdad no siempre se cumple. 

12.5 Teorema: (Teorema de Posición de Ceros" de Hilbert). Sea K un conjunto 

algebraicamente cenado. 	Entonces n(V(a)) es el radical de a, es decir, 

n(V(a)) = {f E K[a] :ft Ea para algún r}. 

Demostración: (p) Esta implicación es trivial. El radical de a está contenido en 

n(V(a)), ya que f ea 	f r  
V(a) 

=OfIv(a) =0f11  E n(V(a)). 

( 

12.6 Definición: Un conjunto algebraico A se dice que es irreducible (o una 

variante), si siempre que A, y A, sean algebraicos y A = A, ki A, , entonces A = A, ó 

A = A, . 

Así, una variante no puede descomponerse en subconjuntos algebraicos más pequeños. 

Al tomar los complementos en la topología de Zariski, la definición anterior puede 

enunciarse de la siguiente forma: un subconjunto algebraico A es una variante si la 

intersección de subconjuntos abiertos no vacíos de A es no vacía 

Un conjunto algebraico arbitrario A, que es no irreducible, puede descomponerse en 

conjuntos algebraicos A = A, u A 2 . Si este proceso se repite en forma iterativa se obtiene 

una descomposición A = A, u A2  u... u A, en conjuntos irreducibles (Teorema de la 

Base). Dicha descomposición es única —salvo el orden de los factores— y es tal que no 

existen inclusiones A i  c A, para i j . Si A = B, u B, ... u B, es una segunda 

a  Usualmente este resultado se conoce como Nullstellensatz de Hilbert. 
Véase Lang (1965). 
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descomposición sin tales inclusiones, entonces para cada i deben existir j y k tales que 

A, c B, C A k  , debido a la irreductibilidad de A, , B, . Como no existen inclusiones, i = k, 

y por lo tanto, A, =Bi . 

12.7 Definición: Los conjuntos irreducibles en la descomposición anterior de A se 

llaman las componentes irreducibles de A. 

12.8 Teorema: Un conjunto algebraico V es irreducible si, y sólo si, el ideal tt(V) es 

primo 

Demostración: () Si V es irreducible y fg E 11(V), entonces V c V((f)) V V((g)) y 

luego, sin pérdida de generalidad, V c V((f)) . Por lo tanto, f E n(V). 

() Para el converso, supóngase que V es reducible, V c A u B, yczA, y V B. 

Elíjanse f e tt(A), f E 11(B) , y g E n(B), g E li(A) . Entonces, fg E n(A v B) c ti(V), pero 

f tt(V) y g u(V),♦  

12.9 Definición: Si a c K[x] es un ideal, el rango de a, denotado p(a), se define 

como p(a) = má 
a
x Rg. (f„ 	f6 ) , donde f„ 	f, es cualquier sistema de generadores de 

xeV() 

a ,  Y Rgx (fi 	ft ) Rgtafi ai (x).1. 

El rango p no depende de la elección de los generadores, ya que si g j  , 	g„, es otro 

sistema K[x]  de generadores, entonces g, = 	fl  para a e [x]. Como f, (x) = O para 

x E V , se obtiene [ag, / óx, ]=- ta u  J. pf;  axi en V. Así, Rg.(g, , 	g,„ ) Rg. (f„ 	fk  ) 

para xeV,y el resultado correspondiente en la otra dirección conduce a la igualdad. 

Ahora, sea 	0 una variante (irreducible). Por simplicidad, tómese K = R ó C a 

partir de ahora. Como n(V) es un ideal primo, K[x]/n(V) es un dominio entero. 

Considérese entonces el campo de cocientes K(V) = Q(K[x]/n(V)). 
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12.10 Definición:  Considérese el espacio vectorial (K(V))" de n-tuplas sobre el campo 

K(V), el cual condene al punto x = (x1 , ..., x r, ), cuyas coordenadas son las indeterminadas 

x, módulo n(V). Este punto es llamado el punto genérico de V. Existe una inclusión 

canónica K c K(V), por lo que se puede sustituir los puntos de (K(V))" en cualquier 

polinomio f e K[x] . 

Por la definición anterior, se obtiene que un polinomio f e K[x] se anula en V si, y sólo 

si, f se anula en el punto genérico, es decir, f E n(V) <=> f(x) = O en K(V). En particular, el 

rango de n(V) es igual al rango de algún sistema de generadores (f„ 	fk  ) para n(V) en el 

punto genérico. Esto se debe a que cualquier menor 0 en la matriz [af axi  [ satisface 

0(V) = O si, y sólo si, 0(x) = O para el punto genérico x E K(V) . 

12.11 Definición:  La dimensión de una variante V es el grado de trascendencia de 

K(V) sobre K. 

12.12 Teorema:  La dimensión de una variante V c K" es igual al corrango de n(V), 

esto es, dim(V) n — p(n(V)) 

Demostración:  Sea d= dim(V) = grado de trascendencia de K(V) sobre K. Con un 

número adecuado de coordenadas, los elementos xdti  E K(V) son algebraicos sobre el 

campo K(x„ 	xd  ). Entonces, existe un polinomio irreducible g, (un polinomio de 

grado mínimo) tal que g, (x„ 	xd , xd  ) = O en K(V) o, equivalentemente, g, E 11(V) . 

En particular, 8g, / axd+, = O en K(V), ya que si ag, axd+, = 0 g, sería un polinomio 

constante en la indeterminada xd,,, y entonces 	..... d )d  ) sería algebraicamente 

independiente (—H—). Como ag, / axd+, = 0, entonces ag, axd+, = O es una relación 

algebraica para xd  de grado menor que g, (x) = 0. 

Se sigue que la matriz lag, ax,(x)[ tiene rango n — d en el punto genérico, y g, E n(V), 

para todo i. Entonces p(n(V)) n — d . 
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Ahora se demostrará que p n — d . Para el efecto, se utilizarán dos hechos Primero, las 

derivaciones Di  de K(x„ 	x,,) con la propiedad Di  j K = O están únicamente definidas 

por la ecuación Di x i  = S . Segundo, cualquier derivación en un campo (en este caso 

K(x, , 	xd  )) puede extenderse en forma única a una extensión algebraica del campo (aquí 

K(V)). 

La definición de D . sobre las funciones racionales en K(x) urili7a las reglas usuales del 

cálculo diferencial. La extensión de D desde K hacia K(y) para un elemento algebraico y, 

está determinada por el polinomio mínimo pata y. Si p(y) = 1pl y' es el polinomio 

mínimo y pp  (y) es definido como ID(p,)y , entonces 

D(P(Y)) = O = P1) (Y) ± (Y)D(Y) nn. 

Como p es minimal, p'(y) x O y se tiene una definición para D(y) Esto define una 

derivación en K(y). 

El espacio vectorial de las derivaciones en K(y) que se anulan en K tiene, en este caso, 

dimensión d. Una base para este espacio es {D, : i =1, ..., cl}, donde D,(xi ) = 	para 

j S d . Si {f„ 	fk  } es un sistema de generadores para tt(V), entonces en el punto 

genérico x se tiene que fi  (x) = O . Así 

afT  n-d 

—22 + 
 

aXj v=1 

 

D i  (xd,) O , 
d v 

Además, para los polinomios mínimos g, de xd, , se tiene 

egv
ag 	D (x  )=O v = 1, .• n — d 

ax cpry 	\ d+v  

Al sustituir estas últimas ecuaciones en las que las preceden, se encuentra que en el punto 

genérico se satisface 

Df "-d  3f) ag, ( ag, `-' =1  

	

ax 	ax 

	

, 	,-, 	d+v aXi \ 	
, 

f3Xd+v / 

para 

Véase Lang (1965). 
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Sin embargo, esto muestra que en la matriz Df(x), x e K(V)" , las primeras d columnas los 

combinaciones lineales de las últimas n — d . Por lo tanto, p n — d . 

12.13 Teorema:  Sean a c b ideales primos en K[x] y sea d(a) el grado de 

trascendencia de K(a) sobre K, donde K(a) = Q(K[x] /a). Definase d(b) de forma 

similar. Entonces, d(a) d(6), y si a ti, entonces d(a) > d(b) . 

Demostración:  Supóngase que x„ 	xd  son algebraicamente independientes en 

K(b) , con una relación algebraica 	.....x)d  ) = O en K(a). 	Esto significa que 

f(x„ 	xd ) pertenece a a pero no pertenece a b, lo que contradice la hipótesis (-94--). 

Entonces d(a) d(b). 

Asúmase ahora que d(a) = d(h) , y que {x„ 	xd  } es una base trascendente para K(b). 

Suponiendo que f e b, entonces se debe demostrar que f e a. Ahora f representa un 

elemento en K(a) que es algebraico sobre K(x„ 	xd ) . Entonces, existe un polinomio g 

en K(x„ 	xd  )[t] tal que g(x„ 	xd  , 	O en K(a). 

Al multiplicar esto por el producto q(x, , 	xd ) O de los denominadores de los 

coeficientes de gen K(xl , 	xd  ), se obtiene 

h(x, t) = q(x)- g(x, t) E K[x„ 	xd  , ti . 

Esto satisface h(x„ 	xd , f) = O en K(a) , por lo que h(x„ 	xd , f) E a . Se puede 

asumir que h(x„ 	xd , O) O en K(a) si se elige gen forma minimal con respecto a t, a 

menos que f = 0 en K(a) , es decir, f E a . 

Considérese ahora la proyección 0: K[x]/a 	K[x]/ b . Nótese que 0(h(x, , 	xd , f)) es 

igual a h(x„ 	xd , O), ya que 0(f) = O, donde estos polinomios se entienden como 

módulo a o módulo b según sea el caso. De tal construcción, h(x„ 	xd , f) = O en 

K[x]/a y h(x„ 	xd , O) = O en K(b) . Se sigue que h(x„ 	x d , 0) es el polinomio cero 

ya que los x„ 	xd  son algebraicamente independientes, lo cual contradice Las suposiciones 

iniciales (-*+-), por lo que f e a, como se requería. 4. 
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12.14 Corolario: Si V C W son variantes, entonces dim(V) 1C dim(W). Además, 

dim(V) = dim(W) si y sólo si V = W . 

Demostración: Hágase a = n(W), b = n(V), y apliquese el teorema anterior.  

12.15 Definición: Para un conjunto algebraico arbitrario A, la dimensión de A, 

dim(A) , se define como la mayor de las dimensiones de sus componentes irreducibles. La 

codimensión de A, codim(A), es n — dim(A) 

En general, A c B implica dim(A) 5 dim(B) Si B es irreducible, entonces Ac B y 

dim(A) = dim(B) implican A = B 

12.16 Definición: Si A es un conjunto algebraico, definido por lo polinomios 

}f„ 	fk  } , el lugar singular de A está dado por EA = {x e A : Rg, (f, , 	fk  ) no es 

maximal en A}. El conjunto A — EA es llamado el lugar regular de A. Si x c A — EA se 

dice que x es un punto regular de A. 

Los puntos regulares de A son aquellos x E A , para los cuales 

Rgx  (f„ 	fk  ) = p(n(A)) = n — dim(A) Por definición del rango de un ideal, el lugar 

regular de A es un conjunto no vacío. Entonces, EA está contenido estrictamente en A. 

Más aún, EA es un conjunto algebraico como subconjunto de A, debido a la anulación de 

todos los (p x p)-menores en la matriz jóf, /axil. 

12.17 Teorema: Si V c K" es una variante, entonces el lugar regular V — 2V es una 

variedad analitica (real o compleja de acuerdo al contexto) de dimensión dim(V) 

Demostración: Sea x e V — LV y sean f, , 	n(V) polinomios tales que 

Rgx  (f„ 	fp ) = p= n — dim(V) Sea W el conjunto lx : f, (x) = = (x) = O} , así que 

V C W . Como V es irreducible, V está contenido en una componente irreducible W„ de 

W, y se tiene que p = Rg(n(V)) Rg(n(W,,)) p. La primera desigualdad es una 

consecuencia del Teorema 12.13, y la segunda se sigue del hecho que f„ ..., fp  c It(W„ ) y 
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X e V e W„ . Entonces, Rg(11(V)) = Rg(ii(Wo  )) , y por el Teorema 12.13, V = Wo  . Así, V 

es una componente irreducible de W, y se debe demostrar ahora que el germen de W en x es 

irreducible e., W = W0  localmente). Esto completa la prueba ya que el germen de W es x 

es la solución de una sistema regular de p ecuaciones polinomiales, y en consecuencia, es 

una variedad analítica. 

Para ver que siempre existe una vecindad de x en W, contenida en una componente 

irreducible, nótese que el germen de W en x puede transformarse analíticamente en el 

germen N, 	= x k  = O} en el origen. Este germen, considerado como germen de un 

conjunto analítico, es irreducible ya que el ideal de todos los gérmenes analíticos que se 

anulan en dicho conjunto está generado por {x„ 	x k  }, y este es un ideal primo. • 

Nota: Todo conjunto algebraicamente reducible es también analíticamente reducible. 

Nótese también que el resultado correspondiente a 12.8 es válido para conjuntos definidos 

por ecuaciones analíticas. 

Dado el resultado anterior, descompóngase el conjunto algebraico A es subconjuntos 

irreducibles, A = V1  L.) ... v V . 	Así, el conjunto A — (1.J (V, nVi )u U LV;  ) puede 
t*; 

descomponerse en la unión de r variedades analíticas no vacías: 

Y — ((y nUVi ) u 2V;  ) 
14i 

Los subconjuntos que han sido removidos son algebraicos, por lo que el procedimiento 

anterior puede iterarse. Usando la definición algebraica, la dimensión de (V nUV)u/V, 

es menor que la de y , de forma que la iteración se detendrá después de a:11(A) pasos. 

Dicha construcción descompone al conjunto A en una unión disjunta de variedades 

analíticas con dimensiones menores o iguales que dim(A) (al menos una de ellas igual a 

dim(A) ). 

12.18 Lema: La proyección n : K"+' —> K" 3 (x1 , 	x n+1  )1—> (x„ 	x„) es abierta 

en la topología de Zariski. 
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Demostración: Sea U c 1C+1  un abierto, de manera que A = Kr' — U es algebraico. 

Supóngase que n(A) está generado por el conjunto {f„ 	fk  }, f, e K[x„ 	x„„, ], y por 

Za(x„ 	x,, ) • x: , 	E K[x,, 	x]. 

Se tiene luego que (x„ 	x„) e V si y sólo si f (x„ 	x„ , x,,,,) -= O para todo x„,„ esto 

es, si y sólo si, a (x„ 	x„ ) -= O . Así, V = {(x „ 	x„ ) : a ,,(x„ 	x„ ) O, V(i, j)} . ♦  

12.19 Teorema: Sea U c IC41  irreducible. Entonces 71--1(V) c IC" es también 

irreducible y co dim(V) = co dirn(2t- -1  (V)) . 

Demostración: Si V = {a} es un punto, entonces A--1  {a} es irreducible. Esto se debe a 

que el ideal ((x, — a ) i =1, ..., n), que se anula en 2T-1{a}, es el núcleo del mapeo 

{ 	
I---> a, ; 1 	i < n 

x„„, 1—) x„,,, 

Además, K[x„,„ ] es un dominio entero, por lo que el núcleo de este mapeo es primo 

En general, se debe demostrar que si U1 , U, C 7C-1(V) son abiertos no vacíos, entonces 

U, n U2  0 . Pero, si U, es abierto y no vacío, lo mismo ocurre para 7t-(U, ). Como Ves 

irreducible, debe existir un elemento a E 71-(U i  ) n 71-(U2  ) . 	Esto implica que 

Tri  {a} n U, 0. Ahora, como 21--1{a} es irreducible, los conjuntos 7r1  {a} n U, y 

7-c--1{a} n U2  tienen algún punto en común, por lo que U, n U2  x 0 . 

Nótese que n(V) C n(7}--1(V)), de forma que p(n(V)) .. p(n(g-i  (V))) . En forma conversa, 

si f, , ..., fk  E n(7c-1(V)), entonces f, (a l , ..., a,,, a) e n(V) para cualquier constante a E K . 

Más aún, Of,  , / ax„,„(xl , ..., x„, a) = O para (x„ ..., x„) E Y . 	Si se elige un punto 

(x„ ..., x„, a) E 7C-1(V) entonces 

Rg(„,  „) (f„ ..., fk  ) = Rg„ (f, (x, a), ..., f., (x, a)) 

y f, (x, a) e K[x „ ..., x„ ] , así que p(n(n- -1(V))) ..-C p(n(V)). 4. 



100 

B. TEORÍA DE TOUGERON 

13.1 Teorema: dim(g(n) /(f„ , )) co si, y sólo si, ditn(gh (n) /(f„ , )) k , 

para algún k. 

Demostración: (=) Considérense las implicaciones: 

(I) dim(g(n) /(f„ , fe )) k 

(II) ditn(g(n) /((f1 • • • fp)+111(n)k+1 » ditrl(/k (n)/(11, 	Pp )) k 

m(n)k c (f„ ..., fe )5(n) + m(n)kll 	m(n)k+1 c nt(n)k 	(f, , 	fp )g(„) . 

En particular, la primera y la última condición de (II) implican juntas que 

dim(g(n) /(f, 	, fe )) k . 

Considérese la siguiente sucesión de espacios euclideanos y proyecciones: 

„:;n  
S(n, P)-1›. • —> 6ko (11, P) 	Sk (n, P) 	gk-1(n, P)-1›. • « 

13.2 Definición: Un subconjunto A c g(n, p) se dice que es proalgebraico si existen 

conjuntos algebraicos Ak C (n, p) tales que A =1~n ÁI 1 (AA ) " 
11=1 

k Esta definición no se altera si se obliga a que (7rk +i (A 
k+1) Ak ; en este caso, k 

codimensión de A se define como el supremo de las codimensiones de los A k . El mapeo 

Itr es la proyección canónica 

72•,7 : 	p) 	(n, p) = g(n, p)/m(n, p)k+i 

Habiendo introducido estas nuevas ideas, ahora se retorna al estudio de los gérmenes no 

finitos. Defínase A', por 

	

Yk = {f. = (11, • 	) dinl(Sk (n)/(11, • 
	fe))>k}. 
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El conjunto Yk  es un subconjunto de lk  (n, p) y el Teorema 13.1 asegura que f es no finito 

si, y sólo si, jk  (f) E Yk  para todo k. Si se denota n 	(Yk ) por Y, entonces la última 
k=-1 

condición es equivalente a j(f) E  Y . 	Nótese que Yk+1 	(ffkk  ) 
■, 

(Y„ ) , ya que si  

f 

 E (r¿k
+1

)'(Yk ) entonces dirn(g(n)/(f1 , ..., fp  )) k y, por lo tanto, f E Yk.i  . 

13.3 Lema:  Codim(Y) = co si, y sólo si, para cada k-jet fk  existe un 1-jet f , para algún 

1 > k , tal que ff kq, fk  y fi  E Y1  . (La segunda condición afirma que sobre cada jet, existe 

uno que es finito). 

Demostración:  () Asúmase que el supremo de las codimensiones de los Yk  es 

infinito, y que ningún jet finito está sobre Pk  E A (n). Entonces (.7tki 	c Y, para todos 

I 1-1 los 1 > k , y Y, tiene a lo sumo la misma codimensión que v- k )f k  . Dicha codimensión no 

puede exceder a dim(A (n)), y esta cota no depende de 1. 

() 	Conversamente, supóngase que sobre cada k-jet existe un jet finito. 	Sea 

di  -= Codim(Yi ), entonces d k  dk_„ <dk +2 	La prueba estaría conclusa a menos que 

se tuviese dk  = di+, = dkii = " • - En este caso, considérese una componente irreducible 

X k  ó Yk  con una dimensión mayor. Se sabe que (71-1,‘  (Xk ) es irreducible para 1 > k , y 

por lo tanto, para todo 1 > k se tiene 

(*) 
	

YI n(n-k)-1(XDr-- (7d 1 (XJ, 
o bien, el lado derecho de (*) tiene codimensión mayor (Corolario 12.14). 
Denótese por bk  el número de componentes irreducibles de Yk  con dimensión mayor. 

Nótese que bk  bk„, > bk„2 	, ya que cualquier componente irreducible de Yku  está 

contenida en la inclusión de Yk  bajo (71,11:+1y1, y por lo tanto en la inclusión de una 

componente irreducible de Y, . Como d k  = d k.„, , una componente irreducible de Yk  con 

la mayor dimensión está contenida, y por lo tanto es igual a, (ifik(41 ) ' (X k ) , donde X k  es una 

componente similar de Yk 
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Ahora, b k es finito, y eventualmente bk = bk = b k+2 =.... Esto significa que (*) es válida 

siempre. Se sigue entonces que (Irk (X k ) c Yi para todo I. De esta forma, si PE Xk , 

entonces para todo 1, el 1-jet É e (72-ki 	{t} está en Y, . • 

13.4 Teorema: (Teorema de Tougeron). Los conjuntos Yk son algebraicos. 

Además, Y es un conjunto proalgebraico de codimensión infinita cuando n S p . 

Demostración: 	E Yk i(=>dim(~k (n) /(t„ . . , /1, )) > k <=> dirnn , , ) 	(n)) < 

< dirn(lk (n)) — k . Sea {O, el conjunto de todos los monomios de grado menor o igual a k 

en g(n), entonces (É„ 	Ép ) E Yk si y sólo si el mapeo lineal 

RP ® (0, ) R 	(n) 3 e, 	0, 1-3 ik (P, • 01 ) 

tiene rango menor que dim(fk (n)) — k . Esta condición está determinada por el carácter 

nulo de ciertos determinantes que son polinomios en los coeficientes de los k-jets de los f, . 

Para la segunda parte, es suficiente mostrar que si f es una p-tupla de polinomios de grado k, 

entonces existe una p-tupla, h, de polinomios homogéneos de grado k +1, de forma que 

(f + h) E Y, , para algún 1> k . 

Elijase g = (xiku , 	, O, ..., 0) y hágase 	h, =(1—t)f+tg. 	El conjunto 

A = lt E R 	e 	c R es algebraico ya que Y, es algebraico y el mapeo 

t 1--> (I— t)1 + tg envía t linealmente a los coeficientes de li r (los mapeo lineales son 

polinomiales). Entonces A es finito, o A es todo R . 

Ahora, 1 A para 1 suficientemente grande, ya que l= g y G(n)Axikii .„. x 	tiene 

dimensión finita; y así, A es un conjunto finito para 1 suficientemente grande. Elijase una 

constante t it A, t 1, entonces 	= (1— t)P + tg Y1 para algún 1. 

Como las componentes de h, y h, /(1— t) generan el mismo ideal, se debe tener que 

1 
• 

1 t É 
	+ 

1— t 
• A sz Y, para algún 1, como se requería. • 

—  



n se define 
aquí 

f se define 
aquí 
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14. EL DESDOBLE UNIVERSAL DE UNA SINGULARIDAD 

El estudio de una singularidad e m(n)2  , es decir, un germen q : (R", 0) —> (R, 0), 

D /7(0) = 0, requiere de la inmersión de dicho germen en una familia r-paramétrica de 

gérmenes de la siguiente forma. Sea R" c IR"+` el subespacio donde las últimas r 

coordenadas se anulan. Denótese un punto de R"' por (x, u) (x l , 	x,,, u l , 	ur ), 

xER",uE RE . 

14.1 Definición: Sea e m(n) una singularidad. Un desdoble r-paraméttico (o 

deformación r-paramétrica) de q es un germen Y E 111(11 + r) tal que TI R„ = q . Este 

desdoble se denotará por (r, 7) . 

Si f es un representante de f.  y (x0 , u0 ) es un punto cerca del origen, entonces 

f il (rx(u0),(xo,u,)) define un germen cercano a q . 

Figura 14.1: f define un germen cercano a 77E  111(n). 

Si se sigue una trayectoria desde el origen hacia el punto (x„, u„ ) , entonces a lo largo de 

dicha curva el germen q se deforma en un germen f justo como el descrito. 
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Dado que es posible definir mapeos entre ciertos desdobles, se puede construir una 

categoría de los desdobles de una singularidad. Los objetos de esta categoría son los 

desdobles. Para motivar la definición de morfismos nótese que R"+` está fibrado por la 

proyección 7z-, : 	—> R . Cualquier mapeo entre desdobles debería preservar este 

fibrado, ya que en estas fibras existen gérmenes "cercanos a q" como los definidos en el 

párrafo anterior. Entre la familia de todos los gérmenes sobre fibras 71.,7' (u) = R" x {u} 

cerca de z ,71  (0) = R" x {0} = R" , se encuentran al menos algunas de las singularidades que 

están implícitas en q, junto con sus desdobles. Esta estructura también se debe preservar. 

Se le permite al morfismo transformar arbitrariamente el espacio parámetro R r y las 

fibras R x {u0  } para cada u0 , más que el origen. En el espacio contradominio R también 

se deberían permitir transformaciones arbitrarias, pero esta presentación se restringe al caso 

más simple en el que sólo se permiten traslaciones. 

14.2 	Definición: 	Sean (r, f) y (s, g) desdobles de q. 	Un morfismo 

(0, a) : (r, f) --> (s, g) consiste en: 

(1) 	un germen 0 e g(n + r, n +s) con Y' R" x{0} = 1R° xt0) 

(II) un germen 0 E 8(r, s) tal que R-50 = Oz„ y 

(III) un germen a e m(r) tal que f =-go0+aoff r . 

La condición (II) anterior indica que el siguiente diagrama es conmutativo: 

Tomadas juntas, las condiciones (I) y (II) expresan que O  se representa por un mapeo de 

tipo fibrado R"+` —> R"' : 0(x, u) 1---> (01 (x, u), 0(u)) . Dado un representante de a, se 

puede asignar una traslación a" a cada ueRr cercano al origen. La traslación a u  : R —* R 
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está dada por a 0  (t) = t + a(u) . La condición (III) en la definición establece que los 

gérmenes f y g están relacionados por f(x, u) = a o g o  0(x, u). 

La composición de morfismos es en la forma usual (0, a) o (y, fi) = ( O o yi , fi + a o Ti). 

En un punto u e R.' del segundo espacio parámetro, 13(u)+ aT (u) describe la 

composición de traslaciones, denotada a w(u)  o . Un morfismo (O, a) es invertible (como 

isomorfismo) siempre que O sea invertible. En particular, (1, a): (r, f) (r, f + a) . La 

función a permite al germen en la fibra sobre u ser desplazado por una constante aditiva 

a(u). 

La suma de desdobles está definida por (r, f) + (s, g) = (r + s, f + g — 77), donde el último 

término está dado por (f + g — q)(x, u, y) = f(x, u) + g(x, y) — 77(x). El desdoble constante 

(r, 77) se define como 17(x, u) =17(x) . Así, (r, f) + (s, q) = (r + s, f) . La cláusula (III) en la 

definición de morfismo muestra que el desdoble (r, f) está determinado por el morfismo 

(0, a) y el desdoble (s, g). 

14.3 Definición:  Sea (s, g) un desdoble de r/, y supóngase que los gérmenes 

O e S(n + r, n + s) y 0 e 	s) satisfacen (I) y (II) en 14.2. Entonces si a e m(r) , el 

desdoble (r, f) dado por la condición (III) es llamado el desdoble de ri inducido por 

(0, a) desde (s, g) 

14.4 Definición:  Un desdoble (r, f) de 77 se dice que es versal si cualquier desdoble 

de 77 es inducido de (r, f) por un morfismo apropiado. 

14.5 Nota:  Sea 77 E m(n) una singularidad, y sean b, 	li r  E m(r) , entonces 

f (x, u) = 77(x) + b, (x)u l  + + b, ( x)u 

es un desdoble de 77. Este desdoble es la suma de los desdobles 1-paramétricos 

f(x, u; ) = 77(x) + b;  (x)u, 
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14.6 Definición: Para una singularidad ti, la codimensión de q, codim(q), se define 

por co dim(0) dirn R (111(n)/(4917 ax, )6(n ) )• 

14.7 Definición: Un desdoble (r, f) con r minimal se dice que es un desdoble 

universal. 

14.8 Teorema: (Teorema Principal sobre Desdobles Universales). (1) Una 

singularidad ti e m(n) tiene un desdoble versal si, y sólo si, coditn(q) es finita. (H) Dos 

desdobles versales r-paramétricos cualesquiera son isomorfos. (III) Todo desdoble versal es 

isomorfo a (r, f) + constante, donde (r, f) es universal. (IV) Si Ib„ 	br / c m(n) es un 

sistema de representantes pan una base de m(n)/(017/5x,)8(„), entonces el desdoble f de 

definido por 

f (x, u) = 77(x) + b, (x)u, + + b r  (x)u 

es universal. 

Demostración: La prueba se proporciona en la sección 16. + 

Notación: De aquí en lo que resta, se denotará (377  / ax,),(„)  simplemente por (3/7) . 

14.9 Ejemplo: Sea n = 1 y /7(x) = x' . Entonces (ati) = (x k-1 ), y x, x2 , ..., xk_2  es 

una base para m /(377) . Además, 

f(x, u) = x' ±U 	
-3 

± ...±U k-2 	 1 X 

es el desdoble universal de x' . En forma más general, sea 77(x) = x,'' ± xl ± x3 +... ± x2, 

Entonces 

f (x, u) = 77(x) + uk-2X1
k-2 ± U

k-3X 1k+...+u  

14.10 Nota: Esto último puede reformularse en forma general: Si 17(x,, 	x p ) tiene 

un desdoble universal 17 + f(x l , 	x p  , u), y si q(xp+1 , 	) es una forma cuadrática no 

degenerada en las demás variables, entonces ti + q tiene a t7 + q + 	, ... , x„ ,X n  , u) como 

(a q) = (x1-1 , x2 , x3, ..., xp ), de forma que el desdoble universal es 
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desdoble universal. Esto se debe a que q puede expresarse en la forma + x2  + + x2  

después 	de 	aplicar 	una 	transformación 	lineal 	apropiada, 	y 	así, 

(5(t1+ (I)) = (an, x,,+1, • • , xn) Esto significa que m(n)/(8(71 + q)) posee la misma base 

que m(k)/(0/7). 

Entonces, cuando se calcula un desdoble universal, es conveniente que primero se 

transforme la singularidad, de forma que tantas variables como sea posible sean separadas en 

una forma cuadrática. 

14.11 Definición: El corrango de una singularidad q e m(n) es el corrango del 

hessiano te277/ ax,ax,(0)1, es decir, la forma cuadrática dada por el 2-jet. 

14.12 Lema: (Lema de Escisión). Si 77 e m(n) es una singularidad cuyo corrango es 

n — r , entonces i es correctamente equivalente a un germen de la forma 

q(x„ 	x r  )+ ((x,„ 	x„) , donde j2(  = O, y q es una forma cuadrática no degenerada. 

Demostración: En cualquier caso, después de una transformación lineal, el 2-jet de 77 

puede ser expresado en la forma q(x, , 	x,) = ±x2, ± ± x2.2 . Definase 8 = 711 R„ de forma 

que 8 tenga el 2-jet q. Luego, O es 2-determinado (Teorema 11.3) y es correctamente 

equivalente a q. , y entonces puede asumirse que gin, = q q tiene el desdoble universal (O, 

q), ya que (8q) = 	x r ) . Así, q es un desdoble versal de q, ya que condene al 

desdoble universal. Como los desdobles versales de dimensión fija son isomorfos (Teorema 

Principal), (n — r, q) es isomorfo a (n — r, ti), es decir, existe — C e 111(n — r) y un germen 

invertible O  tales que 

q(x„ . • • , x r  )= 770(xl, • -, xn ) — c(x,„ 	x„ ) 

Esto completa la prueba del lema. + 

Recuérdese que la codimensión del germen q es igual a dita (m(n)/(ar»). Los 

gérmenes de mayor interés es este estudio son aquellos cuyos desdobles universales 

condenen a lo sumo cuatro parámetros, esto es, aquellos q para las cuales codim(q) 4. 
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14.13 Teorema:  Si coRg(q) = r , entonces co ditn(q) Cr2+1 . En particular, 

coRg(q) 3 	co dim(ri) 6 . 

Demostración:  Si coRg(q) = r , entonces, por el Lema de Escisión, existe un conjunto 

de coordenadas apropiadas para las cuales ri(x) = 4-(x, , x2 , x , 	x ) + q(x ,„ 	x n  ), con 

i24- o 

Considérese el cociente del espacio vectorial m(n)/(ar» obtenido al restringir las primeras r 

coordenadas y tomando los 2-jets, i. e., considérese i2 M(r)/j2  (3;) . Este tiene, entonces, 

dimensión menor que co dim(q). Ahora, ditn(j2m(r)) = r + C r2, , y dirn(j2 (34")) r. Esto 

se debe a que los 3413x, general por sí solos al espacio vectorial real j2  (3 , ya que cada 

847 a;  pertenece a m(r)2  . Por lo tanto, co ditn(q) ?•_ ditn02m(r)/ j2 (3;)) C2,,, . 

Nota:  Si se tiene un interés es los desdobles universales con 5 parámetros a lo sumo, se 

debe restringir la atención a las singularidades ri(x, y) en dos variables que tengan 

codimensión menor o igual a 5 (la forma cuadrática no degenerada q no afecta el desdoble). 

Tales singularidades están, en forma automática, finitamente determinadas; más aún, éstas 

son 6-determinadas. En coordenadas apropiadas estas singularidades pueden escribirse 

como polinomios en dos variables con grado a lo sumo 6. 

En la sección correspondiente a los gérmenes finitamente determinados se utilizó la  

dimensión de m(n)/m(n)(0y). 	En la sección 11 se observó que 

M(n)(37»+ (877)R = (ar1)5(ii), y Por  lo tanto, dim(m(n)/ n1(0)(30) 5 dim(M(r1)/(377))+ n , 

y la igualdad se cumple cuando los allí ex;  módulo m(n)/(80 son linealmente 

independientes. En particular, 7-7 está finitamente determinado, i. e., 

ditn(m(n)/M(n)(5 ti)) <oo si, y sólo si, co dim(u) _5 co (corolario 11.11). 

14.14 Lema:  Si la codimensión de q es finita (77 está finitamente determinado), 

entonces dim(m(n)/m(n)(30) = codirn(q)+ n . 
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Demostración:  Se debe probar que los 377/3x, son linealmente independientes 

módulo m(n)/(a77). Si esto no fuese cierto, existirían a, e R y gérmenes u e m(n) tales 

que 	a al/  = 	u 	, es decir, 	(a;  u ) 817  = O , con a, — u, (0) = O para algún i.  
ex 

Intégrese el campo vectorial .2(a, — u Je /ex, , y elíjanse coordenadas de forma que las 

curvas integrales estén dadas por x, = c, , para i > 1 y constantes c, . Esto es, que el campo 

vectorial sea igual a e/ ex, . Se sigue por lo tanto que 377/ ex, = O . Esto hace a 77 

2 independiente de x, y así, x1  x„ x3„ ... son independientes en m(n)/(e77) . Pero 

entonces, co dirn(77) sería GO (--><---). 

Como se expuso en el Lema 11.8, el lado izquierdo de la ecuación en el enunciado 

describe la codimensión de la órbita de q bajo la transformación correcta en el espacio 

m(n). En la sección 16 se verá que una familia r-paramétrica de funciones define un germen 

(II', 0) --> m(n). Si una familia r-paramétrica general condene a q, entonces este germen 

será transversal a la órbita de 77. El lema anterior muestra que la codimensión de q no 

debería exceder r si 77 posee un desdoble genérico con r parámetros. 

15. LAS SIETE CATÁSTROFES ELEMENTALES 

Si q es una singularidad de codimensión menor o igual que 4, se sabe que co dim(77) 4 

<=> clim(m(n)/(877)) 4 	m(n)5  c (877/ ex,) z m(n)6  c nt(n)(0q) 	q es 6- 

determinada. 

Entonces, q es un polinomio en dos variables, de grado menor o igual a 6, más una 

forma cuadrática no degenerada en otras variables (Teorema 14.13). 
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15.1 Teorema: (La Regla de las Siete de Thom). Salvo la adición de una forma 

cuadrática no degenerada en otras variables, o la multiplicación por ±1, una singularidad q 

con 1 codim(q) 4 es correctamente equivalente a alguna de las siguientes: 

Cuadro 15.1: Las Siete Catástrofes Elementales' 

Codim V Desdoble Universal Nombre 

1 x' x3 
+ ux Doblez 

2 x
4 

X
4 

— UX
2 

+ vx Cúspide (Riemann-Hugoniot) 

3 x5  x 5 +ux3 +vx2 +wx Cola de Golondrina 

3 x3 
+ y 3 3 	3 Umbflica Hiperbólica X -E y + wxy — ux — vy 

3 x3 
— Xy 

2 
X 	xy 2 

+ W(X 
2 + y 2 ) — UX — vy Umbflica Elíprica 

4 x 
6 

X 6 + tX 
4 

+ UX
3 
 +vx2 +wx Mariposa 

4 X 
2y+y 4 

X
2y+y4 

+ WX 
2 
+ ty 2 

— llX — vy Umbilica Parabólica 

,e,y son sanables. 1, u, y, w son constantes. 

Demostración:  Los desdobles universales tienen estas formas como consecuencia del 

Teorema Principal sobre Desdobles Universales. Se debe probar entonces que esta lista 

contiene todos los gérmenes posibles. 

(1) coRg(q) 1: 

Aquí q es correctamente equivalente a ± x" (salvo la adición de una forma cuadrática). Así, 

si la codimensión es < 4, únicamente x 3 , x4 , x5  y x" son posibles (salvo multiplicación por 

±1. 

(2) coRg(q) = 2: 

Esto implica que co dim(77) 3 (teorema 14.11), por lo que co ditn(q) debe ser 3 ó 4. Sea 

P(x, y) = i3 (77). Este es un polinomio homogéneo de grado 3 que se factoriza en tres 

polinomios lineales sobre C: 

P(x, y) = (a,x+ b,y)(a 2 x +b2 y)(a 3x +b,y). 

Entonces se tienen cuatro posibilidades, las cuales se discuten por separado: 
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(A) Los tres vectores (a, , b; ) E C2  son linealmente independientes por pares sobre C. 

(B) Sin pérdida de generalidad, los primeros dos vectores son linealmente 

independientes y el tercero es múltiplo del segundo. 	En este caso, 

P(x, y) = (a,x +b,y)(a,x + b,y)', con 	(a„ b,) 	y 	(a , b 2  ) 	linealmente 

independientes. Ya que la factorización es única salvo constantes, y como P es real, 

los factores, y en consecuencia, los (a,, b) pueden elegirse reales (considerando la 

factorización conjugada). 

(C) Todos los (a, , b, ) son dependientes, pero no nulos. 	Entonces 

P(x, y) = (ax + by)3  , (a, b) E R 2  . 

(D) P(x, y) = O . 

Caso (A): 

(i) Supóngase que todos los (a,, b; ) son reales, y elijase (a,x + biy), (a,x + b,y) como 

nuevas coordenadas. 	Denotando la equivalencia correcta por -, se tiene 

P(x, y) - xy(ax + by), con a, b O . Ahora 

icy(ax + by) - (ab)-1  ry(x + y) 

xY(x ± Y) 

X(X
2  -y 2 ) 

3 	2 
=x — Xy . 

usando (x, y) t-> (ax, by) 

usando (x, y) i--> (ab)-1 3(x, y) 

usando (x, y) i--> 2-2/3 (x + y, x - y) 

Este polinomio es 3-determinado, de manera que q - x 3  - xy2  (umbílica elíptica). 

(ii) Supóngase que dos de los (a, b,) son conjugados complejos. Entonces se tiene el caso 

P(x, y) = (a ja + b,y)(a2 x + 	2 x + b2y). El producto de los dos últimos factores es 

una forma cuadrática positiva definida en x, y. Después de un cambio de coordenadas 

ésta puede escribirse como x2  + y2  , y así P(x, y) - (ax + by)(x2  +y2 ). Aplicando una 

rotación de coordenadas, (ax + by) puede transformarse en cx , c O. Entonces 

P(x, y) - cx(x2 
+ y 2 ) X(X

2 
+ y2 ) X 3  + xy

2 
"- X

3 
+ y'. La última equivalencia se sigue 
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del hecho que (x + y)3  + (x y)3  = 2x3  ± 6xy2  — x 3  + xy2  . El polinomio x3 
+ y3 es 

también 3-determinado. Entonces 77 — x3  + 3 (umbílica hiperbólica). 

Esto completa la prueba pan el Caso (A). 

Caso (B): P(x, y) = (a, x + 191  y) (a 2  x + b 2  y)2  x 2y . Nótese que x2 y no es finitamente 

determinado, ya que a /Dx(x2 y) = 2xy,  , a / ay(x2 y) = x2 , y el ideal (xy, x2 ) no contiene 

potencias de y. Sin embargo, ri es finitamente determinado por lo que este debe tener un jet 

que no es equivalente a x2y Supóngase que k es el mayor números para el cual j'u x2 y 

Sin pérdida de generalidad, sean 	= x2 y y iion x2 y 	( y) , donde h es un polinomio 

homogéneo de grado k +1, k 3. Al transformar Ti con un difeomorfismo de la forma 

0: (x, y) --> (x + 0, y + y), con 0, y polinomios homogéneos de grado k —1 2 . El 

jacobiano de e en el origen es la identidad, por lo que se obtiene 

o  0 = x2y + x'y + 2xy0 + h(x, y). 

Con un elección apropiada de 0, y se pueden eliminar todos los términos en h que son 

divisibles por xy o x 2  . Entonces, jk+1
71

0 
= x2 y + ay1.+1 , a = O . 

Este último es un jet (k +1) -determinado y, por lo tanto, q x2y + ayk±12x y  ± yk+1 Si 

k 4 entonces co clim(q) 5. Si k = 3 , entonces se tiene 7j x2 y ± y 4  . En particular 

71 x2y + y4  (umbflica parabólica). Esto completa el Caso (B). 

Caso (9: P(x, y) (ax + by)3  — x3  así que, sin pérdida de generalidad, j377 = x3 . Entonces 

j4 7j = x3  + h , donde h es un polinomio de grado 4. Obsérvese que dim(j3m(2)) = 9 y 

dim(j3  (071)) --= dim(j3  (x2  + h /  , )) 4, 	con 	gr(h gr(h2) 
	

por 	lo 	que 

dim(j3m(2) 	5 > 4, y este caso no satisface la condición co dim(q) 4. 

Caso (D): 	P = O implica que ii E m(2)4 . 	En consecuencia (377) c m(2)3  y 

dim(m(2)/m(2)3 ) = 5. Este caso también se excluye, y la prueba del teorema está ahora 

completa. + 
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Nota:  Supóngase que se tiene cierto tipo de sistema, el cual está descrito por n variables, 

es decir, por un punto x E X = R". El sistema está sujeto a un flujo dinámico, que se 

describe por una función de potencial V : X —> R cuando las condiciones "externas" 

permanecen fijas. Supóngase que estas condiciones externas varían de acuerdo a un número 

k de parámetros. La alteración en dichas condiciones está acompañada por un cambio en la 

función de potencial. Para cada punto u de un conjunto abierto U c R", el espacio 

control, se tiene una función de potencial V. : X —> R . Entonces, existe un mapeo 

diferenciable V:XzU —> R , que describe una familia de funciones de potencial, 

parametrizadas por U. Cuando las condiciones externas están fijas, en un punto fijo u E U, 

el sistema permanecerá en un mínimo de la función de potencial correspondiente V. 

Usualmente, esto ocurre en un punto singular no degenerado. 

Figura 15.1: Función de potencial V, 

Es claro que existen funciones de potencial con puntos singulares degenerados, pero 

esto es improbable. Las funciones de Morse forman un subconjunto denso y abierto en el 

conjunto de todas las funciones. Las funciones de Morse se caracterizan por: 

(i) En punto singular x0  de V, la forma cuadrática de las segundas derivadas 

(a2v ax,ax,(x„)) es no degenerada. En particular, esto implica que 1.7  es 2-

determinado en x0 , y presenta la forma V(x) = V(0) + ± xi2  , con respecto a 

coordenadas apropiadas. Además, las singularidades son aisladas. 

(ü) Si x y son puntos singulares, entonces V(x) V(y) . 
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Así, en general, una función de potencial V„ es una función de Morse. Sin embargo, 

cuando u varía, es posible preguntarse qué tipo de singularidades pueden ocurrir 

genéricamente en esta familia de funciones V„ 

El cambio local en V„ alrededor de un punto u„ E U y un punto singular x, E Rn, 

corresponde exactamente a un desdoble del germen V„ alrededor de x, . Los desdobles 

versales proporcionan una descripción de todos los desdobles posibles. Más aún, si se define 

un concepto de desdoble estable en una forma intuitiva (aunque no sencilla), se sigue que las 

siete catástrofes elementales son también los únicos desdobles estables posibles, con 

codimensión 4 (Wasserman, 1974). 

En vista de poder aplicar estos resultados es interesante describir la apariencia 

geométrica de las siete catástrofes universales con codim 4, en forma más precisa. En 

particular, se debe buscar aquellos puntos en el espacio control —e1 espacio de parámetros 

U— que son más significativos para la catástrofe. Estos son los puntos donde V„ posee 

singularidades de orden mayor a dos. En otras palabras, el interés se centra en aquellos 

puntos donde los máximos o mínimos locales desaparecen. Para la catástrofe cúspide se 

obtienen un comportamiento como el de la Figura 15.2 y la Figura 15.3. 

Si se grafica la x-coordenada en forma perpendicular al sistema (u, v) -coordenado, 

entonces los extremos locales se localizan en la superficie {(x, u, y) : 4x' — 2ux + v = O) . La 

proyección de tal superficie sobre el (u, y) -plano muestra la cúspide usual, así como el 

conjunto de sus valores singulares. Cualquier estado, cuyos (u, y) -parámetros se mueven 

desde la rama superior de la cúspide hacia la inferior, saltan drásticamente fuera del mínimo 

de la superficie superior hacia el de la superficie inferior. Un proceso reverso ocurre al 

atravesar la rama inferior de la cúspide. 

Este ejemplo, junto con todas las catástrofes elementales, se discute con más detalle en la 

sección 17. 



Figura 15.2: Cinco funciones de potencial en el caso de la catástrofe criipide. 
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Figura 15.3: El conjunta de puntos de equilibrio en el caso de la catástrofe cúspide. 
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16. PRUEBA DEL TEOREMA PRINCIPAL SOBRE DESDOBLES UNIVERSALES 

A lo largo del capítulo, ti denotará una singularidad. El desdoble versal de q será 

caracterizado por una condición de transversalidad que se presenta a continuación. 

Sea 17 E 81(n)2  un germen, y (r, T) un desdoble r-paramétrico de 17. Supóngase que f es 

un representante de r . Si J„;(n, 1) es el espacio de los k-jets con 0-ésimo término nulo, 

entonces se puede definir un germen 

j; : (R n-hr  o) 	(n, 1) 

de la siguiente forma: 	Un representante de j; es el mapeo (x, u) i—> k-jet de 

y H f(x + y, u) — f(x, u). Entonces, j; f es una derivada parcial generalizada, la expansión 

de Taylor en el punto (x, u) con respecto a las primeras variables. 

16.1 Definición: f es llamado k-transversal si jil‘f es transversal, en el origen, a la. 

órbita 771k  (n) de t? (el k-jet de 77) bajo la transformación correcta. 

Nota: hl' f(0) = ik  /O) = E 	(n)- 

16.2 Lema: (Lema Principal). Si 17 está k-determinado y (r, f), (r, g) son desdobles 

k-transversales, entonces (r, f) (r, g) . 

16.3 Lema: f es k-transversal si, y sólo si, ta(n) (Dr/ / exi  ) + Vf "n) k+I  , donde 

VE  = (0f / Du 	— óf / Du, (0)) R  es el espacio vectorial real generado por los elementos rcixto) 

dados. 

Demostración: Se sabe, a partir del Lema 11.8, que el espacio tangente a 0Eibk  es 

m(n)(Dri/Dx,)+m(n);". Se debe calcular entonces la imagen de Dj; f(0) . El espacio 

tangente T0  (R", R ) está generado por e/ax,,a/ au, , así que la imagen está construida 

por 
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a -ax k 
 f (0) = 	

" 	au 
f(0) 	jk  , - f(0) . 

, 

Como 
e

a 
 f (0) = j, -k  

x- 77(0), el lema es una consecuencia de las igualdades 
x, 

m(n)(0q) =(a77)+m(n)G+' Y 

\ 

	

(o)`) +m(u)-1 I Df 
	

af (o) / +nr(u)kti 

	

tau 
	au 

IR 	 1 igrx(0) 	
. 	

/ R 

16.4 Corolario: Si b, 	ID, es una base para In(n)/((877) ni(11)k+1), entonces 

77+ 	u,b, es k-transversal. 

Demostración: Se deduce directamente del Lema 16.3. -4 

16.5 Corolario: Si(r, f) es un desdoble versal de q, entonces f es k-transversal para 

todo k. 

Demostración: Elijase un desdoble k-transversal (s, g) (este puede encontrarse 

aplicando el Corolario 16.4). Entonces, debe existir un morfismo (0, a) : (s, g) —> (r, f). 

Así, g = f 00+a, y como a es independiente de x, se sigue que Vg  = V 0  . Ahora, 

(877)+V f  ya que 

a(f o  0) _e  Df DO; 	af a0,, 

	

au, 	ax, &T i + 	ay, au, ' 

que, restringido a R" x {O} es: 

	

e(f o 0) 	aq  a0, 	Df  DO„ 
O au 	 au  () ax, 	,4; av v  

Por el Lema 16.3, f es k-transversal. • 

16.6 Teorema: (Versal = k-transversal). Sea q k-deterrninado. Entonces todo 

desdoble de q es versal si, y sólo si, es k-transversal. 
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Demostración: () Lema 16.5. 

Sea 77 k-determinado, (r, f) k-transversal, y (s, g) un desdoble arbitrario. Para la 

prueba, se debe encontrar un morfismo (s, g) —> (r, f) . El mapeo (s, g) —> (s, g) + (r, f) es 

claramente k-transversal. Por el Lema Principal, (s, g) —> constante + (r, f) es k-transversal. 

En particular, (s, g) --> (r, f) es k-transversal. 

16.7 Corolario: Si (r, f) es un desdoble versal de y , entonces codirn(q) r. 

Demostración: (r, f) es k-transversal, por lo que m(n) (017)+V + III(n) k+1. Así, 

dim(m(n)/((377)+ Itt(n) k+1)). Esto se cumple para todo k, y entonces, por el Lema de 

Nakayama, trt(n)i (a7.1) ,_ lli(n)k+1,  para k > r. Aplicando nuevamente el Lema de 

Nakayama, se obtiene m iti(n) k  C (01)),y por lo tanto, dim(m(n) flag)) r. 

Demostración del Lema Principal (16.2): Sea y una singularidad k-determinada, y 

sean (r, f), (r, g) desdobles k-transversales de y. Para la prueba, se debe encontrar un 

isomorfismo (r, f) (r, g) . Se sabe que (r, f) es k-transversal si 

M(n) = (877/ 	+ VE III( n 	, 

donde n  está generado sobre R por los términos (af  I auda..(0) — / au (0)) 

Para ello, considérese el problema de encontrar una homotopía F, entre desdobles 

transversales, que inicie en Lo  = f , y termine en F, = g (más adelante se mostrará que F, el 

localmente constante como mapeo de [0, 1] en los tipos de isomorfismo entre desdobles). 

La solución a este problema se basa en el hecho que los desdobles r-paramétricos de son 

los gérmenes en Ti+ m(r) • g(n + r) c Itt(n + r), donde m(r) está generado por 	, ... , u, .  . 

Entonces, dichos desdobles pueden escribirse como i + S , con S E m(r) • g(n + r) . Luego, 

se tiene que V,1,8  = V5  . En el espacio P, (n) de k-jets con término constante nulo, está 

contenido el subespacio (3q / 	 , y son de interés aquellos S para los cuales y5  

es transversal a este subespacio. 
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Figura 16.1: Detalle en la prueba de/Lema Principal. 

Se introduce ahora el mapeo 

m(r)• g(n + 	Hona(R , J (n)) 3 8 H (e, 1--> jk (af au ji  R. x(0)  af au,(0))) , 

donde los e;  son los elementos de la base estándar de R . Este mapeo es sobreyectivo, ya 

que pueden escogerse polinomios adecuados para 8 . 

Considérese el conjunto A en Hom que consiste de aquellos homomorfismos para los cuales 

la imagen de R no es transversal a (ari Dx; ) m(n)k+1 Nótese que A es un conjunto 

algebraico. 

Figura 16.2: Detalle en la prueba del Lema Principal 

Si co dirn(q) = s = co dirn((óri / ex, )) en _la', entonces se tiene que s r (Corolario 16.7), 

que ya se demostró para desdobles k-transversales. Se tienen los siguientes casos: 

Caso 1: Sea r > s . En este caso, co dim(A) > 1 y entonces Hom — A es conexo (úsese el 

Lema 9.3). 
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Caso 2: Si r = s , entonces Hom — A se parte en dos componentes de acuerdo a la 

orientación de la imagen de R con respecto a (317/ ax;  )m(n)'+' . Sin embargo, si 

E 9(r) es una transformación que revierte la orientación, entonces ri + 8 y (7) + 8)0 

proporcionan puntos que están en componentes distintas de Hom — A . Entonces, se puede 

asumir que f y g se aplican a la misma componente de Hom — A . 

En consecuencia, las imágenes de f y g pueden conectarse por una trayectoria poligonal en 

Hom — A . Nótese que una trayectoria lineal en Hom — A puede extenderse a una 

trayectoria lineal en tn(r)- g(n + r) /111(n + r)'+' (este se mapea sobreyectivamente sobre 

Hom). Esta trayectoria induce a una trayectoria lineal en q + m(r) • g(n + r). Así, f y g 

pueden conectarse linealmente en cuanto a sus partes, por desdobles k-transversales y, sin 

pérdida de generalidad, se puede asumir que 

F, = (1— t) f + tg es k-transversal para O S t 1 . 

Se debe mostrar ahora que el tipo de isomorfismo de F, es localmente constante: Sin 

pérdida de generalidad, f 10},<R, =gioxR=0  y a, (u) = (1 — t)f(0, u) + tg(0, u), generan un 

isomorfismo (Id, a,) entre Ft  y (1— t)(f(x, u) — f(0, u)) + t(g(x, u) — f (0, u)) . 	Esto 

significa que es posible encontrar gérmenes 0 e g(ri + r +1, n + r) en el punto (0, 0, t 0 ), y 

a e g(r + 1) en el punto (0, t0 ) , tales que 0(x, u, t) = 00 (x, u) tiene la forma 

(Ø,(x, u), w, (u)) e Rn xikr , y además, si a, (u) = a(u, t) , entonces 

(a) 0, =Ide03(n+r), a =0,  

(b) = Id € B(n), a, (0) = 0 , 

(c) F, o 0, + 

Estas condiciones establecen que (0„ a1 ) es un morfismo entre (r, F) y (r, F,) , que, en 

virtud de (a), es un isomorfismo. Debido a esta condición (a), se puede reemplazar (c) por la 

condición diferencial / at(F, o O, + a, ) = 0 , la cual puede expandirse a 

(d) 	(0, t)• 30,   (x, u, t) + 

	

r aF 	a w, 
	(u, t) +  	t) + 	(u, t) - o . 

aF 

at 	 ati; 	at 	at 	at 
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Nótese que (CP, t) en realidad debe escribirse como (0(x, u, t), t). Ahora, habiendo 

reemplazado (c) por (d), se deben resolver las condiciones para .30 at, ay/ a, da / at . Se 

está buscando gérmenes 

eg(n+r+1), i= 1, 2,...,n, 

ci  E S(r +1) , j = 1, 2, ..., r, 

que satisfagan 

aF 	aF 	aF 
(e) L a 	2_, a,  + Cr, 	-- g( -1 + +1), con 

at 

li"xlúJxR = 0 	e., 	e m(r)- g(n + r +1)), y 4-1{01),R  =0 (1. e., c m(r) • g(r +1)). 

Para ver que en efecto es esto lo que se requiere, supóngase que 	y (i  han sido hallados. 

Entonces si 0 y a son soluciones de las ecuaciones diferenciales 

30, 	(0, 	I), 

ay,/ at = c j(w,t), j< r, 

aa / = Cr+, (Y, I) 

con condiciones iniciales 0,p  = Id, ato = 0 , 0 y a satisfacen (a), (b) y (d). 

Ahora bien, como aF iat = g — f E m(r) • g(n + r +1) , es suficiente, para la prueba de (e), 

demostrar que 

m(r) • S(n + r +1) c 	axi ) m(r).6(„+,1)+ (DF / 	1) In(r)5(r.,)  , 

donde (b1 , 	)A  está definido por {E a ,b, : a, e A} , como es usual. Para esta 

inclusión es suficiente mostrar que 

(*) 	g(n + r +1) = (DF /3x, )8(„mi)  + (aF / aul )8(r+1)  + &(r +1) . 

El hecho que se desea utilizar es que 17, es un desdoble k-transversal de g. Por el Lema 

16.3, se tiene que 

m(n) (aq/ax,)/,(,1)  + (aFt  /Dui l R..{01 )R  m(n)kn  

El término del medio aparece simplificado ya que se ha asumido que Ft  m ar = 0 . Como y x 

es k-determinado, es decir, ttt(n)k+ 2  c (877 / 	) , se puede omitir el último término. 

Sustituyendo aq/ ax, = aF, /óx Ra x(0) ' se obtiene 
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M(n) = (DF, / ax 1Rax(o1)15(n)  +(DF, / au, Rx(0) )R • 

Para probar (*), examínese la ecuación 

g(n + r+1)=m(n)•g(n + r +1)+ g(r +1). 

Si g E m(n) • S(n + r + 1) entonces se ha probado justamente que existe un elemento en 

(aF / Dx, )¿,(nt,,)  + (aF/aui )s(r+I)  

que coincide con g, al menos sobre el conjunto 12" x {O} x {t0  } . Los elementos de 

g(n + r +1) que se anulan en R " x {O} x {t o  } están en Ilt(t + 1) • g(n + r + 1). Todo esto 

junto, establece 

(**) 	(aF/3X,)6(n+r+i)  (aF /a111)1(„1)  g(r +1) + nt(n)•5(n + r +1) = S(n + r +1). 

Sea C = g(n + r +1), considerado como un g(n + r + 1) -módulo finitamente generado, sea 

A = (aFiax,)s(„+,+" , que es un submódulo de C, y sea B = (DF / aui )g(r+,)  + g(r + 1). 

Como g(r + 1) -módulos, B C C , donde C es un &(r + 1) -módulo vía la inclusión 

g(r + 1) c g(n + r +1). Nótese que B es finitamente generado sobre g(r + 1). Se sabe 

entonces que 

(**) 

	
A+B+m(r+1)C=C, y 

(*) 
	

A+B=C. 

Para deducir esto a partir de la información dada sobre A, B y C, antes debe hacerse A = O 

(calculado módulo A). Luego, se debe considerar el mapeo g(r +1) —> g(n + r + 1) que es 

inducido por la proyección y que convierte cada g(r + 1) -módulo en un g(n + r + 1) -

módulo. Para el caso de estos módulos, se tiene que 

B es finitamente generado sobre g(r + 1), 

C es finitamente generado sobre g(n + r +1), 

B + m(r +1)C C . 

Los generadores b„ 	bs  de 13 generan también al espacio vectorial C / tn(r + 1)C . Por el 

corolario al Teorema de Preparación (Corolario 6.6), éstos también generan a C como un 

g(r + 1) -módulo. Entonces B = C . • 
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Demostración del Teorema Principal de Desdobles Universales (14.8). Si q es k-

determinado, entonces cualesquiera dos desdobles versales r-paramétricos de q son k-

transversales. Así, dichos desdobles son isomorfos. Si (r, f) es un desdoble versal de la 

menor dimensión posible, entonces (r, f) y, por lo tanto, (r, f) +constante son ambos 

desdobles k-transversales. Se deduce entonces que todos los desdobles k-transversales 

pueden obtenerse a partir de (r, f) . El Corolario 16.7 muestra que el menor número posible 

de parámetros en un desdoble versal es co dim(77) Si la codimensión es finita (supóngase r), 

entonces i está finitamente determinado (véase 11.4). El Corolario 16.4 proporciona un 

desdoble r-paramétrico, k-transversal, y por lo tanto universal, de 77 que satisface la forma 

requerida. -4 

17. GEOMETRÍA DE LAS SIETE CATÁSTROFES ELEMENTALES 

La teoría de las catástrofes elementales es de carácter local. Existe una familia de 

funciones de potencial \Tu  : X --> R , donde X es un subconjunto de R" , la cual contiene 

una vecindad del origen, y los parámetros u están en un subconjunto abierto U c 	. Sin 

pérdida de generalidad, se supondrá que X = R". Una catástrofe particular determina un 

germen t e m(n)2  que es desdoblado en un germen (r, f), con f e m(n + r) . Las 

coordenadas en TU funcionan como parámetros de desdoble de 77, y como parámetros 

externos para el modelo. 

17.1 Definiciones:  Un régimen local en u E U es cualquier mínimo local de fi nfixi,,) 

Un proceso para el germen q (o el germen f) es una sección s del fibrado 

x U —> U, tal que (s(u), u) es un régimen local, o es infinito. La sección debe estar 

definida en un subconjunto denso y abierto. Una convención asigna un proceso al desdoble 

f. 
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Un punto regular de un proceso es un punto del subconjunto U donde la sección s está 

definida y es localmente continua en una vecindad de dicho punto. Esto es equivalente a 

decir que sobre una vecindad del punto, existe un homeomorfismo del fibrado, el cual 

mapea la sección s en una sección constante. Un punto de U que no es regular se llama 

punto catástrofe.  

La morfología de la catástrofe es el conjunto de todos los puntos catástrofe, aunque 

también se denomina conjunto catástrofe. Para estudiar la geometría de una singularidad 

q que es un desdoble de f el primer subconjunto importante es 

= {(x, u) € R" x : d„f(x, u) -= O} , 

donde d,f(x, u) = D(f R=.{.1) • 

Para cada u fijo, los puntos de Ef  que están en R" x {u} proporcionan los mínimos locales 

(regímenes locales) y los máximos locales de f en u. Considérese ahora 

4 = {(x, u) E Ef  : dlf(x, u) es degenerada}, 

y su proyección Df = 2r(.4) bajo el mapeo proyección 71.  :Rn xU U . Los puntos de 

Df  son candidatos importantes para ser puntos catástrofe. 

Respecto a convenciones, existen dos clases básicas a considerar. La convención de 

Maxwell establece que s(u) está en el punto donde fliv,xtul  tiene su mínimo absoluto. 

Como este punto puede ser —00, esta convención suele ser utilizada cuando f tiene 

únicamente mínimos finitos Claramente, los puntos catástrofe ocurren cuando f 

sostiene un mínimo absoluto en dos lugares. 

Si U describe ahora un subconjunto del espacio-tiempo, la siguiente convención requiere 

que U sea foliada por hojas unidimensionales no singulares, cada una determinada por una 

posición fija en el espacio y parametrizada por el tiempo. Los ejes del modelo local no 

deben ser necesariamente las coordenadas cartesianas locales del espacio-tiempo. 

La convención de retardo perfecto establece que la sección s permanecerá continua 

tanto como sea posible. Esto significa que a lo largo de las bandas de tiempo, s(u) 
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encuentra una familia de mínimos, hasta que estos mínimos desaparezcan. Sólo entonces s 

saltará a otra familia de mínimos 

Existen conceptos más refinados para otros procesos. Es común encontrar en el trabajo 

de Zeeman procesos que asignan a cada trayectoria suave v en U una sección s, del fibrado 

x 	tal que (s i_ (u), u) sea o un régimen local o bien infinito. En tal esquema cada 

trayectoria posee una dirección en la cual el parámetro se incrementa y la convención del 

retardo perfecto opera a lo largo de cada trayectoria: s r  permanece continuo tanto como es 

posible sobre la trayectoria.  . 

17.2 El Dobler 

Desdoble: f (x, u) = x3  + ux 

EE  = 1(x, : 3x2  + u = 01 

4 = {(0, o)} 

Df {O} 

Aquí, se puede trazar la gráfica de f. Para valores negativos de u, f tiene un mínimo local. 

Para valores positivos, f no lo tiene (Figura B.1). La gráfica de E, en el plano x, u está dada 

en la Figura B.2. 

Para valores positivos de u, el proceso s solamente puede estar en el infinito. Para u 

negativo, s(u) = 	u /3 , o bien, está en el infinito. Así, si u es una coordenada temporal, 

se puede imaginar un fenómeno, descrito por un parámetro x, que existe hasta el tiempo 

u = O en un estado dado por x = 	u /3 . En el tiempo u = O el sistema salta hacia otro 

estado que no es descrito en este modelo local (esto no implica que el fenómeno desaparece 

conjuntamente). 

Una particularidad interesante del modelo es el rápido cambio del parámetro x justo 

antes de la desaparición del régimen local. 
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17.3 La Cúspide: 

Desdoble: f(x, u, y) = x 4  — ux2  + vx 

X, = {(x, u, v) : 4x3  — 2ux + v = 0} 

4 = {(x, u, V) E Ef : 12x2  — 2u = 0} 

Df  = {(u, V) : 27v 2  = 8u3} (Figura B.3). 

A cada punto del plano u, y se corresponde una gráfica de f, que depende únicamente de x. 

Las distintas posibilidades aparecen en la Figura B.4 (al reemplazar v por — v se reflejan las 

gráficas pequeñas en el eje vertical): 

En la Figura B.4, el eje u positivo es el conjunto de Maxwell en donde existe un cambio en el 

cual el mínimo es el más pequeño. Los mínimos desaparecen entre las lineas de la cúspide. 

Con la convención de Maxwell el proceso tiene una gráfica como la mostrada en la Figura 

B.S. 

Un posible proceso con la convención de retardo perfecto se muestra en la Figura B.6. El 

conjunto catástrofe sigue a la cúspide hasta que las bandas temporales sean tangentes a la 

curva. La Figura B.7 indica dos modelos posibles cuando el proceso se interpreta como una 

asignación de una sección a cada trayectoria (con retardo perfecto). 

17.4 La Cola de Golondrina: 

Desdoble: f(x, u, y, w) = x 5  + ux3  + vx2  + aux 

Ef  = {(x, u, v, w) : 5x4  + 3ux2  + 2vx + w = 0} 

4 = {(x, u, v, w) e Ef  : 20x3  + 6ux + 2v = 0} 

D f = {(u, ‘V) : 3X 3 5x 4  + 3ux2  + 2vx + w = O, 20x3  + 6ux + 2v = 0} 

En este caso D f tiene la forma dada en la Figura B.8. Para valores positivos y negativos de 

u, la distribución de los regímenes está dada en la Figura B.9 y la Figura B.10. Cuando u 
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toma valores negativos, se puede tener una idea del comportamiento de XI- en la Figura 

B.11. 

Si el tiempo fluye paralelamente al eje w, la convención de retardo perfecto produce un 

conjunto catástrofe como el de la Figura B.12. Se asume que el fenómeno empieza siendo 

gobernado por el régimen local y no por —03 . 

17.5 La Umbílica Hiperbólica:  

Desdoble: f(x, y, u, y, w) = x3  + y' + wxy — ux — vy  

= {(x, y, u, v, w): 3x2  + wy — u = 3y 2  + \vi( — = 0} 

4 = {(x, y, v, w) E I(  : 36xy — w2  = 0} 

D r  =1(u, y, w): 3(x, y) 3 = 3x2  + wy, = 3y2  + wx, w2  = 36xy} 

Si w está fijo, E,. determina un mapeo 	R 2  : (x, y) +-> (u, vi — (3x 2  Rey, 3y2  + wx) , 

y la intersección de D r  con el plano {w = constante} es el conjunto de valores singulares de 

este mapeo Para w = 0 , es mapeo es un pañuelo doblado (Figura B.13), y para w O este 

se hace más general (Figura B.14). 

En el espacio u, v, w D r  es simétrico: por reflexión en el plano u, v. La mitad de D E  se 

muestra en la Figura B.15. 

Para w = O , la Figura B.16 indica la gráfica de f para u, v ambos positivos, o ambos 

negativos. Para w O las gráficas no varían considerablemente. Un estudio más detallado 

revelaría que siempre existe, a lo sumo, un número finito de regímenes locales. Esto ocurre 

en el lado de la superficie (Figura B.15) que contiene al cuadrante w = 0, u, v > 0 . 

17.6 La Umbílica Elíptica:  

Desdoble: f(x, y, u, y, w) = 1 x3  — xy 2  ± ( X
2 

± y 2 ) - LUC - V y 

= 1(x, y, u, y, w) 2  y2  + 2wx — u = —2xy + ivy — = O/ 
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4 = {(x, y, u, y, w) 	: X2 2xy w2 y 2 O}  

D f  = {(u, y, w) : 3x, y 3 U = X2  — y 2  ± 2wx, = -2xy + 2wy, x2 ± y2 w2} 

El cambio de coordenadas en f simplifica la forma de Df  • Si se consideran las coordenadas 

z = x + iy, u+ iv en C, se puede ver que para un w fijo, Df  n {w = cons tan te} es la 

imagen de la circunferencia l z l = 	bajo el mapeo 

(x, y) H (u, y) = (x2  - y2  + 2wx, 2wy + 2xy), 

es decir, a -± z2  + 2wz . Al hacer w = 1 se obtiene la curva 2e te  . + e -216 (Figura B.17). Así, 

Df  es el conjunto mostrado en la Figura B.18. 

Se puede encontrar un único régimen local, el cual ocurre dentro de D f , para w > O. En el 

punto u=v=w=0, la gráfica de f(x, y) es una "silla de montar trilobular" Sobre una 

recta adecuada, cercana al eje w y dentro de Df , esta silla de montar se desdobla según lo 

muestra la Figura B.19. 

17.7 La Mariposa:  

Desdoble: f(x, u, st, w, t) = x6  + tx4  + ux3  + vx2  +wx  

Ef  = {(x, u, y, w, t) : 6x5  + 4tx3  + 3ux2  + 2vx + w = O} 

4 = {(x, u, y, w, t) E Ef  : 30x4  +121:X2  6ux + 2v = O} 

DE  = {(11, y, w, t) : 3x 3 D x f = O, D,2,f = O} 

En este caso se trazará un "diagrama reloj" del conjunto Df  Tomando (u, t) fijo, la 

intersección de Df  con el plano v, w es una curva. Al moverse alrededor de la 

circunferencia unitaria en el plano u, t, se obtiene la Figura B.20. 

La curva cúspide es la recta cola de golondrina donde la formación de la catástrofe cola 

de golondrina ocurre. La superficie de D f  generada a lo largo de esta recta L se muestra en 
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la Figura B.21. Para el subdigrama A la distribución de los regímenes locales es como en la 

Figura B.22, B tiene la distribución que se muestra en el diagrama B.23. 

17.8 La Umbílica Parabólica:  

Desdoble: f(x, y, u, v, w, t) = X
2 
y + y4 

WX 2 + ty
2 

- UX vy 

= {(x, y, u, y, w, t) : 2xy.- + 2wx — u = x2  + 4y3  + 2ty — v = O} 

El "diagrama reloj" se muestra en la Figura B.24. Este modelo parece ser original de 

Chenciner. Un estudio detallado con información y figuras útiles se puede encontrar en el 

trabajo de Godwin. La explicación de las gráficas en el plano w-t es la siguiente: 

Línea de puntos aislados: 	el lugar conde aparece un punto aislado 

Línea de cruce: 	las partes distintas de D f  se intersecan 

Línea hiperbólica: 	el centro de una umbílica hiperbólica 

Línea elíptica: 	el centro de una urribflica elíptica 

Línea bec á be,: 	el quiebre de las cúspides de dos colas de golondrina 

Línea cola de golondrina: 	el centro de aparición de dos colas de golondrina. 

El número de regímenes locales se indica en la Figura B.25. 

17.9 Desdobles  de dimensión mayor:  

Anteriormente se ha discutido la geometría de los desdobles con dimensión mínima Sin 

embargo f(x, u, v, w) = x4  — ux2  — \TX es un desdoble versal y los conjuntos E, A y D son 

justamente suspensiones de los respectivos conjuntos para la catástrofe cúspide (tómense los 

productos con el eje w). En realidad, cualquier suspensión de un desdoble universal es 

versal. La cúspide anterior es, de hecho, equivalente a la siguiente: 

f(x, u, v, w) = x 4  - (U - w 2  )X 2  - VX 

y Df  toma. la  forma que se muestra en el diagrama B.26. Si u representa el tiempo entonces 

los planos de tiempo constante cortan a D f  como se indica. Probablemente existe una 

convención cuyo conjunto catástrofe es Df. 
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17.10 Estabilidad temporal: 

La teoría elemental que se presenta en esta sección depende de la clasificación de los 

gérmenes estables (salvo equivalencia). Dicha equivalencia se define en términos de cambios 

de coordenadas a la derecha o a la izquierda. Algunos detalles se proporcionan en el trabajo 

de Wassermann. 

Una característica significativa es que se permite obtener gérmenes de difeomorfismos 

arbitrarios de U. Wassermann ha considerado otro problema cuando los difeomorfismos de 

U están restringidos. Uno puede suponer que U está foliado por subespacios de tiempo 

constante —existen coordenadas en U en donde uno de los ejes representa el tiempo—. 

Además, cualquier cambio de coordenadas en U mapea las hojas de tiempo constante en 

hojas de tiempo constante. Aquellos mapeos que son equivalentes en este sentido restrictivo 

son llamados tiempo-equivalentes o t-equivalentes, y los mapeos que son estables se llaman 

t-estables. 

Es posible clasificar las funciones t-estables. La lista es mayor en comparación con la de 

las catástrofes elementales, aunque sigue siendo finita para dimensiones pequeñas. Un 

ejemplo de un desdoble t-estable para la catástrofe cúspide es: 

f(x, u, v, w)= x4 
± UX

2 
± tX LIX ± V

2 
X . 

El eje temporal posee coordenada t. Un desdoble como el de la Figura B.26, con el tiempo 

descrito por el eje u, tangente al punto cúspide, no es t-estable. Un diagrama de Dr se 

muestra en la Figura B.27. La intersección con los planos de tiempo constante también se 

proporciona. 



III. APLICACIÓN A LA ANTROPOLOGÍA Y ARQUEOLOGÍA: UN 

MODELO DIALÉCTICO DEL COLAPSO MAYA 

«Que el sol vaya a salir mañana es una hipótesis; 

y esto quiere decir no sabemos si saldrá» (Ludwig Wittghnstein). 

18. LA NATURALEZA DE LOS SISTEMAS CULTURALES 

A. COMPLEJIDAD 

La complejidad de una sodedad se entiende como la referencia a las cualidades como 

el tamaño del grupo social, el número de distintivos en sus elementos, la variedad de roles 

sociales especializados que incorpora, el número de personalidades sociales distintas 

presentes, o la variedad de mecanismos de organización. El aumento en cualquiera de éstos 

aspectos se considera como un aumento en la complejidad. Por ejemplo, las sociedades de 

cazadores y recolectores contienen, a lo sumo, unas pocas personalidades sociales 

reconocidas, mientras que los estados modernos reconocer alrededor de 10,000 ó 20,000 

ocupaciones y roles sociales, y las sociedades industriales pueden contar con más de un 

millón de diferentes tipos (Tainter, 1988). 

Dos conceptos son importantes para entender la naturaleza de la complejidad: 

inequidad y heterogeneidad. La inequidad se refiere a la diferenciación vertical, posición, 

o acceso desigual a los recursos materiales y sociales. La heterogeneidad es un concepto 

delicado, pues se refiere al número de componentes distintas dentro de un grupo social, y a 

la manera en que la población se distribuye dentro de estas componentes. Una población 

que se divide igualmente entre los roles y las ocupaciones de la sociedad está 

homogéneamente distribuida, de lo contrario, existe incremento en la heterogeneidad y la 

complejidad. Un grupo social con un alto grado de heterogeneidad posee, por lo tanto, un 

cierto nivel de complejidad. La inequidad y la heterogeneidad están relacionadas, pero en 

• En lo que sigue, los términos de sociedad, grupo social, sistema social y sistema cultural se utilizarán 
como sinónimos. 

131 
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parte responden a diferentes procesos, por lo que no siempre existe una correlación positiva 

en la evolución sociopolitica. En las civilizaciones tempranas, por ejemplo, la inequidad 

tiende a ser inicialmente alta y la heterogeneidad baja. Con el tiempo la inequidad decrece, y 

la heterogeneidad aumenta al desarrollar niveles de jerarquía (Tainter, 1988). 

Las sociedades complejas son sistemas altamente sensibles a descomposición, es decir, 

están construidos sobre unidades sociales, cada una de las cuales es potencialmente estable e 

independiente. Así, un estado puede incluir varias aldeas o grupos étnicos antes autónomos, 

o un imperio puede incorporar varios estados previamente establecidos. Estos estados, 

aldeas o grupos étnicos retienen su potencial de estabilidad e independencia, y pueden 

revertir el proceso, es decir, la evolución del sistema social puede resultar en la 

descomposición de estos "bloques construidos" de complejidad. 

La complejidad de un sistema social es una característica que se mide en una escala 

continua (i. e., un intervalo del conjunto de números reales, R). Sin embargo, para facilitar 

su comparación, los antropólogos que estudian la evolución de las organizaciones humanas 

han encontrado conveniente desarrollar tipologías del grado de complejidad. La distinción 

entre estado y no-estado es un ejemplo de tal clasificación. Algunos académicos han 

dividido a los estados en subcategorías (Steward 1955, Claessen y Skalník 1978). Por otra 

parte, es usual en antropología subdividir a las sociedades no-estado (sociedades simples) en 

niveles de complejidad: 

Complejidad 

Tribu --> Cacicazgo Estado 
Temprano 

Estado 
Desarrollado 

Sociedades Simples 
	

Sociedades Complejas 

Figura 18.1: Evolución de k complgidad de los sistemas sociales. 

En este trabajo, la distinción tipológica de mayor interés es la diferencia que existe entre 

los estados y el resto de los grupos sociales, pues la interconexión entre los factores que 

intervienen en las dinámicas del colapso se presentan más claramente en las sociedades con 
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mayor grado de complejidad. Los atributos que distinguen al estado del testo de sociedades 

son, en general, las siguientes: organización territorial, diferenciación de clases y ocupaciones, 

monopolio de la fuerza, ejercicio de la autoridad para movilizar recursos y personal, y 

jurisdicción legal. Skalnik (1978) ha propuesto un modelo del funcionamiento de los estados 

incipientes, el cual se resume a continuación: 

• El estado se define como la organización de las regulaciones de las relaciones sociales, en 

una sociedad que está dividida por dos clases emergentes: la clase gobernante (clase 

regidora) y la clase gobernada (clase plebeya o regida). 

■ La función del estado está directamente ligada al ejercicio del poder: el gobierno 

investido con el poder controla la división en estratos y clases sociales emergentes, y vela 

por el mantenimiento de la integridad del estado contra el separatismo interno y las 

agresiones externas. 

• En general, y para propósitos analíticos, se distinguen cinco esferas funcionales: 

administrativa, económica, ideológica, militar y politica. El poder político actúa en 

cooperación y está interconectado con las relaciones económicas, ideológicas y de 

parentesco: la forma de las relaciones de producción de bienes en una sociedad es crucial 

para entender el carácter de la evolución del proceso del colapso. 

■ Se puede definir un conjunto de principios funcionales, los cuales sirven como entes 

abstractos que dictan la dinámica de los procesos del estado. 

B. EVOLUCIÓN DE LA COMPLEJIDAD 

Los factores que rigen la complejidad también son importantes para entender el colapso, 

ya que la aparición de instituciones sociales complejas, y sus fallas, están íntimamente ligadas. 

La dinámica subsecuente al desarrollo de una sociedad puede responder a una variedad de 

factores nuevos, incluyendo situaciones políticas internas y externas. Se han formulado 

diversas teorías sobre el origen de los estados y la evolución de los sistemas sociales hacia un 

grado de complejidad superior (Painter, 1988). Las líneas de pensamiento suelen ser: 

• Administrativa: Las sociedades entran en tensión, o la población se incrementa y los 

requerimientos integradores parece que pueden resolverse por la aparición de jerarquías 

administrativas. Entre estos se incluyen argumentos como la movilización de fuerza 

laboral, surgimiento a partir de mayor número de fuentes de información, diversificación 
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y especialización vertical y horizontal, centralización como resultado de la diferenciación 

económica, manejo jerarquizado de la producción y distribución de bienes y servicios, y 

aumento de complejidad como resultado del manejo de redes de intercambio. 

■ Conflicto Interno: Las teorías de esta escuela postulan que el conflicto de clase es el 

motor principal detrás de la complejidad. Los escritores marxistas mantienen que el 

estado recién aparecido solamente protege el privilegio de unos pocos con acceso 

preferencial a los recursos. 

• Conflicto Externo: Carneiro (1970) ha argumentado que en el entorno circunscrito 

(ambiente acotado en el cual las migraciones no son posibles) la tensión produce 

conflicto, mientras que los sucesos bélicos generan la necesidad de desarrollar 

instituciones para administrar a los grupos conquistados. 

• Sintética: Varios procesos interrelacionados generan la complejidad y las instituciones 

estatales. 

El modelo que se presenta en la sección 22 puede clasificarse como mezcla entre la línea 

de pensamiento administrativa y la del conflicto, pues establece que tanto el incremento en 

complejidad como la marginalidad que surge de la inequidad social juegan un papel 

importante en la dinámica de los sistemas sociales. 

19. EL ESTUDIO DEL COLAPSO DE LOS SISTEMAS CULTURALES 

A. ¿QUÉ ES COLAPSO? 

El "colapso" es un término que cubre una variedad de tipos de procesos. Este 

fenómeno no es propio de grupos sociales organizados a los niveles más complejos, también 

se aplica a sociedades tribales y aldeas de horticultores En esta tesis el colapso se entiende 

como un proceso politico. En la mayoría de los casos, tiene consecuencias en áreas como la 

economía, el arte y la literatura, pero, fundamentalmente, es un fenómeno de la esfera 

sociopolífica. Para evitar posibles confusiones, en lo que sigue se utilizará la definición de 

colapso dada por Tainter (1988:4): 
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Definición:  Una sociedad se dice que ha colapsado cuando despliega una rápida y 

significante pérdida de un nivel establecido de complejidad sociopolitica. 

El término "nivel establecido" es importante. En estas instancias, para que una sociedad 

colapse esta debe poseer (o estar en continuo desarrollo de) un nivel de complejidad, 

mantenido por varias generaciones. Por ejemplo, la caída del Imperio Carolingio no es un 

caso de colapso, sino más bien un intento fallido de construir un imperio. El colapso, 

entonces, debe ser rápido —no debería tomar más que algunas décadas— y debe conllevar una 

pérdida sustancial de estructura sociopolitica. 

En general, el colapso se manifiesta en fenómenos tales como: 

• Reducción en el grado de estratificación y diferenciación social; 

• Reducción de la especialización económica y ocupacional, de individuos, grupos y 

territorios; 

■ Reducción del control centralizado, esto es, menor regulación e integración de las 

diversas actividades económicas y los grupos políticos, por la élite; 

• Reducción en el control y la reglamentación; 

■ Reducción de inversión en los epifenómenos que caracterizan la complejidad, ti e., 

aquellos elementos que definen el carácter de civilización: arquitectura monumental, 

registros literarios y artísticos, entre otros; 

■ Reducción en el flujo de información entre individuos, entre grupos políticos y 

económicos, y entre el centro y su periferia; 

• Reducción de la producción, el intercambio y la redistribución de recursos; 

• Reducción en la coordinación y organización de individuos y grupos; 

• Reducción del territorio integrado, junto con una unidad política más simple (Tainter 

1988:4). 

Debe quedar claro que no todas las sociedades que experimentan colapso pueden ser 

igualmente caracterizadas por cada apartado de esta lista, que es incompleta. Algunas 

sociedades que satisfacen la definición de colapso no poseen todas estas características. Sin 

embargo, la lista anterior proporciona una descripción concisa de lo que sucedió en la 

mayoría de los casos documentados de colapso. 
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El colapso es un proceso sin restricción de algún tipo de sociedad o nivel de 

complejidad. La complejidad de las sociedades se mide en una escala continua, y las 

variaciones de ésta (incremento y reducción) se producen a lo largo de esta escala. Las 

sociedades simples pueden perder un nivel establecido de complejidad, de igual forma que 

los grandes imperios. Por ejemplo, una sociedad de horticultores sedentarios puede 

transformarse en grupos de forrajeros nómadas, y perder los atributos sociopoliticos 

específicos de las aldeas. Una región organizada bajo el control de un jefe administrativo 

central puede perder su estructura jerárquica, y revertirse en varias aldeas feudales 

independientes. Un grupo de forrajeros puede segmentarse a causa del deterioro de su 

entorno y abandonar su organización social. El fenómeno del colapso debe considerarse 

con relación al tamaño y a la complejidad de la sociedad en que este ocurre. 

B. EL CASO DEL COLAPSO MAYA 

A lo largo de la historia son muchos los casos de poblaciones que experimentaron 

decadencia. La civilización Maya no se escapa de este fenómeno. Las grandes ciudades que 

en un tiempo se extendieron por las Tierras Bajas mayas (territorio que comprendía noreste 

de Chiapas, sur de Campeche, El Petén, Belice y la porción noroccidental de Honduras), 

estaban totalmente abandonadas a la llegada de los españoles en el siglo XVI. Con muy 

pocas excepciones, los centros mayas de las Tierras Bajas meridionales y centrales 

evidenciaron decadencia al final del Período Clásico. Durante un largo período de tiempo, 

que corresponde aproximadamente al siglo IX, se refleja en los registros arqueológicos una 

reducción y luego un cese total de las actividades intelectuales y culturales de gran parte de la 

zona que había presenciado su auge a lo largo del Periodo Clásico Temprano y Tardío. A 

finales del Período Clásico, la construcción de grandes estructuras administrativas, 

ceremoniales y residenciales había cesado en casi todos los sitios de las Tierras Bajas 

centrales y del sur. A partir de esa época, no se erigieron nuevos monumentos dinásticos, y 

las fechas calendáricas en Cuenta Larga ya no se registraron. Desapareció la fabricación y 

distribución de los tradicionales y elaborados artículos suntuarios y rituales de alfarería, jade, 

madera, hueso y concha, casi por completo. Esta evidencia material indica que la decadencia 

de los Mayas de 'Tierras Bajas durante el Período Clásico afectó, ante todo, a la élite 
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gobernante, esa misma clase social que había patrocinado y dirigido la mayor parte de las 

actividades que desaparecieron de todo testimonio arqueológico (Joyce, 2000). 

Debe quedar claro que, aunque al final del Período Clásico se produce una irrupción en la 

continuidad del sistema sociopolinco, la civilización maya continúa y se "transforma" hacia 

las manifestaciones del Período Postclásico. Además, el colapso de finales del Clásico no 

afectó de igual forma a todos los sitios de Tierras Bajas (Demarest 2004, Webster 1998). 

C. CLASIFICACIÓN DE I 	LORZA SOBRE COLAPSO 

Cualquier clasificación de teorías es, en cierto grado, arbitraria, y puede hacerse de 

muchas formas. Es común en las ciencias sociales encontrar causas internas y causas 

externas del cambio social, por lo que el estudio del colapso puede ser igualmente 

dicotomizado. Similarmente, el estudio se ha dividido en teorías conflictivas y teorías 

integrativas del cambio. Esta investigación pretende presentar un enfoque alternativo a las 

teorías generalmente aplicadas al análisis del colapso. Sin embargo, a continuación se 

enumeran los temas tratados con mayor frecuencia en la literatura arqueológica y 

antropológica. Estos son: 

• Cese de los recursos vitales o de los recursos de los cuales la sociedad depende; 

• Establecimiento de una nueva base de recursos; 

■ Ocurrencia de alguna catástrofe insuperable; 

■ Insuficiencia de respuesta a circunstancias; 

■ Aparecimiento de otras sociedades complejas; 

• Intrusos; 

■ Conflicto de clases, contradicciones sociales o mala gestión por parte de la élite; 

• Disfunción social; 

• Factores místicos; 

• Concatenación de varios eventos; 

• Factores económicos (Tainter 1988:42). 
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20. LA PRODUCTIVIDAD MARGINAL DEL CAMBIO SOCIOCULTURAL 

Los sistemas sociales son organizaciones políticas que, como los sistemas vivos, se 

mantienen mediante un flujo continuo de energía. Desde la unidad familiar más simple, 

hasta la jerarquía regional más compleja, las instituciones que comprenden una sociedad, y 

sus interacciones, dependen de energía. Al mismo tiempo, los mecanismos mediante los 

cuales los grupos humanos se abastecen y distribuyen sus recursos, están condicionados e 

integrados por instituciones sociopoliticas (esfera administrativa). El flujo de energía y la 

organización sociopolitica son lados opuestos de una misma ecuación. Ninguno de estos 

dos conceptos puede existir sin el otro, y no pueden presentar cambios considerables sin 

afectar de manera sustancial al opuesto. 

El flujo de energía como tal no es suficiente para mantener el sistema social La cantidad 

de energía de dicho flujo debe ser proporcional al nivel de complejidad del sistema. Las 

sociedades simples son menos costosas de mantener que las sociedades con un alto grado de 

complejidad, pues estas últimas requieren mayores niveles de soporte per capita. Al 

incrementar la complejidad de una sociedad, se crean más redes entre los individuos, se 

establecen más controles jerárquicos para regular estas redes, se procesa mayor cantidad de 

información, existe una mayor centralización del flujo de información, y se necesitan 

especialistas directamente involucrados en la producción de recursos. Como resultado, el 

sistema social envuelve mayor complejidad, y el costo que recae sobre cada individuo se 

incrementa, de forma que la población destinará parte de su presupuesto de energía al 

mantenimiento de las instituciones organizacionales. 

Derivado de esta situación, es necesario investigar sobre los beneficios que recibe la 

población de su inversión en complejidad. Usualmente, se ha emprendido esta labor por 

medio de dos modelos: un modelo del conflicto, y un modelo integrativo. El modelo del 

conflicto interpreta la complejidad como una respuesta a la competencia entre clases y a la 

necesidad de la élite de mantener sus privilegios. El modelo integrativo percibe a la 

complejidad como una respuesta a las necesidades sociales. En ambas perspectivas, la 

complejidad es una respuesta a problemas advertidos, y la facilidad en la resolución de tales 

problemas se debe, en parte, a la relación entre beneficio e inversión. 
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El principio económico de los rendimientos decrecientes es uno de los pocos 

fenómenos con tal regularidad y predictibilidad, de forma que los economistas lo han 

categorizado como "ley". En situaciones de producción, esta ley establece que la inversión 

en la formación de nuevos ingresos causa un declive en la tasa de productividad. Aunque los 

procesos que originan la disminución de la evolución sociopolítica no son exactamente 

análogos a este principio, cierta terminología puede ser útil para en entender este fenómeno. 

Según la Ley de Rendimientos Decrecientes, el retomo de la inversión en complejidad varía 

en función de la inversión, y esta variación sigue una curva característica. Especificamente, 

en la mayoría de esferas del sistema, la inversión continua en complejidad sociopolitica 

alcanza un punto en donde los beneficios de tal inversión empiezan a declinar, inicialmente 

en forma gradual, y luego con una fuerza acelerada. 

Dos conceptos usados por los economistas son de utilidad aquí: retomo promedio y 

retomo marginal. El retomo promedio de una actividad económica es simplemente el 

ingreso por cada unidad de inversión. El retomo marginal es la variación en el ingreso total 

que resulta al incrementar una unidad de inversión. Similarmente, el costo promedio es el 

gasto por cada unidad de inversión, mientras que el costo marginal es la variación en el 

gasto total que resulta del incremento en una unidad de inversión. La Ley de Rendimientos 

Decrecientes se refiere a los cambios en los costos y los retornos marginales. Como 

resultado, los costos y retornos promedio responden a los cambios en los costos y retornos 

marginales, pues ambos conceptos están sujetos a esta ley, llamada también Ley de 

Productividad Marginal Decreciente. La relación entre el retorno promedio y el retomo 

marginal se muestra en la Figura 20.1. 

Beneficio 
Retorno Marginal 

Retorno Promedio 

  

Inversión 

Figura 20.1: Relación entre el retorno marzinaly el retorno promedio. 
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En términos de los procesos sociales, la Ley de Productividad Marginal Decreciente 

sugiere que el incremento en la evolución sociopolitica eventualmente alcanza un punto de 

retorno marginal decreciente. Es decir, la razón beneficio/inversión de la complejidad 

sociopolítica se comporta de acuerdo a la curva de la Figura 20.1. 

Después de cierto punto, el incremento en la inversión de la complejidad cesa de generar 

un incremento respectivo en el retomo, por lo que el retomo marginal declina y el costo 

marginal aumenta. Como resultado, la complejidad (como estrategia) se vuelve altamente 

costosa y produce un beneficio marginal decreciente. 

Para entender el colapso de los sistemas culturales, son importantes los siguientes 

puntos: 

• Las sociedades humanas son organizaciones que solucionan problemas; 

■ Los sistemas sociopoliticos requieren energía para su mantenimiento; 

• El incremento en la complejidad induce un aumento en los costos per capita; 

• La inversión en complejidad sociopolitica, como respuesta en la resolución de 

problemas, eventualmente alcanza un punto de retomo marginal decreciente. 

De estos, el último punto es el elemento crucial para la explicación del colapso Todo 

sistema (en crecimiento), en particular los sistemas culturales, crecen en su complejidad, y la 

evolución sociopolitica se puede explicar en términos de ésta. Existen situaciones en las 

cuales un sector de la sociedad crece a expensas de los otros, pero se mantiene una fuerza 

cohesiva, y el sistema puede tolerar ciertos límites de tales condiciones. 

Sin embargo, el crecimiento de los beneficios en función de los costos sigue, 

regularmente, la curva de la Figura 20.2, la cual muestra que después de determinado punto 

en la evolución de la sociedad, la inversión continua para aumentar la complejidad como 

estrategia en la solución de problemas, presenta un declive en el retomo marginal. 



Beneficio 

141 

62 	  
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Inversión 

Ci 	 C2 	 C3 

Figura 20.2: El retorno maIrnal del incremento en la complejidad. 

En algún momento, la relación beneficio/inversión del sistema social alcanza el punto 

(C„ B3 . La productividad marginal se alcanza en el punto (C„ B2 ) , donde el beneficio 

marginal experimenta su máximo, debido a la base tecnológica del sistema, y a la 

disponibilidad y limitación de los recursos. Después de este punto, los beneficios aún 

responden a la inversión en complejidad, al menos por un tiempo, pero en una tasa marginal 

decreciente. 

En la región de la curva entre los puntos (C„ B,) y (C2 , B2 ) el sistema social 

experimenta un despliegue de complejidad, pero también, de acuerdo a la escuela del 

conflicto, se incremente la adversidad y la insatisfacción. La tensión empieza a percibirse, y 

el sistema adopta un comportamiento enfatizado en buscar alternativas que brinden una 

mejor adaptación. Esto puede resultar en la segmentación del sistema social en una variedad 

de ideologías y estilos de vida, en la que algunos de estos segmentos pueden ser de origen 

foráneo. La jerarquía puede percibir a algunos de estos sectores como hostiles y subversivos, 

otros, como altamente beneficiosos. Al mismo tiempo, en una sociedad industrial que 

experimenta una reducción en los retornos marginales, la inversión en investigación y 

desarrollo puede incrementarse, como una estrategia para resolver la disminución de la tasa 

de retorno. Los impuestos se incrementan, y la inflación se hace tangible. Cerca del punto 

(C2 , 13,) la inversión e intensificación aún produce beneficios positivos, aunque el colapso 

de éstas se hace inevitable. 
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La región entre los puntos (C2 , B2 ) y (C3 , B,) es crítica. Es en esta parte de la 

evolución del sistema social cuando el incremento en la complejidad produce una reducción 

en los beneficios. Los subsistemas económicos y la base de sustento son impuestos, y los 

segmentos del la sociedad compiten para obtener los beneficios de la producción, hasta el 

punto en que la productividad decae. Esta es una etapa de vulnerabilidad extrema, pues la 

sociedad cuenta con reservas inadecuadas de recursos, y la producción excedente para 

inversión en investigación y desarrollo ha declinado. El comportamiento de adaptación 

óptima del sistema se ha detenido, y la clase regidora impone controles rígidos en la 

población para incrementar su eficiencia productiva. 

Con el tiempo, el sistema cultural sigue su trayectoria hasta alcanzar el punto (C3, B,). 

Los costos por complejidad han aumentado, pero los beneficios se han reducido hasta llegar 

a ser equivalentes a los obtenidos en un nivel previo de inversión. Los beneficios derivados 

de la inversión en C3  son iguales a los percibidos en C„ pero la productividad marginal en 

este último es preferible. Para el sistema es más conveniente retomar al punto (C1 , B1 ) , 

pues aunque los beneficios son los mismos que en (C3, B1 ), el costo es menor y, por lo 

tanto, el retomo promedio es más alto Es en este punto donde el sistema es vulnerable a 

descomposición. Las rebeliones y guerras de plebeyos se hacen frecuentes y son una 

muestra de la debilidad del sistema político. Es en los puntos como (C3, B,) en donde el 

sistema social experimenta una rápida desintegración. Como se verá en la sección 22 de esta 

investigación, el modelo propuesto describe esta misma peculiaridad. 

Muchas alternativas de comportamiento pueden seguir al colapso de un sistema cultural. 

En particular, la innovación tecnológica puede afectar considerablemente la relación 

beneficio/inversión, y generar un nuevo período de retomo marginal creciente. Sin 

embargo, la innovación tecnológica es inusual en la historia humana, y requiere cierto nivel 

de inversión en investigación y desarrollo. Para las sociedades humanas, la mejor forma de 

continuar el crecimiento socioeconómico y evitar el declive de la productividad marginal, es 

obtener un nuevo subsidio de energía que haga —aparentemente— que el retomo marginal 

empiece a crecer (Tainter, 1988). 



143 

Cuando una nueva entrada de recursos se incorpora a un sistema económico, ya sea una 

innovación técnica o subsidio de energía, esta tiene el potencial de hacer que el sistema 

alcance cierto retomo marginal, al menos temporalmente. Con el tiempo, sin embargo, se 

llega a un nuevo estado de declive. Este proceso se muestra en la Figura 20.3. En la curva 

ilustrada, (C„ 131 ) representa el punto donde, bajo la acción de la Ley de Retomo 

Decreciente, se adopta una innovación tecnológica o un nuevo subsidio de energía, y la 

productividad marginal empieza a crecer. Al final, un nuevo punto de retomo marginal en 

declive es alcanzado, presagiando una nueva innovación, expansión económica o colapso. 

De esta forma, la Figura 20.3 muestra el problema recurrente del retomo marginal.  

Beneficio 

  

B1 

   

   

C, 	 Inversión 

Figura 20.3: La productividad marginal de la complejidad en crecimiento, con novación tecnológica o adquisición  

de fuentes de energía. 

21. LA TEORÍA DE CATÁSTROFES Y LOS SISTEMAS SOCIALES 

A. DISCONTINUIDADES EN EL COMPORTAMIENTO HUMANO 

En el registro arqueológico, los cambios abruptos y las discontinuidades han sido 

tomados tradicionalmente como reflejo de cambios drásticos en los factores causales 

subyacentes. Algunas veces estos cambios tienen, en efecto, causas discontinuas: no sería 

Mil analizar la erupción del Vesuvio en 79 d. C. en términos de variables endógenas al 
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sistema cultural de Pompeya. Sin embargo, aún sería admisible atribuir cambios en la 

trayectoria cultural de Mesoamérica durante el siglo XVI d.C., al menos en parte, a la 

repentina y decisiva llegada de los conquistadores. 

Desde hace algunos años, los arqueólogos han argumentado un acercamiento procesual, 

más que un acercamiento histórico-cultural, del cambio cultural (Flannery 1968; Bin-  ford 

1965; Clark 1966; Renfrew 1972), han esbozado ideas sobre explicaciones en términos de 

invasiones y han buscado un análisis en términos de los procesos internos del sistema 

cultural. Esta nueva perspectiva ha sido aceptada para cambios significativos y graduales, sin 

discontinuidad, a través del tiempo. La trayectoria cultural puede analizarse en términos de 

cambios sistémicos continuos, sin necesidad de apelar a factores externos o explicaciones 

difusionistas. Para la escuela arqueológica procesualista los cambios repentinos y los 

cambios discontinuos siguen siendo un problema. Si se concibe el comportamiento en 

cuestión descrito por variables que operan en un "espacio de comportamiento" o un 

"espacio de estado", se puede imaginar que el valor de estas variables de estado es 

gobernado por factores causales que pueden describirse mediante variables que operan en un 

espacio control o en un espacio parámetro. Parece superficialmente justo y lógico que las 

discontinuidades repentinas surgen de los cambios súbitos o discontinuos en las variables 

control. 

Es importante aclarar que la teoría de catástrofes no se refiere a los efectos de 

cataclismos naturales sobre poblaciones y culturas humanas Ésta puntualiza la descripción y 

explicación, en términos de cambios suaves en las variables control, de los cambios abruptos 

o discontinuos. Pero, para los antropólogos, su relevancia consiste en la explicación de 

aquellas divergencias y cambios drásticos de las formaciones sociales que no tienen causas 

repentinas, pero que originan, de forma no tan obvia, una conjunción de factores que son 

cambios drásticos o discontinuos. 

B. LA. lEORÍA DE CATÁSTROFES Y LOS SISTEMAS DINÁMICOS 

Supóngase que se tiene un sistema cuyos estados de equilibrio se obtienen al maximizar 

o minimizar una función de costo, que incluye un número de factores o variables. Muchos 
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sistemas humanos son de este tipo. Los individuos de un sistema buscan, en general, 

maximizar los retornos y beneficios, mientras minimizan el esfuerzo y los costos. Se ha 

demostrado que, cuando no más de cuatro variables o factores de control están 

involucrados, todos los tipos de discontinuidad (cambios drásticos en el estado o el 

comportamiento) del sistema pueden clasificarse en forma simple: 

Cuadro 21.1: Interpretación de las Siete Catástrofes Elementales' 

Nombre 
dim 
C 

dim 
X Potencial Interpretación 

Espacial 
Interpretación 

Temporal 

C
us

p o
id

es
  

Doblez 1 1 I 	3 
' X + ax Frontera/fin Inicio/fin 

Cúspide 2 1 1 	4 	1 	2 - x + 
4 	2 

ax + bx Falla Separación/unión 
Generar/cambio 

Cola de 
Golondrina 

3 1 
15  x5  + 	ax 3  + 	bx2  l 

3 	 2 1  
+ cx 

Partición Cisma/rotura 

Mariposa 4 1 
4  x' + 1-ax 4  +bx3  4 	 3 

+ I cx 2  + dx 
Cavidad Llenar/vaciar 

11 u i..1 

Umbílica 
Hiperbólica 

3 2 
x 3 

+ y 3 
+ ax + by 

+ cxy 
Esquina Colapso 

Umbílica 
Elíptica Pf?  

3 2 
x3  — 3xy 2  + ax + by 

+ c(x2  + y2) 
Agujero Perforación 

Umbilica 
Parabólica 

4 2 
x2y + y 4 

+ ax + by 

+ ex  2 + dy  2 
Jet Perforación 

-cooraenaaar son a b, e, 4 I as X-coordenadasson x, y. 

Cuando sólo hay dos variables control, el comportamiento más complicado posible del 

sistema está explicado por la llamada "catástrofe cúspide" (Figura 21.1). El aporte de esta 

descripción es el de analizar cómo los cambios drásticos en el comportamiento local del 

sistema pueden producirse por cambios graduales y continuos en el comportamiento de las 

variables control. Las discontinuidades dentro del sistema, así como los cambios abruptos, 

surgen, sin cambio repentino alguno, en el comportamiento de las fuerzas que actúan sobre 

el sistema. En otras palabras, las discontinuidades se originan del comportamiento continuo 

(i. e . , continuidad r> discontinuidad). 
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Figura 21.1: La catástrofe cúspide. 

La superficie catastrófica representa todos los estados de equilibrio factibles del sistema. 

El eje vertical mide el comportamiento (x) del sistema, mientras los cambios en Las variables 

control (a y b) están representados en el plano horizontal. Un estado de equilibrio del 

sistema se representa por un punto sobre la superficie catástrofe, y los cambios de estado 

por movimientos de estos puntos. Un cambio continuo de estados de equilibrio describe 

una trayectoria sobre la superficie. Por ejemplo, cuando b toma valores grandes y a toma 

valores pequeños, el estado del sistema se representa por un punto en la parte superior de la 

superficie, pero, al incrementar a, se alcanza el doblez y el punto cae súbitamente a la parte 

inferior de la superficie. Esto es la "catástrofe". Nótese que durante este salto, las variables 

a y b no han cambiado significativamente, pero la variable x, que representa el estado del 

sistema, ha sufrido un cambio drástico. 
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Se ha dicho que el sistema bajo estudio está descrito por los valores de un número de 

variables (digamos m variables) en el espacio de estado. Sea X un espacio de estado, descrito 

por m variables reales. Un estado particular del sistema se representa por un punto de este 

espacio de estado particular X = lin. El comportamiento, i. e., la dinámica del sistema, es 

gobernado por los valores de cierto número de variables control (digamos k variables). Las 

variables control se representan por puntos, cada uno de los cuales es una k-tupla de 

números reales. Un punto c = (a„ a2 , 	a k  ) en el espacio control C = R k  es llamado un 

punto control, y representa un conjunto particular de valores de las variables control. 

La noción de modelo, de cualquier explicación, implica que existe una relación inherente 

entre las variables de estado y las variables de control. En realidad, no es necesario conocer 

en forma precisa cuál es esta relación. Se trabaja bajo el supuesto que la dinámica y 

evolución del sistema está regida por una familia de mapeos f,, c e C, cada uno definido en 

el espacio de estado X y con valores reales, es decir, f, : X 	Para cada punto c E C, se 

tiene un mapeo f„ que se puede interpretar como una función de potencial generalizada. 

Una función de costos es un ejemplo de tales mapeos. Los estados estables del sistema en 

consideración resultan ser los máximos o mínimos de este mapeo. La hipótesis principal es 

que todo sistema minimiza localmente a f, (para una función de potencial) o maximiza 

localmente a fc (para una función de utilidad que represente el beneficio, cuando las 

decisiones humanas están involucradas). Otra hipótesis importante es la de la estabilidad 

estructural. Para k 5 5 , todas las funciones de potencial son cercanamente estables y tienen 

singularidades equivalentes a las catástrofes elementales (Teorema 14.8). 

Por ejemplo, un sistema que puede existir en alguno de dos estados estables puede 

representarse por una función de potencial que posee dos mínimos, uno por cada estado 

estable. Los cambios en el sistema producidos por cambios en el entorno pueden describirse 

en términos del efecto resultante en la naturaleza de la función de potencial. (Figura 21.2). 

El mapeo f, cambia al mover el punto c E C. Para cambios pequeños de c, la naturaleza 

cualitativa de f, puede permanecer invariante. Sin embargo, la primera observación de la 

Teoría de Catástrofes es que eso no siempre sucede. Un pequeño cambio en c puede alterar 
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la naturaleza cualitativa de fc  , i. e., destruir un mínimo, y causar un cambio considerable en la 

dinámica del sistema. 

Salto 

a --3 	a.-2 	 a O 
	 sal 
	

a 2 	a =3 

Figura 21.2: La regla del retardo. La función f es interpretada como una función de energía cuyos mínimos 

son los estados de equilibrio para x. Aquí x sufre un cambio drástico cuando el mínimo loca! desaparece. 

Tales bifurcaciones o catástrofes no pueden ocurrir en aquellos puntos co  E C, con la 

propiedad que para cada punto c en alguna vecindad de e j, , el mapeo fc  está 

suficientemente cerca de f . Tales puntos son los llamados puntos regulares (Definición 

12.16). Los puntos que no son regulares son llamados puntos catástrofe, y el conjunto de 

dichos puntos es el conjunto catástrofe. 

En términos matemáticos, el problema se trata como sigue: se desea estudiar los 

máximos y mínimos de los cambios en f„ así que se construye el conjunto 

Efe  = {(x, c) € X x C: dxfc  (x, c) = O} . 

Nótese que este conjunto es también una función multivaluada. Para cada c E C, existen 

vanos x E X que satisfacen la propiedad anterior. Dado un punto c E C, se puede construir 

una variedad diferenciable alrededor de c, aquella formada por los puntos x E X tales que 

(x, c) E E. . La idea de la superficie Ef  proyectada sobre el plano C se logra a través de la 

existencia del mapeo x : Ef 	C definido por (x, c) c . Este mapeo es llamado el 

mapeo catástrofe. El Teorema 1.12 asegura que Ef  es siempre una subvariedad 

diferenciable de X x C 

El conjunto catástrofe puede caracterizarse como el conjunto de puntos c E C tales que 

la recta {(x, c) : x € X} es tangente a E f  . En otras palabras, es la imagen de las 

singularidades de x . El Teorema de Thom (Teorema 15.1), bajo la suposición de 



Cuadro 21.2: Dependencia del número de catástrofes 

elementales respecto del número de variables control. 

k 1 2 3 4 5 6 
Catástrofes elementales 1 2 5 7 11 óJ 
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estabilidad estructural, establece que si k 5_ 5 , cualquier singularidad es equivalente a una de 

las catástrofes elementales listadas en el Cuadro 21.1 

El número de catástrofes elementales depende de k, como sigue: 

Los posibles tipos para k 5 4 fueron listados en el Cuadro 21.1. Nótese que las variables de 

estado no intervienen en la forma de la catástrofe. El sistema puede ser tan complicado 

como se desee, siempre que satisfaga las condiciones de estabilidad estructural. Muchas 

situaciones reales pueden describirse en la forma previamente establecida, es decir, el 

comportamiento se concibe como una función f de este tipo (la cual no necesariamente debe 

ser explicitamente conocida) El Teorema de Thom establece que sin importar lo 

complicado y elaborado del sistema, en términos de tener un número grande de variables de 

estado, se puede esperar que ciertos aspectos de su comportamiento puedan describirse en 

forma sencilla, tanto como el número de variables de control independientes no sea mayor 

que 5. Dichos aspectos del comportamiento que Thom permite clasificar son las 

transiciones o transformaciones entre los estados estables del sistema. 

La fuerza real del teorema se hace clara cuando se considera un caso específico, como en 

el caso de la catástrofe cúspide (k = 2). El teorema indica que en condiciones dadas (se 

puede mostrar que muchos sistemas reales satisfacen dichas condiciones), las singularidades 

sólo pueden ser de dos tipos específicos. Es posible escoger entre estas dos posibilidades, 

sin tener un entendimiento completo del sistema, o la naturaleza precisa de la función f, y 

aún así describir su comportamiento. Se tiene entonces una técnica para escribir o predecir 

el comportamiento cualitativo del sistema, sin necesidad de poseer un conocimiento 

absoluto de los detalles de sus mecanismos 	e., la forma precisa de O. Esta herramienta 

permite dejar a un lado la complejidad de los factores internos en la realidad, y ofrece un 

acceso simple y profundo de las regularidades que gobiernan el comportamiento del sistema. 
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C. LA CATÁSTROFE CÚSPIDE 

La utilidad del enfoque de la Teoría de Catástrofes es más provechosa cuando se discute 

en el contexto de uno de los tipos de singularidades especificados por Thom. En el caso que 

el número de variables control es 2, El Teorema 15.1 garantiza que las singularidades se 

presentan sólo de dos formas posibles: el doblez y la cúspide. La cúspide es la más 

complicada. 

Sea k = 2, y supóngase que el espacio control C = R 2  tiene coordenadas a, b. Sea 

n = 1, y supóngase que el espacio de estado X = R está representado por la coordenada x. 

Por último, defínase el mapeo f( b)  : X 	R por 

f(a (x) = .41  x4  + z  ax2  + bx . 

Aquí se asume una forma específica para el mapeo f, según las catástrofes elementales para el 

caso k = 2. Como ya se explicó, la utilidad de este enfoque radica en que no se necesita 

conocer esta forma específica para alguna aplicación en particular. Dadas las suposiciones 

iniciales, sólo existen pocas formas en que las singularidades pueden ocurrir. No es 

indispensable conocer la relación entre las variables de estado y las variables de control 

cuando se desea investigar el comportamiento cualitativo. Es suficiente con saber que 

k = 2, y se tiene cierta forma de singularidad o discontinuidad que se desea examinar. La 

Figura 21.3 presenta el comportamiento local más complicado posible en el mapeo 

catástrofe % : Ef  —> C. 

La superficie r, cxxc está dada por el conjunto 

af /ex = x3 +ax+b = O . 

Una singularidad de z , el mapeo catástrofe z 	---> C, ocurre en los puntos del conjunto 

4 = {(x, c) e EF  : 	( x, c) = 0}, es decir, cuando 

82f/3x2 = 3x2  + a = O . 



151 

Figura 21.3: La catástrofe cúspide. La supenricie Al muestra los valores de la variable de estado x," de las 

variables control a, b, para las cuales la función de utilidad es un máximo o un mínimo, indicando un estado 

de equilibrio. 

Entonces, el conjunto S de singularidades de 	está dado por las ecuaciones anteriores 

d f = d2f = O. S consiste de dos curvas doblez, determinadas por un parámetro no nulo 

en la forma 

(x, a, b) = (2, — 322 , 223 ), 	O , 

y una singularidad cúspide en el origen. El conjunto bifurcación B = ,/c(S) está dado por 

(a, b) = 	) , Á, O , 

que es la cúspide en 4a 3  + 27b2  = O. Nótese que tanto E f  como S son diferenciables en el 

origen, y la cúspide ocurre en B, en lugar de S. 
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D. ESTRATEGLA DE ELECCIÓN, DECISIÓN O ACEPTACIÓN DE INNOVACIÓN 

Imagínese una situación en la que un individuo o un grupo de individuos se enfrenta a 

varias opciones, de forma que él o el grupo deben determinar el curso de su trayectoria, y 

considérese no solamente una decisión de sí/no, sino de estrategias mixtas. Esta conjunción 

se expresa por la variable de estado x. 

Con el cambio hacia un nuevo valor de x, se induce una nueva estrategia por medio de 

un cambio en la variable control a , la cual es una medida del beneficio económico alcanzado 

por la innovación. Para complicar la decisión, se introduce otra variable control como 

"factor divisor", denotado por b. Este puede representar el costo de la inversión o 

simplemente un ajuste mental, como el grado de reestructuración de hábito o pensamiento 

implicado en el proceso de la aceptación de la innovación. 

La función de potencial o de utilidad f (a, b, x) = O que define x en términos de a y b, no 

debe ser necesariamente conocida con detalle. Su valor O  representa el beneficio o el 

atractivo percibido para una determinada estrategia x, para diferentes valores de a y de b. Se 

asume que el individuo actúa de tal forma que éste elige el valor de x que es localmente 

óptimo (en relación con el beneficio o atractivo percibido). En tal caso, con dos variables 

control y una sola variable de estado, el Teorema de Thom establece que los cambios 

drásticos en la decisión pueden describirse por la catástrofe cúspide. 

Los beneficios totales ró de una estrategia mixta en particular se indican de la siguiente 

manera: éstos se consideran en relación con la proporción x del elemento innovador en la 

estrategia total. 

La Figura 21.4-1 indica la posición donde la mixtura de decisión existente es igualmente 

costosa o menor que la eficiencia en uso (i. e., a es bajo), y existe en adición, un alto costo de 

instalación del dicha innovación (b es alto). Los beneficios son óptimos para un bajo valor 

de x: una baja proporción de los componentes innovadores en la elección seguida. Cuando 
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se trata del comportamiento de un grupo de individuos, y se logra una decisión en grupo, la 

ordenada puede indicar el soporte del curso de la acción implicada por el valor de x. 

La Figura 21.4-2 indica la posición cuando el nuevo dispositivo es considerablemente 

más asequible y eficiente en uso, y cuando no existen costos de innovación (a alto, b bajo). 

La Figura 21.4-3 indica la posición cuando los costos de innovación son levemente bajos, y 

existe un balance en la eficiencia y los costos de la innovación en relación a los métodos 

tradicionales (a y b son ambos medios o bajos). Esta es una situación neutral. 

La Figura 21.4-4 ilustra el caso cuando los costos de instalación son altos, pero también 

la innovación es mucho más eficiente o mucho menos costosa en uso (a y b son altos). En 

este caso hay dos máximos, x1  y x2 , ya que existe un beneficio al evadir los costos de 

instalación al retener el patrón existente, sin reparar en la reducción de costos que dicho 

cambio pueda implicar (x1 ). Al mismo tiempo, existe un beneficio como resultado de la 

inversión de capital y obtener una reducción de los costos debido al cambio (x2 ). Sin 

embargo, existe el peligro de invertir recursos en hacer un cambio y no alcanzar la reducción 

de los costos, derivada de dicha alteración (x3 ) . 

En este punto se puede hacer referencia al Teorema de Thom, y establecer que si existen 

singularidades, y ciertas suposiciones de naturaleza matemática, entonces la configuración 

más compleja de tales singularidades es la de una catástrofe cúspide (Figura 21.3). Ahora se 

está en posición de describir completamente la situación. La superficie de la Figura 21.3 

representa aquellos valores de x para los cuales la función f es un máximo o un mínimo 

Esta muestra el valor de x (dados los valores de a y de b), que representa la estrategia óptima 

en términos de ambas variables. Esta representa, entonces, los valores de x para los cuales el 

sistema es estable. Si a o b varían (por ejemplo a lo largo de la trayectoria temporal de t1  a 

t3 , representados por los puntos 1 a 3), el valor de x varía, y, en consecuencia, el 

comportamiento del individuo o grupo en cuestión. 



(3)  

(4)  

xi X3 x2 

(1)  

(2)  

X 

Figura 21.4: Distr•ibución de la utilidad (beneficios) para una estrategia de comportamiento (a) con cuatro 

diferentes pares de valoresfijos para los parámetros de control, ay b. 

En el caso de una sociedad en donde el costo de la inversión en innovación es bajo, la 

trayectoria usual que sigue se inicia en el punto t, (Figura 21.3). En este punto, b es bajo e 

inicialmente la razón de eficiencia a es baja: el cambio no es económicamente ventajoso. 
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Consecuentemente, el valor de x para el cual el valor de la función f es un máximo es bajo. 

Aquí, el foco de interés es la cúspide, y esta es la configuración que muestra que en la 

trayectoria desde t6  hasta t,, existen dos valores óptimos de x. Dado que el sistema busca 

maximizar x localmente, la trayectoria sigue hasta tsa  (si a se incrementa apropiadamente) y 

en ese punto existe un salto drástico en el comportamiento de, hasta t8b  

Si b es alto (t,), existe poca respuesta de mejora en la eficiencia de la innovación (t,) 

hasta que se alcanza el punto t8 . Es aquí donde toma lugar la aceptación de dicha 

innovación. Esta es la catástrofe. Sin embargo, la eficiencia relativa de la innovación declina 

marcadamente, favoreciendo de nuevo un patrón pre-innovador de acción. 	El 

comportamiento óptimo local causa que la trayectoria siga hasta el punto t9„, y la estrategia 

cambia rápidamente (4b  ). Este es el valor del "factor divisor" b que determina cuándo el 

comportamiento es continuo o discontinuo. Sobre el espacio control (el plano R 2 , donde 

se proyecta la cúspide) la curva indica el conjunto catástrofe (conjunto bifurcación). Este 

proporciona los puntos control, es decir, los valores de a y b donde ocurren las 

discontinuidades. Dichas discontinuidades no ocurren, cuando los puntos control (a, b) 

cruzan el conjunto catástrofe para entrar en la región encerrada por éste, sino cuando salen 

de dicha región, debido a la condición de optimalidad local. 

La regla de retardo se muestra para el caso de dos dimensiones. Si el valor de b 

permanece constante (y alto), la trayectoria seguida (t8, t8b  t,, t,b  ) es una curva cerrada, y el 

comportamiento del sistema el cíclico. Este es un efecto de retardo o un efecto de histéresis, 

y la trayectoria seguida se dice que es una curva de histéresis. 

22. UN MODELO DEL COLAPSO MAYA 

La noción general de colapso ha sido descrita por Adams (1973), Taima (1988) y 

Webster (2002) para el caso de la civilización Maya clásica, y que fue discutida en la sección 
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19 de este trabajo de investigación. Este modelo puede aplicarse también al colapso de la 

civilización Micénica (ca. de 1100 a. C.), al colapso de la civilización del Valle Índico (ca. de 

1800 a. C.), a la civilización Hitita (1200 a. C.), y posiblemente al Egipto Antiguo en los 

inicios del primer Período Intermedio. Renfrew (1979) ha sugerido que existe una 

regularidad en los procesos culturales respecto al colapso, es decir, la historia se repite, en 

diferentes tiempos y lugares, en el sentido que la misma dinámica subyacente del cambio 

cultural está en curso. 

Algunos síntomas particulares del colapso de la civilización Maya son: 

1 - Fallas en la cultura de la clase élite: 

a) Abandono de estructuras residenciales y administrativas; 

b) Cese de levantamiento y restauración de monumentos funerarios y fosas, o de 

actividades rituales (templos); 

c) Cese de manufactura de registros y monumentos históricos esculpidos (estelas); 

d) Cese de manufactura de objetos suntuosos como cerámica fina policroma, finos 

trabajos en piedra y jade, para el uso de la clase élite; 

e) Cese en el uso del calendario y del sistema de escritura, al menos en la tradición del 

Periodo Clásico; 

2.- Migración aparentemente rápida de los centros poblacionales y ceremoniales; 

3.- Un corto periodo relativo de ocurrencia, entre 50 y 100 años (Adams 1973:22). 

Si una civilización o sistema cultural puede expresarse en términos de una o varias 

variables, entonces al momento del colapso del sistema, el parámetro debería sufrir un 

cambio drástico y discontinuo en su valor (una pérdida súbita en el nivel establecido de 

complejidad según Tainter), del tipo de las catástrofes de Thom. El Teorema de Thom 

indica que si se tiene argumentos a priori para usar la catástrofe cúspide, entonces se sigue 

que una variable es suficiente para obtener todo el escenario que describe el sistema. 

En la práctica, no es dificil encontrar un parámetro cuyo cambio drástico pueda utilizarse 

como indicador de colapso. La dificultad radica en seleccionar las variables control del 

sistema que no colapsen simultáneamente con tal indicador. Para el caso de una sociedad 

altamente organizada, una sociedad centralizada, y, por lo tanto, una sociedad con estructura 
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de estado (ya sea temprano o altamente desarrollado), existe una fuerte retroalimentación 

entre los subsistemas y entre las variables que describen a estos subsistemas. 

Se considera innecesario que las variables control deban ser externas al sistema en 

cuestión. Más aún, las ideas de foliación rápida y variedad lenta" son útiles cuando se 

considera sistemas con fuerte retroalimentación, en los que el cambio en el valor de las 

variables de estado, al acercarse al doblez, es mucho más rápido que el movimiento a lo largo 

de la superficie, la variedad lenta, siempre que éstas sean impulsadas a lo largo de la 

superficie por la dinámica retroalimentadora del sistema. Por ejemplo, el modelo de Zeeman 

del rompimiento de sistemas de intercambio puede ser de interés aquí, aunque su relevancia 

en el presente caso se reduce a la dependencia de la situación en la fuerte percepción de 

especuladores que causas inestabilidad, la cual, en el caso del colapso de sistemas sociales, 

tiene una causa más profunda que la imprudencia especulativa. 

No es fácil encontrar una formulación apropiada en términos de dos variables control 

que proporcione una descripción adecuada del colapso de un sistema. Dicha formulación 

puede hacerse de otras formas, con otras variables control, como consecuencia de la fuerte 

interconexión entre los subsistemas del sistema social Para estar en acuerdo con la 

definición de colapso según Tainter, este modelo considera la variación sólo entre dos polos 

de la variable de estado• una fuerte centralización (característica de las sociedades con 

organización de estado incipiente o más complejas), contra una descentralización total 

(sociedades relativamente simples). Un alto grado de complejidad es equivalente a un alto 

grado de centralización. Si se quisiera incorporar un tercer nivel de complejidad (sociedad de 

tipo cacicazgo) en el presente tratamiento, es necesario refortnular el modelo y hacer uso de 

la catástrofe mariposa, la cual involucra cuatro variables control. La introducción de un 

valor de "compromiso" para C permite la introducción del concepto de cacicazgo en dicho 

tratamiento. 

Se denotará por C a la variable de estado Grado de Centralización. Este parámetro en 

del comportamiento del sistema es una medida del control de un territorio (en un instante 

• Véase Zeeman (1972). 
• ibid. 
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dado), por una autoridad central a través de una estructura jerárquica fuerte. Un alto valor 

del grado de centralización se refleja arqueológicamente por una jerarquía de plazas centrales, 

signos de realeza, compleja maquinaria administrativa, mantenimiento de registros 

burocráticos y de otros epifenómenos de las sociedades. El grado de complejidad se refiere 

tanto a la superestructura, la realidad social, como a la estructura, el número de plazas y 

templos. Además, éste puede cambiar rápidamente. Para cada sociedad en cuestión, debe 

utilizarse diferentes escalas en la medición de C. 

Las variables control propuestas son: Inversión en Autoridad Carismática, denotada 

por I; y Grado de Marginalidad Rural, denotada por M. La autoridad carismática central 

se refiere a la organización estructurada en la sociedad que resulta en adherencia a la política 

que simboliza la autoridad central. Esta no es una medida de la población o la creencia, sino 

de la energía asignada a los dispositivos culturales usados para promover afinidad a la 

autoridad central. Estos mecanismos son de tres tipos: fuerza coercitiva directa y aplicada, 

provisión de bienes materiales, y de beneficios simbólicos. El primero es tomado 

directamente de las características que definen a las sociedades complejas, como los estados 

El segundo se refiere a los beneficios materiales que fluyen desde la autoridad central (en 

términos de redistribución). El tercero se refiere a los diversos artificios utilizados para 

producir lealtad, solidaridad, y adherencia a la autoridad central, ya sea a través de signos 

visibles, rituales o aquellos que involucran lo sobrenatural. Su efectividad puede ser difícil de 

medir, pero el esfuerzo invertido en estos rubros está bien documentado en el registro 

arqueológico. 

No se ha mencionado el control burocrático, ni de la jerarquía de plazas centrales, ni del 

flujo de información, ni del grado de especialización de la sociedad. Estos también son 

medidores de la complejidad de un sistema social, y por lo tanto, son equivalentes al grado 

de centralización. Se ha hablado en cambio de la inversión y del impacto de la demostración 

de: eminencia de la realeza, poder religioso, y fuerza autorizada. 

La segunda variable control, marginalidad rural, está relacionada con el balance 

económico de la población rural (o plebeya según Skalník) En el lado de los ingresos se 

toman en cuanta los esfuerzos agrícolas y artesanales. En el lado de los egresos se hallan las 
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contribuciones materiales, en bienes o labor, requeridas de los plebeyos por la autoridad 

central, como precio de su ciudadanía o de set eximidos del castigo. La idea de marginalidad 

está diseñada para considerar simultáneamente la productividad, por una parte, y en nivel de 

impuestos o tributos, por otra. Un nivel dado de impuestos puede aceptarse enteramente en 

un estado del sistema, pero si el nivel de productividad per capita decrece (como 

consecuencia, por ejemplo, de un incremento en la población), la carga tributaria se vuelve 

mayor y la marginalidad es alta. En un "entorno marginal" dificil, la marginalidad permanece 

alta aunque la carga tributaria sea baja. Diversas mediciones pueden utilizarse para indicar la 

marginalidad. Factores relevantes como la productividad de los suelos, la densidad de 

población, y la prosperidad familiar son, en principio, accesibles en el registro arqueológico. 

El modelo postula una función f(C, I, M) = O que expresa en alguna forma apropiada el 

bienestar de la población rural. La población plebeya o dominada, y, por lo tanto, la 

población total, actúa de forma que f se puede maximizar localmente, aunque se debe tener 

en cuanta las restricciones inducidas por M y por I. El grado de centralización, C, es un 

reflejo de los sucesos o fallas de la autoridad central en regir o atraer la adherencia de la 

población rural a las políticas del sistema central. 

Es importante destacar que la inversión en la estructura del gobierno proporciona 

estabilidad a la autoridad centralizada, además de una capacidad de resistir la adversidad 

(expresada, en este modelo, a través de la marginalidad) y asegura la supervivencia del 

sistema. Es por medio de la marginalidad que un estado del sistema es obligado a 

incrementar la eficiencia local, a través de una demanda de inversión en la estructuración 

gubernamental. 

La respuesta O  de la población dominada a diferentes valores de C puede resumirse 

como sigue: 

I pequeño, M grande: C es muy pequeño. Esto corresponde a una sociedad acéfala con 

técnicas de producción rudimentarias. Compárese con la Figura 21.3-1 tomando x como 

C, a como I, y b como M. 
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• I grande, M pequeño: Esto corresponde a muchas sociedades con organización de 

estado incipiente, donde la productividad es alta, y la tributación central no es 

excesivamente gravosa. Compárese con la Figura 21.3-2. 

■ I grande, M incipiente: El valor de C es muy alto, y representa una sociedad en un nivel 

intermedio de centralización. Figura 21.3-3. 

■ I grande, M grande: La curva es bimodal. Existen dos valores de C para los cuales la 

sociedad puede operar con eficiencia máxima. Estos corresponden a una sociedad 

altamente centralizada (estado) y la una sociedad totalmente descentralizada (acéfala). 

Véase la figura 21.3-4. 

El análisis de las relaciones entre las variables arriba expuestas sugiere el uso de la 

catástrofe cúspide o de superficies globales más complicadas. El doblez y la cúspide son las 

únicas posibilidades localmente estables (en la ausencia de una frontera) y las hipótesis 

sugieren la presencia de al menos una cúspide. Esta es la forma más simple en que se puede 

describir el cambio discontinuo de un valor de C a otro, con cambios continuos en las dos 

variables control. El modelo establece que dos, y sólo dos, variables control están en 

operación, de forma que se asume que todos los factores de control relevantes son 

expresables en términos de I y de M. En un caso real esta situación no es tan simple. La 

variedad diferencial cuya superficie representa los estados de equilibrio de la función de 

eficiencia se muestra en la Figura 22.1. 

Una trayectoria temporal, típica del colapso de un sistema social, por ejemplo, en el caso 

de la civilización Maya, es como sigue. La historia empieza en el punto 1, que representa al 

tiempo t,. La marginalidad es baja, y también la inversión en autoridad. El grado de 

centralización es bajo: este es una sociedad próspera pero no centralizada, que puede ser 

igualitaria. Al incrementarse I (pues el sistema social invierte en aumentar su complejidad 

como solución a sus problemas), a través de los puntos t2  y t 3 , se incrementa también C: la 

sociedad se desarrolla. Pero ahora la marginalidad M aumenta: no es fácilmente accesible a 

la población rural acrecentar la producción per capita en orden de sostener los requerimientos 

de la administración central. Al aumentar la población, o se reduce la fertilidad de los suelos, 

o la tasa de impuestos aumenta, y la marginalidad crece, junto con un aumento en I hasta el 
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punto t 4 ; es en este momento cuando se alcanza el beneficio marginal máximo, i. e., si el 

sistema sigue invirtiendo en aumentar su complejidad, ésta en lugar de incrementarse, 

decrece.  

Figura 22.1: La rápida formación o colapso de entidades políticas centrakkadas visto corno una catástrofe cúspide. 

Ahora el sistema está bajo tensión, con M muy alto, por lo que I decrece un poco, hasta 

el punto ts  . Nótese que en este momento existe otro valor de C (punto t 9 ) con los mismos 

valores de I y de M, para el cual la eficiencia es también un máximo. Pero, la Regla del 

Retardo, que representa la inercia del sistema a través de sus complejas retroalimentaciones, 

impulsa al sistema a alcanzar el punto t,, lo cual no es posible sino hasta t6a  , en donde los 

máximos locales se anulan en conjunto (Figura 21.2), lo que provoca un cambio repentino en 

el valor de C (punto t,b  ). Este cambio rápido, interpretado como el colapso del gobierno 

central, implica otras muchas variaciones. En particular, el personaje central ya no ejerce 

más control con el carisma que lo suele acompañar, no puede regular ya la inversión en la 

autoridad carismática L El colapso de C, es decir, la ruptura del control centralizado, es 
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seguida por un rápida pero gradual disminución de I hasta el punto t, . El aparato 

administrativo, con sus oficiales especialistas, desaparece (estos mueren o emigran) y la 

marginalidad se reduce (punto t8 ). 

Esta formulación que usa la catástrofe cúspide, ofrece diversas ideas sobre el colapso de 

los sistemas sociales. Es interesante, además, estudiar las circunstancias en que la dirección 

del ciclo descrito puede revertirse, con un colapso positivo de una sociedad acéfala a una 

sociedad centralizada, y la formación repentina de un estado. Sin embargo, es necesario 

distinguir entre centralización a través de intensificación, cuando el tamaño del territorio no 

se ve alterado, y una centralización por medio de amalgamiento o fusión, cuando se 

incrementa el tamaño del territorio. En muchos casos, la formación de un estado acompaña 

a esta última. 

El modelo evidencia que los cambios abruptos y discontinuos en C, pueden ser resultado 

de cambios continuos en I o M. Los valores de I y de M cambiarán rápidamente después del 

colapso de C, pero estos cambios son, aunque rápidos, graduales, y por lo tanto continuos. 



IV. CONCLUSIONES 

<sita matemática es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias» (Benjamín Peirce). 

1. La trascendencia de la Teoría de Catástrofes es la prueba de uno de los resultados más 

importantes de la matemática aplicada: El Teorema de Clasificación de Thom de las 

catástrofes elementales, el cual parte de la Teoría de Singularidades. Todos los conceptos 

presentados —gérmenes, jets, determinación, codimensión, corrango, desdobles— se 

enlazan para fundamentar este resultado. 

2. Bajo condiciones naturales (estabilidad estructural), el Teorema de Thom permite 

obtener una clasificación finita y completa de las singularidades. En general, este 

teorema soluciona sólo parcialmente el problema de determinar el número y la 

representación de las singularidades, es decir, el número de clases de la relación de 

equivalencia en el conjunto de funciones clase C", definida en términos de 

transformaciones suaves de coordenadas. 

3. La motivación para el desarrollo de las ideas y técnicas de la Teoría de Catástrofes fue 

proveer un lenguaje que permitiera discutir los procesos de morfogénesis, i. e., la 

aparición de formas. En este sentido, la Teoría de Catástrofes logra, de manera precisa, 

distinguir las geometrías en que ocurren dichas formas a través de las catástrofes 

elementales. Estas catástrofes elementales sirven como arquetipos geométricos para los 

"moldes" en que se presentan los fenómenos emergentes. 

4. La Teoría de Catástrofes permite describir los efectos de la interrelación de factores sin 

necesidad de aclarar cómo es que se interrelacionan. Destaca que la función de potencial 

o de utilidad del modelo, cuyos máximos o mínimos representan los estados de 

equilibrio del sistema, no debe ser necesariamente conocida, únicamente se sugiere que 

las variables explicativas (variables de control) estén claramente definidas y se diferencien 

claramente de las variables de estado. En particular, es importante para los arqueólogos 

y antropólogos especificar cuáles son las variables de control del sistema, y cómo éstas 
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trabajan pata producir el comportamiento discontinuo. En las aplicaciones es 

importante verificar que los cambios en las variables de control producen cambios en el 

comportamiento, Y que no se requieren variables adicionales para inducir la 

discontinuidad. 

5. Desafortunadamente, en la práctica la Teoría de Catástrofes no conduce a predicciones 

cuantitativas. Sin embargo, sí puede reconocer cuándo una forma específica de 

catástrofe implica la maximización de una función de potencial o de utilidad de 

dimensión y codimensión dadas. La aplicación de la Teoría de Catástrofes puede 

despertar el interés por la forma de tales funciones, así como el interés del enfoque 

formalista en el análisis de los procesos culturales en antropología. 

6. La aplicación de la Teoría de Catástrofes al caso del colapso de los sistemas culturales es 

un ejemplo del modelado de fenómenos utilizando un fundamento lógico que incorpora 

el principio de contradicción. Bajo esta perspectiva, la interacción entre las variables 

endógenas del sistema es suficiente para producir el comportamiento discontinuo. Así, 

la caracterización del sistema cultural produce su misma catástrofe: el sistema implica su 

propio colapso. 

7. El estudio del colapso de los sistemas culturales por medio de la Teoría de Catástrofes 

requiere muchos conceptos y técnicas matemáticas complejas. 	Como interés 

multidisciplinario, se puede estudiar el colapso de los sistemas culturales con 

herramientas matemáticas más directas. Por ejemplo, desde un enfoque lógico deductivo 

formal, haciendo uso de teorías recientes, tales como los sistemas de lógica 

paraconsistente. 



V. RECOMENDACIONES 

«Qué me estoy contradiciendo? Muy bien: 

me e 	contradiciendo- (Coy amplio, contengo multitudes)» (Wall WFútman). 

Este trabajo conduce a concluirCOMO lógicamente válido que la inconsistencia es un 

fenómeno natural. La existencia de predicados ambiguos parece exigir la admisión de cierto 

tipo de contradicciones, ya que, para estos casos, es posible admitir como consecuencia la 

aceptación de contradicciones de la forma O Fa A 	, donde F representa cualquier 

predicado ambiguo, sin que por ello la teoría necesariamente deba ser trivialmente 

inconsistente. 

En la actualidad, existen sistemas de lógica paraconsistente que se han creado en función 

de las motivaciones antes reseñadas, que en general se caracterizan por construir teorías que 

no son trivialmente inconsistentes, es decir, teorías en las cuales es posible que determinadas 

contradicciones sean válida, sin que por ello cualquier fórmula lo sea. El aspecto más 

interesante de la lógica paraconsistente radica en la posibilidad que ofrece de expresar las 

características de la dialéctica hegeliana. El sistema LD construido por Newton da Costa y 

Robert Wolf se expone con detalle en el Apéndice C. Este sistema de lógica paraconsistente 

fue específicamente creado para dar cuenta del principio dialéctico de la Unidad de los 

Opuestos, y fue expuesto en "S tudies in Paraconsistent Logic I: The Dialectical Principie of the Uni, 

of Opposites" (1980). 

PROPUESTA PARA INVESTIGACIÓN 

En este trabajo, se discutieron las limitaciones de las ciencias formales para describir el 

comportamiento de los sistemas culturales, en cuanto que parten de la lógica clásica. El 

surgimiento de las lógicas paraconsistentes ha permitido formular desde un acercamiento 

deductivo formal el Principio de la Unidad de los Opuestos (PUO), evitando así el problema 

de la trivialización de la lógica. Con esta aproximación, es posible construir un sistema 

formal basado en alguna extensión del sistema LD que permita describir el comportamiento 

de un sistema social o cultural (a semejanza del espacio control), de acuerdo al siguiente 

mecanismo: 
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• definir el lenguaje y el conjunto de conectivos primitivos en una extensión de LD; y 

establecer las fórmulas bien formadas (t: e., definir la sintaxis); 

• proponer un conjunto de axiomas F; 

• formular una interpretación de 1-válida para un sistema cultural 9; en la cual la fórmula 

9 	--19 (u otra fórmula equivalente) se interprete como la condición que formaliza el 

colapso del sistema; 

• demostrar la consistencia y la no trivialización del conjunto de estos axiomas, bajo esta 

interpretación; 

• por último, establecer la condición formal del colapso de 9 como resultado de tales 

axiomas, es decir, comprobar que r ❑ q, 
Además, se podría verificar propiedades propiamente formales del modelo, tales como 

decidibilidad, independencia de axiomas, entre otras. 

En este trabajo, se ha argumentado también sobre el carácter ambiguo de las 

afirmaciones en las ciencias sociales. El modelo lógico anteriormente expuesto puede 

complementarse, sumergiéndolo dentro de un ambiente de una de una lógica difusa, a 

manera de introducir un factor de "ambigüedad" que exprese, en forma más apropiada, este 

tipo de enunciados. Actualmente, se han desarrollado diversos tipos de sistemas de lógica: 

plurivalente, modal, de relevancia, entre otros, los cuales pueden brindar una mejor 

descripción del comportamiento y la imprecisión de los fenómenos sociales. 

OTRAS RECOMENDACIONES 

El modelo presentado en este trabajo de tesis es sólo una propuesta teórica al problema 

del colapso maya. Aún se debe evaluar la funcionalidad del modelo, es decir, verificar con 

datos arqueológicos si la dinámica de algunos sitios mayas corresponde al comportamiento 

sugerido. El planteamiento de modelos alternativos mediante el uso de la Teoría de 

Catástrofes también puede ser de interés. Similarmente, puede utilizarse esta teoría para 

construir un modelo que permita describir el surgimiento repentino de entidades 

socioculturales complejas. 
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APÉNDICE A: ESTABILIDAD ESTRUCTURAL 

Para los propósitos que conciernen a esta tesis, se dice que una función f se "parece" a 

otra función É cuando f está "cerca" de f por alguna función de medida. De esa forma, los 

puntos críticos de f y f poseen la misma estructura topológica (mínimos locales, máximos 

locales, puntos silla, entre otros). 

Dicho de otra forma, se dice que las dos funciones f y f son "semejantes" si a través de un 

cambio de coordenadas en el dominio y rango de f se puede transformar f en f , y de forma 

conversa. Así, 

Definición A.1:  Si f, f : R" —> FU', entonces f se dice que es equivalente a É si 

existen cambios de coordenadas g : R" —> R" y h : TU' —> R.' tales que el diagrama 

R" 

conmuta. 

Siempre se asumirá que f, É e CD(R",Rm), y que g, h son difeomorfismos que 

preservan el origen (i. e., mapeos biyectivos, suaves, y normalizados g(0) = h(0) = O). 

Una forma natural de obtener una función É a partir de una función dada f es cuando f 

es un miembro de una familia parametrizada de funciones. Si se toma a e R como un 

vector parámetro, entonces se puede definir la función fa, : R" —>R"' para algún valor fijo 

de a . Efectuando el mapeo a -± , se obtiene un nuevo elemento fi  : R" —> R`" de la 
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familia de funciones. En estas circunstancias, se dice que fa  es equivalente a fa  si se pueden 

encontrar cambios de coordenadas g y h como antes, así como algún mapeo suave 

a : R k 	R k  , tales que el diagrama anterior conmuta tomando f = fa  y f = fa  . En general, 

los puntos críticos de fu  dependerán también del parámetro a , por lo que se induce un 

mapeo 

x : 	R" 3 a 1—> x* (a), 

. Donde x es un punto crítico de f. Son de alta importancia, tanto en la teoría y en la 

práctica, aquellos valores de a para los cuales el mapeo x es discontinuo. 

Por ejemplo, considérese la familia parametrizada de funciones fa  (x) - + en, 

a e R . Los puntos críticos x*  (a) son las raíces reales de la ecuación f'a  (x) = x2  + a = O. 

En consecuencia, se puede apreciar una discontinuidad de x cuando se pasa a través del 

punto a = O . Para a < O , la familia posee dos puntos críticos de signo opuesto (uno 

máximo local, el otro un mínimo local), y estos dos puntos colapsan en a = O a un punto de 

inflexión, lo que luego genera el caso de no puntos etílicos para a > O . 

Ya se ha demostrado que cualquier función fa  en esta familia es equivalente a fa  para 

un á en una vecindad local de a , bajo la condición que dicha vecindad no incluya al 

origen. Así, el punto de bifurcación a = O divide a la familia fa  (x) = 33.3  + ax en tres clases 

disjuntas: funciones que poseen dos, uno o ningún punto crítico. Estas tres clases están 

representadas por los valores a <O, a = 0, a > O, respectivamente. 

Ahora, ya se puede formular de manera precisa la noción de estabilidad de una función 

cuando se somete a cambios o perturbaciones suaves: 

Definición A.2: Sean f y p funciones en Cw(R",,Rm ). Se dice que f es estable con 

respecto a las perturbaciones suaves p si f y f + p son equivalentes. 
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Es decir, f es estable con respecto a p si existen cambios de coordenadas g y h tales que 

el diagrama 

R" 	R`" 

R"  f" >
R m  

conmuta para todos los mapeos suaves f + p suficientemente cercanos a f. Para que esta 

definición tenga sentido, es necesario dotar de una topología al espacio C:" (R " , R ) a 

manera de permitir la noción de cercanía de dos mapeos. La topología que se emplea 

usualmente es la Topología de Whitney, la cual define una e-vecindad de f como aquella 

que consiste en todas las funciones que coinciden con f y todas sus derivadas hasta en una 

diferencia de E, i. e.,fr (")  — f (")11< e , para todo número natural n. 

Definición A.3: Sea f E Cng (R n ,R m ). Entonces f es estable si existe una vecindad V f  

en la Topología de Whitney, tal que para cada ieVf 	es equivalente a f. 

Teorema AA: Las definiciones A.2 y A.3 son equivalentes. 

En otras palabras. F es una función estable si f se comporta igual en toda una vecindad 

de ésta en la Topología de Whitney, salvo difeomorfismos, 

Al considerar toda una familia parametri7ada de funciones, la anterior definición de 

estabilidad se puede modificar de forma que incluya la variación no sólo en x, sino también 

en el parámetro a . Sea fa  (x) e C°3 (R",R ) una de tales familias de funciones, entonces: 

Definición £5: Sean a, fieR k . La función fa  (x) es equivalente a qp  (x) si existe 

una familia de difeomorfismos ga  :R“ -->R", a eli k ; un difeomorfismo e : R —>R k ; y 

un mapeo suave ha  : R m xR k  -->Rm tales que el diagrama 
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Rnxik' 

   

   

R"xle 	>Rm 

conmuta. 

Si f y q son equivalentes, entonces cto  (x) = fc(a)  (g (x)) + ha  (x) , para todo 

(x, a) e IR" x R k  en una vecindad de (0, 0). 

Ahora el concepto de estabilidad estructural para familias de funciones: 

Definición A.6: Sea fa  (x) e C' (IV ,R m ) una familias parametri7ada de funciones. Se 

dice que fa  es estructuralmente estable como familia si fa  es equivalente a fa  + , para 

cualquier familia parametri7ada de funciones q u  suficientemente pequeña. 



APÉNDICE B: GRÁFICAS DE LAS CATÁSTROFES ELEMENTALES 

B.1 El Doblez: 

Figura a 7: La catástrofe doblez 
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Figura B.2: El conjunto 4 en el plano (x, u) para k2 catástrofe dable .  



"NN  

B.2 La Cúspide: 
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Figura R3: El conjunto para la catástrofe cúrpitie. 



Figura B.4: Funciones de potencial en el plano (u, e) de la catástrofe cúspide. 
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gráfica de la 

sección s 

Fisura B.5: Convención de Alma/el!para la catártmfe tolopide. 
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gráfica de la 
sección s 

líneas de tiempo 
en el plano (u, y) 

Figura a6: Convencwin del retardo perfecto para la tatástrofi ciapide. 
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estado A estado B 

saltos 

no diferenciado 
; 	\ 

Figura B.7: Dos modelos posibles cuando el proceso se interpreta como una asignación de una sección. 

B.3 La Cola de Golondrina: 
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Figura B.8: El conjunto Dfpara la cola de golondrina. 
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Figura B.9: Distribución de regímenes para la cola de golondrina, cuando u > O. 



el régimen derecho desaparece al 
ser capturado por el régimen medio 

el régimen medio desaparece  

al ser capturado por -co , 
el régimen derecho '— 
permanece 

regímenes capturados por -co 

el régimen medio desaparece al ser 
capturado por el régimen derecho 

régimen 	régimen 
medio 
	

derecho 
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Figura B.10: Distribución de regímenes para la cola de <golondrina, cuando u < 0. 



dr  n {u = constante negativa} 

{u = constante 
negativa} 

Di n {u = constante negativa} 
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Figura B.11: El conjunto Er para la cola de golondrina, cuando u < O. 



Figura B 2. Conjunto catástrofe con la convención del retardo perfecto,  si el tiempo fluye paralelamente al eje w. 

B.4 La Umbílica Hiperbólica: 

ey 

Figura B.13: 	determina un mapeo semejante a un pañuelo doblado, cuando w = O. 
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Figura B.14: Mapeo determinado por .Ep  en la unibílica hiperbólica, cuando w 

Figura 13.15: La mitad del conjunto 19f para la umbílica hiperbólica. 
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régimen 
local 

Figura B.16: Gráfica de jpara u, y > O Ó u, y < O, cuando u,  --- O. 
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B.5 La Umbílica Elíptica: 

Figura B.17: Curva 22°  + 
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Figura B.18: El Conjunto D/  parala umbílica elíptica, ando u,  = 1. 



Las líneas punteadas 
corresponden a valores 

positivos, las líneas continuas a 
valores negativos o cero 
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Figura B.19: Desdoble de la "silla de montar trilobular" de la gráfica f(x,y) para el punto u = v = w = O 

cerca del je my dentro de Di  El diagrama muestra las sumas de nivel 



B.6 La Mariposa: 
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Figura 13.20: Diagrama reloj del conjunto Di-para la catástrofe mariposa. 



el régimen central es 
capturado por el régimen 
izquierdo 

el régimen central es 
capturado por el régimen 
derecho 	 / 

el régimen izquierdo 
desaparece 

\ el régimen derecho 
desaparece 
/ 

\K: 

Figura B.21: SupeOcie de Degenerada a lo largo de la rectal— 

Figura B.22: Distribución de regímenes locales del subdiagrama A. 

Figura B.23: Distribución de regímenes locales del subdiagrama 13. 
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línea de cruce 

línea elíptica ---- 

línea hiperbólica -- 

línea bec á bec 
línea cola de golondrina 

línea de cruce 
linea de puntos 
aislados 

B.7 La Umbílica Parabólica: 

Figura B.24: Diagrama reloj para la úmbilica parabókra. 
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1 Un 
	

12 
	

14 

  

771 un régimen  I 	sin régimen 
[j j local 	 I local 

 

dos regímenes 
locales 

     

Figura 13.25: Numero de regímenes locales para la umbelica parabólica. 



k 
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t 
; 

 

 

  

Figura B.26: El conjunto pf  del desdoble universal>! — (u —302).x2  — vx. 

Figura 13.27: E/ conjunte D, de/desdoble universal + EX' + tx ux + 



APÉNDICE C: CATÁSTROFES ELEMENTALES DE CODIMENSIÓN 

5 

El IsYlú: 

Desdoble: f(x, s, t, u, v, w) = x 7  + sx 5  + tX 4  + UX3  + VX2  + WX 

{(x, s, t, u, V, w) : 7x6  + 5sx4  + 411K 3  + 3ux2  + 2vx + w = 0} 

La Umbílica Simbólica: 

Desdoble: f(x, y, s, t, u, v, w) = + y 4  +sxy2  + ty 2  + Lucy + vy + wx 

E f  = {(x, y, s, t, u, v, w) : 3x2  + sy 2  + Uy + W = 4y3  + 2sxy + 2ty + ux + v = O} 

La Segunda Umbílica Elíptica: 

Desdoble: f(x, y, s, t, u, v, w)= x2 y — y5 
+sy

3 
+ ty

2 
+UX

2 
+ vy + wx 

Ef  {(x, y, s, t, u, v, w): 2xy + 2ux + w = —5y4  + 3sy2  + 2ty + v = 0} 

La Segunda Umbílica Hiperbólica: 

Desdoble: f(x, y, s, t, u, v, w) x2 y + y 5 
+sy

3 
+ ty2 

+ UX
2 

+ vy + wx 

{(x, y, s, t, u, v, w): 2xy + 2ux + w x2  + 5y 4  + 3sy 2  + 2ty + = 0} 
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APÉNDICE D: EL SISTEMA DE LÓGICA DIALÉCTICA LD 

Los sistemas de lógica paraconsistente que se han creado se caracterizan por construir 

teorías no-trivialmente inconsistentes, es decir, teorías en las cuales es posible que 

determinadas  contradicciones sean válidas, sin que por ello cualquier fórmula lo sea. Así, 

problema principal que deben encarar estos sistemas es permitir que ciertas contradicciones 

sean válidas sin que la teoría se trivialice. Esta propiedad de trivialización (Triv) se suele 

representar de Las dos siguiente formas: 

(i) A, 	B 	 (u) (A A A) B 

Resulta que, aunque expresadas de distinta manera, ambas formas corresponden a la 

inferencia conocida bajo el nombre de Ex contradictione quodlibet (ECQ), la cual constituye la 

versión inferencial del principio de Duns Escoto, (A A —,A) B , el cual, en la lógica 

clásica, es equivalente a la paradoja negativa del condicional material A z (-1A r> B) . De 

ahí que un problema inmediato de los sistemas de lógica paraconsistente consiste en 

modificar el significado de la negación y del condicional a fin de validar contradicciones sin 

por ello aceptar Triv. En suma, todo sistema que pretenda constituir una lógica 

paraconsistente, debe satisfacer al menos las siguientes condiciones: 

• El principio de no contradicción no debe ser válido, o sea i# —,(A A —1A). 

• La regla ECQ no debe ser una inferencia válida, es decir, (A A --LA) It B. 

• Las leyes y reglas de la lógica clásica compatibles con (i) y CM deben continuar siendo 

válidas. 

A. CARAC 	1 ERÍSTICA INTUITIVAS DE LD 

En el artículo Studies in Paraconsistent Lagic 1: The Dialectical Principie of the Unify of Opposites 

(1980), da Costa y Wolf se ocupan de señalar que el sistema de lógica proposicional 
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paraconsistente LD no intenta representar todos los aspectos de la lógica dialéctica de Hegel 

y Marx, sino más bien, algunos rasgos esenciales. En particular, en el sistema LD se 

pretende mostrar el tipo de elucidación que desde la lógica formas es posible ofrecer 

respecto de la teoría dialéctica, en relación con el Principio de Unidad de los Opuestos 

(PUO). Para ello, se eligen tres de las seis interpretaciones que McGill y Pan-y dieron de este 

principio en 1948, a saber: 

(a) Un sistema o proceso concreto está simultáneamente determinado por fuerzas, 

tendencias, movimientos, dirigidos en sentido opuesto, i. e., hacia A y no-A. 

(b) En todo continuum concreto, temporal o no, entre dos propiedades contiguas y opuestas, 

A y no-A, existe una zona intermedia, esto es, un tramo del continuum en el cual no es 

verdadero que toda cosa sea A o no-A. 

(c) En todo continuum concreto hay un tramo en el cual es verdadero que algunas cosas sean 

A y no-A. 

La formulación (a) es descartada para el análisis, porque para McGill y Pan-y, no contradice 

a la lógica clásica, simplemente por el hecho de que no involucra ninguna afirmación lógica 

genuina. Por ello, deciden aceptar las dos restantes como interpretaciones adecuadas del 

mencionado principio dialéctico. Sin embargo, debe reconocerse que la formulación (a) 

pone de manifiesto que la dialéctica hegelianan traspasa los límites de la lógica clásica e 

indican que el PUO debe ser pensado como un criterio normativo general acerca de la 

estructura del mundo y de las teorías, tanto científicas como filosóficas. Es posible que este 

principio tenga, dentro de la lógica hegeliana, un estatus similar al Principio de no 

contradicción de la lógica aristotélica, en el sentido de que este enfatiza más los aspectos 

ontológicos, que los estrictamente lógicos. En efecto, Aristóteles dedica el libro T de la 

MettOsica casi totalmente al tratamiento del Principio de no contradicción, y lo formula desde 

una perspectiva ontológica, afirmando que "lo mismo no puede pertenecer y no pertenecer 

conjuntamente a lo mismo bajo el mismo aspecto". Más aún, en los Segundos Analíticos 

afirma que este principio no es necesario para ninguna demostración, sino que se encuentra 

en el fundamento mismo de las cosas, por ello es "verdadero" para todas las cosas que son. 
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Según da Costa y Wolf, si se quiere construir un sistema paraconsistente que dé cuanta 

del PUO bajo las interpretaciones aceptadas, y al mismo tiempo, satisfaga las condiciones 

expuestas con anterioridad, éste debe contener las siguientes particularidades: 

(i) Poseer un tipo de negación más débil que la negación de la lógica clásica, designada por 

el signo —, definida sólo por las leyes de De Morgan, la cual recibirá el nombre de 

negación concreta o negación débil. 

(ü) Poseer una constante, denotada por °, llamada estabilizador, para referirse a aquellas 

fórmulas que se "comportan bien", es decir, que se comportan de acuerdo a la lógica 

clásica, de tal forma que A° se interprete como aceptando la ley clásica --i(A A —1A). 

(hi) Definir las conectivas proposicionales A, y, 	y t4, mediante matrices veritativo 

funcionales finitas. 

Como se mostrará más adelante, la introducción de la negación débil — conduce 

directamente a la satisfacción de las dos primeras condiciones exigidas para una lógica 

paraconsistente, ya que en el sistema resultarán inválidos el Principio de Doble Negación, el 

Principio del Tercero Excluido, la equivalencia entre éste y el Principio de No Contradicción 

y la regla ECQ. El rechazo de la doble negación se hace evidente, ya que en el proceso 

dialéctico, la tesis A, deviene en su antítesis no-A, y a su vez ésta deviene en la síntesis no-

no-A, la cual no es equivalente a A. Además, como el rechazo de la doble negación arrastra 

el rechazo de la Ley de Contraposición (dado que la hipótesis del absurdo que implica su 

prueba es --A), tampoco la fórmula (A B) 	(—B r> —A) es teorema. En opinión de 

da Costa y Wolf, el hecho de que esta ley no pueda ser un principio dialéctico constituye una  

de las contribuciones que la lógica paraconsistente hace respecto de la dialéctica. La 

eliminación de esta ley no proviene del modelo elegido, sino del hecho de que en este 

sistema, si a los axiomas de LD se les adicionan las leyes de contraposición y doble negación, 

el sistema LD "colapsa" en el cálculo proposicional clásico, i. e., LD se hace indiferenciable 

de LC. 
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B. LA FORMULACIÓN DE LD AL ESTILO HILBERT 

LD se construye axiomáticamente, es decir, como un cálculo al estilo Hilbert. El 

lenguaje L de LD es un lenguaje proposicional con A, \/, 	— y ° como constantes lógicas 

primitivas y las reglas de formación de fórmulas correspondientes. Su relación de 

consecuencia está determinada por la base deductiva Q 
	

Esta base deductiva se construye 

en tres etapas. 

Primera etapa:  se parte de un conjunto de axiomas equivalente a la lógica proposicional 

positiva H., o sea: 

LD1 	HA(B.=->A) 

LD2 	i--(AB)((A(BC))(AC)) 

LD3 	A B,A1--B 	(MI)) 

LD4 	1-(AA13)A 

LD5 	1-(AA13) , B 

LD6 	t-A(AvB) 

LD7 	t-B(AvB) 

LD8 	F-A(B(AAB)) 

LD9 	t-(AC)((BC)((AvB)C)) 

LDIO 	I--Av(AB) 

Nótese que LD3, aunque figura como axioma, es la regla de inferencia Modus Ponens. Dado 

que en LD vale el Teorema de la Deducción TD, si r A t- B entonces 	A 	B, y, 

aunque por usar reglas metalingüísticas no se incluya la Regla se Sustitución Uniforme, ésta 

también se satisface. Entonces, la base deductiva de Q,„, es igual a la base deductiva de 

Q . A su vez, debe aclararse que la base deductiva de LD podría haber sido cualquier otra 
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variante del fragmento positivo de la lógica clásica, inclusive podría ser sustituido por la base 

deductiva 11, del sistema R de A&B, lo cual produciría como resultado mi sistema de lógica 

paraconsistente relevante. 

Segunda etapa:  La base deductiva LD, es enriquecida con el signo - para la negación 

concreta, la cual, como ya se dijo, es caracterizada mediante las leyes de De Morgan, 

agregando don axiomas más: 

LD11 	-(A A B) .(=> (-B -A) 

LD12 	-(A B) <=> (-B A -A) 

Al fragmento de LD cuya base deductiva es LD1-LD12, se denota por LD„. 

Tercera etapa:  Para obtener el sistema de LD, el lenguaje de LID_ se enriquece con la 

constante primitiva °, que cumpla la función de un estabilizador, en el sentido ya señalado de 

que, si A° es verdadera, entonces A cumple con todas las leyes de la lógica clásica, es decir, la 

fórmula A "se comporta bien". De ahí que lo autores propongan la interpretación 

alternativa de ° directamente como -,(A A -A). La base deductiva de LD, QLD, se 

completa con seis axiomas más, a saber: 

LD13 	I-- A° A B° 	((A B)° (A A B)° (A v B)° (-A)°) 

LD14 	A° A B° ((A B) ((A -B) -A)) 

LD15 

LD16 	F A°° <=> A° 

LD17 	i- A° ((A v -A) A ((A B) v (-A B))) 

I,D18 	-(A°) 	(((A -A) 13) (A A -A)) 

Es interesante destacar el significado de algunos de estos axiomas. El axioma LD13 dice que 

si las fórmulas A y B son estables, entonces también lo son sus elementos componentes, es 

decir, las conectivas de LD se comportan como las conectivas clásicas y, por lo tanto, valen 

para ellas las mismas leyes clásicas. LD14 y LD15 son claves para distinguir el 
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comportamiento de la negación dentro de una fórmula que tiene estabilizador, ya que L,D14 

afirma que si A y B son estables, entonces, si A implica una contradicción B A —B, entonces 

A es falsa; y LD15 establece que si una fórmula es estable, entonces para ella rige la Regla de 

Eliminación de la Doble Negación. LD16 afirma que A° es estable si, y sólo si, A es estable. 

LA17 asegura que si una fórmula A es estable, entonces, al igual que en LC, vale el PTE y 

que A y —A no pueden ser ambas verdaderas o ambas falsas. Finalmente, LD18 dice que si 

una fórmula A carece de estabilizador, A y —A pueden ser ambas verdaderas o ambas falsas. 

Ahora, algunos resultados metateóricos de LD: 

I. Todos los teoremas y reglas válidas de H. 	e., LC.) son válidos en LD. Este 

resultado es obvio ya que LD es una extensión del fragmento positivo de LD. 

II. Los siguientes esquemas válidos de LC no son válidos en LD: 

1. A .(=> --A 	 (DN) 

2. ti- A v —A 	 (PTE) 

3. II- (A A —A) B 	(ECQ) 

4. ti- (A B) 	(—A v B) 

5. —(A A —A) 	 (PNC) 

6. ti-(A 	B) 	—(A A —B) 

7. ti- A 	(—A B) 	(Paradoja Negativa) 

8. ti- (A 	—A) 	—A 

9. ti-(—A A) A 

10. (—B 	—A) 	(A = B) 	(Contraposición clásica) 

11. ti- (A 	B) 	(—B 	—A) 	(Contraposición intuicionista) 

III. En LD son válidas, entre otras, las siguientes fórmulas e inferencias: 

1. 	 v (A 	B) v (B A) 
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2.  E (A° A (A A -A)) B 

3.  (A° A (A A -A)) -B 

4.  A° H A° v -A° 

5.  B°1- (A° 	B°) ((A° -B°) -A°) 

6.  A° H A° => (-A° B°) 

IV. Es posible definir en LD la negación clásica de la siguiente forma: 

Def 1: _L = A° A A A --A (donde A es una fórmula atómica proposicional fija). 

Def 2: -A = A > 1, donde la constante 1 no pretende denotar una contradicción 

fuerte, sino que mediante ella se significa que -1 obedecerá las leyes de la lógica clásica. 

V. Son teoremas de LD, entre otros, las siguientes fórmulas que involucran la negación 

clásica: 

E (A B) 	((A -113) -A) 

2. (A B) 

3. EAv--A 

4. H A° (--A <=> -A) 

Para el caso, interesa solamente hacer algunas observaciones sobre el fragmento que 

involucra a la negación concreta -, o sea, LD_. El conjunto de las fórmulas no válidas de 

LD_ que ni la negación de LD_ es la negación clásica, ni el condicional de LID_ es el 

condicional material. En particular, da Costa y Wolf sostienen que la negación cumple con 

los requisitos esenciales de la lógica dialéctica, en el sentido de no aceptar la definición de la 

falsedad como la negación concreta de la verdad. En otras palabras, mientras la negación 

clásica -A se lee directamente como "A es falsa", la negación concreta -A debe leerse como 

"A no es verdadera". Asimismo, puesto que el condicional de LD no es definible en 

términos de la negación y la disyunción, ni en términos de la conjunción y negación, el 

condicional de LD es un signo lógico primitivo. En suma, dado que las definiciones del 
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condicional en términos de las restantes conectivas involucran la Ley de Doble Negación, 

éstas no pueden ser leyes de LC, i. e., el condicional de LD no es el condicional material 

debido a que la negación — no es la negación clásica. Para efectos de comprender la 

adecuación del sistema LD al fin que se propusieron da Costa y Wolf, se hace necesario 

exponer su semántica. 

C. LA SEMÁNTICA DE LD 

En la semántica de LD se define una función de valuación V que hace corresponder a 

cada fórmula de LD un elemento del conjunto {0, 1} , en forma similar a la función de 

valuación V de la lógica proposicional clásica Las valuaciones que V asigna a las fórmulas 

de LD,_ coinciden con las de LC respecto de la s conectivas 	A y v. De esta forma se 

obtiene para fórmulas cualesquiera A y B de LD las siguientes matrices, similares a las de LC, 

en las cuales el conjunto D de elementos designados es también {0, 1} : 

A B AB AAB AvB 
0 0 1 
0 1 1 0 1 
1 0 0 0 1 
1 1 1 1 1 

Por lo cual , las condiciones de verdad establecidad por la función V respecto de \/, A y 

son iguales a las clásicas, o sea: 

(i) V(A B) = 1 ssi V(A) = V(B) = 1 

(ii) V(A B) = 1 ssi V(A) = 1 ó V(B) = 1 

(iii) V(A B) = 1 ssi V(A) = O ó V(B) = 1 

Puesto que la negación débil no es veritativo funcional, las condiciones de la función V para 

esta negación débil se establecen mediante las condiciones de verdad que corresponden a las 

leyes de De Morgan: 

(iv) V(—(A v B)) =1 ssi V(—A) = V(—B) =1 

(v) V (—(A A B)) = I ssi V(—A) = 1 ó V(-B) = 1 

Las restantes condiciones involucran fórmulas que contienen °: 

(vi) Si V(A°) = V(13'  °) = 1, V((A B)°) = V((A AB)°) = V((A v B)°) = V((—A)°) = 1 
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(vii) V (A°) = 1 ssi V(A") = 1 

(\TM) Si V(A°) = 1 entonces V(—A A) = 1 

(ix) Si V(A) = V(—A) entonces V(A°) = 0 

(x) Si V(A) V(—A) entonces V(—A°) = O 

Como se vio, la negación concreta no tiene matriz característica finita (da Costa y Wolf 

1980: teorema 16). Específicamente, las condiciones (iv) y (v), muestran que V(—A) puede 

ser 1 ó 0, cualquiera que sea V(A), lo cual muestra que efectivamente la negación concreta 

no es una constante veritativo funcional. Esto hace que en LD esté permitido que tanto A 

como —A adquieran ambas el valor 1, ambas el valor 0, que una adquiera el valor 1 y su 

negación concreta O o el converso. Aplicando la función de valuación dada, se puede 

comprobar fácilmente la invalidez de las fórmulas e inferencias consignadas en la sección B. 

En particular, la interpretación dada a la negación concreta — posibilita que en LD se 

presenten situaciones en las cuales un conjunto de fórmulas, pese a tener modelo e., ser no 

trivial), sea inconsistente respecto de — ((bid.: Teorema 15). 

Representadas bajo la forma de tabla, las condiciones establecidas por la función de 

valuación V para las fórmulas que contienen — (cláusulas iv y v), serían las siguientes: 

—A —B —(A A B) —(A v B) 
O O o o 
O 1 0 1 
1 0 0 1 
1 1 1 1 

Sin embargo, pese a que la negación concreta no posee matriz veritativo funcional, mediante 

un método debido a da Costa y Alves en 1997, se muestra que LD es decidible. Este 

método consiste en construir una cuasi matriz para cada fórmula de LD, el cual, expuesto en 

forma abreviada, consta de los siguientes procedimientos: 

1. Si la fórmula no tiene los signos — ó °, se procede de acuerdo a las matrices de LC. 
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2. Si la fórmula tiene la forma —B, entonces se bifiirda la línea de manera tal que pueda 

adquirir valor 1 ó 0, ya que la negación concreta no es veritativo funcional por no tener 

matriz propia. 

3. Si la fórmula tiene la forma B°, entonces, si el valor de B es el mismo que el de —B, se 

asigna O a B, en caso contrario, también se bifurca la línea. 

El método permite comprender mejor las distintas situiaciones que en LD se dan respecto 

de la negación concreta. En efecto, respecto de A y —A existen los siguientes cuatro 

posibles casos: A verdadera y —A falsa; A falsa y —A verdadera; A y —A ambas verdaderas; y 

A y —A ambas falsas. 

Nótese que la resonsabilidad de admitir contradicciones radica en la invalidez de la doble 

negación, mientras que la invalidez de ECQ permite que LD no sea trivialmente 

inconsistente. Sin embargo, puesto que hay conjuntos de fórmulas que tienen modelo, se 

prueba que LD es --consistente. 

Finalmente, para expresar fielmente el Principio de Unidad de los Opuestos en sus 

formulaciones (b) y (c), que involucran el continuo, da Costa y Wolf siguen el enfoque de 

Routley y Meyer (1976) y agregan tres nuevos axiomas que incorporan constantes lógicas que 

toman valores del continuo, obteniendo el sistema LD*. Dado que, desde el punto de vista 

lógico, estos nuevos axiomas no modifican las características de LD, debe observarse que, 

dadas sus motivaciones específicas señaladas al comienzo, este es un sistema que puede 

considerarse ad hm; o sea que formaliza el caso particular de las inferencias paraconsistentes 

válidas en el contexto regido por el PUO. De ahí que, a fin de construir sistemas 

paraconsistentes que culminen en una lógica, se haga necesario una presentación general, tal 

como la que hace el mismo da Costa en la familia de sistemas paraconsistentes 

C r, , 1 	n 	. 
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