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PROLOGO

La idea preliminar de este trabajo surgié en la segunda mitad de 2003, tras la bisqueda de
los temas que posibilitaran estudiar las aplicaciones de las matematicas en el campo de la
atqueologia. Después de invertir infructuosamente algunas semanas en los estantes de la
biblioteca de la Universidad al rastrear fuentes recomendadas sobre sistemas de ecuaciones
diferenciales aplicadas en antopologia, encontrté un ejemplar del libro The Dynamics of
Apocalypse de 1. W. G. Lowe. A primera vista, el libro parecia versar sobre una stmulacién
pot computadora, del colapso de la civilizacion Maya. Fue mayiscula sorpresa el revisar con
detalle el contenido y encontrat en uno de los capitulos, toda una colecadn de modelos
sobre el colapso, basados en herramientas matematicas variadas: teotia de grafos, control

optimo, cadenas de Matkov, sistemas de ecuaciones diferenciales, entre otros.

‘Todos los modelos alli expuestos tenian en comun, que los resultados de los cuales
hacian uso pertenecian a disciplinas aplicadas de las matematicas. La idea surgié de
inmediato: crear un modelo sustentado en areas de la matemitica “pura”. Por ejemplo, un
modelo algebraico, que usase teoria de grupos o anillos; uno topoldgico; o atin mais exigente

todavia, un modelo deductivo formal, basado en algtin sistema de I6gica proposicional

Las dificultades de elaborar tal modelo aparederon promto, y el objetivo del trabajo tuvo
que cambiar. Con el empo, surgieron otras sugerencias de aplicaciones de las matematicas
en las clencias sociles; sin embargo, mantuve la idea micial del proyecto. Después de
compattit algunos cursos coni mis compafieros de arqueologia y antropologia, decidi que el
trabajo consistitia en elaborar una monogtafia sobre los diversos modelos mateméticos que
explicaban el fendmeno del colapso maya, v, en general, de los sistemas culturales. Esto,

debido a que encontré en et Tomo 1 de la Historia General de Guatemala, especificamente al




final del capitulo titulado “El Colapso Maya al Final del Perfodo Clasico”, €l siguiente

comentario:

«Hasta el momento existen pocos libros dedicados por completo al problema del colapso maya, y
lamentablemente, casi todos estin en inglés.. Otra obra mis reciente, cuyo autor aplica sistemas de
analisis y simulacién, por computadora, pata derivar un pateén del colapso de la civilizacién maya, es la de
J- W. G. Lowe, The Dynamics of Apecabpse..»

el cual evidencié que era necesatio hacer una presentacién de estos modelos, asi como de la
teoria que utilizan, en castellano. El objetivo ptincipal era el de hacer una presentacion
accesible y Gtil para los antropélogos y arquedlogos. Por razones de tiempo y espacio, el
proyecto resultd en la ptesentacion actual, en la cual se trabaja en forma exhaustiva
Gnicamente uno de los modelos, original de C. Renfrew, que hace uso de la Teoria de

Catastrofes, de René Thom.

Desafortunadamente, esta tesis requiere conocimientos avanzados de matematica, y esta
lejos de ser una presentacién accesible. La inquietud original de crear un modelo deductivo
formal mediante el uso de algin sistema légico, para descabir el colapso de los sistemas
sociales, atn petsiste, pero se realizari en un proyecto posterior. Quedo en deuda con mis
compaiieros arquedlogos y antropélogos. Espero, a corto plazo, preparar una version

comprensible, atractiva, y sobretodo 1til, de estas notas.

Para facilitar la referencia y el manejo de los resultados, todos los teoremas, corolarios,
notas, figuras y cuadros estin sefialados por dos nimeros separados por un punto. El
primer nimero indica la seccidn a la cual pertenece. El segundo se refiere a un orden
correlativo respectivo en cada seccién. En el caso de los anexos, una letra correspondiente al
apéndice respectivo sustituye al primero de 105- mimeros. Ademds, para evitar confusiones
con alglin exponente numérico, las notas al pie de pagina estan sefialadas cada una por una

*®
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suceston de puntos | , -y Yespecto de un orden correlativo para cada seccion.

Expreso mis agradecimientos a quienes, de una u otra forma, colaboraron en Ia
preparacién de este documento. En particular, debo agradecer a la doctora Marion Popenoe
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RESUMEN

En el Capitulo I se expone, por medio de una presentaciéon matematica formal, un
desarrollo de la teoria de mapeos diferenciables. El Teorema de Sard, y los Teoremas de
Preparaciéon de Malgrange y Mather son las herramientas basicas que se presentan
inicialmente. Se discute luego el Teorema de Whitney sobre mapeos del plano en si mismo,
las diferenciales cuadriticas, el Teorema de Inestabilidad de Thom, el Teorema de Mather
sobre determinacion finita, y un esbozo de la Teoria de Tougeron. Por Gltimo, se desarrolia
la teoria de Mather sobre desdobles y singularidades. Se explica su aplicacién a la Teoria de

Catastrofes, y se ptesentan graficamente las Catastrofes Elementales.

En el Capitulo III, se discute el problema de la discontinuidad en la dinamica de los
sistemas culturales. Mediante el uso de Ia Teotia de Catastrofes, se presenta un modelo que
desctibe los cambios abtuptos en el comportamiento de los sistemas soctales, en términos de
cambios suaves en los factores causales subyacentes. La teoriz sugiere enfoques sobre el
estudio de las discontinuidades temporales (cambios repentinos), y sobre la diferenciacién de
tormas como resultado de bifurcaciones {morfogénesis). Este es un ejemplo de 1z aplicacion
de la Teoria de Catastrofes en las ciencias sociales. Aunque su enfoque no es cuantitativo, la
Teoria de Catistrofes ofrece una evaluacion mas profunda de los mecanismos cruciales de

evolucion social, y sugtere una solucién al problema de la discontimudad en arqueclogia.







I. INTRODUCCION

«Daléctica es la ciencia de las leyes generakes del cambie y desarrolio

de ia naturaleza, de a sociedad humana y del pensamienton {(Frederick Engels).

A. LA LOGICA EN EL PROCESO DE LA INVESTIGACION CIENTIFICA Y LOS ARGUMENTOS A

FAVOR DE LA ADMISIBILIDAD DE CONTRADICCIONES

Desde una tradicidén que se inicié posiblemente con Hericlito, y que pasé por Hegel,
Engels y Marx, se ha hecho referencia a las “contradicciones” en el devenir del mundo real,
de las cuales, tanto la légica como las ciencias deben dar cuenta, sin por ello aminorar la
racionalidad de la “razén” y de las teorias cientificas. Sin embargo, se sabe que desde
Aristoteles, tales contradicciones no tienen lugar en la ldgica clisica, ya que si se les admite, la
logica se torna trivialmente inconsistente (7 e., todo enunciado del sistema es valido). Duns
Escoto fue el primero en expresar esta idea mediante el principio conocido como Ex
contradsctione quodiiber, ECQ (de contradiccion, cualquier cosa), o, Ex falsum sequitur guodlibet,
EFSQ (de falso se sigue cualquier cosa).

El método cientifico tradicional, fiel a la practica aristotélica, ha seguido la l6gica lineal
unidireccional, ya sea en una forma deductiva, o bien en una inductiva. El enfoque
deductivo se evidencia principalmente en las ciencias formales (I6gica y matemitica), asi
como en el campo de las ciencias naturales, especialmente la fisica y la quimica (Martinez,
2000). La logica lineal inductiva, por su parte, sigue el camino inverso: de constataciones
particulares, generaliza hacia una conclusién “universal”. Pero la constatacién de muchos
casos efl una muestra {por muy numerosos y relevantes que sean), nunca proporciona la
certeza de su posible aplicacién a todos los casos que constituyen el universo del cual se
extrajo la muestra. De aqui una posible desventaja de la I6gica inductiva. Por ello, la logica
inductiva siempre concliye con resultados sujetos a un nivel de probabilidad de error

aceptable.

Por tales razones, muchas veces se necesita una logica mas completa, una l6gica de la

transformacién y de la interdependencia, una 16gica que sea sensible a esa complicada malla




dinimica de sucesos que constituye la realidad. En este sentido, la légica cldsica aristotélica
puede resultar insuficiente, ya que sus palabtas y conceptos son estaticos y teductivos, y
obligan a lo conoado a ser estable. Esta 16gica analitica v el modo tradicional de hacer
ciencia se basan en principios atistotélicos, unidos a una visiéon determinista de la causalidad,
la cual en algunos casos no ha permitido cdmprender a cabalidad los complejos problemas
de la mayoria de las ciencias, ya que sus sistemas no funcionan con la secuencia de esta logica
ordinaria ni con Ja causalidad de un solo sentido, sino que son sistemas con interaccién
reciproca e mfluencia circular. En efecto, todo esto no es posible lograrlo con una légica
simple, puramente deductiva o inductiva; requiere una légica “contradictoria”, en la cual las

partes son comprendidas desde el punto de vista del todo y de forma conversa.
B. LA LOGICA DIALECTICA COMO RESPUESTA A LA EXISTENCIA DE CONTRADICCIONES

La Dialéctica es la ciencia de las leyes generales del cambio y desarrollo: de la naturaleza,
de la sociedad humana y del pensamiento. La esencia de la Dialéctica es el cambio continuo
y permanente de los fendémenos y las cosas. Como motor del cambio y desarrolio estd la
contradiccion (Spirkin, 1969). En la naturaleza, en el universo, se encuentran
continuamente aspectos o tendencias de los objetos y los fenomenos que se llaman
“contrarios”, es decir, las cualidades, aspectos o tendencias de los objetos o de los

fendmenos que s¢ CXC].UYCII mutuamente.

Por otra parte, Ja experiencia ensefia que los contrarios surgen siempre unidos, puesto
que un contratio no puede existit sin su opuesto; el mismo nombre lo indica: carece de
sentido hablar de un contratio, sin enunciar “contrario a qué o a quién”. Esta unién de
contratios no puede ser pacifica ni estitica. lLa contradiccién nace de la lucha entre dos

contratios que se hallan ligados entre siy forman un proceso contradictorio determinado.

La evolucién (Hegel, 1878) se exptesa en tres momentos inseparables de 16gica dialéctica:
= Tesis: enunciacién de las relaciones o caracteristicas internas del fenémeno.
= Antitesis: supera Ja determinacion aislada del proceso, afirmando la contradiccion

con la tesis.



»  Sintesis: solucién de la contradiccion, de la lucha de contratios, obtenida en un nivel
superior.

En la sintesis se logra el movimiento dialéctico afirmativo y se alcanza, al mismo tiempo, un

nivel mas elevado. Sin embargo, toda sintesis acaba por mostrat su caracter limitado y se

constituye en una nueva tesis, que engendra a su vez, otra contradiceidn original, la cual se

lanza, de suyo, a obtener la siguiente solucién.

La logica dialéctica supera la causacion lineal, unidireccional, y explica los sistemas
autocorrectivos, de retroalimentacion y proalimentacion, los circuitos recurrentes y aun
clertas argumentaciones que parecieran ser recursivas. Por otra parte, la 16gica dialéctica
goza de un sélido respaldo filosofico, pues se apoya en el pensamiento socritico-platénico-
aristotélico, como también en toda la filosofia dialéctica de Hegel. De esta manera, la
intuicion clentifica, emergente, se podria explicar como el resultade de un conocimiento
tacito que emerge naturalmente cuando se adopta una logica dialéctica o un enfoque
interdisciplinario o, dentro de una sola disciplina, una perspectiva mis amplia y rica en

mformacion (Martinez, 2000).

Segin Amstételes (Metafisica libro IV), la Dialéctica es la capacidad de investigar lo
contrario. De este modo, la dialéctica, més que tratar de buscar €l punto débil de lo dicho
por el otro y aplastar esa opimnion contraria con argumentos, trata de sopesar su verdadero
valor y fuerza, y, para ello, se sirve del arte de preguntar, de entablar un verdadero didlogo, lo
cual implica una gran apertura y poner en suspenso el asunto con todas sus posibilidades; de
esta forma, la dialéctica se convierte en el arte de levar una auténtica conversacién, Hsta
orientacion pone de manifiesto como el método cientifico moderno puede haberse

convertido, frecuentemente, como afirma Gadamer (1984), en un gran monologo.

C. Ei PROBLEMA DEL COLASPO DE LOS SISTEMAS CULTURALES Y LA UTILIZACION DE LA

MATEMATICA EN LAS CIENCIAS SOCIALES EN GENERAL

La desintegracion del orden social ha sido un fendémeno recurrente en la historia. Asi
como el ocaso de Roma abarca una pigina importante en la historia contemporanea, muchas

otras son las civilizaciones que han sucumbido: el Imperio Chou en Ia antigna China, la




region de Mesopotamia, los Hititas, el Antiguo Egipto, la civilizacién Minoica, la civilizacion
Micénica, los Olmecas, Teotihuacian, Monte Alban, entre otras. En particular, la civilizacion
de los Mayas en las Tierras Bajas de Mesoamérica durante el Periodo Clisico es uno de los

casos mas famosos de colapso.

Si bien el colapso ha sido de interés desde que las sociedades han demostrado ser
vulnerables, también ha sido un reto para los historiadores y cientificos sociales. La historia
humana en su totalidad ha estado caracterizada por una inexorable tendencia a incrementar
sus niveles de complejidad, especializacidn y control sociopolitico, procesamiento de grandes
cantidades de energia e informacién, creacidon de asentamientos cada vez mayores, ¥y
desattollo de tecnologias mas complejas v capaces. Este aspecto persistente de la historia
humana ha recibido una cantidad importante de investigacion. la mayoria de explicaciones
de colapso han tendido a set ad hoc (Tainter, 1988), particulatizadas a unas pocas sociedades,
y un entendimiento general parece ain remoto. A la fecha, se carece de una explicacion
universal de colapso, y ain no se ha propuesto teoria alguna que ayude a entender la mayora
de sus ocurrencias, aplicable en una variedad de contextos, y mds importante, con

implicaciones en las condiciones actuales.

Cualquier explicaciéon del colapso que pretenda tener el suficiente potencial de
generalidad deberfa ayudar a entender todo el espectro de sus manifestaciones, desde la mis
simple hasta la mis compleja. Las dencias formales: la logica y las matematicas, son los
candidatos por excelencia para atacar ¢l problema de la teoria social bajo un método riguroso
y suficientemente general. Pero se ha demostrado histéricamente que el rigor matematico y
la 16gica clisica pueden resultar insuficientes para modelar el desorden y la impredecibilidad
del comportamiento humano, no sélo individual, sino a nivel de grupo. De hecho, es por

esta razdn que las ciencias sociales utilizan sus propios métodos.

Pese 2 ello, no se debe ignorar 1a propuesta que hicieran Rodney Needham en Rethinking
Kinship and Marriage (1971} y Edmund Leach en Rethinking Anthropology (1961} ante la misma
problemética. Como dice Leach: «Cémo puede un antropdlogo socil de tiempos
modernos, con la ventaja de todo el trabajo de Malinowski y Radcliffe-Brown y sus

sucesores, elaborar generalizaciones de tal magnitud con la esperanza de llegar a




conclusiones satisfactorias? Mi respuesta es tan simple; ésta es: Pensar en que las ideas
organizativas presentes en toda sociedad constituyen un patrén matematico» (Leach 1961:2).
Mas todavia, 1.évi-Strauss propone a través de su vasta obra, que a pesar de que la sociologia
ha tenido una época en la que el escripulo cientifico y la exactitud de la observacién no
parecen incompatibles: «la sociologia no progresara de modo semejante a sus predecesoras, y
no conviene olvidarlo justamente en el momento en que comenzamos a entrever ‘como a
través de una nube el terreno donde se efectuara el encuentro’. Alguien dijo una vez que: Ila
matematica alcanza su esplendor en las aplicaciones de la fisica’. Después de citar a
Eddington: ‘la fisica se transforma en el estudio de las organizaciones’, Kohler escribia: ‘En
este camino... reencontrari a la biologia y a la psicologia™. Lévi-Strauss afiade: «este trabajo
habri cumplido su objetivo si, después de terminarlo, el lector se siente inchinado a agregar: y

a la antropologia» (1981:15).

Leach propone un aspecto interesante: «ao se trata de convertir la antropologia en una
rama de las matematicas, pero creo que se puede aprender mucho si se empieza a pensar en
la sociedad desde una perspectiva matematica. ... Considerada matematicamente, la sociedad
no es un ensamble de cosas sino de relaciones. Una buena analogfa se puede encontrar enla

rama de la topologia» (1961:7).

D. I.A TEORIA DE CATASTROFES COMO PROPUESTA Al ESTUDIQ DEL PROBLEMA DEL

COLAPSO Y UNA OPCION AL MODELADO DE FENOMENOS CONTRADICTORIOS

En su mayoria, los modelos de los fenémenos naturales hacen uso de funciones
elementales del analisis matemitico como ¢, sen(), X a partir de las cuales se construyen las
ecuaciones de estado del sistema descrito. Dichas funciones constituyen las mas simples de
los llamados mapeos suaves (diferenciables, analiticos, ...), y en consecuencia, estos no
pueden presentar discontinuidades de ningin tipo: lo que ocurte en el punto x + dx es muy
sitnular a lo que sucede en el punto x, siempre que dx sea suficientemente pequefio. A pesar
de esto, muchos procesos fisicos, quimicos o biolégicos, vy con mayor frecuencia los
fenomenos sociales, presentan discontinuidades. Turbulencia en fluidos, diferenciacion
celular, quiebra de mercados o colapso estelar son algunos ejemplos de tales situaciones.

Entonces, ¢de qué forma efectiva se puede representar tal comportamiento discontinuo a




través de modelos matemdticos que tinicamente utilizan componentes suavest Actualmente
este problema se aborda en la Teoria de 1a Bifurcacién, y en disciplinas cetcanas, como Ia
Teoria de Singularidades y Ia Teoria de Catastrofes, desarrollada por el matematico francés
René Thom, en las décadas de 1950 y 1960.

La clave en hacer emerger discontinuidades a partir de elementos continuos, radica en
observar que todo el comportamiento de un sistema estitico o dindmico estd gobernado pot
el comportamiento del sistema cerca de sus puntos criticos (o singulares), entendidos como
aquellos en los que la primera derivada de la ecuacién del sistema es nula o no existe. Fuera
de los puntos criticos, el Teorema de la Funcién Implicita asegura que el comportamiento es
predecible —de hecho es lineal— y sdlo en los puntos ctiticos el sistema tiene la posibilidad de
salir de su “molde” y establecer nuevos modos de operacién. Es en estos puntos criticos en
donde se puede afectar de forma importante el comportamiento futuro del sistema, mediante
pequefias alteraciones en la dinamica del mismo. Como resultado, es posible encontrar
ciclos limites, equilibtios estables, 0 movimientos de una region atractora a otra. Es en estas
alteraciones de las ecuaciones del sistema donde las ideas de discontinuidad de brotes suaves,
catistrofes, y comportamiento discontinuo, apatecen de las desctipciones continuas. En
otras palabras, Ia continuidad implica discontinuidad. I.a Teoria de Catistrofes es, de esta
forma, un ejemplo de cémo modelar sistemas que presentan comportamientos

contradictotios.

Los fenémenos sociales no estin exentos de presentar comportamientos discontinuos.
En el registro arqueolégico, los cambios abruptos y las discontinuidades han sido tomados
tradicionalmente como reflejo de cambios drsticos en los factores causales subyacentes. El
objetivo de este trabajo es presentar un modelo, para describir el colapso de los sisternas
socizles trecurtiendo a la Teoria de Catistrofes, manifestado en términos de cambios
dristicos o discontinuos, que surgeni a partir de cambios graduales en las variables inherentes
al propio sistema. Este modelo es una respuesta 2 Ia sugerencia de Leach, pues destacan en
él las ideas topologicas y geométricas, mds que las analiticas. El atractivo de este modelo es
que hace uso de relaciones atributivas entre las variables, y los resultados son puramente
cualitativos, ideal en el caso de los parimetros que describen los fenémenos sociales, cuya

medicién puede causar dificultad.




La Teoria de Catastrofes requiere un conocimiento previo de matematica avanzada. En
el Capitulo II se hace un tratamiento formal de sus herramientas y resultados mas
importantes. El Capitulo 1II se exponen las ideas mis relevantes sobre la dinimica de los
sistemas sociales, en particular de la civilizacién Maya durante el Periodo Clasico, y se
presenta el modelo. La presentacién de dicho capitulo es informal, en comparacién con el
capitulo que le precede, y se ha hecho de esta manera con la finalidad que el lector poco
habituado 2 la literatura matemaitica pueda comptendet con facilidad el funcionamiento del

modelo.







II. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE SINGULARIDADES Y LA
TEORIA DE CATASTROFES

«Para demostrar un teorema (para elzborar un modelo) no es necesario, ni siquiera conveniente,

saber lo que quiere decir. El matematico no necesita saber qué hace mds que un autdmatar (Henri Pomncaré).

1. GERMENES CON RANGO CONSTANTE

1.1 Definicion: Sea A < R" un conjunto atbitrado. Un mapeo f: A — R* se llama
diferenciable si existe un conjunto abierto Uc R™ y un mapeo F:U — R, tales que

AcUy F‘ , = I,y las derivadas parciales de F de cualquier orden existen y son continuas.

1.2 Definicion: Sean x€ AC R”, V un conjunto, y & la familia de parejas (U, f),

donde U es un abierto en R", xeU, y f:ANU-—>V es un mapeo atbitrario.

Considérese la siguiente relacién de equivalencia en &: para (U,,f,) y (U,,f,) en &,
(U, f,)~(U,,f,) s, y solo si, existe un conjunto abierto UcC R", con xe€U ¥

Uc U NU,, tal que fllu =f,| . Una relacién de equivalencia de este tipo se llama un

o
germen T : (A,x) — Ven x (con frecuencia se omitird el uso del afijo ~). Si el mapeo f es

continuo, entonces la relacién ~ se llama germen continuo. Si f es diferenciable, entonces

~ es un germen diferenciable. Si f es analitico, entonces ~ se llama germen analitico.

Como todo subconjunto A< R” estd definido por un mapeo C, :R™ > {0,1} (el

mapeo caracterfstico), se pueden considerar gérmenes de subconjuntos de R". Los
gérmenes se comportan de forma similar a las funciones. En particular, la composicién
gof delos gérmenes T y g esta definida por:

(R", x)— > (R™, y)—E>R", y =f(x), implica o T : (R", x) > R*.
Si f:U—>R™, g: V> R" son representantes de T y 7, respectivamente, entonces el

mapeo f] S 4 (V)= R™ es un representante de ¥. la composicién usual de las

)
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funciones gof esti definida para £ (V)< U y es un representante para go T .
Todo germen diferenciable T:(R%,x)—>R* tiene wuna matriz de Jacobi
Df(x): R" — R* (un mapeo lineal). El germen T tiene un germen inverso respecto de la

composicion o si, y s6lo si, alglin representante { de f tiene un mapeo mverso local en una

vecindad suficientemente pequefia de x. Este es el caso si, y solo si, Df(x) es no singular:

1.3 Teotema: (Teotema de la Funcién Invetsa). Un germen T:(R",x)—> (R, y)

posee un germen inverso T :(R”,y) = (R", x) si, y s6lo si, Df(x) es no singular’. 4

14 Definicién: Si f:U —> R* es diferenciable, U R”, entonces el mapeo
Df : U > R¥ 3 x5 Df(x), es diferenciable. El rango de f en x se define como el rango
de Df(x) yse denota por Rg (f).

1.5 Definicién: Una funcién f: A ¢ R — R" valuada en los reales extendidos se dice

que es inferiormente semicontinua en y si f(y) # ~o0 y {(y) £limf(x). Similarmente, f se
x>y
dice que es superiormente semicontinua en y si f(y) # +o0 y £(y) 2 imf(x). La funcién f
X"'}Y

es inferiormente (superiormente) semicontinua en un intervalo si f es inferiormente

(superiormente) semicontinua en cada punto de dicho intervalo.

Si Rg_(f) = s entonces ciertamente alguna (sxs)-submatriz de Df(x) tiene determinante

no nulo. Este determinante sera no nulo en una vecindad de x ya que Df y el determinante
son mapeos continuos. Asi, el rango de f nunca es menor que s en cualquier vecindad de x,
es decir, el rango de f nunca puede disminuir localmente, por lo gue el mapeo

U—>Z3x>Rg (f) es inferiormente semicontinuo. Entonces, para cualquier germen
F:(R*,x)>R"  se corresponde  un  germen  inferiormente  semicontinuo

Rg(f): (R, x) > Z >3y Rg (f).

* Para una demostracion, véase Dieudonné (1969).
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1.6 Definicion: Un germen T se dice que tiene rango constante si Rg(f) es el germen

de un mapeo constante.

17 Teorema: (Teotema del Rango). Sea T:(R",x)—> (R™,y) un germen con
rango constante.  Entonces existen gérmenes invertibles #:(R",x)>R",0) v
@ (R™,y)—> (R™,0) para los cuales el germen @Fofog ' :(R",0)—> (R™,0) esta
representado pot el mapeo (x,,...,x_ ) (x,,...,x,,0,...,0),donde k =Rg _(f).

Demostracion: Sin pérdida de generalidad sean x=y=0. Supdngase que f es un
representante de T , con rango constante k. Entonces existe una (k x k) -submatriz de Df
que es invertible en el origen. Al efectuar un cambio de coordenadas, esto es, al aplicar un
difeomorfismo local, la submatriz

| lof, /ox,|; 1<i, i<k
puede asumirse tegular en 0 € R", y, por comsiguiente, regular en una vecindad del origen.
Definase el getmen ¢ :(R", x) = (R”,0)3 (x,,...,x_ ) > (£(x, ), -, £(X, )y Kpars - oos X ),

donde { tiene componentes (f,,...,f_ ). Entonces la matriz

of/ox, 0 :

k n—k
tiene determinante det(Dgzﬁ)zdet[fifi / 0%, JiO. Por comsiguiente, § es un germen

invertible y el diagrama

(R", 0)—E>(R™, 0) (%15 ees X > (£, e £)

2 7m

NSNS

(R",0) by By 5) = (20000 2,)

L}
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muestra que el germen F =T o " estd representado por
2= (2505 2,) 2 (215005 25 B (s o0 B (2))-

La mattiz jacobiana de g tiene la forma

Dg=|0 1 , donde A(z)=|0g, /027, k+1<j<m, k+1<i<n

- Az) |
y como Rg(g)=Rg(Dg) =k es una vecindad del origen, la matriz A(z) debe anularse en esta
vecindad. Asi, sin pérdida de generalidad,

) Og, /02, =0 para k+1<j<m, k+1<i<n.

Aplicando ahora wuna transformacién en el rango R™, definase el germen

Z:R",y)—>R",0) por

Y1 ¥
Tk - Y& '
Y ket Vit =8 (T Vs 0500, 0)
Lym__ ,HYm“gm(YIJ"‘yyrksOs'--,O)_
La matriz jacobiana de {7 tiene la forma
o 0 A
0
0 1
b= 1 0
*
0 1]

— e
k m~k

ya que los g (y,,.-,¥;:0,...,0), k+1 Sp<m, no dependen de y, .,..., V-

Entonces {7 es un getmen invertible, y o § esti representado por la composicion
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Zy z, z,

Zyn £ (2) £:1(2)~ 8 (2452, 0,...,0) '

z, | | £.(2) | 828,72, 2,0,...,0)

En (*), las altimas m — k componentes Bini(Zis o2, ) ~ & (21544, 24, 0,..., 0) de esta
composicion se anulan en un n-cubo ’zi’<€, ¥, por lo tanto, e¥ tiene como

representacion (z,,...,2 ) (Z,,...,2,,0,...,0). +

1.8 Definicién: Sea Uc R" un conjunto abierto. La funcién f: U - R* es llamada
una sumersion si Rg (f) =k, o bien, una inmersién si Rg (f) = n, para todo x€ U. Por
el Teorema del Rango, una sumersién dene la forma (x,,...,x ) (x,,...,x, ), mientras
que una inmersion es de la forma (x,,...,x ) (x,,...,x,,0,...,0) con respecto a las

coordenadas en cuestién. Por eso, el rango de estas no puede hacerse tan grande como se

desee, y, por lo tanto, es constante,

1.9 Definicién: Un subconjunto M C R” es una subvariedad diferenciable de R"
de dimension m < n, si para cada x € M existe un geomen invertible ¢ : (R”, x) = (R", 0)
tal que #(M, x)=(R"™, x)c (R",x) (es decir, R™ es inmerso linealmente en R", pata
m=n).

~

o4

Figura 1.1: Inmercidn lineal entre vartedades diferenciables.
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110 Ejemplo: (1) La n-esfera $"={xe R™:|x|=1} es una subvariedad

diferenciable de R™'. El conjunto R™" (k) c R™* de todas las (mxn)-matrices con

rango k es una subvariedad diferenciable del espacio de todas las (m X n) -matrices.

1.11 Definicién: Sea f: R™ — R™ un mapeo diferenciable. Un punto y € R™ se dice
que es un valot regular de fsi en cada x € R™ que satisface f(x) =7y, el rango de { es m,
esto es, Rg (f)=m. Cualquier valor de f que no es regular se Hama un valor critico de £.

Si y ¢ f(R™), esta definicién hace 2 y (por un argumento de vacuidad) un valor regular de f.

112 Teorema: Siy esun valor regular de f: R" — R™ entonces f'{y} C R" esuna
subvariedad diferenciable de dimensién m — a1 (o en su defecto, vacia).

Demostracion: Sea x € f '{y}, lo cual implica que f(x)=7y, con Rg (f)=m. Esto
significa que el rango de f es localmente constante en x. Por el Teorema del Rango, existen
transformaciones diferenciables ¢ :(R", x) —>(R",0) vy : (R™,y) > (R",0) tales que
el germen Wolod '=TF tene la forma f(x,,...,%,00 X,) = (X5, %) Asi, e
germen L {0} =@oTod {0}=@oT{y} e e germen del  conjunto

$(0,...,0,x x_)} en el origen. 4

mHl7 70

1.13 Definicion: Una variedad diferenciable es un espacio topologico M, junto con

una cubjerta abierta {U,:Ae A}, A un conjunto de indices; y homeomorfismos
U, —» U, c R™ (U', abierto), que satisface las siguientes propiedades:
() Si U, U, # ), existe un mapeo diferenciable ¢,,:U';, ~> U',; tal que el
diagrama
u,nu,

A

:)U' -—>U' cR”

conmuid.
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(i) M es un espacio de Hausdorff y tiene una base contable.

Como @, 29, =1U'u’ el mapeo ¢,, es un difeomorfismo. Ademsds, notese que

U')?.,u Z¢A(Uﬂ. mU,u) ¥ Ur,uj. = ¢,u(U,?, mU,u):

Figura 1.2: Condicidn de la cubleria {Uy A € A} en la definicidn de variedad diferenciabl.

Muchos conceptos y propiedades de los espacios euclideos pueden ser generalizados a
las subvariedades (y varicdades) de R®. Por ejemplo, si x e M™ < R™" entonces una
funciéon f:M —> R es diferenciable en x si existe un germen invertible
@ (R™*, x) > (R™*, 0) tal que

7:(M",x)—>(R",0)
v de forma que el germen T o ™' sea diferenciable en 0 € R” ¢ R™™. En otras palabras:
M estd cubierto por conjuntos abiertos U, los cuales pueden ser identificados con
subconjuntos abiertos de R™ por medio de transformaciones de coordenadas. Un mapeo
definido en M se llama diferenciable (con rango r, respectivamente) si restrngido a estos

subconjuntos abiertos de R™ (via alguna transformacién) es diferenciable (con rango r,

respectivamernte).
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2. VALORES REGULARES

Considérese el mapeo diferenciable f:R" -5 R™. Entonces, para casi todo punto
beR™ (i e siempre, excepto para un conjunto con media de Lebesgue igual a cero) se
cumple que £7({b}) € R" es una subvatiedad diferenciable de dimensién n~m. En otras
palabras, dado f=(f,,...,f, ), para casi toda eleccién de b; e R, 1<1<m, el sistema de
ecuaciones no lineales f.(x)=b,, xe R", 1<i<m, tiene por conjunto solucién a una

variedad (0 —m)-dimensional.

2.1 Teorema: Sea {K, }ne? el conjunto de todas Ias esferas en R™ con radio racional y
cuyos centros estan situados en coordenadas racionales (nétese que hay un ndmero contable

de estas esferas). Si Ug R™ es abierto, entonces U = UK . para algan conjunto de indices

ieT
TcZ'.
Demostracién: Sea x€ UC R™, ysea £ >0 tal que la &-esfera alrededor de x esté

contenida en U. Elijase K, con centro en y, para |x—y‘<8/ 3; y de radio 1,

'x——y‘ <r<2e/3. 4

Fignra 2.7: Dustracidn de la demostracidn de! Teorema 2.1.
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2.2 Corolario: Sea X < R" un conjunto arbitrario, y sea {u,} 1eq una familia de

conjuntos abjertos de R* tales que X ¢ UU .- Entonces existe un conjunto contable
AeA

I'c A talque X ¢ UUﬂ'

el

Demostracién: X estd en la unién de aquellos K _, que estin contenidos en al menos

un U, , y s6lo existe un nimero contable de tales K. Para cada uno de esos K, elfjase un
abierto correspondiente U,y tal que K, c U, . El conjunto X esti contenido en la

unién delos U 4, . +

2.3 Definicién: Un subconjunto C ¢ R" tiene medida cero si para cada £ > 0 existe

una sucesiéon de cubos W. € R™ tales que CgLJ\Wi v Z W.! <g&. Aqui le‘ es el
i=1 1=1

volumen de W, es decir, W,.! =2" donde 2 es la longitud del lado de W,.

24 Nota: S1 Cc UCV , y cada C, tiene medida cero, entonces C también tiene

v=1

< g/2", entonces C OOW:’

v=1 i=1

medida cero. En efecto, si C, < UW;’ dbnde Zl W
=t i=1

donde iil W

v=1 i=1

o &
<) mm=E.
=2

2.5 Definicién: Una propiedad que se preserva bajo la aplicacién de difeomotfismos se

dice que es una propiedad topoldgica-diferencial.

2.6 Lema: Si Cc R" tHene medida ceroy f:C — R” es diferenciable, entonces £{C)

tiere medida cero.

Demostracién: Elijase un subconjunto abierto U con Cc U y tal que la extensién
F:U-»R", Fi c=f es diferenciable. Como U es la unién de una sucesion de esferas

cerradas, sin pérdida de generalidad puede suponerse que C estd contenido en una esfera
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compacta y que la cubierta de C en cubos también estd contenida en una esfera compacta

(mas grande) K, que a su vez esta contenida en U.

Sea ahora b =max ; si el cubo W tiene lados de longitud a, entonces ‘x - X. | <a

xeK

oF.
a(x)

1

pata x € W implica que |1’-"'i (x)—Fi(xo){ <abn, y entonces F(W) esta contenido en un

cubo de lado a-b-n. Por lo tanto, =a" implica que F(W) esta dentro de un cubo

W, <£/(bn)",

i=1

con volumen (bn)"a" =

entonces la unién de todos los F(W.) esta contenida en una union de cubos con un

volumen total menora £. 4

2.7 Corolatio: La propiedad que un conjunto CC R" tenga medida cero es una
propiedad topologica-diferencial local. Aqui, local significa que C tiene medida cero si, y
s6lo si, cada punto x € R™ posee una vecindad U tal que el conjunto CNU tiene medida
cero.

Demostracién: (=>) Paracada x € R*, U=R" es una vecindad tal que C=CnR"

tiene medida cero.

(¢=) Cibrase todo R" con un nimero contable de tales vecindades U,. Entonces el

comjunto C=CNnR"=Cn | JU, = Cr U, ) Hene medida cero. +
] k X

keZ” keZ*

Nota: La propiedad de tener medida cero no es una propiedad topol6gica. Existen

homomorfismos del plano en si mismo, que mapean el intetvalo unitario sobre un cogjunto

con medida positiva'.

2.8 Lema: Toda cubierta abierta para el intetvalo unitario {0,1] formada pot

k

subintervalos contiene una subcubierta finita [0, 1] < U , con Zi I \ <2.
: ]:1

* Para una demostracién véase Mayrhofer (1952), v apliquese el Teorema de la Curva de Jordan.
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Demostracién: Elfjase una subcubierta finita minimal de los intervalos abiertos dados,
es decir, una subcubierta en Ia cual ningun intervalo pueda ser omitido. Supongase que esta

cubierta es {L;}, ) = 1, 2, ..., k, donde I, =(a;,b,). Reotdénense los elementos de la
cubierta de acuerdo al orden del extremo izquierdo a; del intervalo. Este orden estd
determinado de forma Gnica ya que si a, =a,, entonces b; <b, implica que (a;, b;) es
redundante, o bien, b; <b; implica que (a,, b;) es redundante (@ e., en cualquier caso puede
omitirse uno de estos mtervalos y la cubierta no sera minimal).  Ademas,
a, <a,, <b, <a,,,ya que si la segunda desigualdad no se satisface existitia un agujero en
la cubierta. Para la tercera desigualdad, notese que b, <b,,, o de otro modo

(2;11,bi) € (a;,b, ). Sin esta desigualdad se tendria que (a_,,b,,,) < (a;,b;)U(a,,,b;,,).

8
[=3

L

Aies i

Figura 2.2: Disposiciin de los elementos de la cubierta {1},

Se sigue ahora que

k k k k k
Dbima) = D(any ma)+ 2 (b —ay,) < Dty —a)+ D (2, —2,,) <2,y ellema
1=1 1=1 i=1

=1 =1

queda demostrado. 4

29 Teorema: (Teorema de Fubini). Sea R!'" ={xeR":x_ =t <R", sea
C < R" un conjunto compacto y supdngase que CNR!™ es nunca denso en RI™ para

todo t € R . Entonces C es nunca denso en R™.
Demostracién: Definase C, como C, x{t}=CN(R"" x{t}). Sin pérdida de

generalidad, puede asumirse queC < R™ ' x{0,1], y que C, es nunca denso para todo
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te[0,1]. Dado &£>0, encuéntrese una cubierta para C, formada por cubos abiertos

{Wi }iEZ*' y tal que su volumen total es menor que £. Sea W, = UW: c R

1
ieZ”
Si x_ es la Gldma componente, entonces para un t fijo, la funcion ( X, — t‘ es continua en Cy

se anula exactamente en el conjunto C x{t}. Como C-—(W, x[0,1]) es compacto, la

funciéon L x, —t|, restringida a C, alcanza un valor minimo .

th{ g T ]

1

1 lru‘\ﬁ---;‘

DJ_

Fipura 2.3: Comportamiento de I funsidn |5, — t| sobre of conjunte C, x {1}.

Entonces, CM{xe R"™" :/x, ~t|<a} c W, xI?, donde I} =(t—a, t+a). La coleccién

de intervalos 17 cubte a todo [0, 1]. Por el Lema 2.8, existe una subcubierta finita en I},

digamos, {Il} ,oon I, =7, tal que ilIiiSZ. Los cuboides {Wt'] xI:ielZ’ }; forman

k
=1
it

una cubierta para C, la cual tiene un volumen total menor que 2£. 4

la siguiente manera: En lugar de considerar C compacto, es suficiente asumir que C es la

unién contable de conjuntos compactos. Algunos ejemplos de tales conjuntos son:

(1) los conjuntos cerrados: C= UC(\ {l x| < n}

neZ*®

(2) los conjuntos abiertos: unidn contable de esferas cerradas
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(3) las imigenes de estos conjuntos bajos mapeos continuos R* — R*

{(4) uniones contables de intersecciones finitas de los anteriores tipos de conjuntos.

2.11 Teotema: (Teorema de Satd). Sea Uc R" un abierto, f : U — R? un mapeo

diferenciable, y sea D= {x e U:Rg_(f) < p} el conjunto de puntos criticos de f. Entonces

f(D) es nunca denso en RP.

Demostracién: Por induccion sobre n.
Paran = 0, R" ={0} y f(U) es a lo sumo un punto, por lo que el teorema es verdadero.
Para el paso inductivo sea D, ¢ U el conjunto de los x € U, donde todas las derivadas
parciales de orden menor o igual que i se anulan. Los D, forman una sucesion anidada
decreciente de conjuntos cetrados,

DoD oD, ...

La demostracién consiste en establecer las siguientes tres propiedades:

{a) £f(D—D,) es nunca denso,

(b)y £f(D. -D,,,) es nunca denso,

{(c) £(D,) es nunca denso para k suficientemente grande.
Notese que todos los conjuntos considerados antemtormente son casos especiales de las
categoras (1)-(4) de la Extension del Teorema de Fubini. Ademads, para el caso (a), es
suficiente probar que cada punto xeD-~D, posee una veandad V tal que
f(VA(D—D,)) es de medida cero, ya que D —D, esta cubierto por un némero contable

de dichos V. Similarmente ocurre en los casos (b} y (c).

Demostracion de (a): Supdngase p=22, ya que para p=1 se tiene que D=1D,. Sea
deD-D,. Como d¢&D,, existe alguna detivada parcial (sin pérdida de generalidad puede
of

suponetse que es —- ) tal que —-(d) # 0. Entonces el mapeo
ax] aX1

h:U—> R 3 (x,,...,x ) (£(x,), x,,..., %)

tiene como Jacobiano




o)l
!

|

Dh

I

.ol

<o
o
—

y Dh(d) es no singular.
Se sigue que en una vecindad V de d, el mapeo h es una transformacion de coordenadas.

Considérese el diagrama

DNV —— D'
;i ig

V h 3 V!
RP

donde g(x,, ..., X, ) = (%, g,(%), ..., g,(x)). Nétese que g mapea el hiperplano {x, = t} en
el hiperplano {y, =t}. Sea g': ({t}x R* )N V'— {t} x R7™" la restriccién de g Un punto
en ({t}x R*)N V' es un punto critico para g exactamente cuando es un punto ctitico para

g', ya que la matriz Jacobiana de g es

Por induccién, el copjunto de valotes criticos de g° es nunca denso en {t} X R™", por lo
que g{D'} tiene una interseccién nunca densa con el hiperplano {x:x, =t} R¥. Por el

Teorema de Fubini, g(D‘) es nunca denso.

Demostracién de (b): Al igual que en (a), si d€ D, —~D,,, debe de existir alguna derivada

parcial de orden k + 1 que no se anula en d. Sin pérdida de generalidad, supdngase que
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o', okf
prs lé‘x (d)#0. St w:U—>R esla funcion w(x) = ﬁ(x)’ entonces
Ox_ ..

S2 00T T e S 7T T Ty

Ow
w(d)=0y g(d)iﬂ, vaque deD, y d¢D,,,. De la misma forma que en (a), el

1
mapeo

h:U—R" 3h(x)=(w(x), %,,..., %)
es entonces una transformacion de coordenadas en una vecindad V de d, vy
h(D, "V)c {0}x R™" < R". Una vez més, definanse g=foh™ : V'= h(Vy>R?, y

0 _
g _gl{{o]xR“")nv

({0x RNV RE.

Por induccién, el conjunto de los puntos criticos de g° es nunca denso. Pero todo punto en
h(D, MV) es critico para g° va que todas las derivadas parciales de g (v por lo tanto de g°)
de orden menor o igual a k se anulan. Entonces f(D, NV) = (gob)(ID, NV} es nunca

denso.

Demostraciéon de {c): Sea W < U un cubo de lado a, ysea k>n/p—1. Como U es unién

contable de cubos, es suficiente mostrar que f(W D, ) es nunca denso. El Teorema de

Taylor aseguta que
y f(x+h)=£(x)+R(x, h) b, AW hew
+ . m 3 + 3
O [R(x,h)|sc|nf* [PEREED xTae
donde ¢ depende de W v £.

Dividase W en " cubos de lado a/r. S W, es un cubo en esta descomposicidn, y W,

contiene a2 x €D, , entonces cada punto en W, puede ser escrito como x+h, con

|h|< avn/r. Usando la ecuacién (*), el conjunto f(W,) esti contenido en un cubo de

lado 2c(a«/£)k+l /" =b/t*" para una constante b= b(f, W).

En conjunto, estos cubos tiene un volumen total s <" - bP /P& y para p(k+1) >n esta
expresion converge a cero al incrementar r. El volumen total puede, por lo tanto, hacerse

arbitrariamente pequeiio eligiendo adecuadamente una descomposicién fina. 4
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212 Teorema: Sea f:R™ — R® un mapeo diferenciable con p>2n. Entonces
existe un mapeo lineal A:R® - RP? con notma arbitratismente pequefia, tal que
f+A:R" = R? es una inmersién,

Demostracion: f es una inmersion si los vectores (0f / 0x,(x),..., &f /0x (x)) son

linealmente independientes en cada puate x€R". Sea s<n ta que los

(f / 0x,(x), ..., Of / Ox (x)) son linealmente independientes en todo punto. Considérese el

mapeo

of
(x)-

6:R*xR" - R® a¢(,11,...,xs,x)=z,1,£(x)—ax
=t i s+1

Como s+n<p, ¢(R°xR") es nunca denso. Sea aeRF, tal que a es pequefio y

a g g(R* xR"). Definase g(x)=f(x)+ax_,,. Entonces

Oy _ o para i <s,

% _
ox

s+1 s+

y para ningtin x € R" se tiene que i.&i g(x) = a—jg— (x).

=1 i 541
Entonces los vectores (Jg/0x;) son linealmente independientes en todos los puntos para

i<s+1. Elteorema se sigue por induccién. +

Sea UcR", KcU, K compacto. Sea Cg(U) el conjunto de los mapeos
diferenciables £ : U — R con la seminorma |f |i = el maximo valor sobre K de cualquiera
de las derivadas de f, de orden menor o igual que k. Una ¢ -vecindad de f consiste de todos
los geCk(U) con |g~fl <g. Estas & -vecindades dotan a C}(U) de una topologia,

pot lo que tiene sentido hablar de conjuntos abiertos, cerrados, densos. Sea

Cr (U, R?) = Cy (U)x...xCy (U)

p factores

con la norma del maximo de los modulos de sus componentes.
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2.13 Teorema: Sea K < U c R”, K compacto, U abierto, p2 2n. El conjunto § de
los mapeos diferenciables f : U — R7, tales que Rg,(f) =n para x € K, es abierto y denso
en Ck (U, R?) para cada k.

Demostracion: Si £:U--> R® es una inmersion, K ¢ U, entonces considérese el
mapeo

U—*5R™ 23R
donde ¢(A)=Ila suma de los cuadrados de los (nxn)-menotes de la matiz A. la
composicién goDf no anula en K por hipétesis. Si f, : U-~» R? es diferenciable y estd
suficientemente cerca de Df en K, entonces g oD, # 0 pata todo punto de K. Asi, el

conjunto § es abierto. Fl caricter denso de § se establece ya que se puede encontrar un
mapeo lineal A, que es arbitrariamente pequefio en K, y tal que f + A es una inmersién

(Teorema 2.12). 4

Nota: En topologia, este resultado se establece diciendo que un mapeo U -—> RP,

Uc R", p22n, es casi siempre una inmersién.

3. CONSTRUCCION DE MAPEOS DIFERENCIABLES

0; para t <0

y . Entonces
e

3.1 Lema: Sea A:R -> R la funcién definida por A(t) m{ .
; pata t >0

0= A(t)=1,y A es diferenciable (un nimero arbitrario de veces) en todo punto.

At}

o)
fas

Figura 3.1: Grifica de la funciin A(5) = 0,1 SO; A@) = ¢ 1 > O

: ;. ‘:."JL_-.‘-,;N,(:-J_'.;;' L.'_-.;J .l_L}Lh :.“.; E:iilj%‘ftfm




26

Demostracién: La n-ésima derivada de A para t>0 tiene la forma q(1/t)-e¢ /",

donde q es un polinomic de grado 2n. Todas las derivadas convergen a ceto cuando t se
aptoxima a 0. Entonces, A es difetenciable en el origen y la Serie de Taylor de A vale cero

en ese punto. +

Ahora, sean € >0 . ¥ ¢E : R — R definida por ¢5 (t) = R“Em‘"(‘élit). Nétese que ¢£

es difetenciable, 0 < ¢, <1, ¢ () =0 siysblosi t <0,y ¢ (t)=1 para t 2 €.

I3 b

Figura 3.2: Grifica de las funciones A(t), A{e-4), y @t} .

Si B, [x]={yeR":|y~x|<1} es la esfera cerrada centrada en x con radio 1, y £>0,
entonces la funcién w:R" >Rayrr1-¢ (y~x|-1) para x, 1, & fijos, tiene las
siguientes propiedades: 0 <y(y) <1, w(y)=1 para y € B [x],y W es diferenciable ya que
en los puntos en Jos cuales ] y— xl no es diferenciable, i es localmente constante. Ademas,

w(y)=0siysdlosiyegB_, (x).

+ R
w(y)
£ g E ’ ¥ o« i
Kix,r)

Fipura 3.3: Grifica de la funcion yiy).
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3.2 Teorema: Sean C”(R") el conjunto de las funciones diferenciables R" - R,
b,(x) el conjunto de gérmenes (R, x) - R,y p, :C*(R") > &, (x) el mapeo que asigna
a cada funcién f su germen en x. Entonces p, es sobreyectivo.

Demostracién: Sea ¢ :(R",x)-> R un germen representado por ¢:U— R.
Blijanse 1, & >0 tales que B [x]C U, y sea ¥ como en el pirrafo anterior. Entonces
F=p(¢-w)y (¢-w)Xy)=0 fuera de B__[x], de forma que ¢-y puede extenderse a

todo R" usando la funcién cero. 4

Nota: El teorema correspondiente para vatiedades diferenciables M", en lugat de R™,

también se cumple.

3.3 Teorema: (Teorema de Whitniey). Cualquiet subconjunto cerrado de R™ (o de

una variedad diferenciable) es el conjunto de cetos de un mapeo diferenciable.
Demostracion: Sea A € R” cetrado, ysea U=R" — A su complemento abierto. Sin

pérdida de generalidad, puede asumirse que U#J, asi que U= UB:m (x.). Sea

meZ”

Y. :R" >R un mapeo diferenciable con ¥ 20 vy tal que y_(y)#0 si, y sélo si,

yeBrm(Xm)'

Sea y: R" = R definida por y(y) = Zl/fm (y)-&, , donde {Sm }mEZ+ es una sucesidn en

m=1
R,ycada £, >0 se escoge de manera que cada derivada de &,_, de orden menor o igual
a m (ndtese que sélo existe un nimero finito de estas derivadas para cada m) estd acotada

or 1/2™. Como sus derivadas son no nulas tinicamente en un conjunto compacto
p m ¥ ]

B, [x,], es posible encontrar dicha sucesion. La serie para ¥/ es entonces unifotmemente

convergente en todo R", y esto también es vilido para cada una de las derivadas término a

término de esta setie, ya que en cada punto de R" cualquiera de estas series esti dominada
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por 21 /2™ . Luego, se tiene que / es diferenciable y w/(x)=0 para x € A, ya que cada

W, (x)=0 para x € A. Ademis, y/(x)# 0 fuera de A ya que al menosuna _(x)=0°.

3.4 Definicion: Sea AC R", ysea f: A > R". Flsoporte (o portador) de f es el

conjunto Sop(f)={x € A:f(x)#0}. FEs decir, x¢8Sop(f) st y sélo si el germen

T:(A, x) > R" seanula.

3.5 Definicién: Sea M una vadedad diferenciable y {An}ner una sucesion de

conjuntos en M. {An }ner se dice que es localmente finita si para cada punto x € M existe

una vecindad V, tal que VM A_ = para todos, excepto un numero finito de n e Z*.

3.6 Teotema: (Teorema de la Particion de la Unidad). Sea M una vatiedad

diferenciable y {U,} o4 0na cubierta abierta para M. Entonces existe una sucesién de

funciones diferenciables {g_ : M — R}“EZ+ tales que 0< ¢, (x)<1, Sop(g,) cU,,, para

algiin A(n) € A, {Sop(4, )., es localmente finita, y Zqﬁn (x)=1, paratodo xeM.

neZ'

Demostracién: M es localmente compacto con una base contable, entonces puede

encontrarse una cubierta abierta {Vn }ne? tal que V. cU 2y » d€ forma que {\_'/'n }neZ+ sea

localmente finita’. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que cada V. est
contenido en una vecindad coordenada. Por el Teorema de Whitney, se obtiene una funcién

positiva y difetenciable 7,:M —>R con 7,(x)=0 si y sélo st x€V . Luego,

Sop(r,) = Va. Definase 7(x)= Zrn(x). Como 7(x)>0 y 7 es diferenciable ya que la

neZ*

suma es localmente finita, entonces puede definirse ¢, =7, /7. 4

* Este resultado estd relacionado con el Teotema de Sard: un conjunto definido por ecuaciones continuas es
cerrado y cualquier conjunto cerrado puede ser desctito pot ecuaciones diferenciables. Ahora el Teotema de
Sard afirma que no es probable que el conjunto solucién de f{x) = b sea “problematico”, para f diferenciable.

*° Para una demostracién véase Schubert (1964).
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Nota: Al conjunto {g, }nez+ se le llama una particion de la unidad asociada a la

cubierta {U N 1eq- La suma Zgbﬂ esta bien definida ya que cerca de cualquier punto

neZ*

solamente un nimero finito de las ¢_ son no nulas.

4. GERMENESY JETS

Sea &(n) el anillo de todos los gérmenes diferenciables (R™,0) > R. Si C”(n) denota
al anillo de los mapeos diferenciables R” — R, entonces existe un mapeo sobreyectivo
C¥(n)—> &(n)3f > T . Considérese en C”(n) el ideal a definido de la forma siguiente:

8 ={f € C"(n): f se anula en alguna vecindad de 0}.
Como anillos, &(n)=C"(n)/&, y esto puede utilizarse para definir la estructura anular de
&(n).

Sea m(n)={f € &(n):£(0)=0}. Entonces m{n)c &(n) es un ideal maximal y
&(n)/m{n) = R , definido por T +> F(0). En realidad, m(n) es el tnico ideal maximal en
&(n). Para ver esto, supongase f @m(n), entonces F(0)# 0 v en alguna vecindad del
origen, f(x) # 0 para cualquier representante de ¥ . Se sigue que 1/f esti definida, lo cual
significa que T es una unidad y no esta contenida en ideal propio alguno. Sea
C*(M)={f:M — R 5 fes diferenciable}.

4.1 Teorema: Sea m(k)C &(n+k) elideal de los gérmenes T : R"xR* = R (en el

origen), para los cuales 7| =0, y sean {(X,,...,%_,V5---» V) coordenadas en

TR™x{0}

R"xR*, asi que m(k) es generado por los gérmenes ¥, (i e, los gérmenes de

k
(x,y)+>y;). Entonces, T e m(k) si, ysélosi F =Y 9.%,con T e 5(n+k).

i=1
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Demostracién:  Elfjase un representante f:R*xR* > R* con f| 0.

R"x{0} =

1 d 1 k 6f k 1 af
Entonces f(x,y) = J‘&—tf(x, ty)dt = ZE;H(X’ ty)-yint = ZYi'jay(X’tY)dt =
0 o\ d=t i =1 0 i

k
= ZYi fi(x,¥),con fi(x,y) = I;%E(x, ty)dt diferenciable. 4
=1 ;

[

Una consecuencia importante de este teorema la constituye la propiedad que indica que

&(n) esun R -dlgebra.

4.2 Definicién: Una detivacion de &(n) es un mapeo lineal X : &(n) = R, tal que
X(f-g)=X(f) - g(0) +£(0)- X(g). En particular, X(1)=X(1-1) = X(1)+ X(1) implica que

X(1) = 0y X(c) = 0 para funciones constantes.

Fs impottante indicar que la coleccion de todas las derivaciones de &(n) es un espacio

vectorial.

:&(n)—>R> T §x—f (0) forman una base para el

4.3 Tegorema: Los mapeos 61%
1] 1

i

espacio vectorial de derivaciones de &(n).

. N 3,
Demostracion: Supdngase que 4, e R [ parai=1,2,3,.., 05y que Z/’ii v =0.
i=1 ilp
o, 0%, 0 . .
Entonces Z}{i-——'— =4 =0ylos P son linealmente independientes.
i=1 ilo il
Por otra parte, sea X una derivacién de &(n) tal que X(x;)=4,. Entonces

es también una derivacién y Y(x,)=0. Si T € &(n) se escribe como

Y=X—iﬂiaxi

i=1 H

0

F=£(0)+) %%, se tiene que Y(E) = Y(EO)+ ) Y(x,-E)=0+ Y Y(x,)-F(0)+

+Zf’t;(0)°Y(£)=0- Por lo tanto, XzZiiaXi .+

i=1 tln
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44 Notacion: Sea a=(a,,...,a ), y sea (&, fy=(a,,....,a,, Bi,---, B)
respectivamente, con ¢, ﬂi e« N . Entonces se usarin las siguientes notaciones:
al=a ..., =1 por definicién,

x| =a +...+ax_,
@|=a, o

ael .
D% = — ..c.z.—f , con !a[: orden de Da,
O, - Ox_
ol Al

Da,ﬁf: &, e B
Ox," -+-0x Oy, a0y,

7 f, con ‘a"—‘ordende D“,

&,,B__ o a T ﬁ} ﬁ e IBk
(X, 7)) =K XYY Y

4.5 Teorema: Sea m(k) < &(n+k) el ideal de los gérmenes T:R"xR* > R (en el

origen), para los cuales 'FJ =0. Eatonces m(k)" = {T € §(n+k): D**f = ( para

R™x{0) R™x{0}

todo @ y para todo B con J ,6‘ <s}, y éste es un ideal generado por los monomios
8yt 1] =

Demostracion: m(k)' ={f e&n+k):f=) f, --f, ,con f, & M)}, y el segundo
A

enunciado se deduce de inmediato. De la regla del producto, f € m(k)* = D*?f 'R" 0 0

pa.ralﬁ’<s.

=0 para todo 1 Jij l <s, entonces f € m(k)*" (por induccién)

. e, p
31, pot otra parte, D™ 7 f Rex(o)

=0 pata todo f,

y f= Zfﬁyﬂ. Es suficiente mostrar que f, em(k), 4 ¢, f,
[ Bl=s—1

R*xf0}

| Bl=s-1. Si algin f, £0, entonces DA =Y"D"Af v/ = B1.f, =0 en
B

R {0}

R® x{0}. 4

4.6 Definicion: Considérese el siguiente diagrama (nétese que m* < m' para k > 1):
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o S/
% &(n)/ m(n)
l

&(n)

&(n)/m(n)=R

La imagen j*7'(f) de T € &(n) es llamada el (k-1)~jet de T, denotado usualmente por f. Bl

cociente §(n)/m(n)* es llamado el R -dlgebra de (k-1)-jets.

Dos gérmenes definen (o tienen) el mismo k-jet en el otigen de R”, si sus derivadas de

e , D£(0
orden mayor que k son idénticas. Nétese que, j* (f) =7" { Z -—-—!(—) x“
a

la[<k

} (el polinomio de

Taylor de orden k), y dos polinomios de grado menor o igual que k tienen el mismo k-jet siy

s0lo si son iguales.

4.7 Definicién: Un germen T e m(n)" se dice que se anula de orden k (es decir,
posee un (k ~1) -jet nulo). El simbolo o(k) se usard en ocasiones pata denotar a un germen

que se anula de orden k.

Se mostrari que cualquier k-jet se representa por un polinomio de grado menor o igual
que k. Estos polinomios se suman y multiplican en el sentido usual, excepto que los

términos de orden mayor que k son omitidos en el producto. En particulat:
S(ny/mn)"! =R[x,, ..., %, 1/{x(s er x, )
Donde R[x,,...,x_] es el anillo de polinomios en x,,...,x, ¥ (X, .., x, )" es el ideal
generado por {x,,...,x,} elevado a la potencia k+1. Ademss, j*(f ) es el polinomio de
Taylor de orden k para f, evaluado en 0 € R*. De forma general se tiene que:
S+ k) /mk)™ =6(n)y,, . I/ oo 700

T > D" 51,

R ={¢
|7 @
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donde (y,,...,y,? es el ideal en el &(n)-ilgebra &(n)[y,,...,y,] generado por

{F15-2Vnt-

Definase m(k)™ :ﬂm(k)s C &(n+k). Usando el teorema anterior, un germen
5=}

T:(R*xR*, 0)~» R pertencce a m(k)” si y sélo si, para un seZ* arbitrariamente

grande, T posee una representacion f = Zf Byﬁ . Es decir, si y solo si todos los gérmenes
| Bi=s

D*’f se anulan en R* x {0}.

4.8 Definicién: FEl anillo g(n)ﬁyl,...,yn]] se llama el anillo de series de potencias
en las variables y,,..., v, sobre el anillo &(n). Para n =0 esto es R[[)i(”...,x:n ]], es decir,

para cualquier serie de potencias dada (no necesatamente convergente) existe una funcion

cuya serie de Taylor desarrollada alrededot del origen es exactamente esta serie de potencias.

4.9 Teorema: (Teorema de Borel). Sea m(k)” — &(n+k) definido como en el

parrafo anterior. Entonces

&(n +k)/mk)” =&m)y,, ...y, 1],

fi> Y D1 P/
B

R7x{0)
Demostracion: El mapeo &(n +k)/mk)® ~» &n)[[y,, ..., v, ] es inyectivo, ya que si

feén+k) y D"’f ={ para todo B, entonces el teorema anterior asegura que

R®x{0}
f em(k) para todo s. Sélo resta demostrar que para cada S =(f,,..., B,), dado el
germen T, :(R",0) >R, existe otto germen T:(R"xR*,0)~>R  con

!
]

0, 2
D I’;RW =1,.

En efecto, se seleccionan representantes f; : R" — R para T; con soportes compactos en
K(0,1). Considérese una funcién ¢:R* ~» R, con 0<g¢ <1, ¢(y)=1 para |y|<1/2,

F(y)=0parz |y 21. Seay=(y,...,y.) ¥
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f.(x
(*) f(x,y)=zﬁ- p-qﬂ(tﬁ-y),para 1<tz eR
7 B

Asumase que la sucesion t; =t,, puede ser definida de forma que I serie

f (x
(%) ZDG(M‘Yﬁ '¢(t;; Y)]
; B

sea uniformemente convergente pata cada @ =(¢,...,,,, ). Entonces f estaria bien

definida y seria diferenciable, y la ecuacién (*¥) podtia derivarse término a término. Como el

=T, . como se requeria.
IR {03 B 4

germen de @(t; -y) esigual a 1, esto implica D%“f
Se ha probado que una sucesién {t| ﬁ!} que crece suficientemente rapido, hace que la sede

(**) sea uniformemente convergente para todo «.

Para esto, escribase el f-ésimo término de (¥), t, ,, > 1, en la forma

141
f5(x)
Jii
Las funciones 1/, se anulan fuera del conjunto {|tim -y | <1} Ahora  sea

(1/t|ﬂ|)m| ’ (t g -y’ Pt 4 'Y):(l/t\pi)!ﬁl L (%)t g0 Y)

a’I<‘,BJ} Nétese que Sop(f,¢/,) € {(x, y):|x y[<l},

M, = mix{ D(£,(5)-¥/, (5)), :

¥ que existe solo un mimero finito de @& con ! aj <| B | - Entonces M, exste.

, el B-ésimo término de (**) es menor, en valor

Como t; ,, > 1, se sigue que para la|<| B
absoluto, que (tlﬂi)l'ﬂ -(1/t]ﬂi)iﬂ! "M, <Mﬂ/tim (tecuérdese que @ =(a,,..., &, ))-

Elfjase una sucesion Ep >0, tal que Z&‘ﬂ converge y seleccionese ti 4| >M P / £y
A

Finalmente, para la\ <| B ] el S -ésimo término de (**) esta dominado pot £,. 4

Las series de potencias forman un anillo R[[Xi, cees Xn]]. Este anillo se denotari por
&(n), con elementos f, §,.... El mapeo en el Teorema de Borel
&(n) —L &(n) /m(k)™ = &(n)

ser4 indicado también por T > f .
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4.10 Definicién: Si f = Zfax“ , g= Zgax“ con f, g, € R, entonces la suma y el

producto de f y § se definen, respectivamente, por f+§= Z(fa +g,0x%,

f-g=2 D(f,+g,)x".

a ft+y=a

4.11 Definicién: Si T € &(n), entonces j(f) = (f) =f es llamado el jet (o co-jety de T

en el origen.

4.12 Propiedad: Elmapeo &(n)~» &(n) es un homomorfismo entre algebras.

Demostracién: Sean f=p+m, §=q+t, con p, q polinomios; m, r e m(n)*",

k+1

Entonces f+g=p+qg+m,, con m,emn), por lo que (f+gi=(p+qgi=
=p+g(méd m(n)~"), ya que la expansién de Taylor deja invariantes a los polinomios.
Similarmente, {§=pq+m,, con m, e m(n)**'. Entonces, bajo el mismo atgumento,

(fg) = (pq) = pg(méd m(n)*"'). +

4.13 Propiedad: &(n) posee un {nico ideal maximal 1fi(n) = {f € &(n): £(0) = 0}.

Demostracién: Si f ¢ fi(n), entonces f=f,-(1—1f,), con f, eMi(n), 0%f R,y

esto produce la serie de potencias 1/f=1/f -(1+f, + £ +...) {con los monomios escritos

en otden creciente). Por lo tanto, f ¢ f(n) = { esuna unidad = T es una unidad. +

4.14 Propiedad: El ideal 1i{n) esta generado por x,,...,x_ (cada monomio es

divisible por algin x;). Ademads, tfi(k)” = ntﬁ(k)‘ = {0}, ya que toda setie de potencias

s=1

tiene grado igual al menor k & Z" tal que f=2fﬂxﬁ y f5 # 0 para |f=k.
B
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Demostracién: Nétese que gr(f - g) = gr(f) + ge(g) (por definicién, gr(0) =0). Toda
serie de potencias f € fi(n)* tiene grado mayor o igual a k, de forma que f e fi(n)” implica

que gr(f)Zk,para todok,ie, £=0.%

4.15 Definicién: Un R -médulo M se dice que es noethetiano si para cada cadena

ascendente de R -submoédulos de M, M, ¢ M, ¢ M, ..., existe un entero positivo k tal
que M, =M,,,=M,,, =.... Unanillo & es noetheriano si, entendido como & médulo,

es un R -médulo noetheriano.

416 Propiedad: &(n) es un anillo noetheriano. Mis atn, &(n) es un dominio de

factorizacién Yinica'. 4

Estas dos tltimas propiedades son falsas para &(n). En realidad, el ideal m(n)” < &(n)

no esti finitamente generado.

4.17 Teorema: (Lema de Nakayama). Sea & un anillo conmutativo con elemento
identidad 1, tal que ® posee un tinico ideal maximal M. Supdngase que A esun K -mbdulo
finitamente generado. Entonces, M-A=A = A =0.

Demostracioén: Si ze i, entonces 1+z es una unidad. De otto modo, 1+zem

significa que 1+z debe estar en un ideal maximal, lo que implica que 1em. Si a,...,a,

n
son generadores pata A, entonces por hipotesis, existen z; € M tales que a, = ZZ i3 > que,
1

escrito en fotma matricial es a=7Za, i ¢, (Z—1)a=0, donde I es la matriz identidad, y
Z= [z . J
Ahora, det(Z —T) es el polinomio caractetistico de 7 evaluado en el punto 1,y es igual a (£1

+ suma de ptoductos de elementos de Z) =1 +z, ze .

Entonces det(Z ~I)# 0, asi que Z—1 es invertible, y por lo tanto a=(a,,...,a,)=0, es

decir, A=0. 4

* Para una demostracton véase Bourbaki (1970).
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Nota: Si & =&(n), entonces se puede tomar para A cualquier ideal, ya que el anillo es

noetheriano. Sin embargo, no todo ideal en &(n) esta finitamente generado.

4.18 Corolario: Bajo las mismas hipétesis del teorema 4.16, sean B, C R ~-médulos tales

que A,BC C. Entonces, ACcB+m-A = AcCB.
Demostracion: A B+m-A implica A/ANBc(B+m-A)/B=m-(A/ANB).

Pot el Lema de Nakayama, A/ANB =0 yentonces A=ANB,esdecir, ACB. 4

Retornando a los anillos en estudio, sea &(n,p) el anillo de los gérmenes
(R",0)>R?, i ¢, 6(n, p)=&(n)x &n)x...x&(n) (el producto consta de p factores), y
sea  &(n, p) = &(n)x b(n)x...x&6(n). Asi, se tiene el mapeo j:&(n, p) —> &(n, p) 3
(F,... Ty, ...,{). Dados los gérmenes (R",0)——>(R”, 0)—E>RY, entonces
gof:(R",0) >R es un germen, y, cortespondientemente, pata las series de potencias
f=,...f), fetm), y g=(8.....,8,), §&cb(p), existe la composicién
gefes(n q):(gef), =5,(F,(x),.... [, (x)). La igualdad (gofj=gof usualmente se

conoce como la regla de la cadena generalizada (Ia demostracién es semejante a la del

producto de jets).

Un elemento § € &(n, p) puede dervatse término por término con tespecto a todas las

variables. El jacobiano Df(0) estd dado por la parte linealizada de f . He aqui un teorema

de funcién inversa.

4.19 Teorema: f e &(n, p), £(0) =0, es invertible con respecto a o si, y sélo si, DF(D)
es invertible (por lo que n=p). El elemento identidad de &(n,n) bajo o es la n-tupla de
series de potencias (x,,...,x_).

Demostracidn: (=) Si (fog)(x)=x, entonces Df(0)-Dg(0)=1, por lo que f

invertible implica Df(0) invertible.
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(<) Si DF(0) es invertible, elijase T € &(n, p), con j(T) =f, de forma que (T~ o T)(x) =x,

(?o?_l)(y)"—-y,entonces (f" of)(x):x, (fof”‘)(y)::y_ +

El teorema anterior es vilido sobre un campo atbitrario, y su demostracién es mucho

mis simple que la correspondiente al Teorema de la Funcién Inversa™.

Un germen diferenciable T : (R”, 0} (R?, 0) define un homomorfismo entre dlgebras
£ :6(p) > 6(n)d3¢ > FoF; y un jet feb(n,p), £(0)=0, define un homomorfismo
correspondiente £*: 8(p) = §(n) 3 4y, ... 7,0 P S (x1s %) n E (% %, ) - EL
homomorfismo de anillos £° transforma &(p) en un modulo sobre &(n) de tal manera que
si ¢ €6(p), ¥ € 6(n), entonces ¢ - =f(F) @ =(F oT)-# €8(n). Similarmente para el

homomorfismo £ .

420 Teorema: Sea f:(R",0)—>(RP,0) un germen diferenciable. Entonces los

siguientes son equivalentes:

10 f es invertble.
(i) f* es un isomorfismo.
() £ esunisomorfismo.

Demostracion: ((i) = (ii),(iii)) Nétese que (gof)’ =f og” y 1" =1, de forma que * es
un functor, €l cual transforma isomorfismos en isomotfismos, y la implicacion es una
consecuencia inmediata.

(() = () Conversamente, el homomorfismo entre algebras *:§(p) > 6(n) define un

homomorfismo d(f) del espacio vectorial de derivadas en &(n) al espacio vectorial de
derivadas en &(p), dado por d(f)(X)=Xof":6(p) > R. O bien, con respecto a la base
candnica en este espacio vectorial

o) _oF) _o@eT)
x| ox ox,

11p 1 0 1

oa  Of
d(f) = =Zg-?§--—-ﬂ’-- ,i e d(f):gi—-

1] i ay} axi‘g 1

0

** Véase Bourbaki (1970).
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Por lo tanto, la matoz de d(f) con respecto a las bases canénicas para los espacios
vectoriales es la matriz jacobiana I_afs / 6xi’ J Asi, si f* es un isomorfismo entonces d(f) es
G

un isomotfismo y DY es invertible, por lo tanto T es invertible.

Similarmente se prueba ((ii) = (1)). +

5. EL TEOREMA DE LA DIVISION

5.1 Definicion: Sea {a, }'::1 un conjunto de vadables indeterminadas, y sea {O’i }?}1 otro

conjunto de variables definidas por

ﬁ(x'ai):idixﬁ ,con oy =1.
i=0

i=1

La expresion (1) 7, (e,, ..., &, )} es llamada la i-ésima funcién simétrica elemental.
Considérese el mapeo 0 : C" - C" 3 (e, ..., ) > (0,,...,7,).

5.2 Lema: Paracada € >0, existe 6 =5(¢)>0 talque [0, | <8, parai=1,2, .., n

i
= ’x! <& para x que satisface ZO‘ix""‘ =0. Es dectr, si los coeficientes de algin
i=0

polinomio convergen a cero, entonces todas las rafces del polinomio convergen a cero.

.. a I G- S o _
Demostraciéon: Sea p(x)zZO‘ix" "=x (1+1+§+...+ :], para x=0. §i
i=0 X X

’x‘ =g y los 0, son suficientemente pequefios (menores que &(g)), entonces la suma

X X X

los o, son suficientemente pequedlos, entonces l x‘ <g. ¥




40

Nota: Este resultado indica que si se asigna una raiz a cada polinomio, entonces ¢l
mapeo que envia los coeficientes del polinomio en la raiz, es continuo en el origen, sin
importar la regla de asignacion utilizada. La relacién entre los coeficientes de un polinomio y

sus raices puede describirse como sigue:

5.3 Definicién: Para cualquier espacio topoldgico X, definase el n-ésimo producto
simétrico por:

SPY(X) =§XXXX.,.XX)/ ~

n factotes

donde (X;,...,%, )~ (Xpqys+ees Xpqy) Para cualquier permutacion 7 de los mimeros

1,2,..,n. Una case de equivalencia en SP"(X) se denotara por Hxi .

11

5.4 Teorema: (Teorema Fundamental de Algebra). Sea SP"el producto simétrico

y sea S*=CP'={[a,,b.]} en coordenadas complejas homogéneas. El mapeo

SP"(S?)— CP" BH[ai,bi]l—)[co,...,cn], donde H(xai—ybi)=2ciyix"4i, es un
i=0

i=1 =1
homeomorfismo.

Demostracion: La continuidad del mapeo es trivial. Los ¢, son polinomios en los a; y

los b,. FEl mapeo también puede escribirse como I_I(xai —bi)=Zcix" Como
i=1 =0

S$?x...xS* es compacto y CP” es un espacio de Hausdorff, el mapeo del codente

SP"(S%) a CP" es un homeomorfismo: es continuo y biyectivo™. 4

5.5 Definicion: FEl conjunto de todos los (,...,0,)€C" tales que el polinomio

o.x"", o, =1, tHene menos de n raices complejas distintas, es llamado el conjunto
> , 0y =1, plej j

1
=0

discriminante de C".

° La inyectividad significa que los coeficientes de un polinomio determinan las raices, mientras que la
sobreyectividad significa que cada polinomio sobre C se descompone en factores lineales.
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5.6 Nota: El conjunto discriminante es cerrado y nunca denso. Si o € C" no esta en

bt
el conjunto discriminante y @ es una raiz de pc(x)zZo’ix"* , entonces
i=0

%,

p,(x)=(x—@)g(x) y 7 (@) =g(@)#0. Entonces la ecuacién I sx"" =0 puede

Ox i=0
resolverse en alguna vecindad de s=¢, x=a, para x por una funcién analitica. As{

Ti(S,..058,,%) > (8;,...,5,, p.(x)) es una transformacién local de coordenadas alrededor
de s=0, x =« ydefine la funcién (s,,...,s ) (1’_1 (815058, O)),1+1 , l]a cual expresa una
raiz de p, como funcién de los coeficientes s (aqui se utiliza el Teorema de la Funcién

Inversa para funciones complejas).

57 Nota: El conjunto {(0,2)eC"xC:p (z)=0}cC"xC es siempre una

subvariedad de codimension compleja 1, y codimensién real 2 (el resultado correspondiente

para el caso real también es vilido). Esto se debe a que dicho conjunto es también el grafo
z) = —-Z o,z
i=0

n—i

de Ia funcién C"' xC — C dada por o, (G,,..., 0

n-1¢

5.8 Ejemplo: Sea n =2, v sea por conveniencia zy=2"+ 20 2+0,. El conjunto
=€ PO y P Ps 1 2 ]

discriminante y el conjunto {p_(z)= 0} contienen ambos al origen de C" xC (Figura 5.1).

Como espacio vectorial real, C= R?. Sea f: C — C diferenciable (como mapeo real),

y tomese las coordenadas wusunales z=x+1y, £=x—iy (o, equivalentemente:

x=1/2z+2), x=~i/2(z—1z)).

3 .
La diferencial de f puede ser escritz2 como df = a~fdx + ot dy = gdz +5f dz, donde, por
Ox oy 0z 0z
of 1féof £ f 1{0f f :
definicion, -~ =} — —1i a— ; 6 el e 0 . En particulay, df es propotcional a dz
0z 2\0x oy} 0z 2\dx Oy

&> Of /0z=0 <> las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen <> f es holomdtfica

(analitica).
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Curva de Interseccidn
(tangencial): -, - -,
4 "

H
; - L Yo =y
4 / e
¥ A
R

x‘""
s/-'
—+—— Discriminante
\--.
e

Figura 5.1: Bl conjunto {po{3)=0} para el caso n = 2.

5.9 Teorema: (Férmula Integral de Cauchy). Sea {:C—C un mapeo

diferenciable, sea D el citculo cerrado wunitario, y ¢ € Int{D). Entonces

Wiz =6 Mg z-g

5.10 Definicion: Un polinomio normalizado P € &{n)[t] cuyos coeficientes /1]. estan

en M(n) se dice que es un polinomio distinguido.

** Para una demostracion véase Conway (1973} o Marsden (1973).
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El parrafo anterior implica que si un germen en &(n+1) tiene una serie de Taylor no
nula entonces, en coordenadas apropiadas, este puede escrbirse como el producto de un
polinomio sobre &(n) y una unidad. Para el caso analitico, este hecho puede utilizarse para
deducir propiedades para &(n) en forma inductiva, a partic de propledades de los

polinomios.

511 Lema: Sea R < C la inmersion estindar, v f : RxR” — C diferenciable con

soporte contenido en la esfera unitaria. Entonces existe una funcion diferenciable

F:CxR"—->C con F‘ =f,ytalque dF/0z: CxR" -5 C se anula de orden infinito

RxR"

en RxR".

Demostracion: Sea z=x+ 1y, y definase

= (3 i .
K(z)= ;(]ax) f(X)-}jtﬁ(ti ¥,

21 y Ia sucesion {ti} se incrementa de
;

donde #(y)=1 para |y|<3, ¢(y)=0 pasm |y
forma tan ripida que la setie es diferenciable término a término, y entonces F(x) = f(x) para

cada x real. Como

entonces

IR < A RN af oY, v
o )= Z(&] - oo a0 -y>]+2(xaxJ -2 -4

i=0

2
1

y en ambas seties cada término se anula en alguna vecndad de y = 0, ya que ¢(t; -y) tiene

valor constante iguala 1. 4+

5.12 Lema: Sean u,v:R™xR"xR"'" > C funciones diferenciables con sopottes
contenidos en la esfera unitaria, vy tales que (u—v) se anula de orden infinito en
{0}x {0}x R*. Entonces existe una funcion F:R™xR"xR* 5> C tal que (F-u) y

(F—v) seanulan de orden infinito en {0} x R”*x R* y R™ x {0} x R", respectivamente.




Demostracion: Sea D*%"(u—v)(0,y,z)=f (y,2z) v sea F(x,y,2)=v(x,7,2) +

x” , .
Z f,(y,2)-—-¢(t,,. -x), donde t,; seincrementa ripidamente y ¢=1para [x|<],
(2,0,0) ! e : '

¢ =10 para \ x| >1. La seric puede ser diferenciada término a término. Todas las derivadas
de f, sc anulan en y = 0, y D’F(x,0,2)=D"v(x,0,2). En x = 0, se tene que
D SR, y,z) = D™ %y(0,y,z) + D“Z’%fa, (y,z) = D*™%y(0,y,2) +

D™ (a=v)(0,y,2) = D™ Mu(l, y,z). 4

5.13 Teorema: (Lema de Extension). Sea f: RxR" — C un mapeo diferenciable

con soporte contenido en la esfera unitarta. Entonces existe un mapeo diferenciable
F:CxR*"xC? - C tal que:
() F(t, %, A) = f(t, %}, para (£, x) e R™" < CxR"
(i1) OF/0z se anula de orden infinito en los conjuntos {(z,x,4):Im(z)=0} ¥
{(z,x, A): P(z, A)=0}.
Demostracion: Sea f: RxR” -5 C una funcién diferenciable dada (con soporte

compacto} y sea P : Cx C? —» C un polinomio dado de la forma

P(z, A)=2"+ 2 Az"".
i

Se desea extender fa F:CxR* xC" — C de tal manera que 8F/9z se anule de orden
infinito en {Im(z) =0} y {P =0}. La demostracion se hari por induccion sobre p == gr(P):
Para p = 0, f debe extenderse de tal forma que F =0JF / 8z se anule de orden infinito en
todo el eje real. Esto es posible gracias al Lema 5.11. Seguidamente, asiimase que el Lema
de Extensién es vilido para p—1. Hagase un cambio de coordenadas de CxC? en el
origen por medio de la transformacion

(2, Ayyoes A )2 (2, Ay oy AL, Pz, Ay = (2, 4 ).

En las nuevas coordenadas, el operador 8/ 0z se vuelve

L=2 im0
Oz ou
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donde P' es la derivada de P (ndtese que P' es independiente de A,). Ahora, constriyase
dos funciones diferenciables con valores complejos
v(z,x, A)=u(z,x, A", ), ze C, A'eC*"', ueC, xeR",

con las siguientes propiedades:

@ v(t,x, A") =1f(t, x), para te R..

(IT) Ov/0z se anula de orden infinito en {Im(z) = 0.

M) u=v para u=0.

(IV)  L(u) se anula de orden infinito para g = 0.

V) (u—v) se anula de orden infinito para Im(z) = Re(u) = Im(u) =0.
Con esta construccion completa, el Lema 5.12 proporciona una funcién diferenciable
F(z, x, A', ¢) la cual satisface que (F—v) se anula de orden infinito en Im(z) =0, en
particular, L(F) se anula de orden infinito y F = v = fen Im(2) =0 (Aqui se usé (Il) y el
hecho que 8v/du=0). Ademis, (F—u) se anula de orden infinito donde g =0. En

particular, por (IV), L(F) se anula de orden infinito en £ =10.

A continuacion se procede a la construccion de las funciones v(z, x, A') y u(z, x, A", g):
Elijase v = v(z, %, A') usando la hipétesis inductiva, de forma que (I) y (II) se satisfagan y

v; se anule de orden infinito cuando P'(z, A') =0 6 Im(z) =0. Luego, definase

0 1 a i ‘ i
u= Z[‘—‘ ?_TJ V(Z, A ) ]L;—‘ ‘¢(ti ﬂ)
donde, por convencién, el primer término de la suma es cero cuando P'==0 y §>1. Enesta

definicién, ¢ es la funcion definida en 5.11 y iti } se incrementa suficientemente rapido para
1

que los sumandos sean diferenciables. Se sigue que u es diferenciable y que {IIT) se satisface.

Calculada término a término L(u) es:

[— 1—. ;) v(z, ﬂ')ff'[ﬂti “H) = ot '#)] +
2 1l

+ P‘i(— ! a]V(z, ﬂ')'g"ti’gi(t;'ﬂ)
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Notese ahora que @ es localmente constante alrededor de =0, y que todos los sumandos
se anulan localmente. Esto dernuestra (IV). Para probar (V), debe tenerse en cuenta que,
como v satisface (ID), u(z, x, A', g)~v(z, x, A')-@,(t, - #4) se anula de orden infinito en
Im(z)=0. En cualquier punto donde g =0, evidentemente v—v-@(t, -4) se anula de

orden infinito. 4+

Nota: La condicién (i) anterior establece que la expansién de Taylor del mapeo OF /dz

se anula en esos puntos. Ahora se prueba el resultado principal de la seccion:

514 Teorema: (Lema Especial de la Division). Sea T:(RxR",00—>C un

germen diferenciable, y sea P:(RxCP,0)—>C el germen asociado al polinomio

p -
P, )=t + Zﬂujtp_’ . Entonces existen gérmenes @, R:(R™' xC", 0)—> C, ambos

i=1
p -
diferenciables, con R{t, x, 1) = z'ﬁi(x, A)t™" | rales que se cumple la siguiente division con
i=1
residuo:
Fe, x) =Q(t, x, A)-Pe, )+ R(t, x, 4).
Si T, A son reales, entonces Q, K pueden ser elegidos reales.

Demostracién: Considérese primero el caso clasico: para un x fijo, la funcion £(f, x)

es analitica en t€C (como es usual, aqui f es un representante de f ). De la Férmula
Integral de Cauchy se obtiene
1 f(z,
0 o= [ ¥
2 Foy 27T

Aqui, y en lo que sigue, D denota un disco circular que contiene a todo t pequefio y a todas

las raices de P(t, A), para A pequeno. Este disco existe por el Lema 5.2.
Pz, A)=P(t, 4) _

El polinomio (en las variables z, f) =1(z,t, A) es analidco y, como
z—t
polinomio de t, tiene grado menor que p.

Eista ecuacion establece la siguiente identidad entre funciones racionales:
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o PeA) r(tzd)

¢y @—0-Pz ) Pz 2)

Sustituyendo (**) en {*) (el denominador no se anula en Fr(D) si t y 4 son suficientemente

pequenos). Esto implica el Lema de la Divisién Holomorfa {Analitica):

I RN dz+~~1 I £, X)fr(t , A)dz.
(z—1t)- P(z, /1) Zmr (D) P(z, ;")

Qle, %, 4} Rie, % Ay

£(t, x)=P(t, 4)- 2;

Fe(Dy

R es un polinomio en t con grado menor que p (el integrando es un polinomio en t y los
coeficientes estan integrados respecto a z). Esto completa el Lema de Ik Divisién

Holomorfa.

Para probar el resultado correspondiente al caso diferenciable, se usara la version de la
Fémula Integral de Cauchy dada anterormente v el Lema de Extensién. De la Formula
Integral de Cauchy:

Jl*(?)xi) J-\,zxﬁ.)

z-—t 27:1 z—t

dz A dz

tt,x)=Ft, x, )= 1

Fr(D)
donde F. =&8F/0z, y D es como antes. Al hacer la sustitucion de 1/ (z — t) dada en (*%

para obtener ¥ =Q-P + R, donde

Qtx, Ay=—— | LT TN L BexA nan,
275 (2—1) Pz, &) 2713 (z—)-P(z, 4)
1 (tzi) r(t, 2, 4)
Rt,x, A)=— F{z,x, A — |F.{z,x, 4 dzAadz.
(tx, 4) mj{)}( Y I I( T

Los denominadores no se anulan en Fr(D), por lo que las segundas integrales definen

mapeos diferenciables. s suficiente mostrar que Ja funcidn
E (z X, ;u)

7, t, %, A -
8l b )= (7—‘[) P( A)

,g=0paraz=105 Pz, 1)=0,

es diferenciable. Cada derivada patcial de g es, en cualquier punto donde el denominador no
se anula, una suma de funciones de la forma F,(z, x, 1)/[(z— t)P(z, 4)]*, donde F, se anula
para todo orden en {Im(z) =0} y {P(z, 1) =0}. Aqui se uso el hecho que el denominador

es analitico en todas las variables, asi que
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LU N S U5 DT S

BRe(2) (z—t)-P(z, A) ) Ozl (z—t)-P(z, 4) )’
y similatmente para las otras variables (se puede aplicar la regla del cociente formalmente).
Ya que F, se anula para érdenes arbitrariamente grandes en {Im(z) =0}, se tiene que
F,(z, %, ) =(Im(2)) F, (2, x, A), con | arbitrariamente grande. F, se anula de orden infinito
en {Re(P(z, 1)) = Im(P(z, 2)) =0} y puede escribitse comor

F, = Re(P(z, 1)) F,(z, x, 1)+ Im(P(z, 1)) E, (2, x, A),
con | arbittariamente grande (nétese que (Re(P), Im(P)) pueden introducirse como
coordenadas locales). Ahora, cuando (z,t,x, A1) se aproxima a un punto en el cual
(z—t)P(z, A) =0 se deduce que
E, -Re(P)’ -Im(z)’
((z—v)-f

Lo mismo ocurre para el segundo sumando

~>0,para 1> k.

F, -Im(P)’ - Im(z)

(z—1)-P)

Asi, todas las derivadas de g convergen a cero cuando el denominador tiende a cero, y

entonces g debe ser diferenciable, con derivada 0 cuando el denominador se anula. Esto

establece que Q y R son ambos diferenciables. Si A es real y f toma valores reales, entonces
se puede tomar la parte real de la ecuacion

£(t, x) = Q(t, 5, 2)- P(t, A) +R(t, x, A).
para obtener la division (real)

f=1(Q+QP+1(R+R). ¢

6. EL TEOREMA DE PREPARACION

6.1 Definicién: Un germen diferenciable se dice que es p-regular (con respecto de t) si

?ERx(n} em(D)? vy ?in{i)} g m(I)™" . En otras palabras,
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-1
(0, 0) = -g-t T0,0=...= o

i

T(0,0)=0, ét—[-’-?(o,());to.

Para el jet de T, esto signtfica que { (t, 0) = at® + términos de orden superior, a # 0.

6.2 Teorema: Si T €&(n+1) y £ =i(f)# 0, entonces existe un isomorfismo lincal h
de R™! y un entero p tales que Toh es p-regular. Ademds, p se puede elegir como el
menor niimero que satisface T em(n +1)* y ¥ ¢ m(n +1)*".

Demostraciéon: { =¢(x,,...,x,,,)+W(x,,...,x_,,), donde ¢#0 es un polinomio
homogéneo de grado py ¥ & m(n +1)?"'. Eljase a=(a,,...,a_,,)# 0 tal que ¢(a) 20,y
elijase un isomorfismo lineal h:R™ — R™' tal que h(1,0,...,0)=2a. Entonces

foh(t,0,...,0)=1(ta,,....ta_, )= t" -B(a,,...,a_,, ) +i(ta), con y(ta)e m(n+1)"" 4
k..__.__._.v_._-’

=)

6.3 Teorema: (Teorema de la Division de Malgrange). Sea f: (RxR",0) > R
un germen p-regular con respecto a la primera varable. Entonces existen gérmenes

,..., U, €Mn), y existe una unidad Qeén+1) taless que F=G-TB,

P (t, )=t +Zp:'n’,f(x)t“*i :

Demostracion: Higanse los coeficientes A =(4,,..., ﬁp) € R" del polinomio general

un nuevo conjunto de variables. Por el Lema Especial de la Division (division con residuo),
se tene:
(1) F(e, x) =G, (¢, %, 1)-Pt, H+R(t, x, 1),
con P(t, )= ilitpni s A =1y Rt x, 4) = iﬁi (x, A)t"" . El problema es sustituir los
=0 i=t
gérmenes U (x) por los A de tal manera que Hi (%, w(x)) € &(n) se anule. Ahora,

asumiendo f p-regular con respecto a t, se debe obtener:

(2) 3,(0,0,0)= 0, Hi(O, 0)=0;
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oh,
(3) —67(0,0)20 para1<],

4 afhfoo 0
@ 5, 000

i
P
Demostracion de (2): De (1), se tiene que F(t,0)=Q(t,0,0)-t" + > K (0, 0)- ", para
1
x = A=0. Como esta funcién se anula exactamente de orden p, se obtiene (2).

Demostracién de (3) y (4): Diferenciando (1) en el punto x =24 =0 con respecto a A4, se

. ¥ Q h, y
obtiene 0=t""-Q(t,0,0)+t"-—=L (t 0,0)+ 25,{(0’ 0t Médulo t? esta

=i i

ecuacion tene la forma

(5)  0=t""q(t)+ > h t", con q(0) #0.

=1
Esta es una ecuacion de gérmenes en una variable, t, considerada en

&(1)/m(l)* = R[t}/(t?). Para i<, considérese la ecuacion (5) médulo t* para i fijo.

oh. _
Entonces 0 = Zh "7, ke, hy :6—/1](0’ 0)=0. Para i=j, la ecuacién (5) médulo t°"

i=1+1 i

resulta 0=t""q(0)+h,t"", de forma que h, # 0.

Ahora bien, la ecuacién (2) muestra que Q, € 5(n+1) es una unidad. Mas ain, la matriz
oh, : . -
{hii ]‘—: FYS (0, 0) | es trangular, con elementos no nulos en la diagonal principal. Entonces

si h:(R"xR?,0)>R?5(x, ) > (h,(x, 4),..., Hp (x,A)) la ecuacién h(x, A) = 0 puede
resolverse para 4,. Esto significa que existe un germen W = (1, ..., ) (R",0) > (R*,0)
tal que h(x, w(x)) =0 (esta es una aplicacién del Teorema de la Funcién Inversa (Teorema
1.3)). Notese que el germen ¢:(R" xR, 0) > (R"xR", 0)3(x, 1) (x, hix, 1)) es

mnvertible ya que su mattiz jacobiana en el origen tene la forma:
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1 0
0
0 |
* ‘h

v u es la composicion

(R™,0)=(R"x{0},0)c (R"xR”,0)
u ¢

RP, 0)e-222 (R"xRP 0
( ) )

Si el germen W se sustituye por A en (1), entonces la ecuacién (2) v h(x, a(x)) =0

completan la demostracién del teorema. 4

Debido al teorema previo, el Teorema de la Divisidn implica que todo germen en

&(n+1) con jet no nulo puede, en una estructura apropiada de coordenadas, escribirse
como una unidad. Aqui &(n) C &(n+1) es el anillo de todos los gérmenes que no dependen

de la primera variable.

6.4 Corolatio: (Lema Generalizado de la Division). Sean T, ¥ € §(n+1) gérmenes,

con ¥ p-regular. Entonces existe Qedn+1), y existen gérmenes o €6(n),j=1,2, .., p;
talesque =0 -F+&,,con R, (1, x) = iﬁj(x)tf’"j .
=1

Demostracion: Por el Teorema de la Divisién de Malgtange, T =3, -P, para una

unidad @, € &(n+1) y un polinomio distinguido P, € &(n)[t]. Por el Lema Especial de la

p .
Dwisidn, g =Q, P, +K,, con R, (t,x)=Y K (x)t*" (aqui se ha sustituido A, =1 (x)).

=

Porlo tanto, g = (0, /Q,)-T+R, . +
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Nota: FEl corolario precedente significa que en lugar de dividir por un polinomio, se
puede dividir por un germen p-regular atbitrario en una forma tal que el residuo es un

polinomio de grado menor que p, con coeficientes en &(n).

6.5 Teorema: (Teorema de Preparacion de Malgrange (en la forma de J. Mather)).
Sea T:(R",0)~>(R",0) un germen diferenciable, y " : &(p) — &(n) su homomorfismo
de anillos inducido. Sea A un &(n)-médulo finitamente generado. Entonces, A estd
finitamente generado sobre &(p) (operado en A via f7) si, y sélo si, el espacio vectorial real
A/f'm(p)- A es de dimensién finita.

Demostracién: Notese que £ m(p)- A es lo mismo que m(p)- A cuando se opera via
£,

(=) Si A est finitamente generado sobre &(p), entonces se tiene un epimorfismo entre

&(p) -modulos

D) =6(p)® ... ® &p) > A

i=1

k sumandos

y, por consiguiente, un epimosfismo (entre maltiplos modulares de fi(p))

R* :ég(p)/m(p) - A/f'm(p)- A.

=1
Fn otras palabras, los generadores de A sobre &(p) son también generadores de
A/fmp)- A sobte &p)/mp)=R.
{(<=) Elresto de la prueba se hari en tres pasos:
(1) Se mostrard que A es un &(p)-modulo finitamente generado.
(2) Se probari que Jos generadotes de A como &(n)-mddulo también son generadores
de A como &(p)-madulo.
(3) Por 1ltimo, se demostrard que la propiedad A/f'm(p)- A = A estd finitamente
generado sobre &(p), se presetva bajo la composicién de gérmenes.
Paso (1): Sea n=p+1 ysea T:(RxR", 0)— (R",0)3(t,x)t> x la proyeccién sobre el

segundo factor. En este caso, elijanse a,,...,a, € A, un numero finito de elementos que
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generen a A como un &(p)-mdédulo y 2 A/f m(p)-A como un espacio vectorial real.

k k
Entonces cualquier a € A puede escribirse como a= Zciai = Zziai , con ¢ € R,
it =1

z, € f'p)-&(p+1), de la siguiente forma: a= Y ca, +b, bef'mp)-A, por lo que
b=3%"yb,, y,€f'mp). Luego, b, =D ra,, 1, €&(p+1), asi que z, =Y y;5,. En

k
particular, para a =ta_, esto es ta, =Z(cii +z;)a;, con ¢, eR, z; ef'm(p)-&(p +1).
i=1

St lﬁiiJ es la matriz identidad, entonces esta ecuacién puede escribitse como
(t5ii —c;—z;)-a=0,donde a=(a,,...,a,).

Sea bii =td i T Cq T2 La matrz lBr;J (la transpuesta de la matriz de cofactores de los bﬁ)
es tal que lBiiJ-lbiiJ: det(bii)-l@ij. Definase A(t, x) = d«c:t(t5ii —c¢; —z,). Lnfonces se
tiene que A4-a=0. Este detertninante es una funcién de (t,x) € Rx R? y, cuando x = 0,
es un polnomio normado en t (con z;(t,0)=0, de tal forma que 4 es el polinomio
caracterstico de lC;;J en x = (). Se deduce que A es g-regular respecto de t en (t, 0} para
algun q <k.

Como A4-a2=0, se sipue que A-A=0, por lo que A es un mddulo sobre
&(p+1)/A4-6(p+1). Y como A4 es q-regular, el Lema Generalizado de Ja Divisién implica
que el &(py-moédulo &(p +1)/ 4-&(p+1} estd generado por un nimero finito de elementos,

denotados 1, t,...,t%".

Abora, dado que A estd finitamente generado sobre
&(p+1)/ A-6(p+1), que a su vez esta finitamente generado sobre &(p), entonces A es un

&(p)-modulo finitamente generado.

Paso (2 Sea T:(R",0)— (R?,0) un germen de rango n. Por el Teorema del Rango,
existen coordenadas para las cuales T toma la forma (x,,...,x ) (x,,...,x.,0,...,0).

Para una inmersion candénica R" < R?, cualquier germen diferenciable ¢ : (R",0) > R

puede ser extendido a (R”, 0), de forma que el mapeo f :&(p) — &(n) sea sobreyectivo
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en este caso. Esto significa que un numero finito de generadores de A como &(n)-médulo
son también generadores de A como &(p) -médulo.
Escribase un germen arbitrario f: (R, 0) > (R?, 0) como la composicién

R", 0)—20 R x R?, 0)—25(RP, 0).
El primer germen es una inmersién, y el segundo es una sucesion de n ptoyecciones del tipo
de las usadas en el paso 1. Dendtese por M(T) 1a propiedad: A/f'mi(p)- A de dimension

finita = A esta finitamente generado sobre &(p). Entonces, lo que se debe demostrar es:

Paso (3): Si (R", O)Ml—) R?,0)—2>(R%,0) son gérmenes diferenciables, entonces
J ( g

M(f) vy M(Z) implican M(gof). Asi, debe suponerse que A es un &(p) -modulo
finitamente generado y que A /(FoT) m(q)-A=A/f"(g'm(q))- A es de dimensién finita
sobre R.

Ya que g'm(q) < m(p), se tiene que £'(g'M(q)) ¢ £'M(p), por lo que A/f'm(p)- A es
finito-dimensional. Por M(T), se deduce que A estd finitamente generado como &(p)-
modulo via £7.

Ahora, por definicién, A/g'm(q)-A=A/f"(g'm(q))- A tiene dimensién finita. Por
M(%), se sigue que el &(p) moédulo A estd finitamente generado como un &(q) -médulo via

g", es decir, el &(n)-médulo A esta finitamente generado como un &(q)-médulo via

(gof). 4

6.6 Corolario: Bajo las mismas hipotesis del Teorema de Preparacién, los elementos

{a;,...,2,} generan A como &(p)-médulo si, y sdlo si, éstos representan generadores del

espacio vectorial real A /f m(p)- A.

Demostracion: (=) Véase la implicacién de suficiencia en el Teorema 6.5.

(=) Sea {a,,...,a,} un sistema de generadotes de A/f'm(p)-A, asi que por el
‘Teorema de Preparacion, A estd fmitamente generado sobre &(p). Asi:

A=(al,...,ak)g(P) +mi(p)- A,
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donde el primer término de la derecha es el médulo generado sobre §(p) via f°, y el

segundo término esta definido via £7. Luego, por el Lema de Nakayama (Teotema 4.17) se

tiene que A =(a,,...,ak)5(p). +

El caso especial A =&(n) es de especial importancia:

6.7 JTeorema: (Teorema de Preparacion (en la forma de Malgrange)). Sea
f:(R*, 0> (R?,0) un germen diferenciable, f*:&(p) = &(n) su homomortfismo

inducido entre anillos, y £ g(p) - g(n) su homomotfismo entre series de potencias. Los
sigutentes son equivalentes:

{) @1y ..., @, € B(n) generan &(n) como &(p)-médulo via £,
@  f.... 4 €6(n) generan 6(n) como &(p)-mbdulo via £
{111) Pys...» $, tepresentan generadores del espacio vectorial real &(n)/ f ‘m(p)-&(n).
{iv) $.,..., b, representan generadores del espacio vectoial real &(n)/ f iy(p)- &(n).

Demostracién:  ((i) <> (i) La equivalencia entre (i) y (i) es el Teorema de

Preparacion en forma extendida, con §(n) = A .

() = () De ¢, -R+...+4, -R +£m(p)-&(n)=6&(n), se deduce, utilizando el mapeo
j:8(n) > 6(n), que ¢, -R+...+ ¢, -R+{1i(p)-6(n) = &(n).

((v) = (i) De (iv), &(n)/{m(p)- &(n)+m(n)*) es de dimensién finita. Por o Lema de
Nakayama, se sabe que m(n)"*'/(mi(p)-&(n)+m(n)”) < m(n)* /(M(p)-&(n) + mM(n)") a
menos  que  M(n)*/(m(p)-&(n)+m(n)*)=0, asi que, para algin k
()" /(M(p)- &(n) +Mm(n)”)=0. Esto significa que M(n)* < (M(p)-&(n)+m(n)”)
(n(p) - &(n) +m(n)*").

Por el Lema de Nakayama, m(n)*  m(p)-&(n), por lo que &(n)/m(p)-&(n) es igual 2
&(n)/ (m(p)-&n)+m(n)*). Este tltimo es la imagen de &(n)/(M(p)-&(n)+m(n)”) bajo
la proyeccion y es generado sobre R por ¢, ..., ¢, .

() = ()) Se deduce inmediatamente trabajando sobre los jets correspondientes.
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() = (v)) Se procede como en la parte correspondiente del Teorema de Preparacion

Diferenciable. 4

La equivalencta de las clausulas (1) y (iv) es conocida como el Teorema de Preparacion

Formal, y es una extension “por producto” de la prueba del caso real. Sin embargo, como
en el caso del Teorema de la Funcion Inversa Formal, DE(0) invertible <> £ invertible

(Seccidon 4), este resultado puede demostrarse en forma mis sencilla, por medio de un

enunciado mas general.

Elideal m(p) estd generado por los gérmenes coordenados (¥, ..., ¥,) en RP. Asi, si
f= (E, . T;), se tiene que f‘?i =7, of = f;, y port lo tanto
&m)-m(p)=(E,.... f >e;(n)

es elideal en el anillo &(n), que esta generado por las funciones componentes de T .

6.8 Definicién: Un germen diferenciable T :(R", 0) — (R?, 0) es llamado finito si

&(n)/ T 'm(p)-5(n) tiene dimension finita.

Nota: Del Teorema de Preparacién en la forma de Malgrange puede deducirse el Lema

Generalizado de la Divisién. Sea F(t, x,,...,x,) p-regular respecto de t. Considérese el

germen 'F(t, Xy, %, ) = (F(t, %), x,..., %, ). Porla p-regularidad de F se deduce que
Fox,,..0, xn>8(n+1} ={t" x50 Xn>e;(n+1)'

Luego, por el Teotema de Preparacién, &(n+1) seri finitamente generado como un

&(n+1)-médulo via £* por el conjunto {1,t,t*,...,t*}. Es decir, para cada g€ H(n+1)

se tene
N -
2t x,,..., X )= Zgi(F(t, X), Xy, ..., X, )tF
i1

para clertos g, € 5(n+1). Al hacer h,(x) =§,(0, x), se tiene ,(7, x)~h,(x) = 7-K.(z, x),

¥, sustituyendo F por 7:
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Bt x,...,x, )= ZP:E‘ (x)trki +F(t, x)-Q(t, x)

donde Q(t, x) = ZPZTE,, (F(t, x), x)eP7

7. GERMENES SIMETRICOS

El objetivo de esta seccidon es mostrar cdmo actia el Teorema de Preparacion en un caso

simple. Recuérdese que anteriormente (Seccién 5) se definieron las funciones simétricas

elementales (—1)'o, (x,,...,x_),i= 1,2, ... n, por

]_l[(t—xi) = Zn:tic}'n_‘-(x), con g, =1,
P =0

En particular, ZXQJ‘M (x)=0, obien x7 = ‘Z X;O—n—i (x)-
1

I
i=0

Denétese por ¢ : R" — R" ¢l mapeo cuyas componentes son los o,,i= 1,2, .., n. La
ecuacién anterior implica que x” € ¢ M(n)-&(n). Asi, cualquier monomio en los X;, que
contenga exponentes mayores o iguales a 0, estd en & M(n)-&(n). Se sigue entonces que

m(n)* < o'm(n)-&(n), para k >n".

7.1 Lema: Los monomios de grado mepor que n" generan a &(n) como médulo
sobre el anillo de gérmenes f(o,,...,5,).

Demostraciéon: Como los monomios de grado menor que k generan al espacio
vectorial §(n)/m(n)", el lema se deduce como consecuencia inmediata del Teotema de

Preparacion. 4
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7.2 Definicion: Un germen T e8(n) se llama simétrico, si para cualquier

permutacion 7 del conjunto {1, 2, ..., n} se satisface fix,,..., X )= ?(Xﬁm, IS R

7.3 Teorema: (Teorema de Glaeser). Todo germen simétrico diferenciable puede
escribirse como un germen diferenciable de funciones simétricas elementales. (Por o que f

es simétrico si, y s6lo si, existe un germen diferenciable Fc&(n) paraelcual T =god).

Demostracion: Sean 4., ..., ¢ los monomios de grado menor que n" en las funciones

coordenadas x;. Sea fsimétrico. Por el lema anterior, f(x) = Zgﬁ)(x) g (o(x).
=1

Sea S, el grupo de las permutaciones de {1, 2, .., n}. Entonces, como f y los o, son
simétricos,
13 )
ORI DICICHI x,,m)J 8i(0(x)
* =1 \ 7zeS,

y los polinomios p (x) = Z¢1 (Rqtys -5 X oy ) 80N claramente simétricos. Por ¢l Teorema

mes,

Principal sobte Polinomios Simétricos”, se sigue que p(x) =q,(0(x)) para un polinomio

(9nico) q.. HEntonces f(x) = i-iqi (o(x))-g,(o(x)). #

8. MAPEOSDE R? EN R*

El conjunto C*(R", R*) de los mapeos diferenciables R* — R” forma un espacio
topolégico si se le dota de una base de vecindades {U(g, k)} de la funcién cero. Para cada
ke Z", y cada funcién continua y estrictamente positiva £:R" — R, definase U(g, k)

por:

* Véase Lang (1965:133).
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f e Uls, k) <> | D*f(x)| < £(x) paraj=1,2, .., ps V]| <k,VxeR".
Esta topologia también puede agregarse al conjunto C”(M, N), donde M, N son variedades

diferenciables, sumergiendo M y N dentro de un espacio euclideano’.

En lo que resta de la seccidn, si se dice “f estd cerca de g7 o “f es suficientemente
pequefio”, se estard refifiendo a esta topologia. Si K < R" es compacto, entonces el
conjunto C” (K, R”) tene Ia topologia cociente inducida a pattir de C”(R™, R*") por el
mapeo restriccién: C*(R", RP) > C”(K,R"). Esto también define la expresion

“f:R” 5> R? es pequefio en K.

8.1 Definicion: Sean M, N variedades diferenciables. Dos mapeos diferenciables
fy, £, :M—>N se dice que son C'-equivalentes (respectivamente topologicamente

cquivalentes) st existen difeomorfismos {(respectivamente homomotfismos) h: M — M ;
k:N — N tales que el diagrama
M—L5N

contnuta.

8.2 Definicién: Un mapeo diferenciable f: M — N es dice que es C*-estable
(respectivamente topol6gicamente estable) si existe una vecindad U de fen C*(M, N) tal

que cada mapeo f, € U es C”-equivalente (respectivamente topoldgicamente equivalente) a

f.

Nota: Si se asume que las formas geométricas naturales estin descritas por mapeos
estables (invariantes bajo pequefias pertutbaciones), entonces una clasificacién de los

germenes de mapeos estables es, al mismo tiempo, una clasificacién local de dichas formas.

* Véase Narastmhan (1968).
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El primer tesultado en esta direccion esta dado por la teoria de Morse. Casi toda funcion
diferenciable f: M -» R ¢s estable, y cada germen de una funcion estable es equivalente a
uno de los siguientes tipos:

A (x,..., %) x, {punto regular).
BY (X, X ) x] Fo A X (x5, .+ xD) (un punto critico de indice n—k).

Este resultado se deduce de su propia represcntacién".

8.3 Nota: El siguiente respltado es original de Whitney y descrbe los mapeos

diferenciables R* —» R*. En particular, sélo se pueden encontrar tres clases de equivalencia
de los gérmenes susgidos a partir de estos mapeos. Como ilustracién, imaginese una hoja
flexible de papel siendo arrugada.| Se puede hacer una analogia de esta situacion con la
imagen usual de un mapeo estable del plano al plano. ;Cémo se ve este mapeo localmente

(en un conjunto aptopiado de coordenadas)? Existen dnicamente tres posibilidades:

@ Una vecindad de x € R7 se mapea de forma regular.
(1T} El punto x esta dentro de un doblez.

(II)  El punto x est en el limite inicial o final de un doblez.

Para cada una de estos casos se puede proporcionar un ejemplo analitico:
M f:R* > R? 3 (%, 2) 3 (x,7), punto regular.

z [

Figura 8.1: Mapeo de R a R? cuando x o5 un punto regular.

I f:R* 5> R? 3 (x,2) 9|(x, 2°) = (x, y), doblez.

™ Véase Milnor (1963).
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Figura 8.2: Mapeo de R a R cuando x estd dentro de wn dobles,

D) f:R* 5> R¥Pa(x,2)k>(x,2° —xe)= (x,y), caspide.
La segunda coordenada y =2’ —xz, para un x fijo, es una cébica con detivada
Oy /02 =32" —x . El extremo esti dado por x = 3z” y sus valotes son y = iﬁx‘”z. Esto

produce la siguiente imagen.

Z
I / \
[/ f
X = 32 “"}r = 4 jm 3{3;2

Figura 8.3: Mapeo de R a B cuando x esti en ¢l limite de un dobles,

8.4 Lema: Sean X =Y =R* X={(x,x,):x; e R}; Y={(y,,7,): 7, €R}, ¥ sea
f=(f.£,): X > Y un mapeo diferenciable. Entonces, en cada vecindad de f existe un
mapeo diferenciable g=(g,,g,) tal que Rg_ (g) = Rglog, /&x,(x)|# 0.

Demostracion; Fijese una vecindad de f Considérese el mapeo

[afi / 8xi] :R?* 5> R*. Este mapeo es diferenciable, y, por ¢l Teorema de Sard (caso

1,i=1,2

trivial), la imagen es nunca densa. Arbitrariamente cerca de O e R* , existe una mattiz
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A= lﬂ.ﬁj que no estz en la imagen de dicho mapeo. Noétese que el mapeo
g. (%), %,) =f(x,,%x,)— A,x, ~ A,x, tiene derivada no nula.

Ahora, elijase una funcién diferenciable ¢ : R* — R tal que ¢,

=1, donde K{0,n)

K(0,n)

es la esfera abierta de radio n y centto en 0, y 4. =0.  Higase

—K(0, n+1)
g =g g+(1-¢). g' estd cercana a f para A pequeiio y satisface [8g;1 /8x§]¢ 0 en
K(0, 1) para casi todo 4. Constriyase g” inductivamente haciendo

g" =(f, 4.z +(1—(4, = ¢,..))g"", donde 4, =0.

g" v g difieren dnicamente en K(0, n +1)—K (0, n—2); g est elegido como antes con
A tan pequefio que g" estd tan cerca de g"”', de forma que se satisfacen las condiciones:
¢y g" estz en la vecindad prescrita de £

2) g" tiene derivada no nula en K(0, n~1),

" tiene derivada no nula en K(0,n~1) y por lo tanto ambos son mapeos cercanos,

(g
nétese que g" =g en K(0, n)— K(0, n~1)).

Sea g=1limg". Cerca de un punto arbitrario, g y g" son localmente idénticas para n

n-—30

suficientemente grande. Entonces, g es diferenciable y l@gE / axiJiO en todo punto.

Ademads, g estd en la vecindad dada de f. 4

8.5 Nota: Los rasgos esenciales de esta construccidn, que es usual en topologia
diferencial, son:

ey la propiedad que se desea obtener (aqui, Rg (g) # 0 en todo punto) define un

subconjunto abierto de mapeos,

(2) cada mapeo puede aproximarse localmente por mapeos con esta propiedad.

Un germen g:(R 0> (R2 ,0) con derivada no nula satisface, sin pérdida de
generalidad, Og, /0x (0)# 0. La transformacién (x,x,} > (g,(x), x,) en el dominio
produce en el germen g la forma (x, z) > (x, ¢(x, z)). El lema precedente muestra que cast

todo mapeo tiene la forma aqui descrita, respecto de un conjunto adecuado de coordenadas.
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Ademas, si un mapeo tiene esta forma en una vecindad compacta, entonces cualquier mapeo

cercano puede expresarse en esta forma dentro de la vecindad considerada.

8.6. Lema: Sea Uc R? = {(x,2):x,z€ R} un abierto. Sez {:U—>R un mapeo
diferenciable y KK < U un compacto. Entonces, existen mapeos g: U —> R arbitrariamente

cercanos a f en K, tales que

()  3g/8(a)#0,0bien

)  9*g/d2%(a)#0, 0 bien

(II)  O%g/x0z(a)=0 y ’g/ 0z’ (a) #0, para todo a € U.

Demostracion:  Hagase g(x,z)=f(x,z)+Az+ 42" + A,xz+4,z°.  Se debe
demostrar que A=(4,,...,4,) € R* puede elegirse tan pequefio como se desee, de forma
que (I) & (IT) 6 (I11) sean satisfechas en todo punto. Como

Og/0z=(0f/ Oz)+ A, + 2,2+ A, x +34,2°
g/ 02" = (8% /82°)+ 22, + 64,2
B%g [ Ox0z = (O°f | Ox0z) + A,

g/ 02" =(3F/02°)+ 64,

se sigue que si Jg/0z(a)=0"g/ 2’ (2) =0, entonces 8°g/x0z(a) = 0 <> A(a)- 1 = b(a),

donde
1 2z x 32° 5 o o
A@=l0 2 0 6|, b@=-% I T
Oz 8z2° OxOz
¢ ¢ 1 0O

Existe una condicién correspondiente para 0°g /82’ (a) =0, que difiere tnicamente en la

forma de la matriz. En este caso es

1 22 x 32°
A(@)=|0 2 0 62
6 0 0 6
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Las matrices A y A tenen rango igual a 3 en todo punto, y es suficiente mostrar que

aquellos A= (4,,..., ,) para los cuales A(a)- A =b(a) para algin a, forman un conjunto

de medida cero. Lo mismo es cierto en el caso de A .
Ahora, A define un mapeo UxR* — UxR7 3 (a, 4} (a, A(a)- 4). Como el rango de A

es 3, este mapeo es una sumersion de rango 5 en todo punto.

Figura 8.4: Mecanismo del mapes A.

Los puntos {(a, b(a}):a € U} forman una subvariedad de codimensién 3 en Ux R>. Por lo

tanto, su imagen inversa en Ux R* es también una subvariedad de codimensién (y por
constguiente de dimensién) 3. Si se proyecta esta variedad sobre R*, se obtiene un

conjunto de medida cero, el cual estd constituido por todos aquellos 2 € R* para los cuales

A(a)-A=b(a) paraalgin ac U. 4

8.7 Teorema: (Teotema de Whitney). Existe un subconjunto denso y abierto
TcC”(R%,R?) tal que, para xeR% y feT, e germen f:(R? x)— (R? £(x)} es
diferenciablemente equivalente a alguno de los gérmenes (), (11} 6 (110).

Demostracién: Con el auxilio de una cubierta localmente finita, el procedimiento
estindar produce un subconjunto denso y abierto T < C*(R?*, R?) tal que cada mapeo en
T tiene, en cada punto, una representacién local de coordenadas

(x, 2} (%, {(x, z))
donde f satisface una de las condiciones (I, (I1) 6 (I1) del Lema 8.6.
Se mostrara cémo es que esto funciona: Por el Lema 8.4, existe un conjunto denso y abierto

de mapeos F:R* — R? con la propiedad de que, para cada una de tales I se puede elegir
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una familia contable de conjuntos compactos {K“}“E2+ , y vecindades U de K para cada
1, con las siguientes propiedades:

(1) los interiores de los K forman una cubierta abierta de R?,

(2) los U, tene cerradura compacta,

(3) {Un }nez* es localmente finita, y

(4) si. R*={(x,,x,)}, para cada n existe un pat (1,});1,j€{1,2}, con

OF, /0x.(a)# 0 paracada ae K _.

Es posible elegir un mapeo fijo (x,,x,)i>(x,,FE) en todo K_, el cual es una
transformacidn de coordenadas local en cualquier punto de K. Este mapeo transforma el
germen otiginal en la forma (x, x,) = (x,, f(x,, x,)). Notese que la dltima condicién (D)
de K implca que G, /0x.(a) # 0 para todo a €K, cuando G estd suficientemente
cerca de F. Para tales G, existe una transformacién de coordenadas, correspondiente a la de
¥, la cual propotciona a G la forma (x,, x,) > (x, g(x,, x,)). Asi, si G esticercade F, g

debe estar cerca de £

Altétrese el mapeo orgmnal de forma inductiva sobre los U en forma tal que, después del n-

ésimo paso, las condiciones del Lema 8.6 sean satisfechas en UK, ; luego altérese un poco el

=)
mapeo F de forma que OF, /0x (a) siga siendo no nulo para todo a € K y para todo m
(donde, para cada m se ha considerado el par (i, j) respectivo). Ahora, cimbiese Fen U__

de forma que las condiciones del L.ema 8.6 se satisfagan para K y ademds

n+i?

(1) el mapeo permanece en una vecindad prescrita del mapeo original,

(2) las condiciones del lema 8.6 se mantienen en CJ K.nU_,,v

=1
(3) OF, /0% (a) # 0 para todo 2 € K, para todo m y su tespectivo (i, j)-
Debido a que la familia {Un }nez* es localmente finita, solamente ocurren localmente un

numero finito de cambios en F. El limite del procedimiento antetior es entonces un mapeo

diferenciable que puede transformarse localmente en la forma (x, y) = (x, f(x, v)), donde f

satisface las condiciones del Lema 8.6.
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El segundo paso en la prueba serd demostrar que todo mapeo en T puede transformatse

localmente en una de las tres formas consideradas antes: un punto regular, un doblez o una
caspide. Considérese un germen F:(R?,0) — (R?,0)3(x, z) > (%, T(x, 2)), donde

M  f/a(0)=0,6

D o /32 (M=0y /(D) 0,6

Q) A/ 0z(0)=03%/82°(0)=0 y &*f /Bx0z(0)# O, D f /D2 (0) # 0

8.8 Caso (I F es regular. Al transformar localmente el espacio imagen usando F~', F se

deforma en la identidad.

8.9 Caso (II): £(0,2)=2"q(z), con q(0)# 0. Entonces los ideales (x,2),, 7 (x,2°) 4,
son iguales, y, por el Teorema de Prepatacion, las funciones 1, z son generadores de &(2)
como un &(2)-médulo via F*. En particular, el germen z° puede escribirse como
28 =@(x, T(x, 2)+ 20(x, T(x,2) 2
para algunos gérmenes P(x,y), #(x,y). La expansién de Taylor de segundo orden de esta
ecuacion es una identidad entre polinomios de segundo orden, cuyos coeficientes son
1dénticos:
2(0,0) = (0, 0) = 0; 0@/ 8y(0) % 0;
@ (x, T(x,2))/ 02(0)= 8 /dy(0)-8F / 8z(0) = 0.

Esto significa que h(x,z)=(x, z—{@(x, ?(x, 2)) v k(x,y)=(x, @(x, v)+ t?z(x, y)) son

transformaciones de coordenadas. Asi, el siguiente diagrama

(x,2)——> (x, z—W(x, £(x, 2)))

I?l/ l/(id,idz)

(x, f(x, 2)) ——> (x, D(x, f(x, 2)) + W (x, f(x, 2)))

es conmutativo, ya que z° + @ ~ 20k =P+ 20+ F° — 202 =@+ *. Por lo tanto, F es

equivalente a (x, z) 5 (x, 2°).
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8.10 Caso (III:: Aqui 8f /02(0)=0¢/82*(0)=0, y 8°f/x82(0), 0’f /62’ (0) son
ambas no nulas. Al igual que antes, se deduce del Teorema de Preparacion que existen
gérmenes @, @7, 0 tales que
2 =@(x, E(x, 2)) +@(x, T(x, 2)) - 2+ 30 (x, T (x, 2))- 2"
Esta ecuacion induce una identidad entre los tespectivos jets en el origen. Compatando los
coeficientes de 1, 2, z°; sc encuentra que FO0)=FO)=8(0)=0,y J(0, T(0, 2)) se anula al
menos de orden tres en z (lo cual significa que & esta en m(1)*). Por lo tanto,
(x,2) > (x, 2~ (x, T (5, 2)))
es una transformacién de coordenadas admisible. Con este cambio de coordenadas, f se

transforma en una funcién £ dada por el siguiente diagrama

(x,2)——>(x, 2= 0 (x, T(x, 2))) = (%, 2)

N/

f(x,2) =f,(x, z)

La funcién f, también satisface la condicion para f en el caso (III): la funcién
£.(0,2) = £(0,2z~8(0,£(0,2)) se anula exactamente de orden tres, mientras que
Of; /0x(0, z) se anula exactamente de otden uno. Esto se nota al comparar los coeficientes
de los 2-jets:
fx,2)=f,x+£,x" + fxz méd i(2)°,
2(x,z) =z+cx+c,x° +c,xz méd (2)’,

por lo que %(x,z)=z-c,x—(c, —c,c;)x” —c,xz méd M(2)’, que a su vez implica que
o 2)=f(x, 8(x, 2) = fx + (f, ~ £,¢,)x" +£,x2 m6éd M(2)’, donde, por hipotesis, f, es
no nulo.

Ahora, en el nuevo conjunto de coordenadas, z = (z—6)' =2"-32°0+3:0" -6 =
=@ +yz+30:" ~ 3270 +320° -0 = (W +30° )2 — N+ (@ +26° + ) =y, 2+, lo cual

demuestra que, sin pérdida de generalidad, se puede asumir & = desde el inicio. Entonces:
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2’ =@(x, )+ @(x, £)z; con @0, 0)=F(0,0)=0.

Hagase el cambio de coordenadas en el dominio {(x,,%,)}, y en el rango {(v,,y,)}, dado

" H_> [w(xu f(x,, xz))}

®) [Y,} N [W(Yl : }’2)}_
Y2 49(}’1; Yz)

Se debe mostrar primero que (A) y (B) son transformaciones validas de coordenadas. Esto

por:

es un computo de 3-jets:

f(x,, x,) = f,x, + x> +£,x,x, +£,x] +x, -0(2) mod i’
donde f,,f, #0 (recuérdesc la notacibn o ) introducida en 4.7). Luego
@(x,,y)=b,x, +b,y méd M’ ¥(x,,y)=c,x, + ¢,y mdd e,y

(©) X; =¢(X1, f(xisxz)):!ﬁ(x1:f(x1a X)) %,

Para (A) se debe demostrar que c,+cf, #0, y para (B) debe probarse que
bc, +b,c, #0. Se sigue de (C), la cual es una identidad entre seties de potencias, que
b, # 0 ya que b,f, es el coeficiente de x) en el lado derecho. Por otra patte, el coeficiente

de x,x,, denotado (c, +c,f,)+b,f;, es cero; y como f,#0,b, 20, se debe tener que

¢, +¢c,f; #0. El coeficiente de x,, b +b,f,, es cero, y entonces bc, +b,c, =

=—h,(f,c, +¢ ) # 0, como se requetia.

Para completar la prueba del Teorema de Whitney, nétese que el diagrama

(%, %) —H (£, %,)), %) = (%,7)

(%, (%, %) — B (w(x,, £(x,, 5,0, D%, £(x x,)) = (5,5 = %7)

es conmutativo, lo que equivale a I ecuacién x) —w(x,, f{x,,x,))x, = @(x,, f(x;,%,)), ¥

entonces (x,2) > (x,2° —xz). 4
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9. SINGULARIDADES DE BOARDMAN-THOM

Sea f:M — N un mapeo diferenciable. Como ya se ha demostrado, ¢l conjunto
ZHf)={xe M:dim(M)~Rg_(f)=i} =M puede ser no trivial, en algunos casos este
puede ser cualquier subconjunto cerrado de M. Por otra parte, para mapeos entre
superficies, ¢l conjunto X' (f) es una vatiedad para casi todo f. Para el caso de mapeos de
Whitney, solamente aparecen los conjuntos Z°(f) y 2'(f}; el primero de estos es abierto,

mientras que el segundo consiste de curvas diferenciables.

Si X'(f) es una varedad, entonces puede definirse el conjunto ) = ZH(E| En

):‘(r)) '
el caso de mapeos de Whitney, el Ginico conjunto de interés es X' (f), el cual estd formado
por los puntos cispide de f. Siempre que se obtengan variedades, esta construccion puede
iterarse en forma inductiva, y se puede definir el conjunto ™= (f). La cuestidn, que
fue propuesta inicialmente por Thom y que fue confirmada por Boardman, es: gexiste algtiin

subconjunto denso y abietto T C™(M,N) tal que para todo fe&l, todos los

subconjuntos " () definidos anteriormente son vatiedades? En realidad, Boardman

definié un subconjunto residual T (residual significa que es interseccidon contable de

conjuntos densos y abiertos).

Sea f: M™ — N" diferenciable, y sea U™ o N® una subvariedad de codimensién k:

. - -
- -~ A
~, Ve — . . ;
. N . : Lt AV
/ \ S
+ e Sy LR P
§ — / At e T :
, ) ey
# / o7 !
? ‘ " !
[ s S ;
\ Vi ——
P
-~

Figura 9.1: Bl mapea {1(U) no e5 necesariamente una subvariedad.
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No es necesariamente cierto que f_i(U)(_:M es una subvariedad. Se sabe que si

U={0}c R, entonces £(U) puede ser un subconjunto cerrado arbitrario. Se puede

verificar que este resultado es valido en forma mis general.

9.1 Definicién: El mapeo f: M™ — N" se dice que es transversal a la subvariedad
U™ < N", si se satisface Ia siguiente condicién para cada x € M tal que f(x)€ U: Sea
(V,5.-,¥,) un conjunto de coordenadas locales en f(x), tales que cerca de f(x) la
subvartedad U estd definida por y, =y, =...=y, =0 (véase la definicién 1.9). Entonces,
dicha condicién es que la matriz

lofr. /o], 1<i<ki1<j<m

tenga rango k en el punto x, donde (x,,...,x_) es un sistema coordenado en x € M.

Nétese que esta condicion es sdlo una restriccion en aquellos x € M para los cuales
f(x)eU. Asi, st m<k, la transversalidad significa que f{(M)NU =¢. Usando los
espacios tangentes, y el mapeo tangente, Ia condicién puede descrbirse en Ia signiente forma:

SixeM y f(x) € U, entonces el mapeo

T.f
TM ST, N T, N/ T, U

es sobreyectivo. Alternativamente, T f(T, M)+ T,,U =T, N.

F{M)

nc transversal

Fignra 9.2: Transversalidad y no-transversalidad de [ con respecio a UL

9.2 Teotema: Sif:M™ — N es transversal a la subvariedad U"™ < N", entonces

f7(U)< M es una subvatiedad de codimensién k.
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Demostracion: Eljjanse sistemas de coordenadas (X,,...,x_) v (¥,,-.-,¥,) €omo en

la definicién de transversalidad. Cerca de x € f'(U), el conjunto £7'(U) es localmente la

imagen inversa de cero bajo la composicion de mapeos

proy

f
(s e X T 10 oen V)P s o5 Yo )-

Este mapeo tene rango k, por definicion de transversalidad. 4

Si US N es cerrado, entonces el conjunto de los mapeos que son transversales a U es
un subconjunto abierto de C* (M, N). Esto se debe a que la transversalidad esta expresada,
localmente, por la no nulidad de un mapeo continuo ¢, : M — R, el cual asigna la suma de

los cuadrados de la distancia (f(x), U) y los determinantes det(df, / Ox,), 1<k. Sifcambia

abruptamente, también lo hace ¢, .

Por otra patte, el Lema de Transversalidad de Thom® establece que el conjunto de

mapeos transversales a U es denso en C¥(M, N). La parte local de este teorema es una

consecuencia directa del Teorema de Sard.  Si f:M > R"™ es diferenciable, sea

A=(4,,..., A4 ) un valot regular de la composicién

M——>R" 2R,
donde p(y;, .0, 7.0 =(¥1s-o5 ¥, ) - Entonces el mapeo M — R" dado por

x> f(x) (4, ..., 4,,0,...,0) esti cerca de f para A pequefio, y es transversal a

R™ ={(y,,.y,) € R 1y, ==y, =0},

9.3 Lema: Sea R™" = Hom(R",R™) el espacio vectorial de (m x n)-matrices reales,
y sea R™"(£)c R™" el subespacio de matrices con rango r. Entonces R™"(t) es una

subvariedad diferenciable de R™" con codimensién (n—r)(m —r), para r < min{m, n}.

Demostracion: Sea Ugc R™" ¢l subconjunto abietto de todas las matrices de la forma

* Véase Milnor {1958) .
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A *
}, det(A) =0,
D *

donde A es un punto en R™" (1) que, sin pérdida de generalidad, puede asumirse que esta

en U (de otra manera, pueden reordenarse las filas y columnas). En este caso, U R™(x)
consiste en aquellas matrices cuyas timas n—1 columnas dependen de las primeras r.
Ahora, témense matrices A, B, C y D como sigue:

A: (rxr)-matriz, con det(A) #0,

B: (rx(n—r))-matriz,

C: ((m—1)x(n—r)) -matriz

D: ((m —r)x ) -matriz;

y considérese el mapeo

A AB
D DB+C|

La imagen esta en U, y la primera matriz en el producto es invertible ya que det(A)= 0.
Este mapeo es invertible, ya que A™ existe. La imagen de (A, B, C, D) esti en R™" (r) si
y sOlo si C=0. Esta parte de U es una subvariedad de codimensién (n—r)(m 1) en la

variedad de todas las matrces (A, B, C, D) anteriores. 4

9.4 Lema: Sea f: R” — R™ un mapeo diferenciable, y sea U < R™" una subvariedad
diferenciable. Entonces, para casi todo mapeo lineal A:R™ -» R™ (& e, pata casi toda
matriz), el mapeo R"™ — R™" 3 x5 D(f + A)(x) = Df(x) + A e¢s transversal en U.

Demostracion: Considérese el mapeo ¢: R" x U -> R™" 3(x,u) > u~Df(x). Sea
A S R™ un valor regular de ¢. Siu es un punto de Uy u=Df(x)+ A, entonces
u - Df(x) = A esun valor regular de ¢ (y un valor de $) tal que cerca de (x, u), ¢ es una
sumersion (con rango am, y cuyo mapeo tangente T es un epimorfismo). Fsto significa
que la imagen del mapeo tangente a Df y cl espacio tangente a U en u, generan al espacio

tangentc a R™ en A. Notese que la diferencial del mapeo Df : R" > R™* ¢s Ia misma
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que la diferencial del mapeo Df + A, ya que A es una constante en el espacio vectorial

R™ . Entonces, el mapeo R" — R™ 3 x> Df(x) + A es transversal a U. 4

9.5 Teotema: (Teotema de Thom). Para un mapeo diferenciable f: R* - R™, sea
2'(fy={xeR":Rg_ (f)=n—r}. Entonces, para casi todo mapeo lineal A:R" -5 R" e
conjunto 2'(f+A) es una subvariedad diferenciable de R" con codimension
(m-~n-r1) r,para todor.

Demostracién: 2" (f)=Df "(R™"(n—-r1)), y R™(n~r) es una subvariedad de
R™ con codimensiéon (m—(n—t))(n—(n-—r)) =(m-n+r)-r (Lema 9.3). Por el Lema
9.4, f puede deformarse mediante la adicién de cast todo mapeo lineal A, en forma tal que

D{f + A) sea transversal a todo R™"{(n—1). Por el Teotema 9.2, 2*(f+A) es una

subvariedad con la misma codimensiéon que R™™(n—r). 4

Boardman asegura que el caso general X2 (f) estriba en definir ciertas variedades
algebraicas regulares 2(i,,...,1,) en el espacio de jets &(n,m) (en lugar del espacio R™*

de l1-jets). Luego, se hace una deformacién abtupta del mapeo dado f:R" = R™ de
forma que el mapeo
i£:R™ = 6(n, m)3 x> (el jet del germen f: (R™,x) > R™ en x)
sea transversal a todas las subvariedades 2(1,,...,1, ). Para tales mapeos, él demuestra que
Zhter €y =i (2, - )

¥ que cada uno es una subvariedad.

10. LA DIFERENCIAL CUADRATICA

En el caso de mapeos entre superficies, los mapeos diferencialmente estables forman un
subconjunto denso y abierto del conjunto de todos los mapeos. No existe atin un resultado

cotrrespondiente para variedades diferenciables de dimensidén suficientemente grande. Los
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mapeos estables -en el sentido de equivalencia diferenciable- no son densos. Para probar
esto, deben definirse invariantes que ayuden a decidir cuindo los gérmenes 1o son

equivalentes.

Estos invariantes (introducidos por Porteous) estin dados por la parte cuadratica de la
expansion de Taylor cuando la parte lineal se anula. Esta parte cuadritica de la expansion de
Taylor para gérmenes define ciertamente familias lineales de formas cuadritica. En términos
algebraicos, estas formas pueden ser divididas en clases de equivalencia. Asi, se obtienen

mvariantes para las familias lineales y, en consecuencia, para los gérmenes.

Se iniciard la seccidn con algunos detalles de la diferencial cuadritica.  Sea

f:(R%,0)—>(R™,0) un germen diferenciable. La diferencial de f es un mapeo lineal

Df(0): R" > R", donde R” y R™ estan candnicamente identificados con sus espacios

tangentes en el origen.

10.1 Definicién: Sea f:(R",0)— (R™, 0) un germen diferenciable. Ta diferencial
cuadritica es un mapeo cuadritico d*f, : Ker(Df(0)) — coKer(Df(0)) definido por:

£(t-v)

2

d*f, (v) = lim

it — médulo DE(O)R ™),
para v € Ker(Df(0)).

Se debe mostrar que este limite existe y que el mapeo d’f, estd bien definido como mapeo
cuadritico Ker(Df(0)) — coKer(DDf(0)), en donde estos espacios vectoriales estin
considerados como subespacios de los espacios tangentes en el origen de R™ y R™,

respectivamente. Para ello, se debe probar que dzf(J es independiente de cambios

diferenciables de coordenadas. Considérese la serde de Taylor

1 J’f
1 £(tv) = - DEQO)- v+ -2 =" o vv, +of3).
M (tv) (©) 2" LG, T (3)
Sea v € Ker(Df(0)). El primer término de la derecha se anula por lo que el limite existe y es

gual a
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@ -y

Sig:(R™,0)—(R7,0) es un difeomotfismo, entonces

2 1 o’
d*(pef),(v) = D';z&(o)-EZ.&:}.;_.Vin

en vista de la setie de Taylor (1). Entonces d°f, es transformado por la matriz jacobiana

exactamente en la misma forma que es espacio tangente en el origen de R™. Asi, el mapeo

es independiente de los cambios de coordenadasen R™.

Ahora, si y:(R",0)->(R",0) es una transformacién de coordenadas en el origen,

con Dy(0)= 1(R",(=) , la identidad, entonces y/(tv) = tv + t*w(t) y
Fly (tv)) = 2DEF(0) - w(t) + ! ey ot +0o(3)
- W b R ,

2 &Tiavk ot

£ - £
pot lo que lim _.f;@ = lim —(tz"—) + DF(0)- w(0). Este dltimo término esti en DE(O)(R").
> t =0 ¢

Se ha demostrado que el mapeo d°f, esta definido en forma vinica por la ecuacion (2),

toda vez se haya asignado una base al subespacio Ker(Df(0)) del espacio tangente 2 R™ en

el origen.

La diferencial cuadritica puede tener cualquier forma dada haciendo una eleccién

adecuada de m, n, dim(Ker(Df(0))), y un mapeo polinomial f. Un haz de formas

cuadriticas puede ser asignado a la diferencial cuadritica en forma invariante. Definase:

F = el espacio vectorial de formas cuadriticas en Ker(Df(0)),

C = el espacio dual de coKer(Df(0)),

L, :C—F>3L, (a)=a-d,.
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10.2 Definicion: El mapeo L, :C — F se llama haz de formas cuadraticas para

d*f

0

19.3 Nota: Supéngase que Ker(Df(0)) v coKer(Df(0)) ticnen ambos dimensién dos.
La dimensién de F es entonces tres, y una base es {x2 , 2%V, yz} , donde x, y son coordenadas

para Ker(Df(0)). La forma ax’ + 2bxy +cy” corresponde a un punto (a, b, c)e F, que

tiene la matriz

como un mapeo de Ket(Df(0)) a su espacio dual. La matriz A =0 corresponde a la forma
cuadritica nula. 51 A # 0, las matrices con det(A)=ac—b” = 0 corresponden a las formas
cuadriticas de rango 1. La forma normal de estas es £ x”. Cuando det(A) # 0, las formas

normales son x° ty° y —(x +y7).

El conjunto {det(A)=0} es un cono en F:

Figura 10.1: El conjunto {det(A) = O} es un cona en F.

»  Hl vértice del cono es 1a forma cuadritica nula.
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* Los puntos del cono son las formas parabélicas.

* Las regiones ++, — — son formas clipticas.

* Laregion * es hiperbolica.

*  El tpo isomotfo de una forma cuadratica esta determinado por su posicion en trelacién a

este cono.

51 L;:C—>F es un haz de formas cuadridcas, entonces L (C)C F puede tomat

unicamente siete formas diferentes:

1. un plano afuera del cono,

2. un plano secante al cono,
3. un plano tangente al cono,
4. una recta dentro del cono,
5. una recta fuera del cono,
6. una recta tangente al cono,
7. el vértice.

Supdngase que dos gérmenes diferenciables tienen haces de formas cuadraticas
correspondientes, tales que las posiciones para L,(C) son diferentes de acuerdo a la
clasificacién anterior. Dichos gérmenes no pueden ser equivalentes ya que cualquier
transformacion de coordenadas de dominio y rango produce un cambio de coordenadas para
el haz L, y este no puede cambiar Ia posicién de L (C) en relacién al cono {det(A) = 0}.
Es en esta forma que el haz de formas cuadraticas proporciona un invariante algebraico para

la clase de equivalencia de un germen.

10.4 Nota: De forma mas general, sea F(k) el espacio vectorial de formas cuadraticas
en R*, y sea H(c,k)=LA(R®, F(k)) el espacio vectotial de haces c-dimensionales de

formas cuadraticas en R*. Se debe examinar la operacién de los grupos lineales generales

(transformaciones lineales de cootrdenadas en R y R*) sobre tales haces de formas, con el

objetivo de encontrar los invariantes para los elementos de H(c, k). FEl grupo
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GL(c, R)xGL(k,R) de transformaciones de coordenadas en R® y R*, opera sobre
H(c, k) por medio de la f6rmula

L xgk(Lc(vc)(vk)) = L(gzl‘f’c)(g?"k)-

Pot ejemplo, se ha visto que H(2, 2) tiene dimensién 6 ya que dim(F(2)) =3, y que este
espacio posee 7 Orbitas bajo Ia accién de GL(2, R)xGL(2,R). Aqui, una 6rbita es una

clase de equivalencia de la operacion del grupo. En suma, se tiene que

dim(GL(2, R)x GL(2, R)) = 8.

En la definicion de haz (Definicion 10.2), se asigné un haz de formas cuadriticas
LeLA(C,F) a cada germen f:(M™,x)— (N",y) haciendo uso de d’f,. Al elegir
coordenadas en C y F se obtiene un tnico elemento en H(c, k). Cuando se seleccionan
nuevas coordenadas para C y F, este elemento en H(c, k) es transformado, haciendo uso de
un elemento de GL{c, R)x GL(k, R). Asi, la 6tbita del haz L en H(c, k) es un invariante

bien definido para el germen f salvo equivalencia diferencial. Esto implica el siguiente

resultado:

10.5 Teorema: (Teotema de Thom). El conjunto de mapeos diferenciables estables

2 2 . .
M® — N" es nunca denso en el conjunto de todos los mapeos diferenciables, para n = 3.

Demostracién: La dimensién de GL(n, R)xGL(n, R) es 2n*. Por otra parte, Ia

dimensién de F(n) es la misma que la de las (nxn)-matrices simétricas, digase n(n+1).
Entonces dim(H(n,n))=3n(n+1). Para nZ3, se tiene que }(n+1)22, por lo que
dim(GL(n, R)xGL(n, R)) < dim(H(n, n)). Esta igualdad se mantiene en el caso n = 3,y
nétese que para este caso, existe un subgrupo 1-dimensional de parejas (@, a™ly de

escalates, el cual opera como la identidad sobre el haz. Se deduce que, para n >3, las

6ibitas de la operacién de GL{(n, R)xGL(n, R) tienen dimensién menor que la de

H(n, n), es decir, tienen codimensiéon mayor o igual a 1.
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Considétese ahora un mapeo f:M" — N™ con singularidad tipo 2° en el punto 0 e M
(esto significa que 0 e X(f)). Supédngase ademas que la diferencial de f define un mapeo
transversal a LA(nz, n’, n’ — 1) en una vecindad de 0, cuando se introducen coordenadas

euclideanas locales. Estas dos condiciones impuestas para f son condiciones sobre su
primera y segunda derivada. Entonces los requerimientos pueden ser satisfechos pot un

polinomio de segundo grado. Al igual que en la prueba del Teorema de Thom de la seccién
9, se sabe que localmente, en un sistema coordenado, X" (()=Df (LA(n”,n*, n* —n)).
Por el Lema 9.3, co djm(IA(nz, n’,n’ —n))=n’ y asi la condicién de transversalidad en f
implica que dim{X"(f))=0.

Elfjanse coordenadas (y,,...,y ,) altededor de Df(0) en la variedad L.A(n?, n®) en forma
tal que la subvariedad LA(n? n* n® —n) esté definida por y,=...=y.=0. Por
transversalidad, la dertvada de la siguientes composicién, evaluada en 0, es un isomorfismo:

UL ooy 1 ) =25 {7, o)),

donde U es una vecindad coordenada de 0. Asi, si U es suficientemente pequeiia, esta
composicién serd un difeomorfismo y 0= X°(£) N U = (proy o Df)™ (O)NU. Sthes una
aproximacion a f que difiere Gnicamente por un polinomio homogéneo de grado dos,

entonces (€ 2%(h). En cualquier caso, I”(h) seri un tnico punto en U' que esti cerca

de 0. Asi, si los mapeos estables fueran densos, se estaria en capacidad de encontrar un

mapeo estable { con las propiedades antes descritas. Ahora bien, 0 es un punto aislado de

27(f) y se puede encontrar un mapeo h arbitratiamente cercano a f usando un cambio en el
término de segundo orden, el cual hace que dzhu y dzfo estén en diferentes Srbitas de
H(n,n) bajo la accién de GL{n, R)xGL(n, R). Esto se debe a que dichas érbitas son
todas de medida cero en H(n, n). Pot lo tanto, f '; 1o es estable.

Para completar el argumento global, ptimero elfjase un mapeo f tal que su diferencial sea

transversal en todo punto 2 LA(nZ, n’, n’ —n), ¥ que localmente, altededor de 0 € M, se

vea como ¢l mapeo f ‘ y anterior. Hscojase la aproximacién h de forma que hy f difieran

unicamente en U y de manera que la érbita de d*h,, sea distinta de todas aquellas orbitas que
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contengan a la diferencial cuadritica de f en cualquiera de los puntos de X" (f). Como

27(f) esuna variedad de dimension cero, existe un nimero contable de tales 6rbitas. 4

11. GERMENES FINITAMENTE DETERMINADOS

Sea &(n,m) el espacio vectorial de todos los gérmenes (R",0)— R™, y sea
B(n) < &(n,n) el subconjunto de gérmenes invertibles (respecto de la composicién) con
£(0)=0. El par (%(n),¢) es entonces un grupo, y f € &(n,n) con f(0)=0 es un
elemento de %(n) siy sdlo si D(0) es no singular. El grupo $B(n) actia sobre &(n, m) via

composicién: si T € &(n, m) y i € B(n), entonces Foh e &(n, m).

11.1 Definicién: Dados los gérmenes T, T, € 6(n, m), considérese la relacién binaria
en &(n, m)x&(n, m) definida por: T, ~ T si, y sélo si, existe i € B(n) tal que foh=F.
A esta relacion de equivalencia ~ se le llama equivalencia cotrecta. Si f, ~ T entonces se

dice que los gérmenes T, T, son correctamente equivalentes.

Sea j* :6(n) = &(n)/ m(n)**" =R(x,,...,x ) /=y, e, x )5 el mapeo jet, y, por

k+1

conveniencia, dendtese &(n)/m(n)*"! por &, (n). Para cada germen T, el mapeo |* asigna

el correspondiente k-jet (el k-ésimo polinomio de Taylor de T en el origen).

11.2 Definicién: Un germen f e &(n) es lamado k-determinado (o k-suficiente) si
todo germen g € &(n) con el mismo kjet que T , es correctamente equivalente 2 f . Esto
puede ser emunciado de otra forma: si jk?=jkg, entonces existe He%(n) tal que

f=poh.
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Decir que f es k-determinado es mas bien un enunciado sobre el polinomio jkf que

sobre T. Cada germen que tiene este polinomio como su k-jet es idéntico a dicho
polinomio st se elige un conjunto apropiado de coordenadas. Es decir, el k-jet detetmina el
cotrespondiente germen. Notese que:

1. Ningun 0-jet determina a su germen.

2. &(n)=RxR", yaque i'"(D)=f1, +Zflixi ,y T es 1-determinado si y sélo si algiin

f; #0 (equivalentemente Df {0) = 0). Esto se debe a que f puede transformarse en
(Xyy e, X, ) > X,
3. Kl Lema de Morse establece que si T €&(n) y Df(0)=0, entonces T es 2-

determinado si, y sélo si, det|9*€ / 9x,0x,(0)]= 0.

Estos resultados muestran que los jets no determinados se vuelven menos frecuentes al

mcrementar el grado del polinomio. Los 14jets no determinados forman la recta R x {0} en

R™. Sobre cada punto en ¢l espacio de 1-jets esti el espacio de las matrices simétricas las
cuales, evaluadas sobre 2-jets, representan todos los coeficientes posibles de monomios de
grados dos. Sobre un punto en la recta de l-ets no determinados, los 2-jets mo

determinados también forman un conjunto de medida cero dado por {det(a,) =0} en el

espacio de matrices simétricas {(a;)}.

113 Teorema: Sean T e&(n) y m(n)* < m(n)-(0f/dx,, ..., O/ 0%, Y gy + M)

Entonces T es k-determinado.

Nota: La hipétesis del teorema puede ser reformulada como m(n)" < m(n)-(9f /dx.)
médulo mi{n)"', (donde (8f/x.) es la abreviatura de (OF/ 0%, ..., 00/ 0%, )g0y)- Sise
escribe

m(n)* < m(n)- (&1 / Bx, ) + m(n) - m(n)*
cntonces el Lema de Nakayama (Teotema 4.17) implica

m(n)* < m(n)- (B /3%, )5, -
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Esta condicién es entonces equivalente a la hipétesis del teorema. Sin embargo, la
formulacion original tiene la ventaja que Gnicamente espacios vectotiales de dimensién finita
estan involucrados, y para cada germen dado, estos espacios se pueden determinar.
La uitima formulacién de la condicién muestra que

&(n)/(m(n)- (21 / Ox,))
es de dimension finita y estd generado por los monomios de grado menor que k. En forma
convetsa, sea A =&(n)/(M(n)-(8f /0x.)) de dimensién k. Por el Lema de Nakayama, se
debe tener que O=m(n)’Acmn)'Ac...cmn)AcA, j<k, ya que dim(A)=k.
Asi, m(n)' cm(n) cm(n)-(Bf/x,).  Ademis, &(n)=m(n)BR, donde f se
corresponde con (f —f(0))@® £(0). Asi, m(n)-(Of /I, )+ (Of /Ox,)p = ©Of /0% )gpy> v 12
condicién de que &(n)/(m(n)-(Pf/dx,)) tenga dimension finita es equivalente a que
&(n) /(B / Ox, )4, tenga dimensién finita. Entonces considérese el siguiente

114 Lema: Sielgermen DT :(R", 03— R" es finito (Definicién 6.8), entonces T es

k-determinado para algiin k (7. ¢, T estd finitamente determinado).

Demostracién: Usando el argumento del Lema de Nakayama dado anteriotmente, y

haciendo A =&(n)/(0f /0x,}, se tiene entonces que dim[&(n)/ (Df)"m{n)&(n)] =k, por lo

que T es (k+1)-determinado. 4
Ahora la prueba del teorema (11.3):

Sean f, % € 6(n) dos gérmenes con el mismo k-jet. Se debe probar entonces que existe
un germen h € B(n) con ok = g . Para hacer esto, conéctese a T y ¥ por medio de la
familia 1-paramétrica de gérmenes T

Flx, t) =(1-t)f (x 1 tg(x), te R,xe R".
Sea F € 8&(n) dado por F.(x)=F(x,t). Se desea demostrar que para cada t, € R, existe

£>0 tal que T es correctamente equivalente a E, ., siempre que [t~t,| < £. Esto prueba

el teorema ya que R es conexo. Para demostrar este resultado acerca de T se debe buscar




83

un germen H:(R" xR, (0,t,)) > R" tal que si H(x,t) se denota por H (x), se cumplen
las sipuientes propiedades:

(M H,, =1de®(n),

(IT) H (0)=0eR",

()  FoH, =F,_,es0es, F(H(x,t), t) = F(x, t,).
Para t cerca de t, el germen H, es invertible ya que H(ﬂ es invertble y det(DH, (0))
depende en forma continua de t. La condicién (IIT) se cumple completamente en t=t, y

entonces es suficiente reemplazar (I1I) por la ecuacion diferencial que establece que F, o H,

es independiente de t, es decir,
OF JH oF
I —=(H(x, t), t)-—-(x, t}+ - (H(x, t), t}=0.
(1) Z:ai( (%, t), t) at(k) 5t( (x, ), t)

Se desea resolver (I), (1I), y (IIT’) para H. Para hacer esto, sc afitma el siguiente:

115 Lema: Siexiste un germen & :(R" xR, (0,¢,)) = R” con las propiedades

8 oF
() Zéii(xvt)'é:i(x! t)"’“;i(x’ t)=0,

by  £(0,t)=0, pata todo i,
entonces también existe un germen H |, que satisface (I), (IT) y (1.

Demeostracién:  Para probar esto, se debe resolver la ecuacién diferencial
oH . : .
E(X, t) = £(H(x, t), t) para H, con condicién inicial H, =Id. La existencia de tal H se
sigue de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias. Al sustituir H por x en (a), se

obtiene (III), y, usando (b), la ecuacién Zi{ (0, t) = £(H(0, 1), t) tiene como solucion tinica

a H{0,t)=0. Esto implica (II), y Ia condicién (I) resulta ser la condicién inicial anterior. 4

Ahora se deben encontrar gérmenes & que satisfagan las condiciones (a) y (b) del lema
anterior. Denodtese el anillo de gérmenes (R" xR, (0,t,)) = R" con el que se esta

trabajando por &(n+1). Sea &(n)c &(n+1) el anillo de aquellos gérmenes que no
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dependen de t y dendtese el ideal maximal en &(n) por m(n). Entonces, se estd buscando
ciertos elementos &, en &(n+1). La condicién (b) significa que
£ e m(n)-&(n+1), para cada 1.

Esto implica, por el teorema 4.1, que para cada i existen 7oebn+1),)= 1,2, ., n; tales

que & (x,t) = in 7,(x,t). Asi, la existencia de &, que satisface (a) y (b) es equivalente a la
1

asercion sobre gérmenes en &(n -+ 1) que

for R\

JF ;
Coem(n)-{ -
ot \axl axn / &(n+1)

LR

Sin embatgo, aaf = g((1—t)f+%)= g—fem(n)"", bajo la suposicion de que f y ¢

poseen el mismo k-jet. Es suficiente entonces mostrar que

(& b) ) <y O
ax? tuf &{n-+1)
De 1a hipétesis del teorema se obtiene
\ [
*) m(n)* -&(n+1) c m(n)-( @-) +m(n)* - &n +1) € m(n)-{ ol ) +
VI (aa) VR gine)

+m(n+1)-m(n)* - §(n +1).
Para la da inclusién, nétese que 20 — O t g (g —f)em(n)*, m(n)c m(n+1)

5€ ) - =1— - > L .

gun M A o B

Abhora, m(n)* -&(n+1) es un &(n +1) -mbdulo finitamente generado (estd generado por los
monomios de grado k en la variable x;). Cuando se aplica el Lema de Nakayama en la

forma A B+m-A = A B alainclusién (*), se obtiene (a, b):

/ |
gmm)k-6(n+1)gm(n>-;§j,...,;‘z/\.

k+1

min) .+

&(n+1)

11.6 Nota: La transformacién corrects, y la equivalencia correcta también pueden ser

definidas para jets, es decir, para series de potencias, o bicn, para setes de potencias médulo

i(n)"* (. e, elementos en R[x,, ..., x, 1/ (x5 X 05
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Sea @, (n)= el grupo de kjets de los gérmenes en B(n)= el grupo de las n-tuplas de
polinomios de grado k, f(x)=(f(x,,...,x )...,f, (x,,...,x.)), para los cuales
Df(0) = lafi /5Xi(0)j es invertible, y £(0) = 0. La operacidn del grupo es la inducida por la

composicién de mapeos.

Sea &, (n,n)= (R[x1 yeen Z 1 (x g, x YT )". Este es un espacio euclideano de
dimension nC*_ .  Como B (n) es el subconjunto de tﬁk (n,n) definido por
det(0f, / 0x,(0)) # 0 y £(0) =0, este es un mapeo diferenciable. La esttuctura de grupo:
B ()% B, () - B (n) 3 (£(x), 5(x)) > £(g(x)) médulo (x,,...,x, )",
es un mapeo diferenciable. Los coeficientes de £ o ¢ se calculan a partir de los coeficientes
de f y ¢ por medio dc la aplicacién de polinomios candnicos. El mapeo
B (n) > B () 3 E(x) > £ (x) médulo (x,,...,x, )",

tamhién es diferenciable.

11.7 Definicién: Una variedad diferenciable con una estructura de grupo diferenciable

se llama un grupo de Lie.

. En otras palabras, el pirrafo anterior indica que @, (n) es un grupo de Lie. Notese que
B, (n) actiia sobre &, (n, m) mediante la composicién
&, (n, m)x B, (n) > &, (n,m): (£, g) > Fogp.
Hsta accion es compatible con tomar primero @(n) operando sobre &(n,m), y luego

obtener los respectivos k-jets. Hs decir, el siguiente diagrama conmuta:

b(n, m)x H(n)— &(n, m)

ok
1XE f

gk (1, m)x@k(n)——ﬂék(n, m)
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Las clases de equivalencia cotrecta en &(n, m) son las 6rbitas de accion de B(n). Las clases
de equivalencia de sus k-jets son las 6rbitas de accién de &, (n) sobre 5k (n,m). Asi, si
f, g e b(n) son correctamente equivalentes, entonces f y £ estin en la misma érbita de

accién de @B (n) en &,(n). Al considerar estas érbitas finitodimensionales en un espacio
cuclideano de dimensién finita, se obtienen condiciones necesadas para la equivalencia

cotrecta.

11.8 Lema: Sea f € &(n) un germen con ket £ € & _(n). Dendtese la érbita de f bajo
la accién &, (n)x B (n) — &, (n) por 8, (n). Sea T, fB, (n) el espacio tangente a esta Orbita
en f, considerado como un subespacio del espacio euclideano & (n). Entonces,

/ \
T, (n) = m(n)- < ;j—, ey :,if> médulo m(n)**' .

WUE n/

Demostracién: Considérese un germen & : (R™,0) = (R", 0) 3 (x, £) = &,(x), con

8, =Id:(R", 00> (R",0). Este es e germen de una familia 1-parameétrica de
transformaciones en ®(n), que incluye con la identidad. Tal germen induce una trayectoria
(R, 0) = (&,(n), f) 3 t+> f o5, . El vector velocidad de dicha trayectoria en el tiempo cero

forma el espacto tangente T,f (n). Si J(x, t) se escribe en la forma x + &(x, t), entonces

el germen &e&(n+1,n) esti restringido dnicamente por las condiciones £(x,0y=0,

£(0,t)=0. Los siguientes vectores, cuando se reducen mdédulo m(n)*™, proporcionan

entonces todos los vectores tangentes

5 o os
a(f(x+.’5‘(x, t)))itzo ek, bt ’ .

Tp=0
Dado que £ solamente debe cumplir las condiciones antes descritas, la derivada 8¢, / &Y

t=0

puede ser cualquier elemento en m(n). FEsto significa que el espacio tangente es

exactamente M{n}-{(0f / 0x,) modulo m(n)**'. 4+
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1.9 Definicidn: Un rjet f € 6 (n) se dice es k-determinado (para algin k <r) si

para todo g € &.(n) con it =mipeb (n),existe he & (n) talque f =goh.

11.10  Corolario:  (Corolatio al Teorema de Mather). Si fe€&(n) y **'(f) es k-
determinado, entonces f es k-determinado.
Demostracion: Sea U={geb, (n): 75 =}, ysea V=" (64, (n), la érbita

de j*"(f) bajo la transformacién correcta. Si "' (£) es k-determinado, entonces el conjunto

de los (k+1)-jets que poseen igual k-jet que f, estd contenido en la érbita de iHE), es
decir, UC V, y asi, TUC T, V. Pero, T,U=m(n)*"" médulo m(n)*** ya que ge U
difiere de f solamente en un término de grado k+1. Por el Lema 11.8,
m(n)""" c m(n)-(8f/Bx,) moédulo M(n)**?, de forma que f es un germen (k+1)-
determinado (Teorema de Mather). Como j**'(f) es un jet k-determinado, entonces f

también es k-determinado. 4

1111 Corolario:  m(n)* < m(n)-(df / 0x;) = f es k-determinmado =

k+1

m(n)™" ¢ m(n)-(Of /Ox,). En particular, T € &(n) estd finitamente determinado si, y solo
si, el germen DT : (R™, 0) = R™ es finito.
Demostracién: La primera serie de implicaciones se siguen del Teorema de Mather.

Si T es k-determinado, entonces i"'(f) es k-determinado, y de la prueba del corolario

antetior se deduce que M(n)"*' < m(n)-(3f / Ox,)+m(n)***. Por el Lema de Nakayama, se

tiene que m(n)""

C 1i(n)-(Of /Ox,) (ver la nota posterior a 11.3). Finalmente, en el Lema
114 y notas adicionales, se expuso que m(n)* < m(n)-{(Bf /dx.) es equivalente a que el

germen DT sea finito. 4

El hecho que f sea finitamente generado si y sélo si Df es finito es un teorema que se
debe a Tougeron. En realidad, se puede ser mds preciso:  Si dim(&(n) /{0 /0x.)) =k)

entonces f es (k+ 1) -determinado.
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.12 Definicién: Un germen T e &(n) con f(0)=DF0)=0 se dice es una
singularidad. Una  singulaidad T es  aislada si el conjunto
M) ={xeR":f(x)= Di(x)=0}" es igual a {0}". Una singularidad f es Namada

algebraicamente aislada si DT es finito (i.e, T es finitamente determinado).

1113 Teorema: Toda singularidad algebraicamente aislada es aislada, pero existen

singularidades aisladas que no son algebraicamente aisladas.

Demostracion: Si m(n)* < (5f/ 0%, J5ny» ¥, €0 particular x:‘ € (0f / 0x,), para todo j,

entonces Df(x) = O implica x;“ =0, lo cual implica x; =0. Por lo tanto, toda singularidad
algebraicamente aislada es aislada.

1/%2

Por otra parte, e~ es un ejemplo de una singularidad con jet nulo. Esta es una

singularidad aislada que no es algebraicamente aislada. +

Sean &(n)= el anillo de gérmenes analiticos reales (R™, 0) — R, y
O(n) = el anillo de gérmenes complejos analiticos (C",0->C.

Nétese que existen inclusiones canénicas @(n) ¢ 9(n) y &n) < &(n).

1114 Lema: Si f e @), entonces dimp (&(n) /{0 /O, )5, ) <@ si y sélo si
dim (©(a) /(8F / 2, )y,) < 0.
Demostracién: Dendtense los ideales maximales en &(n) y O(n) por My(n) y m,(n),

respectivamente.

(=) m(n)* {3/ 0x,),,, implica m(n)* C (O /%, )gy +M(n)**! . Ademis, se deduce

que
) ()" B/ Ex, ) gy + Mg (m)

ya que un monomio de grado k, ¢ € iy (n)", primero puede escribirse en la forma

4= T3 aif;(X) médulo m(n)™
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y luego cada A, puede reemplazarse por su k-ésimo polinomio de Taylor. El residuo debera
estar en M(n)*"' y ademas debe ser analitico, y por lo tanto se obtiene (*). Del Lema de
Nakayama, se obtiene m, (n)* < (8f / dx, Yagey + Mg ().

En particular, cada monomio ¢ de grado k pertenece a {0f /0%, )4, que estd contenido en
(0f/0%,}o,,- Sin embargo, tales monomios generan a M, (n)"”", de tal forma que
Wy (n)" < (Of / 0z, e, -

(<=) Las derivadas 0f /02,(z) son todas reales cuando z toma un valor real. Esto significa

que cuando se toma la parte real en my(n) <{(Of/ O2.)0m € obtene

m,(n)" < (of /82, Yerny» ¥ a8 my(n)" < OF /0% gy - *

Nota: Este lema muestra que si T es un germen analitico real, y el germen complejo
f € O(n) es algebraicamente aislado, entonces T es algebraicamente aislado como germen

real

11.15 Teorema: Una singulatidad analitica compleja es algebraicamente aislada si, y sélo
si, es aislada,

Demostracion: (=>) Sea T € O(n) una singularidad algebraicamente aislada. Entonces
my(n)" ©(0f/0z;). En particular, 2z} es un elemento de {(Of/8z), de forma que
EE)S i DER) = 0§ Cfziad =0} = {0}

(<) Para el converso, supdéngase que {0} =(X(f))". Esto implica que
{0} ={z: Df(2) =0}, ya que de otra forma, existitia una curva analitica real #(t) con
$(0) =0, contenida en {z: Df(z) = 0} (Lema de Seleccién de Curvas®). A lo largo de esta
curva, Df se anularia, por lo que f también se harfa nulo, ya que {(0) = 0. Pero entonces, la
curva estria en 2(f), y el origen no serda una singularidad aislada (—<-).

El germen del conjunto de ceros del ideal (0f /0z;) consiste, justamente, del origen. El

ideal de todos los gérmenes que se anulan en {0} es (z,}. El Teorema de Posicién de Ceros

" Véase Milnor (1968),
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para gérmenes holomotficos™ establece, para este caso, que el ideal (z,) es el radical de
(0f/0z,) (el radical es el conjunto de aquellos gérmenes ¥ tales que alguna de sus
potencias esta en (0f/0z)). Entonces, (zi)k‘ €{0f/0z), y por lo tanto

i, (n)" < (Of /Oz,) para k suficientemente grande. 4

Una deduccion particular que se puede hacer a partir de los teoremas precedentes es, que
un germen holomérfico con singularidad aislada en el origen siempre puede transformarse
en un polinomio, por medio de transformaciones holomérficas de coordenadas. Pata

gérmenes analiticos, tales transformaciones se pueden elegit de forma que sean analiticas.

12. ELEMENTOS DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

Sea K un campo -usualmente R 6 T~y sea K" el espacio vectorial de n-tuplas de

elementos de K.

12.1 Definicion: Un subconjunte A c K" se dice que es algebraico si existen
polinomios f,,...,f € K{x]=K[x,,...,x,] talesque A={xeK" :f{(x)=...=f (x} =0},

donde x =(x,,..., % ).

Si Ac K" es un subconjuanto arbitrario, entonces el ideal de todos los pelinomios que
se analan en A se denotara por N{A). Asi
n(A)={f e K[x]:f(a)=0,Va e A}.
Conversamente, un ideal & € K[x] define un subconjunto V(&)< K". Este es el conjunto
de ceros de a:
V@) ={xeK" :f(x)=0,Vf ea}.

El subconjunto V(&) es algebraico en vista del siguiente resultado:

** Véase Gunning y Rossi (1965).




91

12.2 Teotema: (Teorema de la Base de Hilbert). El anillo de polinomios K[x] es

noetherano, es decit, todo ideal esta finitamente generado'. +

Entonces, V(&) es cl conjunto de ceros de los generadores {f,...,{.} de a. Por
definicién, un conjunto A es algebraico si V(n(A))=A. Claramente, para cualquier
subconjunto, se cumple A c V(1(A)). En general, V(n(A)) es el menor subconjunto

algebraico que contiene a A.

Si Ay B son conjuntos algebraicos, A < B <> n(B) = n(A). Similarmente, para ideales
b Klx], acb« V(b)c V(a). Ademis, para cualquier sucesién decreciente de
conjuntos algebraicos A DA, DA, D..., se corresponde una sucesién creciente de

ideales 8 ca, Cca, ..., con & =n(A), que se anulan en dichos conjuntos.

12.3 Corolatio: Toda sucesién estrictamente decteciente de conjuntos algebraicos es
finita.
Demostracion: Debido a que K[x] es noetheriano, existe ne Z* tal que todos los

generadores del ideal &= |Ja, estin contenidos en a_, por lo que a=a_. La sucesién de
=1

ideales cesa de crecer a partir de n y por lo tanto la sucesién de conjuntos algebraicos

también se detiene después de dicho n. 4

La unién de dos conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico, ya que
V(@) V)= V(@anh). Cualquier interseccién de conjuntos algebraicos es finita, y el
conjunto de los polinomios que definen AMB es la unién los conjuntos de aquellos

polinomios que definen a Ay a B. Asi, se puede dotar a K" de una topologia en Ia cual los

conjuntos algebraicos son los conjuntos cerrados:

124 Definicion: Ta topologia de Zatiski es la topologia de K" en la cual los

conjuntos algebraicos son los conjuntos cerrados.

* Para una demostracién véase Bhattachatya, Jain y Nagpaul {1986).
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Nota: La topologia de Zariski es més débil que la topologia usual de R 6 C.

Cualquier subconjunto algebraico tiene una topologia, inducida a partir de la topologia de
Zariski para K", y para cualquier subconjunte A c K", el conjunto V(H(A)) es la

certadura, en la topologia de Zariski, del comjunto A. De las definiciones antetiores,

n(V(a)) siempre contiene z &, pero la igualdad no siempre se cumple.

12.5 Teorema: (Teorema de Posicion de Ceros™ de Hilbert). Sea K un conjunto

algebraicamente cerrado. Entonces n(V(@)) es el radical de @&, es decir,
n(V(a)) ={f € K{x]):{" € a paraalgunr}.
Demostracion: (D) Esta implicacion es trvial. El radical de 8 esti contenido en

n(V@),vaque f' ea=f"

v =0=ff,, =0=1 e n{V(a)).

(=)™ +

12.6 Definicién: Un conjunto algebraico A se dice que es irreducible (o una
variante), si siempre que A, y A, sean algebraicosy A=A, UA,, entonces A=A, 6

A=A,

Asf, una vasiante no puede descomponetse en subconjuntos algebraicos mis pequeiios.
Al tomar los complementos en la topologia de Zariski, la definicion anterior puede
enunciarse de la siguiente forma: un subconjunto algebraico A es una vatiante si la

interseccién de subconjuntos abiertos no vacios de A es no vacia.

Un conjunto algebraico arbitrario A, que es no irreducible, puede descomponerse en
conjuntos algebraicos A=A, U A,. Si este proceso se repite en forma iterativa se obtiene
una descomposicién A = A UA,U...UA_  en conjuntos irreducibles (Teorema de la
Base). Dicha descomposicién es tnica —salvo el orden de los factores— y es tal que no

existen inclusiones A, € A, para i#j. Si A=B UB,U...UB  es una segunda

** Usualmente este resultado se conoce como Nullcrellensary de Hilbert.
*** Véase Lang (1965).
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descomposicion sin tales inclusiones, entonces para cada i deben existir j y k tales que

A, C B, < A,, debido a la irreductibilidad de A, B;. Como no existen inclusiones, i =k,

y por lo tanto, A, = B..

12.7 Definicién: Los conjuntos irteducibles en la descomposicion antetior de A se

llaman las componentes irreducibles de A.

12.8 Teotema: Un conjunto algebraico V es itreducible si, y sélo si, el ideal #(V) es
pLimo.

Demostsacion: (=) SiV es irreducible y fg € #(V), entonces V < VEH WUV y
luego, sin pérdida de generalidad, V < V({f})). Por lo tanto, f € n(V).
(<) Para el converso, supongase que V es reducible, VC AUB, Vg A, y VagB.
Elfjanse f e 1(A), f ¢ 1(B),y ge n(B), g 1(A). Entonces, fg e n{A U B) c a(V), pero
fen(V)ygen(V). ¢

129 Definicion: Si a < K[x] es un ideal, el rango de a, denotado p(), se define

como p(d)= m{fi(x) Rg, (fi,....f,), donde f;, ..., f_ es cualquier sistema de generadores de
xeEV(a

a,y Rg (f, ..., f,) = Rglof, / &x (x)].

Elrango p no depende de la eleccién de los generadores, yaquesi g,,..., g es otro

sistema de generadores, entonces g, :Zaiifi pata a, € K[x]. Como f(x)=0 para

1
x €V, se obtiene [(3gi /&r]:[aiij-[afi/axr_l enV. Asi, Rg (g,,...,g,.)<Rg (f,,...,f)

pata x € V, y el resultado correspondiente en la otra direccién conduce a la igualdad.

Ahora, sea V #(J una variante (irreducible). Por simplicidad, témese K=R 6C a
parir de ahora. Como n(V) es un ideal primo, K{[x]/ (V) es un dominio entero.

Considérese entonces el campo de cocientes K(V) = Q(K[x)/ n(vy).
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12.10 Definicién: Considérese el espacio vectorial (K(V))" de n-tuplas sobre el campo
K(V), el cual contiene al punto x =(x, ..., x, ), cuyas coordenadas son las indeterminadas
x; modulo n{V). Este punto es llamado el punto genérico de V. FExiste una inclusién

canonica K ¢ K(V), por lo que se puede sustituir los puntos de (K(V))" en cualquier

polinomio f & Kfx].

Por la definicién anterior, se obtiene que un polinomio f € K[x] se anula en V si, y s6lo
si, f se anula en e} punto genérico, es decir, f € (V) <> f(x)=0 en K(V). En partcular, cl
rango de n(V) es igual al rango de algin sistema de generadores (f,,..., f,) pata B(V) en el
punto genérco. Esto se debe a que cualquier menor @ en la matriz l@fi / axil satisface

D(V) =10 si,ysolo si, D(x) =0 para el punto genérico x € K(V).

1211 Definicion: l.a dimension de una varante V es el grado de trascendencia de

K(V) sobre K.

12.12 Teorema: La dimension de una varante V < K" es igual al cotrango de n(V),
esto es, dim(V)=n- p(n(Vv)y).

Demostracion: Sea d=dim(V)= grado de trascendencia de K(V) sobre K. Con un
numero adecuado de coordenadas, los elementos x,,. € K(V) son algebraicos sobre el
campo K(x,,...,x,). Entonces, extste un polinomio irteducible g, {un polinomio de
grado minimo) tal que g, (x,,...,%X,,%,,;)=0 en K(V) o, equivalentemente, g, € (V).

En particular, dg; /0x,,; #0 en K(V), ya que si dg,/0x,,, =0 g, seria un polinomio

d+i
constante en la indeterminada x,.,, vy entonces (x,,...,x,) seria algebraicamente
independiente (—»<-). Como 0dg,/0x,,, #0, entonces Jg, /Ox,,, =0 es una relacidn
algebraica pata x,; de grado menor que g, (x)=0.

Se sigue que la matriz l@gi / Bxi(x)J tene rango n—d en el punto genérico, y g, e n(V),

para todo 1. Entonces p({V)}2n—d.
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Ahora se demostrara que p <n—d. Para el efecto, se utilizarin dos hechos. Primero, las
detivaciones D, de K(x,,...,%, ) con la propiedad D,| =0 estin tnicamente definidas
por la ecuacton Diyx; =48,. Segundo, cualquier derivacién en un campo (en este caso
K(x,..., %4)) puede extenderse en forma tnica a una extensién algebraica del campo (aqui
K(V)).

La definicidon de D, sobre las funciones racionales en K(x) utiliza las reglas usuales del

calculo diferencial. La extensién de D desde K hacia K(y) para un elemento algebraico v,
estd determinada por el polinomio minimo para y. Si p(y):ijyi es €] polinomio

minimo y p”(y) es definido como Z D(pi)yi , entonces
;

D(p(y)) = 0= p°(y)+p'(y)D(y) """
Como p es minimal, p'(y)# 0 y se tene una definicién para D(y). Esto define una
derivacion en K(y).
El espacio vectotial de las derivaciones en K(y) que se anulan en K tene, en este caso,

dimensién d. Una base para este espacio es {D. :1=1,...,d}, donde D;(x;)=8,, para

42
j=d. Si {f,,..,fi} es un sistema de generadores para #(V), entonces en el punto
genérico x se tiene que f,(x) =0. Asi

of 4 Of
—L 4D D (x,,,) =0, i=1,...,d.
aXi =1 d+v

Ademis, para los polinomios minimos g, de x Jep s SE tiene

?gl, + _agL - Di (X

y=0 wv=1..n-d.
ox,  ox

d+v
d+v

Al sustituir estas Gltimas ecuaciones en las que las preceden, se encuentra que en el punto

genérico se satisface

Of =d Bf 5 b0 )
= Z UL %8 | By ,  para1=1 .. d.
Ox, 15 0x,,, Ox. |06x

1 d+v

*™** Véase Lang (1965).
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Sin embatgo, esto muestra que en la matriz Df(x), x € K(V)", las primeras d columnas los

combinaciones lineales de las Gltimas n—d. Porlo tanto, p<n-d. 4

12.13 Teorema: Sean ac b ideales primos en K[x] y sea d(a) el grado de
trascendencia de K(#) sobre K, donde K(a)=Q(K[x]/a). Definase d(b) de forma
similar. Entonces, d(a) > d(b), y si a # b, entonces d(a) > d(b).

Demostracion: Supongase que x,,...,%,; son algebraicamente independientes en

K(b), con una relacién algebraica f(x,,...,x,)=0 en K(). Esto significa que
£(x,,..., x4) pertenece a & pero no pertenece 2 b, lo que contradice la hipétesis (—><).
Entonces d(a) = d(hb).

Astimase ahora que d(a)=d(b), y que {x,,...,x,} es una base trascendente para K(b).

Suponiendo que f &b, entonces se debe demostrar que fea. Ahora f representa un

elemento en K(&) que es algebraico sobre K(x,,...,x,). Entonces, existe un polinomio g
en K(x,,...,x,)[t] tal que g(x,,...,x,, f)=0 en K(a).
Al multiplicar esto por el producto q(x,,...,x,)#0 de los denominadores de los
coeficientes de g en K(x,,..., x, ), se obtiene

hix, t) =q(x)- g(x, t) e K[x,,..., x4, t].
Hsto satsface h(x,,...,x,,f)=0 en K(a), pot lo que h(x,,...,x,,flea. Se puede
asumir que h(x,,...,x,,0)# 0 en K(a) si se elige g en forma minimal con respecto a t, a
menos que f =0 en K(a), es decir, f €a.
Considérese ahora la proyeccién ¢ : K[x]/a — K[x]/b. Nétese que ¢(h(x,,...,x,,f)) cs
igual 2 h{x,,...,x,,0), ya que #(f)=0, donde estos polinomios se entienden como
modulo @ o médulo b segin sea el caso. De tal construccion, h(x,,...,x,,f)=0 en
Kix}/a y h(x,,...,x,,0)=0 en K(b). Se sigue que h(x,,..., x,,0) es el polinomio cero
ya que los x,, ..., x4 son algebraicamente independientes, lo cual contradice las suposiciones

iniciales (—><—), por lo que f € d, como se requeria. 4




97

12.14 Corolario: Si V C W son vanantes, entonces dim(V) < dim(W). Ademas,
dim(V) = dim(W) siysélosi V=W .

Demostraciéon: Hagase a=n{\W), b=n(V), y apliquese el teorema anterior. 4

12,15 Definicion: Para un conjunto algebraico arbitrario A, la dimension de A,

dim(A), se define como la mayor de las dimensiones de sus componentes irreducibles. La

codimension de A, codim{A), es n—dim(A).

En general, A B implica dim{A) < dim{B). 5i B es irreducible, entonces ACB y
dim(A) = dim(B) implican A=B.

12,16 Definicidn: Si A es un conjunto algebraico, definido por lo polinomios
if,, ..., f.}, el lugar singular de A esti dado por XA ={xc A:Rg (f,,....,f ) no es
maximal en A}. El conjunto A —ZA es llamado el lugar regular de A. Si xe A— A se

dice que x es un punto regular de A

Los puntos regulares de A son aquellos =xeA, para los cuales
Rg (f,,....f )= pm(A))=n—dim(A). Por definicién del rango de un ideal, el lugar
regular de A es un conjunto no vacio. Entonces, XA esti contenido estrictamente en A.

Mis atn, 2A es un conjunto algebraico como subconjunto de A, debido a la anulacién de

todos los ( px p)-menotes en la matriz lafi / 0%, ]

12.17 Teorema: Si V < K" es una variante, entonces el lugar regular V — 3V es una

variedad analitica (real o compleja de acuerdo al contexto) de dimensién dim (V).
Demostracion: Sea x€ V-2V y sean f,....f, en(V) polinomios tales que
Rg (f;,....f,)=p=n—-dim(V). Sea W el conjunto {x:f(x)=...=f (x)=0}, asi que
Ve W. Como V es irreducible, V esta contenido en una componente irreducible W, de
W, y se tiene que p=Rg(n(V))=Rgm(W,))=p. La primera desigualdad es una

consccuencia del Teorema 12.13, y la segunda se sigue del hecho que f,,....f, e n(W,) y
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x €V W,. Entonces, Rg(t(V))=Rg(n(W,)), y pot el Teorema 12.13, V = W,. Asi, V
es una componente irreducible de W, y se debe demostrar ahora que el germen de W en x es
irreducible (7. e., W = W, localmente). Esto completa la prueba ya que el germen de W es x
es la solucién de una sistema regular de p ecuaciones polinomiales, y en consecuencia, es
una variedad analitica.

Para ver que siempre existe una vecindad de x en W, contenida en una componente
irreducible, nétese que el germen de W en x puede transformarse analiticamente en el
germen {x, =...=x, =0} en el otigen. Fste germen, considerado como germen de un
conjunto analitico, es irreducible ya que el ideal de todos los gérmenes analiticos que se

anulan en dicho conjunto esti generado por {x,,...,x, },y este es un ideal primo. 4

Nota: Todo conjunto algebraicamente reducible es también analiticamente reducible.
Notese también que el resultado correspondiente a 12.8 es vilido para conjuntos definidos

por ecuaciornies analiticas.

Dado el resnltado anterior, descompéngase el conjunto algebraico A es subconjuntos

irreducibles, A=V, U...UV_. Asi, e conjunto A=-UV,nV)UUZV,) puede
1#] i

descomponerse en la unién de r varedades analiticas no vacias:

Vi “‘((Vi ﬁUVi)UZ\ﬂ)

Los subconjuntos que han sido removidos son algebraicos, por lo que el procedimiento

anteriot puede iteratse. Usando la definicién algebraica, la dimensién de (V, nU V)w2y,
e

es menor que la de V;, de forma que la iteracidn se detendri después de dim(A) pasos.

Dicha construccién descompone al comunto A en una unién disjunta de variedades

analiticas con dimensiones menores o iguales que dim(A) (al menos una de ellas igual a

12.18 Lema: La proyeccién 7: K™ — K" 3 (x,,...,x,,,) > (X,,..., X_) es abierta

en la topologia de Zariski.
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=y . +1 -
Demostracion: Sea Uc K™ un abierto, de manera que A = K™ —U es algebraico.

Supdngase que W(A) esti generado por el conjunto {f,,..., f },f, € K[x,,...,x,,,], y por

fl.(xl,...,Xn”)=Zaﬁ(xl,...,xn)-xz,+, , a; € Kix,,...,x, ]
i

Se tiene luego que (x;,...,x Y€V siysélosi f(x,,...,x%,,x,,,) =0 para todo x_,,, esto

es, siy solo si, 2,(x,,...,x, )= 0. Asi, V={(x,,..,x ), (x5, %, ) = 0,V(, )} +

12.19 Teorema: Sea Uc K™ irreducible. Entonces 7 ! (V)c K™ es también
irreducible y codim(V) = codim(zr ' (V).

Demostracion: Si V = {a} es un punto, entonces 7 {a} es irreducible. Fsto se debe a
que el ideal {(x, —a;):i=1,...,n), que se anula en 77 '{a}, es el ntcleo del mapeo

X, F>a; 1<i<n

Klx,..oox,,4] _)'K[Xn+1]3{

Kpar 2 X

Ademis, K[x, ] es un dominio entero, por lo que el nicleo de este mapeo es primo.

En general, se debe demostrar que st U,, U, ¢ ﬂ_l(V) son abiertos no vacios, entonces
U, NU, #@. Pero, si U; es abierto y no vacio, lo mismo ocurre para 7(U,). Como V es

irreducible, debe existir un eclemento a2 e 7(U,)N z(t,). Esto implica que
A} U, #D.  Ahora, como 77'{a} es itreducible, los conjuntos 7 {a}NU, y
77 fa} U, tienen algin punto en comuin, porloque U NU, # .

Nétese que {(V) < (7 (V)), de forma que pM(V)) < p(n(z~'(V))). En forma conversa,
sif,..., 5 en(m™(V)), entonces £i(%y,...5%,,2) € (V) para cualquier constante 2 € K .
Mis agn, oOf /0x ., (%),...,x,,2)=0 para (x,,...,x )eV. &i se elige un punto
(X15.0» X, ) €77 (V) entonces

Rey o (firoor ) = Rg, (£, (% a), o0, f, (x, )

yfi(xa)eKlx,, ..., x, ], asi que p(n(r (V) < p(n(V)). 4
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13. TEORIA DE TOUGERON

13.1 Teorema: dim(&(n)/(f,,..., £ )) < si, y sélo si, dim(&, (n)/(f,,....f ) <k,

para algin k.
Demostracion: (=) Considérense las implicaciones:

ey dim(@(n)/(f],...,fp)):k =

an  dim{&n)/ (L, ..., fp)+m(n)’*“)):d];—n(f_sk (n) /(E,, ...,fp))sk =

k+1 k+1

mn)" < (6, ..., f Vg +mE)Y = mn)" cmn)' c{f,. e
(<) En particular, la primera y la dltima condicién de (II) wmplican juntas que

dim(&(n) /£, .. EN<k. 4

Considérese la siguiente sucesion de espados euclideanos y proyecciones:

k+2 k+1
e o4

(0, p)—>... > b, (n, p)— &, (n, p) =6, ,(n, p)—>...

13.2 Definicién: Un subconjunto A < &(n, p) se dice que es proalgebraico si existen

conjuntos algebraicos A, < &, (n, p) tales que A = n(ﬂ'f )ﬁl (A,).

k=1

. . . o1 Y1
Esta definicién no se altera si se obliga a que (ﬂ':“) (A, ) A, ; en este caso, la
codimension de A se define como el supremo de las codimensiones de los A, . El mapeo

7. es la proyeccién canénica

k+1

a7 6(n, p) > &, (n, p) = 6, p)/m(n, p)*'.

Habiendo introducido estas nuevas ideas, ahora se retorna al estudio de los gérmenes no

finitos. Definase Y, por
Y, ={f =, .. £ ) dimE, @)/, ... £)) >k},
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El conjunto Y, es un subconjunto de &, (n, p) y el Teorema 13.1 asegura que f es no finito

o

si, y solo si, i*(f) e Y, para todo k. Si se denota ﬂ(ﬂ'f )—I(Yk) potr Y, entonces la ulima

condiciéon es cquivalente a j(f)e Y. Notese que Y,,, g(ﬁfﬂ)-l(Yk), ya que st

fe (71':” )kl(Yk) entonces dim(&(n)/(f,,...,f,)) Sk y,porlo tanto, f € Y, ;.

13.3 Lema: Codim(Y)= si,y s6lo si, para cada k-jet f, existe un et {,, para algiin
1>k, alque zf, =f yf eY,. (a segunda condicion afirma que sobre cada jet, existe
uno que es finito).

Demostracién: (=) Astimase que el supremo de las codimensiones de los Y, es
infinito, y que ningan jet finito estd sobre f, €&, (n). Entonces (JT: ),1 f, €Y, para todos
los 1>k,y Y, tiene a lo sumo la misma codimensién que (ﬂ':( )_1 f,. Dicha codimensién no
puede exceder a dim(&, (n)), y esta cota no depende de L.

(=) Convetsamente, supdéngase que sobre cada ket existe un jet finito. Sea
d; = Codim(Y;), entonces d, <d,, <d,,, <.... La prueba estaria conclusa 2 menos que
se tuviese d, =d,,, =d,,, =.... En este caso, considérese una componente irreducible
X, 6 Y, con una dimensién mayor. Se sabe que (ﬂ’;\ )—1 (X,) esirreducible para 1>k, y
por lo tanto, para todo 1>k se tiene

® Yok x)=E)"x,
o bien, el lado derecho de (*) tiene codimensién mayor (Corolario 12.14).

Dendtese por b, el nimero de componentes irreducibles de Y, con dimensién mayor.

Nétese que b, 2b,,, 2b,,, =..., ya que cualquier componente irreducible de Y, ,, estd

. . ., ‘ a1 Y1 . .,
contenida en la inclusién de Y, bajo (ﬂi‘“) , ¥ pot lo tanto en la inclusidn de una

componente irreducible de Y, . Como d, = d,,,, una componente irreducible de Y, ., con

. .. . . . . -1
la mayor dimension esti contenida, y por lo tanto es igual a, (ﬂ':: H) (X,),donde X, esuna

componente similar de Y, .
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Ahora, b, es finito, y eventualmente b, =b,,, =b,,, =.... Esto significa que (*) es valida
siempre. Se sigue entonces que (?ri)él(Xk) C Y, para todo 1. De esta forma, si fe X,

entonces para todo |, el l-jet £, € (ﬂ: )*1 {f} estien Y,. #

134 Teorema: (Teorema de Tougeron). Los conjuntos Y, son algebraicos.

Ademais, Y es un conjunto proalgebraico de codimensién infinita cuando n < p.
Demostracion: {eY, < dim(&, (n)/¢f,,....{) >k & dim({,,....f )6 (n) <
<dim(&, (n))—k. Sea {9,} el conjunto de todos los monomios de grado menor o igual 2 k
en &(n), entonces (f,, ..., fp )€Y, siy solo si el mapeo lineal
RP® (4 = &,(n)3¢, @4 =i (F - ¢)
tiene rango menor que dim(&, (n))—k. Esta condicién estd determinada por el caricter

nulo de ciertos determinantes que son polinomios en los coeficientes de los k-jets de los f,.

Para la segunda parte, es suficiente mostrar que si f es una p-tupla de polinomios de grado k,
entonces existe una p-tupla, h, de polinomios homogéneos de grado k+1, de forma que
(f+h)¢Y,, paraalgin 1>k.

Elijase  g=(x;",...,x}",0,...,0) vy higase h, =(1-0f+ig. El  conjunto
A={teR:h,eY}JcR es algebraico ya que Y, es algebraico y el mapeo
tr> (1-t)f +t& envia t linealmente a los coeficientes de h, (los mapeo lineales son
polinomiales). Entonces A es finito, o A es todo R.

Ahora, 1¢ A para | suficientemente grande, ya que 51 =6y S(n)/(xf”, . x:“) tiene
dimension finita; y asi, A es un conjunto finito para 1 suficientemente grande. FElijase una

constante t € A, t # 1, entonces h, = (1 t)f + tg € Y, para algin 1.

Como las componentes de h, y h /(1—t) generan el mismo ideal, se debe tener que

1 t
- h, =f+ (L g €Y, para algin 1, como se requeria. 4
—t ~t
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14. EL DESDOBLE UNIVERSAL DE UNA SINGULARIDAD

El estudio de una singularidad 77 € m{n)*, es decir, un germen #:(R",0) > (R, 0),
D7(0) =0, requicre de la inmersién de dicho germen en una familia r-paramétrica de
gérmenes de la siguiente forma. Sea R™ ¢ R™" el subespacio donde las tltimas

u

coordenadas se anulan. Dendtese un punto de R™* por (X, u)=(X,,..., %, U,,...,4,),

n

xe R",ueR".

14.1 Definicién: Sea 17 €m(n) una singularidad. Un desdoble r-paramétrico (o
deformacién r-paramétrica) de 77 es un germen T € M(n+1) tal que ?ER" =77. Este

desdoble se denotara por (r, T).

Si f es un representante de T ¥ (X5, u,) es un punto cerca del origen, entonces

i defin )
£ (R xfugh vy, uyy €€ UN germen cetcanoa 77

T
[ J
1 se define N .
aqui —_— na LAt
[ S i v
e - N
’ . -~ \
i #
H - \‘,
4 = T
N Pt
~ [ ; ®
fsedefine | <7 )
’ — ~3 L
aqui ~ b
+ -
E
F I

Figura 14.1: fdefine un germen cercano a 77 ).

St sc sigue una trayectoria desde el origen hacia el punto (x,, u, ), entonces a lo largo de

dicha curva el germen 7 se deforma en un germen f justo como el descrito.
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Dado que es posible definir mapeos entre clertos desdobles, se puede construir una

categoria de los desdobles de una singularidad. Los objetos de esta categoria son los
desdobles. Para motivar la definicién de morfismos nétese que R esta fibrado por la
proyeccion m: R™ — R*.  Cualquier mapeo entre desdobles deberfa preservar este
fibrado, ya que en estas fibras existen gérmenes “cercanos a 777 como los definidos en el
parrafo anterior. Entre la familia de todos los gérmenes sobre fibras 7, (u) = R" x {u}
cerca de ;' (0) = R" x {0} = R", se encuentran al menos algunas de las singularidades que

estan mmplicitas en junto con sus desdobles. Esta estructura también se debe preservar.
p -] p

Se le permite al morfismo transformar arbitrariamente el espacio parametro R® v las
fibras R x{u,} para cada u,, mas que el origen. En el espacio contradominio R también

se deberfan permitir transformaciones arbitrarias, pero esta presentacion se restringe al caso

mas simple en el que sélo se permjten traslaciones.

14.2  Definicion:  Sean (r, f) y (s, g} desdobles de 7. Un motfismo
(6,a):(r,f) = (s, g) consiste en:
(D un germen @ € &(n+r, n-+s) con ¢iR“x[(}} = IRy

I)  ungermen @€ &(r,s) talque 7 ¢ = Dr, vy

(II) ungermen @ € M(r) tal que f = gog+aerm .

La condicidn (IT) antedor indica que el siguiente diagrama es conmutativo:

Rn+r ¢ Rn+s

Rr @ ;RS

Tomadas juntas, las condiciones (I) y (II) expresan que @ se representa por un mapeo de
tipo fibrado R™ - R™ : é(x, u) > (4,(x, u), P(u)). Dado un representante de &, se

puede asignar una traslacién a, a cada u € R cercano al origen. La traslacién a, : R - R
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estd dada por a (t)=t+ea(u). La condicién (III) en la definicién establece que los

gérmenes {y g estin relacionados por f(x, u)=a_ o god(x, u).

La composicién de morfismos es en la forma usual (¢, @)e (y, f)=(doy, f+ao¥).
En un punto ue R’ del segundo espacio pardmetro, S(u)+a¥(u) describe la
composicion de traslaciones, denotada Xy © B, . Un motfismo (@, ) es invertible (como
isomorfismo) siempre que ¢ sea invertible. En particular, (1, @):(r,f)=(r,f+a). La

funcién & permite al germen en la fibra sobre u ser desplazado por una constante aditiva

afu).

La suma de desdobles estd definida por (x, £)+ (s, g) = (r +s, f + g—77), donde el éltimo
término estd dado por (f+g—7)(x, u, v) = f(x, u) + g(x, v)— 7(x). El desdoble constante
(r, 77) se define como 7(x, u) = 17(x). Asi, (r,f)+ (s, 7)=(r+s,{). La clausula {(II) en Ia
definicién de morfismo muestra que el desdoble (r, f) esti determinado pot el motfismo

(¢, &) y el desdoble (s, g).

14.3  Definicién: Sea (s,g) un desdoble de 77, y supdngase que los gérmenes
gebntr,n+s) y @eb(r,s) satisfacen (1) y (I1) en 14.2. Entonces si aem(t), el
desdoble (t,f) dado por la condicién (III) es llamado el desdoble de 7 inducido por
(¢, @) desde (s, g).

14.4 Definicién: Un desdoble (r,f) de 7 se dice que es versal si cualquier desdoble

de 7 es inducido de (1, f) por un motfismo apropiado.

14.5 Nota: Sea 77 € m(n) una singularidad, y sean b, ..., b, & m(r), entonces
£(x,u)=7(x)+b,(x)u, +...+b_(x)u,
es un desdoble de 7. Este desdoble es la suma de los desdobles 1-paramétricos

£{(x,u;)=n(x)+b, {(x)u;.
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14.6 Definicion: Para una singularidad 77, la codimension de 77, codim(77), se define
por codim(7) = dim (m(n)/«aﬁ/a}(.’)fg(n))'

14.7 Definicion: Un desdoble (r,f) con r minimal se dice que es un desdoble

universal.

14.8 Teorema: (Teorema Principal sobre Desdobles Universales). (I) Una

singularidad 77 € 1(n) tiene un desdoble versal si, y sélo si, codim(77) es finita. (IT) Dos
desdobles versales r-paramétricos cualesquiera son isomorfos. {11I) Todo desdoble versal es
isomorfo a (r,f) + constante, donde (r, f} es universal. (IV) 51 {b,,..., b, } cm(n) es un
sistema de representantes para una base de m(n) /{07 /%) s(ey» €0tonces el desdoble f de 77
definido por

f(x, ) =n(x)+b,(x)u, +...4+b_(x)u,
es universal.

Demostracion: La prueba se proporciona en la seccion 16, 4

Notacion: De aqui en lo que resta, se denotara {977/ 0%, ) gny simplemente por (377).
149 Ejemplo: Sea n=1y 5(x)=x". Entonces @m=E",y 5, 5%, ., x es
una base para 11/(dn) . Ademas,

ok k-2 k-3
f(x,u)=x" +u,_,x"7 +u_,x

+...+ux
es el desdoble universal de x*. En forma mas general, sea 77(x)=x} + x> +x? t..kx2

Entonces {77) = (x:‘"] » X5y X35 .00, X ), de forma que el desdoble universal es

f(x,u)=n(x)+u_,x " +u,_x "+, + u,x, .

1410 Nota: Esto dltimo puede reformularse en forma general: St 7(x,,...,x ) tene
un desdoble universal 77+ f(x,, ..., X, W), ¥ 81 (X000, X, ) es una forma cuadtitica no
,X,,u) como

degenerada en las demds variables, entonces n7+q tlenc a 77+q Sk § C ST
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desdoble universal. Esto se debe a que q puede expresatse en la forma ix;+1 t.. tx?
despucs de aplicar  una transformacién  lineal  apropiada, ¥ asi,

@ +q) =01, %,,,,...,x.). Esto significa que m(n)/{d{r7+q)) posee la misma base

que m(k) /{(0n).

Entonces, cuando se calcula un desdoble universal, es conveniente que primero se
transforme la singularidad, de forma que tantas variables como sea posible sean separadas en

una forma cuadratica.

14.11 Definicién: El corrango de una singularidad 7 € m(n) es el cortango del

hessiano [8277 / axiaxi({))], es decir, la forma cuadratica dada por el 2-jet.

14.12 Lema: (Lema de Escision). Si 77 € m(n) es una singularidad cuyc corrango es

n—r, entonces 7 es cofrectamente equivalente a un germen de la  forma

q{x;, s X )+ 6§ (X, 15000, X, ), donde °¢ =0, y q es una forma cuadritica no degenerada.
Demostracién: En cualquier caso, después de una transformacion lineal, el 2jet de 7
puede ser expresado en la forma q(x,,...,x, ) =*x] +...+x’. Definase & = U}R, , de forma
que € tenga el 2-jet q. Luego, € es 2-determinado (Teorema 11.3) y es cortectamente
equivalente a q. , y entonces puede asumirse que 7 re =4 q tiene el desdoble universal {0,
q), ya que (3q)=(x,,...,x,). Asi, 77 es un desdoble versal de q, ya que contiene al
desdoble universal. Como los desdobles versales de dimensién fija son isomorfos {Teotema
Principal), (n—1,q) es isomotfo a (n—t, 77), es decir, existe —£ € H{n—r) y un germen
invertible ¢ tales que
QX X )= 0G(X, o, X)) =L (X gy ees X ).

Esto completa la prueba del lema. 4

Recuérdese que la codimensiéon del germen 7 es igual a dimp (m(n)/{(37)). Los
gérmenes de mayor interés es este estudio son aquellos cuyos desdobles universales

contienen a lo sumo cuatro parimetros, esto es, aquellos 77 para las cuales codim(#) < 4.
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2

1413 Teorema: Si coRg(7)=r, entonces codim(7)=C;,,. En particular,
coRg(7) =3 = codim(7)26.

Demostracion: Si coRg(#7) = ¢, entonces, por el Lema de Escision, existe un conjunto
de coordenadas apropiadas para las cuales 7(x) =£(x,, X,, %4,..., X, )+ q(X ,,,..., X, ), con
¢ =0.

Considérese el cociente del espacio vectorial m{n)/{07) obtenido al restringir las primeras r
coordenadas y tomando los 2-jets, 7 e, considérese jzm(r)/ jz(ﬁé' 3. Este tiene, entonces,
dimensién menor que codim(77). Ahora, dim(i’m(z)) =1 +C>,, y dim(*(8{)) <r. Esto

se debe a que los 8¢ /dx, general por si solos al espacio vectorial real j* (34, ya que cada
0¢ / &x, pertenece a m(r)>. Porlo tanto, codim(#) = dim(j*m(r)/*(3{) = CL, . +

Nota: Si se tiene un interés es los desdobles universales con 5 parametros a lo sumo, se

debe restringir la atencién a las singularidades 7(x,y) en dos vanables que tengan

codimension menor o igual a 5 (la forma cuadratica no degenerada q no afecta el desdoble).
Tales singularidades estan, en forma automdtica, finitamente determinadas; mds adn, éstas
son 6-determinadas. En coordenadas apropiadas estas singularidades pueden escribirse

como polinomios en dos variables con grado a lo sumo 6.

En la seccidn cotrespondiente a los gérmenes finitamente determinados se utilizé la
dimensién de  m{n)/ m(n)dy). En la seccin 11 se observé  que
m(n)(077) +{0mM)r = (@5 ¥ por lo tanto, dim(m(a)/ M(n)(077)) < dim(m(n)/{0m)) + 1,
y la igualdad se cumple cuando los J77/0x; médulo m(n)/(3n) son linealmente
independientes. En particalar, # estA finitamente determinado, 1z e,

dim(m(n)/m(n){0n)) < si, y sélo si, codim(7) < (corolario 11.11).

14.14 Lema: Si la codimension de 77 es finita (1 estd finitamente determinado),

entonces dim{(m(n)/mM(n}0n)) = codim(#n)+n.
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Demostracion: Se debe probar que los 977/0x;, son linealmente independientes

modulo m(n)/{(77). Si esto no fuese cietto, existirian 2, € R y gétmenes u, € m(n) tales

que 3a, gz =3y, Z ,es decir, 3 (a, —ui)gz =0, con a, —u,(0)# 0 para algtin i.

Intégrese el campo vectorial 2(a; —u,)0/0x,, y elijanse coordenadas de forma que las
curvas integrales estén dadas por x, =c,, para i >1 y constantes c,. Esto es, que el campo
vectorial sea igual 2 8/0x,. Se sigue por lo tanto que 077/0x, =0. Esto hace a 7
independiente de %, y asi, x, x;,x,... son independientes en mM(n)/{d7n). Pero

entonces, codim(77) seria o0 (—>¢—). 4

Como se expuso en el Lema 11.8, ol lado izquierdo de la ecuacidn en el enunciado

describe la codimensién de la 6tbita de 77 bajo la transformacién cotrecta en el espacio

m(n). £nla seccion 16 se verd que una familia r-paramétrica de funciones define un germen

(R™,0)— m(n). Siuna familia t-paramétrica general contiene a 77, entonces este germen
sera transversal a la Orbita de 77. El lema anterior muestra que la codimension de 77 no

deberia exceder r si 77 posee un desdoble genérico con r parametros.

15. LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES

Si 77 es una singularidad de codimensién menor o igual que 4, se sabe que codim(7) < 4
< dimm(n)/(Om)<4 = mn) <@n/6x,) = mn) cmn)Py = 7 es 6-

determinada.

Entonces, 77 es un polinomio en dos variables, de grado menor o igual a 6, mds una

forma cuadtitica no degeneradﬂ en otras vatiables (Teorema 14.13).
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15.1 Teorema: (La Regla de las Siete de Thom). Salvo la adicién de una forma

cuadratica no degenerada en otras variables, o la multiplicacién por +1, una singularidad 7

con 1= codim(77) £ 4 es correctamente equivalente a alpuna de las sipuientes:
7 q gu gu

Cuadro 15.1: Las Siete Catdstrofes Elementales’

Codim n Desdoble Universal Nombre
1 %° <> 4 ux Doblez
2 <*  —ux? Fvx Cuspide (Riemann-Hugoniot)
3 % x° +ux’ + v + wx Cola de Golondtina
3 x> 4y’ % +y° + wxy —ux — vy Umbilica Hiperbélica

3 x* -xy” | x* —xy? + w(x +y°)—ux—vy |Umbilica Eliptica

4 ¥° x® +ix* Fux’ + v + wx Matiposa

4 Wy +yt %y vt 4w’ +ty? —ux —vy Umbilica Parabdlica

1/ 5,y 501 pariables. 1, n, v, w son constantes.

Demostracion: Los desdobles universales tienen estas formas como consecuencia del
Teorema Principal sobre Desdobles Universales. Se debe probar entonces que esta lista

contiene todos los gérmenes posibles.

(1) coRg(m) = 1:

Aqui 77 es correctamente equivalente a +x” (salvo la adicién de una forma cuadratica). Asi,
si la codimensién es <4 tinicamente x°, x*, x° y x° son posibles (salvo muluplicacion por
+1.

(2) coRg(m) =2:

Esto implica que codim(77)2 3 (teorema 14.11), por lo que codim(7) debe ser 3 6 4. Sea
P(x,y}=7’(17). Este es un polinomio homogéneo de grado 3 que se factoriza en tres

polinomios lineales sobre C:
P(x,y) = (31)( + b1Y>(azx + sz)(aa.X + b_,)y).

Entonces se tienen cuatro posibilidades, las cuales se discuten por separado:
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(A) Los tres vectores {a,, b;)e C* son linealmente independientes por pates sobre C.

(B) Sin pérdida de generalidad, los primeros dos vectores son linealmente

independientes y el tercero es multiplo del segundo. En este caso,
P(x,y)=(a,x+b,y){a,x+b,y)*, con (a,,b,) y (a,,b,) linealmente
independientes. Ya que la factotizacién es dnica salvo constantes, y como P es real,
los factores, y en consecuencia, los {a;, b,) pueden elegirse reales (considerando la
factorizacién conjugada).

(C) Todos los (a,,b,) son dependientes, pero no nulos. Entonces
P(x, y)=(ax+ by)’, (2,b)€ RZ.

) Plxy)=0.

Caso (A):

() Supéngase que todos los (a,,b.) son teales, y eljase (a,x+b,y), (a,x+b,y) como

>

nuevas coordenadas. Denotando la  equivalencia cotrecta por ~, se tiene

P(x,y)~ xy(ax + by), con a,b# 0. Ahora

xy(ax +by) ~ (ab) " xy(x +y) usando (x, y) +> (ax, by)

~ xy(x +7v) usando (x, y) > (ab)" (%, y)
~x(x* —-y%) usando (x, y)> 272 (x+7y,x—v)
=3 ~xyz.

Este polinomio es 3-determinado, de manera que 77 ~ x° —xy* (umbilica eliptica).

() Supdngase que dos de los (a,, b,) son conjugados complejos. Entonces se tiene el caso
P(x, y)=(a,x+b,y)(a,x +b,y)(a,x+b,y). Elproducto de los dos dltimos factores es
una forma cuadritica positiva definida en x,y. Después de un cambio de coordenadas
ésta puede escribirse como x* +y?, y ast P(x, y) ~ {ax + by)(x* +y”). Aplicando una
rotacién de coordenadas, (ax+by) puede transformarse en cx, c#0. Entonces

P(x,y) ~ex(x” +y7 )~ x(x* +y") ~x" + xy’ ~x’ +y’. Latltima equivalencia se sigue
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del hecho que (x+y)’ +(x~y) =2x +6xy* ~ x° +xy’. El polinomio x* +y° es
también 3-determinado. Entonces 17 ~x’ +y> (umbilica hiperbdlica).

Esto completa Ia prueba para el Caso (A).

Caso (B): P(x,y)=(2,x+b;y)(a,x+b,y)* ~x’y. Nétese que x’y no es finitamente
determinado, ya que 0/0x(x’y) = 2xy, 0/ y(x*y) =%, y el ideal {xy,x") no contiene
potencias de y. Sin embargo, 77 es finitamente determinado por lo que este debe tener un jet
que no es equivalente a x’y . Supongase que k es el mayor niimeros para el cual i*77 ~ x7y .

1

Sin pérdida de generalidad, sean j*n=xy y *"'57 = xy + h(x, y), donde h es un polinomio

homogéneo de grado k +1, kz 3. Al transformar 77 con un difecmorfismo de la forma
@:(x,y) > (xt+g,y+y), con ¢, polinomios homogéneos de grado k-1>2. Kl
jacobiano de @ en el origen es la identidad, por lo que sc obtiene

"0 @ =x"y + <"y + 2xyg +h(x, y).
Con un eleccion apropiada de ¢, i se pueden eliminar todos los términos en h gue son
divisibles por xy o x”. Entonces, i"'70 @ =x"y +ay"", a2 0.
Este altimo es un jet (k +1)-determinado y, por lo tanto, 77~ x”y +ay*” ~ *yty™T. S
k>4 entonces codim(77)25. Si k=3, entonces se tene 7~ x’y y*. En particular

n~x*y+y" (umbilica parabdlica). Esto completa el Caso (B).

Caso (C): P(x, y)=(ax +by)’ ~ x> asi que, sin pérdida de generalidad, j°77 = x’. Entonces
j477= x’ +h, donde h es un polinomio de grado 4. Obsérvese que dirn(j3m(2)) =9 y
dim(13<a77>) = dlm(]%XE +h,,h,)) <4, con geth ), er(h,) 23, por o que

dim(y’'m(2) /{6m)) =5 > 4, y este caso no satisface la condicién codim{7n) < 4.

Caso  (D): P=0 implica que r5em(2)*. En consecuencia {(Bm)cm(2)’ vy
dim(m(2)/m(2)*)=5. Este caso también se excluye, y la prueba del teotema e¢sta ahora

completa. 4
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Nota: Supongase que se tiene cierto tipo de sistema, el cual estd descrito por n variables,
es decir, por un punto x € X =R". El sistema estd sujeto a un flujo dindmico, que se
describe por una funcion de potencial V:X — R cuando las condiciones “externas”
permanecen fijas. Supongase que estas condiciones externas varian de acuerdo a un nimero
k dc parametros. La alteracion en dichas condiciones estd acompafiada por un cambio en la
funcién de potencial. Para cada punto u de un conjunto abierto U< RY, el espacio
control, se ticne una funcién de potencial V, :X — R. Entonces, existe un mapeo
diferenciable V:XxU —> R, que describe una familia de funciones de potencial,
parametrizadas por U. Cuando las condiciones externas estan fijas, en un punto fijo ue U,

el sistema permanecerd en un minimo de I funcién de potencial cortespondiente V.

Usualmente, esto ocutre en un punto singular no degenerado.

Figura 15.7: Fancin de potencial 17,

Es claro que existen funciones de potencial con puntos singulares degenerados, pero
esto es improbable. Las funciones de Morse forman un subconjunto denso y abierto en el
conjunto de todas las funciones. Las funciones de Morse se caracterizan por:

) En punto singular x, de V, I forma cuadritica de las segundas derivadas
(0°V/ Ox,0x.(%,)) es no degencrada. En particular, esto implica que V es 2-
determinado en x,, y presenta la forma V(x):V(O)+Zi x?, con respecto a

coordenadas apropiadas. Ademas, las singularidades son aisladas.

(i) 5t x # y son puntos singulares, entonces V(x) # V(y).
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Asi, en general, una funcién de potencial V, es una funcién de Morse. Sin embargo,

cuando u vatia, es posible preguntarse qué tipo de singularidades pueden ocurtir

genéricamente en esta familia de funciones V.

El cambio local en V, alrededor de un punto u, € U y un punto singular x, € R*,

i

corresponde exactamente a un desdoble del germen V,, alrededor de x,. Los desdobles

versales proporcionan una descripcion de todos los desdobles posibles. Mas atin, si se define
un concepto de desdoble estable en una forma intuitiva (aunque no sencilla), se sigue que las
sicte catistrofes elementales son también los tnicos desdobles estables posibles, con

codimension <4 (Wasserman, 1974).

En vista de poder aplicar estos resultados es interesante describir la apariencia
geométrica de las siete catdstrofes universales con codim <4, en forma mas precisa. En
particular, se debe buscar aquellos puntos en el espacio control —el espacio de pardmetros
U~ que son mis significativos para la catastrofe. Estos son los puntos donde V, posce
singularidades de orden ayor a dos. En otras palabras, el interés se centra en aquellos
puntos donde los méximos o minimos locales desaparecen. Para la catdstrofe cuspide se

obtienen un comportamiento como el de la Figura 15.2 y la Figura 15.3,

Si se grafica la x-coordenada en forma petpendicular al sistema (u, v)-coordenado,

entonces los extremos locales se localizan en la superficie {(x, u, v):4x° - 2ux+v = 0}. La
proyeccion de tal superficie sobre el (u, v)-plano muestra la cispide usual, asi como el
conjunto de sus valores singulares. Cualquier estado, cuyos (u, v)-patimetros se mueven

desde la rama superior de la clspide hacia la inferior, saltan dristicamente fuera del minimo
de la superficie supetior hacia el de la superficie inferior. Un proceso reverso ocurre al

atravesar la rama mferior de la cuspide.

Este ejemplo, junto con todas las catistrofes elementales, se discute con mas detalle en la

seccion 17.
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Figura 15.2: Cinco funciones de potencial en el caso de la catdstrofe cispide.

i
i
I
f

Figura 15.3: Ef conjunto de puntos de equilibrio en el caso de la catistrofe crispide.
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16. PRUEBA DEL TEOREMA PRINCIPAL SOBRE DESDOBLES UNIVERSALES

A lo largo del capitulo, 77 denotari una singularidad. FEl desdoble versal de 77 sera

caracterizado por una condicién de transversalidad que se presenta a continuacién.

Sea 77 € m(n)* un germen, y (r, ) un desdoble r-paramétrico de 7. Supongase que fes

un representante de T . Si Jh(n, 1) es el espacio de los k-jets con 0-ésimo término nulo,
entonces se puede definir un germen

s (R™,0) = Ji(a, 1)
de la siguiente forma: Un representante de j; es e mapeo (x,u)r>k-et de
y > f(x+y,u)—f(x, u). Entonces, j;f es una derivada parcial generalizada, Ja expansién

de Taylor en el punto (x, u) con respecto a las primeras vatiables.

161 Definicién: f es llamado k-transversal si j;f es transversal, en el origen, a la

6tbita 7B, (n) de 7 (el k-jet de 77) bajo la transformacién correcta.

Nota: j;£(0) =j7(0) =7 € 4, (n).

16.2 Lema: (Lema Principal). Si # esta k-determinado y (1, ), (r, g) son desdobles

k-transversales, entonces (r,f) = (r, g).

16.3 Lema: f es k-transversal si, y sdlo si, M(n)={0n/0x,)+V, +m(n)*"", donde

V. =(0f/ aui!Rnxm} ~0f /0u,(0))r es el espacio vectorial real generado por los elementos
dados.

Demostracién:  Se sabe, a partir del Lema 11.8, que el espacio tangente a 7, es
m(n)dn/0x,) +m(n)"". Se debe calcular entonces la imagen de Djif(0). El espacio
tangente T, (R", R") estd generado por 8/0x,,0/0u,, asi que la imagen esta construida

pot
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0 . x 0 g 0
ox. i £(0) = j; &i’*f(o) v i ou, £(0) -

0 . .
Como ]1 f (O) =17 ~ 17(0), el lema es una consecuencia de las igualdades

i

tn(n){(dn) + In(n)kﬂ ( 67? (0) P o= (@n) +m(n)k+1 v

4 a}'{i IR
’;. k 6 \\ k+1 / af ! af I\\ L+1
20wy | -2 0] rmw)
du. \ou, )
j /) L gy PR

ke
™), entonces

164 Corolatio: Si b,,...,b, es una base para m(n)/({8n)+m(n)

n+ Z ub, es k-transversal.

Demostracion: Se deduce directamente del Lema 16.3. 4+

16.5 Corolarig: Si (r,f) es un desdoble versal de 77, entonces f es k-transversal para

todo k.

Demostracion: Elfjase un desdoble k-transversal (5,g) (este puede enconttarse
aphcando el Corolario 16.4). Enronces, debe existir un morfismo (¢, ) : (s, g) —> (¢, f).
Asl, g=fod+a, y como « es independiente de x, se sigue que V, =Vy,. Ahora,
Vi ©{0m +V, yaque

)G 5
du, o Ox, au
que, restringido 2 R® x {0} es:

3£ o ) zary a¢5 Z" f”

.
Ou, Ou, 33 au

Pot el Lema 16.3, f cs k-transversal. 4+

16.6 Teorema: (Versal = k-transversal). Sea 77 k-determinado. Entonces todo

desdoble de 17 es versal si, y sélo si, es k-transversal.
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Demostraciéon: (=) Lema 16.5.

(&) Sea 5 k-determinado, (r,f) k-transversal, v (s, g) un desdoble arbitrario. Para la
prueba, se debe encontrar un motfismo (s, g) = (r,f). Elmapeo (s, ) = (s, g)+(r, f) es
claramente k-transversal. Por el Lema Principal, (s, g) —> constante + (r, f ) es k-transversal.

En particular, (s, g) —> (1, f) es k-transversal. 4

16.7 Corolarig: Si (1, f) es un desdoble versal de 77, entonces codim(77) <.

Demostracidn: (r, f) es k-transversal, por lo que m(n) ={d7) + V, + m(n)**'. Asi,
dim(m(n)/((On) +m(n)"")). Esto se cumple para todo k, v entonces, por el Lema de
Nakayama, m(n)" < (dn)+m(n)*", para k>r. Aplicando nuevamente ¢l lema de

Nakayama, se obtiene mm(n)" < (87), y por lo tanto, dim(11(n) /o) <r. +

Demaostracion del Lema Principal (16.2): Sea 7 una singularidad k-determinada, y

sean (r, f), (r, g) desdobles k-transversales de 7. Para la prueba, se debe encontrar un
somorfismo (r, f) = (r, g). Se sabe que (r, f) es k-transversal si

m(n) = (8n/dx,) + V; + m(n)*"',
donde V; estd generado sobre R pot los términos (8f / 611],%.[{“)({0} —0f / du (0)).

Para ello, considérese el problema de encontrar una homotopia F, entre desdobles
transversales, que inicic en F) ={, y termine en F, = g (mds adelante se mostrara que F el
localmente constante como mapeo de [0, 1] en los tipos de isomotfismo entre desdobles).

La soluctén a este problema se basa en el hecho que los desdobles r-paramétricos de 77 son
los gérmenes en 77+ 1(r)-&(n+r) C M(n+1), donde M(r) estd generado por u,,...,u,.
Entonces, dichos desdobles pueden esctbirse como 7+, con 8 € m(r)- &(n+1). Luego,

. . k . . . .
se ttene que V, ; =V;. Hn el espacio J;(n) de k-jets con término constante nulo, estd

contenido el subespacio (01/3%,)/ m(n)*"', v son de interés aquellos & para los cuales V;

es transversal a este subespacio.
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Frgura 16.1: Detalte en la prucha del Lema Princpal.

Se introduce ahora el mapeo

m(r)-&(n+r) = Hom(R", J§(n))3 5 > (e, > (3 / du

‘R"x{l)} . af/au;(o))) b

donde los e; son los elementos de 1a base estandar de R*. FEste mapeo es sobreyectivo, ya

que pueden escogerse polinomios adecuados para .

Considérese el conjunto A en Hom que consiste de aquellos homomorfismos para los cuales
la imagen de R" no es transversal a (87n/0x,)m(n)""". Nétese que A es un conjunto

algebraico.

Hom

L oy - —d

Fignra 16.2: Detalle en Iz prucha de! Lema Prindpal.

51 codim(y7) =5 =codim((31/8x,)) en ], entonces se tiene que s < r (Corolario 16.7),

que ya se demostrd para desdobles k-transversales. Se tienen los sigulentes casos:

Caso 1: Sea r>s. En este caso, codim(A) > 1 y entonces Hom ~ A es conexo (Gsese el

Lema 9.3).
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Caso 2 Si r=s, entonces Hom— A se parte en dos componentes de acuerdo a la
orientacién de la imagen de R’ con tespecto a (87/8x,)m(n)*"". Sin embargo, si
¢ € B(r) es una transformacién que revierte la orientacidn, entonces #+8 y (7+35)¢
proporcionan puntos gue estan en componentes distintas de Hom — A . Entonces, se puede
asumir que fy g se aplican a la misma componente de Hom — A .

En consecuencia, las imigenes de f y g pueden conectarse pot una trayectoria poligonal en

Hom —A. Nbtese que una trayectoria lineal en Hom —A puede extenderse a una
trayectotia lineal en m(r)-&(n+1)/mM{n+r)"" (este se mapea sobreyectivamente sobre
Hom). Esta trayectoria induce a una trayectotia lineal en 7+ m{r)-&(n+1). Asi, fy g

pueden conectarse linealmente en cuanto a sus partes, por desdobles k-transversales v, sin
pérdida de generalidad, se puede asumir que
F =(1-tjf +tg es k-transversal para 0 <t <1.

Se debe mostrar ahora que el tipo de isomorfismo de F, es localmente constante: Sin
pérdida de generalidad, f[{U]KR, = gJ[O}xR[ =0y a,(u)=1-0)f(0, u)+ tg(0, u), generan un
somorfismo  (Id, @) entre F vy (1-t)(f(x, u)-£(0,u)) +t(g(x, u)—-£(0,u)). Esto
significa que es posible encontrar gérmenes @ e &(n+r+1,n+1) en ¢ punto (0,0,t,), v
aeb(r+1) en el punto (0,t,), tales que D(x,u,t)=D,(x,u) tene la forma
(@.(x,u), ¥, (u)) € R" xR, y ademis, st &, (u) = a(u, t}, entonces

@ @ =ldedn+r),q =0,

) D,y =1 EB(n), & (0)=0,

(© Feo® +a =F_.
Fstas condiciones establecen que (@, &, ) es un motfismo entre (x, an) y (r, F.}, que, en
virtud de (a), es un isomorfismo. Debido a esta condicion (a), se puede reemplazar {¢) por la

condicién diferencial 0/ 0t(F, o @+, )=0,la cual puede expandirse a

oy
Ot

1 oF oo
@ Y@ ;

i=1 i

= OF OF oa
LWL+ Y — (@D ) —(u, )+ (D, )+ —{(u,t)=0.
(x,u, 1) ga,—( ) (u, 1) 8t( ) at(u)
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Noétese que {@,t) en realidad debe escribitse como (@(x,u,t),t). Ahora, habiendo
reemplazado (c) por (d), se deben resolver las condiciones para 9¢/8t, Oy /&t, da/dt. Se
estd buscando gérmenes

£ ebln+r+1), 1=1,2,..,n,

Coeb(s+l), |=1,2, .1,
que satisfagan

© Zl:gf‘étx +Z,:§:§’ G =ﬁ%§68(n+r+1), con

i

é:iynnx{o}x}l =0 (e, & em(r)-&(n+r+1)),y é’”[ =0 (@ e, é'i € M(r) - 6(r+1)).

0}xR
Para ver que en efecto es esto Io que se requiere, supéngase que &; y &, han sido hallados.

Entonces si @ y @ son soluciones de las ecuaciones diferenciales

g, /ot =S (4, ¥, 1),
oy, /=4y, j<r,
da/ot=4 , (y,1),
con condiciones iniciales &, =1d, @, =0, @ y a satisfacen (a), (b) y (d).
Ahora bien, como OF/0t=g--f € m(r)- &(n +1+1), es suficiente, para Ia prueba de (¢),

demostrar que

m(r)-s(n+r+1)c (OF / &x,) weybnereny T (aF/auj Y W(O)6(r+1) *
donde (b,,...,b,), estd definido por {Zaib,— :a; € A}, como es usual. Para esta
inclusi6n es suficiente mostrar que
*) St +1)=(0F /0% )5, ey + (OF /00 )0y +8(t+1).
El hecho que se desea utilizar es que F, es un desdoble k-transversal de 77. Porel Lema

16.3, se tiene que

W)= (317 /85 )0y + (OF, /B[, Yy +10(m)*.
El término del medio aparece simplificado ya que se ha asumido que F,| oprs = 0 Como 77
es k-determinado, es decir, m{n)**' = (dn/ dx;), se puede omitit el dltimo término.

Sustituyendo 977/ 0x, = JF, / 8x i[ se obtiene

R*x{0}
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n(n)={JF / 0! >G(n) +(OK, /aui

1R "x{0}

IR -

IR =g
Para probar (*), examinese la ecuacién

bn+r+D)=m(n) b(n+r+1)+8&(r+1).
St gem(n}- &(n+1+1) entonces se ha probado justamente que existe un elemento en

<6F/axi>8(n+r+1) +<8F/au|>5(r+])
que coincide con g, al menos sobre el conjunto R"x{0}x{t,}. Los elementos de

&(n+r+1) que se anulan en R™ x{0}x{t,} estin en Mm(r+1)-&(n+r+1). Todo esto
junto, establece

() (OF/ 0% sanny HOF /00 gy + 6(r+ D)+ m(n)-E(n+r+1) = 6(n+1+1).
Sea C=§(n+r+1), considerado como un &(n+r+1)-mddulo finitamente generado, sea
A = (OF/ 8% )5(0ueery» Que es un submédulo de C, y sea B =(3F /Bu,)g,.,y + H(r +1).
Como &(r+1)-médulos, BC C, donde C es un &(r+1)-médule via la inclusién
br+1)C &(n+r+1). Notese que B es finitamente generado sobre &(r+1). Se sabe

entonces que

**  A+B+m(r+1C=C, vy

*) A+B=C.
Para deducir esto a partir de la informacién dada sobre A, B y C, antes debe hacerse A =0
(calculado médulo A). Luego, se debe considerar el mapeo &(r+1) = &(n+r+1) que es
inducido por la proyeccién y que convierte cada &(r+1)-médulo en un &(n+r+1)-

médulo. Para el caso de estos médulos, se tiene que

B es finitamente generado sobre &(r + 1),
C es finitamente generado sobre &(n+1r+1),
B+m(r+1)C=C.
Los generadozes b, ..., b, de B generan también al espacio vectorial C/m(r +1)C. Por el

corolatio al Teorema de Preparacién (Corolario 6.6), éstos también generan a C como un

&(r +1)-modulo. Entonces B=C. 4
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Demostracion del Teorema Principal de Desdobles Universales (14.8). Si 7 es k-

determinado, entonces cualesquiera dos desdobles versales r-paramétricos de 77 son k-
transversales. Asi, dichos desdobles son isomorfos. Si (r,f) es un desdoble versal de la
menot dimensién posible, entonces (r,f) y, por lo tanto, {r,{) +constante son ambos

desdobles k-transversales. Se deduce entonces que todos los desdobles k-transversales

pueden obtenerse a partir de {r, f). ElCorolario 16.7 muestra que el menor nimero posible
de parametros en un desdoble versal es codim(#7). Sila codimensién es finita (supdngase 1),
entonces 7] estd fimitamente determinado {véase 11.4). El Corolatio 16.4 propotciona un
desdoble r-paramétrico, k-transversal, y por lo tanto universal, de 77 que satisface la forma

requerida. 4

17. GEOMETRIA DE LAS SIETE CATASTROFES ELEMENTALES

La teora de las catastrofes elementales es de caricter local. Existe una familia de
funciones de potencial V_ :X — R, donde X es un subconjunto de R", Ia cual contiene
una vecindad del origen, y los parimetros u estan en un subconjunto abierto UgC R*. Sin
pérdida de generalidad, se supondrd que X =R". Una catistofe particular determina un
germen 7€ m(n)’ que es desdoblado en un germen (r,f), con fem{n+r). Las
coordenadas en R® funcionan como parimetros de desdoble de 77, y como parimetros
externos para ¢l modelo.

17.1 Definiciones: Un régimen localen u € U es cualquier minimo local de f @Rﬂx{u} .

Un proceso para el germen 77 (o el germen f) es una seccién s del fibrado

R xU - U, ral que (s{u), u) es un régimen local, o es infinito. la seccion debe estar

definida en un subconjunto denso y abierto. Una convencién asigna un proceso al desdoble

f.
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Un punto tegular de un proceso es un punto del subconjunto U donde la seccién s esta
definida y es localmente continua en una vecindad de dicho punto. Esto es equivalente a
decir que sobre una vecindad del punto, existe un homeomorfismo del fibrado, el cual
mapea I3 seccion s en una seccién constante. Un punto de U que no es regular se llama

punto catastrofe.

La morfologia de la catistrofe es el conjunto de todos los puntos catistrofe, aunque
también se denomina conjunto catistrofe. Para estudiar la geometria de una singularidad
17 que es un desdoble de f el primer subconjunto importante es

2o ={(x,u)eR"xU:d f(x,u)=0},

donde d_f(x, u) = D(f

Roxfo )
Para cada u fijo, los puntos de X, que estin en R" x{u} proporcionan los minimos locales
(regimenes locales) y los maximos locales de f en v. Considérese ahora
A ={(x,u) € X, : d’f(x, u) es degenerada},
y su proyeccion D =7(4;) bajo el mapeo proyeccién 7:R*xU - U. Los puntos de

D, son candidatos importantes para ser puntos catastrofe.

Respecto a convenciones, existen dos clases bdsicas 2 considerar. La convencién de

Maxwell establece que s(u) estd en el punto donde fERnx{u} tiene su minimo absoluto.

Como este punto puede ser —o0, esta convencién suele ser utilizada cuando f Hene

unicamente minimos finitos. Claramente, los puntos catastrofe ocutren cuando ﬂp\“x{u;

sostiene un minimo absoluto en dos lugares.

S1 U describe ahora un subconjunto del espacio-tiempo, la siguiente convencidn requiere
que U sea foliada por hojas unidimensionales no singulares, cada una determinada por una
posicion fija en el espacio y paramettizada por el tiempo. Los ejes del modelo local no

deben ser necesariamente las coordenadas cartesianas locales del espacio-tiempo.

La convencién de retardo perfecto establece que la seccion s permaneceri continua

tanto como sea posible. Esto significa que a lo largo de las bandas de tiempo, s(u)
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encuentra una familia de minimos, hasta que estos minimos desaparezcan. S6lo entonces s

saltard a otra famihia de minimos.

Existen conceptos mas refinados para otros procesos. Es comin encontrar en el trabajo

de Zeeman procesos que asignan a cada trayectotia suave 7en U una seccion s, del fibrado

R"x7— 7 tal que (s {u),u) sea o un régimen local o bien infinito. En tal esquema cada

trayectoria posee una direccién en la cual el parimetro se mcrementa v la convencion del

tetardo petfecto opera a lo largo de cada trayectoria: s, permanece continuo tanto como es

posible sobre la trayectona.

17.2 El Doblez:

Desdoble: f(x, u) = x* + ux
Zo={(x,u): 3x% +u =0}
4. ={(0,0)}
D, = {0}

Aqui, se puede trazar la grifica de f. Para valores negativos de u, { tiene un minimo local.

Para valores positivos, f no lo tiene (Figura B.1). La grafica de 2, en el plano x, u estd dada

en la Figura B.2.

Para valores positivos de u, el proceso s solamente puede estar en el infinito. Para u
negativo, s(u) = —/—u /3, o bien, estd en el infinito. Asi, si u es una coordenada temporal,

se puede imaginar un fenémeno, descrito por un parametro x, que existe hasta el tempo

u = 0 en un estado dado por x = — —u/3. Enel tiempo u =0 el sistema salta hacia otro

estado que no es descrito en este modelo local (esto no implica que el fendmeno desaparece

conjuntamente),

Una particularidad interesante del modelo es el ripido cambio del parimetro x justo

antes de la desaparicién del régimen local.
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17.3 La Cuspide:

Desdoble: f(x, 1, v) =x* —ux® +vx
Zo={(x,u,v):4x’ ~ 2ux +v =0}
A ={(x,u,v)e X :12x* - 2u=0}

D, ={(u,v):27v* =8u’} (Figura B.3).

A cada punto del plano u, v se corresponde una grifica de f, que depende tinicamente de x.
Las distintas posibilidades aparecen en la Figura B.4 (al reemplazar v por —v se reflejan las

graficas pequefias en el eje vertical):

En la Figura B.4, el eje u positivo es el conjunto de Maxwell en donde existe un cambio en el
cual €l minimo es el mis pequefio. Los minimos desaparecen entre las lineas de la cuspide.
Con la convencion de Maxwell el proceso tiene una grifica como la mostrada en la Figura

B.5.

Un posible proceso con la convencién de tetardo perfecto se muestra en la Figura B.6. El
conjunto catastrofe sigue a la cispide hasta que las bandas temporales sean tangentes a la
curva. La Figura B.7 indica dos modelos posibles cuando el proceso se interpreta como una

asignacién de una seccién a cada trayectotia (con retardo perfecto).

17.4 l.a Cola de Golondtina:

Desdoble: f(x, u, v, w):XS +ux’ + v 4 wx
2y :{(Xs u, v, W):5X4+3uxz+2vx+w:0}
A ={(x,u,v,w)e 2 : 20%° + Gux + 2v = 0}

D, ={(u, v, w): Ix 3 5x* + 3ux’ + 2vx+ w =0, 20X3+6ux+2v=0}

En este caso D, tene la forma dadaenla Figura B.8. Para valores positivos y negativos de

u, la distribucién de los tegimenes esti dada en la Figura B.9 y la Figura B.10. Cuando u
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toma valores negativos, se puede tenet una idea del comportamiento de X en la Figura

B.11.

Si el tempo fluye paralelamente al eje w, la convencion de retardo perfecto produce un
conjunto catastrofe como el de la Figura B.12. Se asume que el fenémeno empieza siendo

gobemado por el régimen local y no por .

17.5 La Umbilica Hiperbolica:

Desdoble: f(x,y,u,v, w)=x" +y +wxy—ux—vy
2{:{(X,Y,U,V’\V)::}}{Z—i—w}r—u:z,yz+WX___VZO}
Af = {(Xﬂ y: u, v, W) = 2{ 336XY—\V2 = O}

Dr = {(u, v, W) : 3(}(, y) I = 3X2 + Wy, Vv = 3y2 + wx, Wz = 36XY}

Siw estd fijo, &, determina un mapeo R® — R*:(x, y) > (u, v)=(3x" + wy, 3y" + wx),
y Ia interseccion de D con el plano {w = constante} es el conjunto de valores singulares de

este mapeo. Para w =0, cs mapeo es un pafiuelo doblado (Figura B.13), v para w # 0 este

se hace mas general (Figura B.14).

En el espacio u, v, w D, es sunétrico: por reflexién en el plano u, v. La mitad de D, se

muestra en la Figura B.15.

Para w =10, la Figura B.16 indica la grifica de f para u, v ambos positivos, o ambos
negativos. Para w # () las graficas no varian considerablemente. Un estudio mads detallado
revelaria que siempre existe, a lo sumo, un numero finito de regimenes locales. Esto ocurre

en el lado de la superficie (Figura B.15) que contiene al cuadrante w =0, u, v > 0.

17.6 La Umbilica Eliptica:
Desdoble: f(x,y,u,v,w)=1x" ~xy’ +w(x’ +y?)—ux—vy

=iy, w v, w)ixt —y 4 2wx —u==2xy + wy — v = 0}
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A4 ={(x,y,u,v,w)e X, :x" +2xy + w’ ~y* =0}

D, ={(w,v,w):3x,y3u=x"—y" +2wx, v =-2xy + 2wy, x" +y° = w’}

El cambio de coordenadas en { simplifica la forma de 1D,. Si se consideran las coordenadas
z = x + iy, ut iv en C, se puede ver que para un w fijo, D; N{w = constante} s I
imagen de la circunferencia i z’ = wJ bajo el mapeo

(%, ¥)= (0, v) = (=" =y +2wx, 2wy + 2xy),

es decir, z—> 7 +2wz. Alhacer w=1 se obtiene la curva 2¢* + ¢ 2¢ (Figura B.17). Asi,

Dy es el conjunto mostrado en Ia Figura B.18.

Se puede encontrar un unico régimen local, el cual ocurre dentro de D, para w> 0. Enel

punto u=v=w =0, la grifica de f(x, y) es una “silla de montar trilobular”. Sobre una
recta adecuada, cercana al eje w y dentro de D, esta silla de montar se desdobla segin Io

muestra la Figura B.19.

17.7 La Mariposa:

Desdoble: f(x,u, v, w, ) =x° +tx* +ux’ + vz’ + wx
Ze={(x,u,v,w, t):6x" +4tx’ + 3ux’ + 2vx + w = 0}
A ={(x,u, v, w, )€ X, : 30x" +12tx” + Gux + 2v = 0}

D, ={(u,v,w, t):dx 3D =0, Di‘{:{)}

En este caso se trazari un “diagrama reloj” del conjunto D;. Tomando (u, t) fijo, la
mterseccion de D, con el plano v, w es una curva. Al moverse alrededor de la

circunferencia unitaria en el plano u, t, se obtiene la Figura B.20.

La curva cispide es la recta cola de golondrina donde la formacién de la catistrofe cola

de golondrina ocurre. La superficie de D, generada a lo largo de esta recta L se muestra en
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la Figura B.21. Para el subdigrama A la distribucién de los regimenes locales es como en la
Figura B.22, B tiene la distribucién que se muestra en el diagrama B.23.

17.8 La Umbilica Parabdlica:

Desdoble: f(x,y,u, v, w,t)=x"y+ v wx r iyt oux - vy

2 ={(x7,u,v, W,t):2X}7+2wx~u=x2+4y3+2ty—-v=0}

El “diagrama reloj” se muestra en la Figura B.24. Este modelo parece ser original de
Chenciner. Un estudio detallado con informacion y figuras ttiles se puede encontrar en el
trabajo de Godwin. La explicacién de las graficas en el plano w-t es la siguiente:

Linea de puntos aislados: ¢l lugar conde aparece un punto aislado

Linea de cruce: las partes distintas de D ; se Intersecan

Linea hiperbdhca: el centro de una umbilica hiperbdlica

Linea eliptica: el centro de una umbilica eliptica
Linea bec a bec: el quiebre de las caspides de dos colas de golondrina
Linea cola de golondrina: el centro de aparicion de dos colas de golondrina.

Floimero de regimenes locales se indica en la Figura B.25.

17.9 Desdobles de dimensién mayor:

Anteriormente se ha discutido la geomettia de los desdobles con dimensién minima. Sin
embargo f(x, u, v, w)=x" —ux® ~vx es un desdoble versal y los conjuntos X, A y D son

Justamente suspenstones de los respectivos conjuntos pata la catstrofe clispide (témense los
productos con el e¢je w). En realidad, cualquier suspension de un desdoble universal es

vetsal. La clspide anterior es, de hecho, equivalente a la siguiente:

fx,u,v,w)=x" —(u-w’)x’ —vx,
y D; toma la forma que se muestra en el diagrama B.26. Si u representa el tiempo entonces
los planos de tiempo constante cortan 2 D, como se indica. Probablemente existe una

convencién cuyo conjunto catistrofe es I, .
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17.10 Estabilidad temporal:

La teoria elemental que se presenta en esta seccion depende de la clasificacion de los
gérmenes estables (salvo equivalencia). Dicha equivalencia se define en términos de cambios
de coordenadas a la derecha o a la izquierda. Algunos detalles se proporcionan en el trabajo

de Wassermann.

Una caracteristica significativa es que se permite obtener gérmenes de difeomorfismos
arbitrarios de U. Wassermann ha considerado otro problema cuando los difeomorfismos de
U estan restringidos. Uno puede suponer que U esta foliado por subespacios de tiempo
constante —existen coordenadas en U en donde uno de los ejes representa el tiempo—.
Ademas, cualquier cambio de coordenadas en U mapea las hojas de tiempo constante en
hojas de tiempo constante. Aquellos mapeos que son equivalenites en este sentido restrictivo
son llamados tiempo-equivalentes o t-equivalentes, y los mapeos que son estables se llaman

t-estables.

Es posible clasificar las funciones t-estables. La lista es mayor en comparacién con la de
las catastrofes elementales, aunque sigue siendo finita para dimensiones pequefias. Un
ejemplo de un desdoble t-estable para la catastrofe cuspide es:

f(x,u, v, W)=x4 +ux’ +tx+ux + vox.
El eje temporal posee coordenada t. Un desdoble como el de la Figura B.26, con el tiempo
descrito por el ¢je u, tangente al punto cuspide, no es t-estable. Un diagtama de D, se
muestra en la Figura B.27. La interseccién con los planos de tiempo constante también se

proporciona.




III. APLICACION A LA ANTROPOLOGIA Y ARQUEOLOGIA: UN

MODELO DIALECTICO DEL COLAPSO MAYA

«Que ¢f sol vaya a salir mafiana es una hspotesis;

y esto quiere decir no sabemnos st saldr » (Ludwig Wittgenstein).

18. 1.A NATURALEZA DE LOS SISTEMAS CULTURALES

A. COMPLEJIDAD

La complejidad de una sociedad” se entiende como la referencia a las cualidades como
el tamafio del grupo social, el numero de distintivos en sus elementos, la variedad de roles
sociales especializados que incorpora, el nimeto de personalidades sociales distintas
presentes, o la variedad de mecanismos de organizacién. El aumento en cualquiera de éstos
aspectos se considera como un aumento en la complejidad. Por ejemplo, las sociedades de
cazadores v recolectores contienen, a lo sumo, unas pocas personalidades sociales
reconocidas, mientras que los estados modernos reconocer alrededor de 10,000 & 20,000
ocupaciones y roles sociales, y las sociedades industriales pueden contar con mis de un

millon de diferentes tipos (Tainter, 1988).

Dos conceptos son importantes para entender la natutaleza de la complejidad:
inequidad y heterogeneidad. [a inequidad se refiere a la diferenciacién vertical, posicion,
o acceso desigual a los recursos materiales y sociales. La heterogeneidad es un concepto
delicado, pues se refiere al mimero de componentes distintas dentro de un grupo social, y a
la manera en que la poblacién se distribuye dentro de estas componentes. Una poblacién
que se divide igualmente entre los roles y las ocupaciones de la sociedad esti
homogéneamente distribuida, de lo contrario, existe incremento en la heterogeneidad y la
complejidad. Un grupo social con un alto grado de heterogeneidad posee, por lo tanto, un

cierto nivel de complejidad. La inequidad y la heterogencidad estin relacionadas, pero en

" En lo que sipue, los términos de sociedad, grupo social, sistema social vy sistema cultural se utilizarin
COMO SMONINOS.
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parte responden a diferentes procesos, por lo que no stempre existe una correlacién positiva
en la evolucion sociopolitica. En las civilizaciones tempranas, por ejemplo, la inequidad
tiende a ser inicialmente alta y la heterogeneidad baja. Con el tiempo la inequidad decrece, y

la heterogenetdad aumenta al desatrollar niveles de jerarquia (Tainter, 1988).

Las sociedades complejas son sistemas altamente sensibles a descomposicién, es decir,
estan construidos sobre unidades sociales, cada una de las cuales es potencialmente estable e
independiente. Asi, un estado puede incluir varias aldeas o grupos étnicos antes auténomos,
o un umperio puede incorporar varios estados previamente establecidos. Estos estados,
aldeas o grupos étnicos retienen su potencial de estabilidad e independencia, y pueden
revertit el proceso, es decir, la evolucién del sistema social puede resultar en la

descomposicion de estos “bloques construidos” de complejidad.

La complejidad de un sistema social es una caracteristica que se mide en una escala
continua (2. e, un intesvalo del conjunto de nimetos teales, R). Sin embargo, para facilitar
su compatacién, los antropblogos que estudian la evolucién de las organizaciones humanas
han encontrado conveniente desarrollar tipologias del grado de complejidad. La distincién
entre estado y no-estado es un ejemplo de tal clasificacién.  Algunos académicos han
dividido a los estados en subcategotias (Steward 1955, Claessen y Skalnik 1978). Por otra
parte, es usual en antropologia subdividir a las sociedades no-estado (sociedades simples) en

niveles de complejidad:

Complejidad ——

. . Estado Estado
Banda Tribu > Cacicazgo }L Temprano > Desarrollado
AN NG _/
YT 'l
Sociedades Simples Sociedades Complejas

Figura 18.1: Evoluciin de fa complefidad de los sisternas sociales.

En este trabajo, la distincion tipoldgica de mayor interés es la diferencia que existe entre
los estados y el resto de los grupos sociales, pues Ia interconexion entre los factores que

intervienen en las dinamicas del colapso se presentan mads claramente en las sociedades con
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mayor grado de complejidad. Los atributos que distinguen al estado del testo de sociedades

son, en general, las sipuientes: organtzacion territorial, diferenciacion de clases ¥ ocupaciones,

monopolio de Ia fuerza, ejercicio de la autoridad para movilizar recursos y personal, y

junsdiceidn legal. Skalnik (1978) ha propuesto un modelo del funcionamiento de los estados

mcipientes, el cual se tesume a continuacién:

" Elestado se define como la organizacion de las regulaciones de las relaciones sociales, en
una sociedad que esti dividida por dos clases emergentes: la clase gobernante (clase
regidora) y la clase gobernada (clase plebeya o regida).

* La funcién del estado esti directamente ligada al ejercicio del poder: el gobierno
investido con el poder controla la divisién en estratos y clases sociales ernergentes, y vela
por el mantenimiento de la integridad del estado contra el separatismo interno y las
agresiones externas.

* En general, y para propédsitos analiticos, se distinguen cinco esferas funcionales:
administrativa, econdmica, ideoldgica, militar y politica. El poder politico actia en
cooperacion y esti interconectado con las relaciones econémicas, ideologicas y de
parentesco: la forma de las relaciones de produccién de bienes en una sociedad es crucial
para entender el caricter de la evolucion del proceso del colapso.

* Se puede definir un conjunto de principios funcionales, los cuales sitven como entes

abstractos que dictan la dindmica de los procesos del estado.

B. EVOLUCION DE LA COMPLEJIDAD

Los factores que rigen la complejidad también son importantes para entender el colapso,
ya que la aparicion de instituciones sociales complejas, y sus fallas, estin intimamente ligadas.
La dindmica subsecuente al desarrollo de una sociedad puede responder a una variedad de
factores nuevos, incluyendo situaciones politicas internas y externas. Se han formulado
diversas teorias sobre el origen de los estados y la evolucién de los sistemas sociales hacia un
grado de complejidad superior (1ainter, 1988). Las lineas de pensamiento suelen ser:

* Administrativa: Las sociedades entran en tension, o la poblacién se incrementa v los
requerimientos integradores parece que pueden resolverse por la aparicién de jerarquias
administrativas. Entre estos se incluyen argumentos como la movilizacién de fuerza

laboral, surgimiento a partir de mayor numero de fuentes de informacion, diversificacién
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y especializacion vertical y horizontal, centralizacién como resultado de la diferenciacién
econémica, manejo jerarquizado de la produccién y distribucién de bienes y servicios, y
aumento de complejidad como resultado del manejo de redes de intercambio.

* Conflicto Interno: Las teorias de esta escuela postulan que el conflicto de clase es el
motor principal detras de la complejidad. Los escritores marxistas mantienen que el
estado recién aparecido solamente protege el privilegio de unos pocos con acceso
preferencial a los recursos.

* Conflicto Externo: Carneiro (1970) ha argumentado que en el entorno circunscrito
(ambiente acotado en el cual las migraciones no son posibles) la tensién produce
conflicto, mientras que los sucesos bélicos generan la necesidad de desarrollar
instituciones para administrar a los grupos conquistados.

" Sintetica: Vauios procesos interrelacionados generan la complejidad y las instituciones

estatales.

El modelo que se presenta en la seccidn 22 puede clasificarse como mezcla entre la linea
de pensamiento administrativa y la del conflicto, pues establece que tanto el incremento en
complejidad como la marginalidad que surge de la inequidad social juegan un papel

mimportante en la dinimica de los sistemas sociales.

19. EL ESTUDIO DEL COLAPSO DE LOS SISTEMAS CULTURALES

A. ¢QUE ES COLAPSO?

El “colapso” es un término que cubre una variedad de tipos de procesos. Este
fenémeno no es propio de grupos sociales organizados a los niveles mas complejos, también
se aplica a soctedades tribales y aldeas de horticultores. En esta tesis el colapso se entiende
como un proceso politico. En la mayorfa de los casos, tiene consecuencias en areas como la
economia, el arte y la literatura, pero, fundamentalmente, es un fenémeno de la esfera
sociopolitica. Para evitar posibles confusiones, en lo que sigue se utilizara la definicién de

colapso dada por Tainter (1988:4):
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Definicién: Una sociedad se dice que ha colapsado cuando despliega una rapida y

significante pérdida de un nivel establecido de complejidad sociopolitica.

El término “nivel establecido™ es importante. En estas instancias, para que una sociedad
colapse esta debe poseer (o estar en continuo desarrollo de) un nivel de complejidad,
mantenido por varias generaciones. Por ejemplo, Ja caida del Imperio Carolingio no es un
caso de colapso, sino mis bien un intento fallido de construir un imperio. El colapso,
entonces, debe ser rapido —no deberia tomar mis que algunas décadas— v debe conllevar una

pérdida sustancial de estructura sociopolitica.

En general, el colapso se manifiesta en fenémenos tales como:

* Reduccién en el grado de estratficacién y diferenciacién social;

" Reduccién de la especializacién econémica y ocupacional, de individuos, grupos y
tertitorios;

" Reduccién del control centralizado, esto es, menor regulacion e integracion de las
diversas actividades econdémicas y los grupos politicos, por la élite;

* Reduccién en el control y a teglamentacién;

* Reduccién de inversién en los epifendmenos que caracterizan la cotplejidad, 7 .,
aquellos elementos que definen el caricter de civilizacién: arquitectura monumental,
registros literatios y artisticos, entre otros;

* Reduccidén en el flyjo de informacién entre individuos, entre grupos politicos y
econémicos, y entre el centro y su perifetia;

" Reduccion de la produccidn, el intercambio y la redistribucién de recursos;

®  Reduccidn en la coordinacion y organizacidn de individuos y grupos;

* Reduccién del territorio integrado, junto con una unidad politica mas simple (Tainter

1988:4).

Debe quedar claro que no todas las sociedades que expetimentan colapso pueden ser
igualmente caracterizadas por cada apartado de esta lista, que es incompleta.  Algunas
sociedades que satisfacen la definicién de colapso no poseen todas estas caracteristicas. Sin
embargo, la lista anterior propotciona una desctipcidén concisa de lo que sucedid en la

mayoria de los casos documentados de colapso.
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El colapso es un proceso sin restriccion de algin tipo de sociedad o nivel de
complejidad. La complejidad de las sociedades se mide en una escala continua, y las
variaciones de ésta (incremento y reduccién) se producen a lo latgo de esta escala. Las
sociedades simples pueden perder un nivel establecido de complejidad, de igual forma que
los grandes imperios. Por ejemplo, una sociedad de horticultores sedentarios puede
transformarse en grupos de forrajeros ndmadas, v perder los atubutos sociopoliticos
especificos de las aldeas. Una regién organizada bajo el control de un jefe administratuvo
central puede perder su estructura jerirquica, y revertirse en varias aldeas feudales
independientes. Un grupo de forrajeros puede segmentarse a causa del deterioro de su
entorno y abandonar su otganizacion social. El fendémeno del colapso debe considerarse

con relacién al tamano y a la complejidad de la sociedad en que este ocurre.

B. EL CASO DEL COLAPSO MAYA

A lo largo de la historia son muchos los casos de poblaciones que experimentaton
decadencia. La civilizacién Maya no se escapa de este fenémeno. Las grandes ciudades que
en un tiempo se extendieron por las Tierras Bajas mayas (territorio que comprendia noreste
de Chiapas, sur de Campeche, El Petén, Belice y la porcién noroccidental de Honduras),
estaban totalmente abandonadas a la llegada de los espafioles en el siglo XVI. Con muy
pocas excepciones, los centros mayas de las Tierras Bajas meridionales y centrales
evidenciaron decadencia al final del Pedodo Clasico. Durante un largo periodo de tiempo,
que cotresponde aproximadamente al siglo [X, se refleja en los registros arqueologicos una
reduccién y luego un cese total de las actividades intelectuales y culturales de gran parte de la
zona que habia presenciado su auge a lo largo del Perodo Clisico Temprano y Tardio. A
finales del Periodo Clasico, la construccién de grandes estructuras administrativas,
ceremoniales y residenciales habia cesado en casi todos los sitios de las Tierras Bajas
centrales y del sur. A partir de esa época, no se etigieron nuevos monumentos dinsticos, y
las fechas calendaricas en Cuenta Larga ya no se registraron. Desapareci la fabricacion y
distribucién de los tradicionales y elaborados articulos suntuarios y rituales de alfareria, jade,
madera, hueso y concha, casi por completo. Esta evidencia matenal indica que I decadencia

de los Mayas de Tierras Bajas durante el Periodo Clasico afectd, ante todo, a la élite
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gobernante, esa misma clase social que habia pattocinado y dirigido Ia mayor parte de las

actividades que desaparecieron de todo testimonio arqueoldgico (Joyce, 2000).

Debe quedar claro que, aunque al final del Perfodo Clasico se produce una irrupcién en la
continuidad del sistema sociopolitico, 1a civilizacién maya continia v se “transforma” hacia
las manifestaciones del Periodo Postclisico. Ademas, el colapso de finales del Clisico no

afectd de igual forma a todos los sitios de Tierras Bajas (Demarest 2004, Webster 1998).
C. CLASIFICACION DE TEOR{A SOBRE COLAPSO

Cualquier clasificacién de teotfas es, en cierto grado, arbitraria, y puede hacerse de
muchas formas. Es comin en las clencias sociales encontrar causas internas y causas
externas del cambio socml, por lo que el estudio del colapso puede ser igualmente
dicotomizado. Similarmente, el estudio se ha dividido en teorfas conflictivas V teotias
integrativas del cambio. Fsta investigacién pretende presentar un enfoque alternativo a las
teorias generalmente aplicadas al analisis del colapso. Sin embargo, a continuacién se
enumetan los temas tratados con mayor frecuencia en la literatura arqueoldgica v
antropolégica. Estos son:

*  Cese de los recursos vitales o de los recursos de los cuales la sociedad depende;
" Establecimiento de una nueva base de recursos;

* Ocurrencia de alguna catistrofe insuperable;

* Insuficiencia de respuesta a circunstancias;

* Aparecimiento de otras sociedades complejas;

®  Intrusos;

* Conflicto de clases, contradicciones sociales o mala gestion por patte de la élite;
*  Dhsfuncidn social;

®  Factores misticos;

* Concatenacion de varios eventos;

* Factores econdmicos (Tainter 1988:42).
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20. LA PRODUCTIVIDAD MARGINAL DEL CAMBIO SOCIOCULTURAL

Los sistemas sociales son organizaciones politicas que, como los sistemas vivos, se
mantienen mediante un flujo continuo de energia. Desde la unidad familiar mas sumple,
hasta la jerarquia regional méas compleja, las instituciones que comprenden una sociedad, y
sus interacciones, dependen de energia. Al mismo tiempo, los mecanismos mediante los
cuales los grupos humanos se abastecen y distribuyen sus recursos, estin condicionados e
integrados por instituciones sociopoliticas (esfera administrativa). El flujo de energia y la
organizacidn sociopolitica son lados opuestos de una misma ecuacién. Ninguno de estos
dos conceptos puede existir sin el otro, y no pueden presentar cambios considerables sin

afectar de manera sustancial al opuesto.

El flujo de energia como tal no es suficiente para mantener el sistema social. La cantidad
de energfa de dicho flujo debe ser proporcional al nivel de complejidad del sisterna. Las
sociedades simples son menos costosas de mantener que las sociedades con un alto grado de
complejidad, pues estas iltimas requieten mayores niveles de sopotte per capita. Al
incrementar la complejidad de una sociedad, se crean mas redes entre los individuos, se
establecen mis controles jerirquicos para regular estas redes, se procesa mayor cantidad de
informacion, existe una mayor centralizacién del flujo de informacién, vy sc necesitan
especialistas directamente involucrados en la produecion de recursos. Como resultado, el
sistema social envuelve mayor complefidad, y el costo que recae sobre cada individuo se
incrementa, de forma que la poblacion destinard parte de su presupuesto de energia al

mantenimiento de las instituciones ofganizacionales.

Derivado de esta situacién, es necesario investigar sobre los beneficios que recibe la
poblacién de su inversién en complejidad. Usualmente, se ha emprendido esta labor por
medio de dos modelos: un modelo del conflicto, y un modelo integrativo. El modelo del
conflicto interpreta la complejidad como una respuesta 2 la competencia entre clases y a la
necesidad de la élite de mantener sus privilegios. El modelo integrativo percibe a la
complejidad como una respuesta a las necesidades sociales. En ambas perspectivas, la
complejidad es una respuesta a problemas advertidos, y la facilidad en la resolucién de tales

problemas se debe, en parte, a la relacion entre beneficio e inversién.
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El principio econémico de los rendimientos decrecientes es uno de los pocos
fenémenos con tal regularidad y predictibilidad, de forma que los economistas lo han
categorizado como “ley”. En situaciones de produccion, esta ley establece que la inversién
en la formacion de nuevos ingresos causa un declive en la tasa de productividad. Aunque los
procesos que originan la disminucién de la evolucién sociopolitica no son exactamente
analogos a este principio, cierta terminologia puede ser util para en entender este fendmeno.
Segun la Ley de Rendimientos Decrecientes, el retorno de la inversién en complejidad varia
en funcion de la inversidn, y esta variacidn sigue una curva catacterdstica. Especificamente,
en la mayoria de esferas del sistema, la inversién continua en complejidad sociopolitica
alcanza un punto en donde los beneficios de tal inversién empiezan a declinar, inicialmente

en forma gradual, y luego con una fuerza acelerada.

Dos conceptos usados por los economistas son de utlidad aqui: retorno promedio y
retorno marginal. Kl retorno promedio de una actividad econdémica es simplemente el
ingreso pot cada unidad de inversion. El retorno marginal es Ia variacién en el ingreso total
que resulta al incrementar una unidad de inversién. Similarmente, el costo promedio es el
gasto por cada unidad de inversién, mientras que el costo marginal es la variacién en el
gasto total que resulta del incremento en una unidad de inversién. La Ley de Rendimientos
Decrecientes se refiere a los cambios en los costos y los retornos marginales. Como
tesultado, los costos y retornos promedio responden a los cambios en los costos y retornos
marginales, pues ambos conceptos estin sujetos a esta ley, llamada también Ley de
Productividad Marginal Decreciente. La relacién entre el retorno promedio y el retorno

marginal se muestra en la Figura 20.1.

Retorno Marginal
Beneficio

/“""’—— Retorno Promedio

/

Inversion

Figura 20.1: Relaciin entre e/ retorno marginal y el reorno promedso.
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En términos de los procesos sociales, la Ley de Productividad Marginal Decreciente
sugiere que el incremento en la evolucion sociopolitica eventualmente alcanza un punto de
retorno marginal decreciente. Es decir, la razén beneficio/inversién de la complejidad

soctopolitica se comporta de acuerdo a la curva de la Figura 20.1.

Después de cierto punto, el incremento en la inversion de la complejidad cesa de generar
un meremento respectivo en el retorno, por lo que el retomo marginal declina y el costo
marginal aumenta. Como resultado, la complejidad (como estrategia) se vuelve altamente

costosa y produce un beneficio marginal decreciente.

Para entender el colapso de los sistemas culturales, son importantes los siguientes
puntos:
= Tas sociedades humanas son organizaciones que solucionan problemas;
= Tos sistemas sociopoliticos requieren energia para su mantenimiento;
= Elincremento en la complejidad induce un aumento en los costos per capita;
= Ia inversibn en complejidad sociopolitica, como fespuesta en la resolucién de

problemas, eventualmente alcanza un punto de tetorno marginal decreciente.

De estos, el ultimo punto es el elemento crucial para la explicacion del colapso. Todo
sistemna (en crecimiento), en patticulas los sistemas culturales, crecen en su complejidad, y la
evolucion sociopolitica se puede explicar en términos de ésta. Existen situaciones en las
cuales un sector de la sociedad crece a expensas de los otros, pero se mantiene una fuerza

cohesiva, y el sisterna puede tolerar ciertos limites de tales condiciones.

Sin embargo, el crecimiento de los beneficios en funcién de los costos sigue,
regularmente, la curva de la Figura 20.2, la cual muestra que después de determinado punto
en la evolucion de la sociedad, la inversién continua para aumentar la complejidad como

estrategia en la solucién de problemas, presenta un declive en el retorno marginal.
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Beneficio

B,

By

Inversion

c, G Cs

Figura 20.2: El'retorno marginal def incremente en la somplojidad.

En algtin momento, la relacién beneficio/inversion del sistema social alcanza el punto

(Ci,B;). La productividad marginal se alcanza en el punto (C,, B, ), donde el beneficio

marginal experimenta su tniximo, debido a la base tecnologica del sistema, y a la
disponibilidad y limitacién de los recursos. Después de este punto, los beneficios atin
responden a la inversién en complejidad, al menos por un tiempo, pero en una tasa marginal

decreciente.

En Ia region de la curva entre los puntos (C,,B,) vy (C,,B,) el sistema social

experimenta un despliegue de complejidad, pero también, de acuerdo a la escuela del
conflicto, se incremente la adversidad y la insatisfaccion. La tensidn empieza a percibirse, y
el sistema adopta un comportamiento enfatizado en buscar alternativas que brnden una
mejor adaptacion. Hsto puede resultar en la segmentacidn del sistema social en una variedad
de ideologfas y estilos de vida, en la que algunos de estos segmentos pueden ser de origen
foraneo. La jerarquiz puede percibir a algunos de estos sectores como hostiles y subversivos,
ofros, como altamente beneficiosos. Al mismo tiempo, en una sociedad industrial que
experimenta una reduccién en los retornos marginales, la inversién en mvestigacion y
desarrollo puede incrementarse, como una estrategia para resolver la disminucidén de la tasa
de retorno. Los impuestos se incrementan, y la mflacion se hace tangible. Cerca del punto

C,, B,) la nversién ¢ intensificacién aun produce beneficios positivos, aundue el colapso
25 P P P >

de éstas se hace mevitable.
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La regién entre los puntos (C,,B,) y (C,,B,) es critica. Es en esta parte de la

evolucion del sistema social cuando el incremento en la complejidad produce una reduccion
en los beneficios. Los subsistemas econdmicos y la base de sustento son impuestos, y los
segmentos del la sociedad compiten para obtener los beneficios de la produccion, hasta el
punto en que la productividad decae. Esta es una etapa de vulnerabilidad extrema, pues la
sociedad cuenta con reservas inadecuadas de recutsos, y Ja produccion excedente para
mversion en investigacion y desarrollo ha declinado. El comportamiento de adaptacion
optuna del sisterna se ha detentdo, y la clase regidora impone controles rigidos en la

poblacién para incrementar su eficiencia productiva.

Con el ttempo, el sistema cultural sigue su trayectoria hasta alcanzar el punto (C,, B,).
Los costos por complejidad han aumentado, pero los beneficios se han reducido hasta llegar
a ser equivalentes a los obtenidos en un nivel previo de inversién. Los beneficios dervados

de la inversion en C, son iguales a los percibidos en C, , pero la productuvidad marginal en
3 gua P 1P

este ulimo es preferible. Para el sistema es mas conveniente retornar al punto (C,B)),

pues aunque los beneficios son los mismos que en (C,,B)), €l costo es menor y, por lo

tanto, el retormno promedio es mas alto. Hs en este punto donde el sistema es vulnerable a
descomposicion.  Las rebeliones y guerras de plebeyos se hacen frecuentes y son una

muestra de la debilidad del sistemna politdco. Es en los puntos como (C,, B,) en donde el

sisterna social expetimenta una rapida desintegracion. Como se verd en la seccién 22 de esta

investigacién, el modelo propuesto describe esta misma pecultaridad.

Muchas alternativas de comportamiento pueden seguir al colapso de un sistema cultural.
En particular, la innovacién tecnolégica puede afectar considerablemente la relacion
beneficio/inversién, y generar un nuevo periodo de retorno marginal creciente.  Sin
embatgo, la innovacién tecnoldgica es inusual en la historia humana, y requiere cierto nivel
de inversion en investigacion y desarrollo. Para las sociedades humanas, la mejor forma de
continuar el crecimiento socioecondmico y evitar el declive de la productividad marginal, es
obtener un nuevo subsidio de energia que haga —aparentemente- que el retorno marginal

empiece a crecer (Tainter, 1988).
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Cuando una nueva entrada de recursos se incorpora a un sistema econémico, ya sea una
innovacién técnica o subsidio de energia, esta tiene el potencial de hacer que el sistema
alcance cierto tetormno marginal, al menos temporalmente. Con el tempo, sin embargo, se
llega a un nuevo estado de declive. Este proceso se muestra en la Figura 20.3. Ean la curva
flustrada, (C,,B,) rtepresenta el punto donde, bajo la accidn de la Ley de Retorno
Decreciente, se adopta una innovacidén tecnoldgica o un nuevo subsidio de energia, y la
productividad marginal empieza a crecer. Al final, un nuevo punto de retorno marginal en
declive es alcanzado, presagiando una nueva innovacién, expansion econdmica o colapso.

De esta forma, la Figura 20.3 muestra el problema recurrente del retorno matrginal.

Beneficio T

9 S—

Ci Inversion

Figura 20.3: La productividad marpinal de Ia complefidad en crecimienta, con innovacion tecnaligica o adgquisicion
de fuentes de energia.

21, LA TEORIA DE CATASTROFES Y LOS SISTEMAS SOCIALES

A. DISCONTINUIDADES EN EL COMPORTAMIENTO HUMANO

En el registro arqueoldgico, los cambios abruptos y las discontinuidades han sido
tomados tradicionalmente como reflejo de cambios dristicos en los factores causales
subyacentes. Algunas veces estos cambios tenen, en efecto, causas discontinuas: no seria

util analizar la erupcion del Vesuvio en 79 d. C. en términos de vatiables endogenas al
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sistema cultural de Pompeya. Sin embargo, atn seria admisible atribuir cambios en la
trayectoria cultural de Mesoamérica durante el siglo XVI d.C., al menos en parte, a la

repentina y decisiva llegada de los conquistadores.

Desde hace algunos afios, los arquedlogos han argumentado un acercamiento procesual,
mas que un acercamiento historico-cultural, del cambio cultural (Flannery 1968; Binford
1965; Clark 1966; Renfrew 1972), han eshozado ideas sobre explicaciones en términos de
invasiones y han buscado un andlisis en términos de los procesos internos del sistema
cultural. Esta nueva perspectiva ha sido aceptada para cambios significativos y graduales, sin
discontinuidad, a través del tiempo. La trayectoria cultusal puede analizarse en términos de
cambios sistémicos continuos, sin necesidad de apelar a factores externos o explicaciones
difusionistas. Para la escuela arqueoldgica procesualista, los cambios repentinos y los
cambios discontinuos siguen siendo un problema. Si se concibe el comportamiento en
cuestion descrito por variables que operan en un “espacio de comportamiento” o un
“espacio de estado”, se puede imaginar que el valor de estas variables de estado es
gobernado por factores causales que pueden describirse mediante vatiables que operan en un
espacio control o en un espacio parimetro. Parece superficialmente justo y logico que las
discontinuidades repentinas surgen de los cambios subitos o discontinuos en las varables

control.

Es importante aclarar que la teorfa de catistrofes no se refiere a los efectos de
cataclismos naturales sobre poblaciones y calturas humanas. Esta puntualiza la descripcion y
explicacidn, en términos de cambios suaves en las variables control, de los cambios abruptos
o discontinuos. Pero, pata los antropélogos, su relevancia consiste en la explicacion de
aquellas divergencias y cambios drasticos de las formaciones sociales que no tienen causas
repentinas, pero que originan, de forma no tan obvia, una conjuncién de factores que sof

cambios drasticos o discontinuos.
B. LA TEORIA DE CATASTROFES Y LOS SISTEMAS DINAMICOS

Supongase que se ticne un sistema cuyos estados de equilibrio se obtienen al maximizar

o minimizar una funcién de costo, que incluye un nimero de factores o variables. Muchos
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sistemas humanos son de este tipo. Los individuos de un sistema buscan, en general,
maximizar los tetomos y beneficios, mientras minimizan el esfuerzo y los costos. Se ha
demostrado que, cuando no mis de cuatro vamables o factores de control estin
involucrados, todos los tipos de discontinuidad (cambios drasticos en el estado o el

comportamiento) del sistema pueden clasificarse en forma simple:

Cunadro 21.1: Interpretacién de las Siete Catastrofes Elementales!
p
dim | dim . Interpretacion | Interpretacion
Nombre Cc | X Potencial Espacial Temporal
Doblez 1 1 i X +ax Frontera/fin Inicio/fin
w i Cuspide 2 1 Lx* 4 ax? +bx Falla Sf:paracmn/umgn
2 4 2 Generar/cambio
5 1.5 1 3 1 2
o Cola d? 3 (I I bx Particion Cisma/rotura
(3 Golondrina Tex
‘ Ix" 4 lax® + Ibx’ ) _
Mariposa 4 1 5 ) Cavidad Llenat/vaciar
+1cx” +dx
3 3
Umbilica X" +y +ax-+by _
. 1 3 2 Esquina Colapso
o Hiperbolica +cxy 1 P
2 | Umbilica x’ _3XY2 +ax + by . .,
= Bling 3 2 , 5 Agujerc Petrforacion
g liptica +e(x” +y7)
| Conbilica X'y +y" +ax+by g
>araboli 4 2 . . Jet Perforacién
Parabolica +ex? +dy

V/ Las C-coprdenadas son a, b, ¢, d. Las X-coordenadas son 3.

Cuando so6lo hay dos variables control, el comportamiento mas complicado posible del
sistema esta explicado por la llamada “catstrofe ciispide™ (Figura 21.1). El apotte de esta
descripcion es el de analizar cémo los cambios dristicos en el comportamients local del
sistema pueden producirse por cambios graduales y continuos en el comportamiento de las
variables control. Las discontinuidades dentro del sistemna, asi como los cambios abruptos,
surgen, sin cambio repentino alguno, en el comportamiento de las fuerzas que actian sobre

el sistema. En otras palabras, las discontinuidades se originan del comportamiento continuo

(¢ e, continuidad = discontinuidad).
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Figura 21.1: La cardstrofe cispade.

La superficie catastrofica representa todos los estados de equilibrio factibles del sistema.
El eje vertical mide el compottamiento (x) del sisterna, mientras los cambios en las vatiables
control (2 y b) estin representados en el plano horizontal. Un estado de equilibrio del
sistetna se representa por un punto sobre la supetficie catistrofe, y los cambios de estado
por movimientos de estos puntos. Un cambio continuo de estados de equilibrio describe
una trayectoria sobte la supetficie. Por ejemplo, cuando 4 toma valores grandes y 2 toma
valores pequefios, el estado del sistema se representa por un punto cn la patte superior de la
superficie, pero, al incrementar 4, se alcanza el doblez y el punto cae subitamente a la parte
inferior de la superficie. Esto es la “catistrofe”. Notese que durante este salto, las variables
2 y b no han cambiado significativamente, pero Ia variable x, que representa el estado del

sistema, ha sufrido un cambio drastico.
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Se ha dicho que el sistema bajo estudio estd descrito por los valores de un nimero de
variables (digamos m variables) en el espacio de estado. Sea X un espacio de estado, descrito
por m vartables reales. Un estado particular del sistema se representa por un punto de este
espacio de estado particular X =R™, FEl comportamiento, Z e, la dinamica del sistema, es
gobernado por los valores de cierto nimero de variables control (digamos k variables). Las
variables control se representan por puntos, cada uno de los cuales es una k-tupla de

. . k
nameros reales. Un punto ¢ =(a,,a,,...,a,} en el espacio control C=R" es lamado un

punto control, y representa un conjunto particular de valores de las vartiables control.

La nocién de modelo, de cualquier explicacion, implica que existe una relacién inherente
entre las variables de estado y las variables de control. En realidad, no es necesario conocer
en forma precisa cual es esta relacidén. Se trabaja bajo el supuesto que la dindmica y

evolucién del sistema estd regida por una familia de mapeos {_, c € C, cada uno definido en
el espacio de estado X v con valores reales, es decir, f.: X — R. Para cada punto c € C, se
tiene un mapeo f_, que se puede interpretar como una funcién de potencial generalizada.

Una funcidn de costos es un ejemplo de tales mapeos. Los estados estables del sistema en
consideracién resultan ser los méiximos o minimos de este mapeo. La hipétesis principal es

que todo sistema minimiza localmente a f. (para una funadn de potencial) o maximiza
localmente a f ara una funcién de utilidad que represente el beneficio, cuando las
c q P

decisiones humanas estén involucradas). Otra hipétesis importante es la de la estabilidad
estructural. Para k €5 todas las funciones de potencial son cercanamente estables y tienen

singularidades equivalentes a las catéstrofes elementales (Teorerma 14.8).

Por ejemplo, un sistema que puede existir en alguno de dos estados estables puede
representarse por una funcion de potencial que posee dos minimos, uno por cada estado
estable. Los cambios en el sistema producidos por cambios en el entorno pueden describirse
en términos del efecto resultante en la naturaleza de la funcién de potencial. (Figura 21.2).

El mapeo f_ cambia al mover el punto ce C. Para cambios pequefios de c, la naturaleza
cualitativa de f_ puede permanecer invariante. Sin embargo, Ia primera observacién de la

Teora de Catistrofes es que eso no stempre sucede. Un pequeilo cambio en ¢ puede alterar
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la naturaleza cualitativa de f_, 7. ¢, destruir un minimo, y causar un cambio considerable en la

dinamica del sistema.

XL

1 (el TS W 371 (IS 01
a=2-3 3z-2 ax-1 a.p gz1 a=2 a=3

Figura 21.2: La repla del retardo.  La fancidn f os interpretada como una funcion de enerpia cuyos mininws

son Jos estados de equilibrio para x. Agni x sufre un cambio drdstico cnande el minitmo local desaparece.

Tales bifurcaciones o catistrofes no pueden ocurtir en aquellos puntos ¢, € C, con la
propiedad que para cada punto ¢ en alguna vecindad de c¢,, el mapeo f esta
suficientemente cerca de f_ . Tales puntos son los llamados puntos regulares (Definicién

12.16). Los puntos que no son regulares son Hamados puntos catastrofe, v el conjunto de

dichos puntos es el conjunto catasuofe.

En términos matematicos, el problema se trata como sigue: se desea estudiar los
maximos y minimos de los cambios en f_, asi que se construye el conjunto
2, ={(x, e XxC:d,f (x,¢)=0;.
Notese que este conjunto es también una funcién multivaluada. Para cada c € C, existen
varios X € X que satisfacen la propiedad anterior. Dado un punto ¢ € C, se puede construir
una variedad diferenciable alrededor de c, aquella formada por los puntos x € X tales que

(x,c)€ 2 . Laidea de la superficie 2| proyectada sobze el plano C se logra a través de la
existencia del mapeo ¥ :2, —> C definido por (x,c)+»c. Hste mapeo es llamado el
mapeo catastrofe. Il Teorema 1.12 asegura que 2 cs siempre una subvariedad

diferenciable de X x C.

El conjunto catastrofe puede caracterizarse como el conjunto de puntos ¢ € C tales que

la recta {(x,c):x€ X} es tangente a 2; . En otras palabras, es la imagen de las

singularidades de x. El Teorema de Thom (Teorema 15.1), bajo la suposicién de
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estabilidad estructural, establece que si k <5, cualquier singularidad es equivalente a una de

las catastrofes elementales listadas en el Cuadro 21.1

El namero de catastrofes clementales depende de k, como sigue:

Cuadro 21.2: Dependencia del nimero de catastrofes
elementales respecto del nimero de variables control.

k 1 2 3 4 5 6
Catastrofes elementales 1 2 5 7 i1 0

Los posibles tipos para k < 4 fueron listados en el Cuadro 21.1. Nétese que las variables de
estado no intervienen en la forma de la catistrofe. FEl sistema puede ser tan complicado
como se desee, siempre que satisfaga las condiciones de estabilidad estructural. Muchas
situaciones reales pueden describirse en la forma previamente establecida, es decir, el
comnportamiento se concibe como una funcién f de este tipo (la cual no necesarjamente debe
ser explicitamente conocida). Tl Teorema de Thom establece que sin importar lo
complicado y elaborado del sistema, en términos de tener un miimero grande de variables de
estado, se puede esperar que clertos aspectos de su comportamiento puedan describirse en
forma sencilla, tanto como el nimero de variables de control mdependientes no sea mayor
que 5. Dichos aspectos del comportamiento que Thom permte clasificar son las

transiciones o transformaciones entre los estados estables del sistema.

La fuerza real del teorema se hace clara cuando se considera un caso especifico, como en
el caso de la catistrofe cispide (k=2). El teorema indica que en condiciones dadas (se
puede mostrar que muchos sistemas reales satisfacen dichas condiciones), las singulatidades
solo pueden ser de dos tipos especificos. Es posible escoger entre estas dos posibilidades,
sin tener un entendimiento completo del sistema, o la naturaleza precisa de la funcion f, y
aun asi describir su comportamiento. Se tiene entonces una técnica para escribir o predecit
el comportamiento cualitativo del sistema, sin necesidad de poseer un conocimiento
absohito de los detalles de sus mecanismos (¢ e, la forma precisa de f). Esta herramienta
permite dejar 2 un lado la complejidad de los factores internos en la realidad, y ofrece un

acceso simple y profundo de las regularidades que gobiernan el compottamiento del sistema.
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C. LA CATASTROFE CUSPIDE

La utilidad del enfoque de la Teorfa de Catastrofes es mds provechosa cuando se discute
en el contexto de uno de los tipos de singularidades especificados por Thom. En el caso que
el nimero de variables control es 2, El Teorema 15.1 garantiza que las singularidades se
presentan solo de dos formas posibles: el doblez y la cispide. La cuspide es la mis

complicada.

Sea k =2,y supdngase que el espacio control C=R? tiene coordenadas a, b. Sea
n =1,y supbngase que el espacio de estado X = R est4 representado por la coordenada x.
Por tltimo, definase el mapeo fan X —> R por

fon(®=1 x* +Lax® +bx.

Aqui se asume una forma especifica para el mapeo f, segtin las catistrofes elementales para el
caso k=2. Como ya se explicé, la utilidad de este enfoque radica en que no se necesita
conocer esta forma especifica para alguna aplicacién en particular. Dadas las suposiciones
iniciales, sélo existen pocas formas en que las singularidades pueden ocurrir. No es
indispensable conocer la telacién entre las variables de estado y las variables de control
cuando se desea investigar el comportamiento cualitativo. Es suficiente con saber que
k =2,y se ttene cierta forma de singularidad o discontinuidad que se desea examinar. La
Figura 21.3 presenta el comportamiento local mis complicado posible en el mapeo

catastrofe y: 2, ->» C.

La supetficie 2, ¢ Nx C estd dada por el conjunto
Of /Ox=x"+ax+b=0.
Una smgularidad de y , el mapeo catastrofe y: 2, -» C, ocutre en los puntos del conjunto
A ={{x,c)e X, :d2f(x, ¢) = 0}, es decir, cuando

O /ox =3x" +a=0.
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Figura 21.3: La catistrofe crispide. La superficie M mussira los valores de la variable de estado », Ly de Jas

vatigbles control a, b, para las cugler la Janciin de stilidad es un mdsamo o un minimo, indicands un estade

de equilibro.

Entonces, el conjunto § de singularidades de ¥ esta dado por las ecuaciones antetiores

df=dX=0. S consiste de dos curvas doblez, determinadas por un parametro no nulo A

en la forma
(x,a,b)=(4, 34,227, A=0,
y una singularidad cdaspide en el origen. El conjunto bifurcacién B = x(5) esta dado por
(a,b) = (=34, 22%), A#0,
que es la cispide en 4a® 4 27b” = 0. Nétese que tanto 2, cotno S son diferenciables en el

otigen, y la cuspide ocutte en B, en lugar de S.
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B. ESTRATEGIA DE FLECCION, DECISION O ACEPTACION DE INNOVACION

Imaginese una situacion en la que un individuo o un grupo de individuos se enfrenta a
varias opciones, de forma que él o el grupo deben determinar el cutso de su trayectoria, y
considérese no solamente una decision de si/no, sino de estrategias mixtas. Esta conjuncién

se expresa por la vanable de estado x.

Con el cambio hacia un nuevo valor de x, se induce una nueva estrategia por medio de
un cambio en la variable conrtrol a , Ia cual es una medida del beneficio economico alcanzado
por la innovacién. Para complicar la decision, se introduce otra variable control como
“factor divisor”, denotado por b. Este puede representar el costo de la mversién o
simplemente un ajuste mental, como el grado de reestructuracion de habito o pensamiento

implicado en el proceso de la aceptacion de la mnovacion.

La funcién de potencial o de utilidad f(a, b, x) = 0 que define x en términos de ay b, no
debe ser necesariamente conocida con detalle. Su valor ¢ representa el beneficio o el
atractivo percibido para una determinada estrategia x, para diferentes valores de ay de b. Se
asume que ¢l individuo actia de tal forma que éste elige el valor de x que es localmente
Sptimo (en relacién con el beneficio o atractivo percibido). En tal caso, con dos variables
control y una sola vardable de estado, el Teorema de Thom establece que los cambios

dristicos en la decision pueden describirse por 1a catastrofe caspide.

Los beneficios totales ¢ de una estrategia mixta en particular se indican de la siguiente
manera: éstos se consideran en relacion con la proporcién x del elemento mnnovador en la

estrategia total.

La Figura 21.4-1 indica la posicion donde la mixtura de decisién existente es igualmente
costosa o menor que la eficiencia en uso (7 e, a es bajo), y existe en adicion, un alto coste de
instalacion del dicha innovacion (b es alto). Los beneficios son 6ptimos para un bajo valor

de x: una baja proporcién de los componentes innovadores en la eleccién seguida. Cuando
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se trata del comportamiento de un grupo de individuos, y se logra una decisidon en grupo, la

ordenada puede indicar el soporte del curso de la accién implicada por el valor de x.

La Figura 21.4-2 indica la posicién cuando el nuevo dispositivo es considerablemente
mas asequible y eficiente en uso, y cuando no existen costos de Innovacion (a alto, b bajo).
La Figura 21.4-3 mdica la posicién cuando los costos de innovacién son levemente bajos, y
existe un balance en la eficiencia y los costos de la innovacion en relacién a los métodos

tradicionales (a y b son ambos medios o bajos). Hsta es una situacion neutral.

La Figura 21.4-4 ilustra el caso cuando los costos de instalacidn son altos, pero también
la innovacidn es mucho mas eficiente o mucho menos costosa en uso (a y b son altos). En
este caso hay dos maximos, x, y X,, ya que existe un beneficio al evadir los costos de
instalacion al retener el patrdn existente, sin teparat en la reduccidn de costos que dicho
cambio pueda implicar (x,). Al mismo tiempo, existe un beneficio como resultado de la
mversion de capital y obtener una reduccion de los costos debido al cambio (x,). Sm

embargo, existe el peligro de invertit recursos en hacer un cambio y no alcanzar la reduccién

de los costos, derivada de dicha alteracion (x,).

En este punto se puede hacer referencia al Teorema de Thom, y establecer que si existen
sinpularidades, y clertas suposiciones de naturaleza matematica, entonces la configuracién
mis compleja de tales singularidades es la de una catastrofe cuspide (Figura 21.3). Ahora se
estd en posicidn de describit completamente Ja situacion. La superficie de la Figura 21.3
representa aquellos valores de x para los cuales la funcidn f es un maximo o ua minimo.
Esta muestra el valor de x {dados los valores de a y de b), que representa la estrategia dptima
en términos de ambas variables. Esta representa, entonces, los valores de x para los cuales el

sistema es estable. Sia o b varfan (por ejemplo a lo largo de la trayectoria temporal de t, a
t,, representados por los puntos 1 a 3), el valor de x vatia, y, en consecuencia, ¢l

comportamiento del mdividuo o grupo en cuestidén.
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Figura 21.4: Distribucion de la ufilidad (beneficios) para una estrategia de comporiamionto (x} con cnatro

diferentes pares de valores fijos para los pardmetros de control ay b.

En el caso de una sociedad en donde el costo de la inversién en innovacion es bajo, la
trayectoria usual que sigue se inicia en el punto t, (Figura 21.3). En este punto, b es bajo ¢

inicialmente la razon de eficiencia a es baja: el cambio no es econdmicamente ventajoso.
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Consecuentemente, el valor de x para el cual el valor de la funcién f es un maximo es bajo.
Aqui, el foco de interés es la cispide, y esta es la configuracién que muestra que en la

trayectoria desde t, hasta t,, existen dos valores optimos de x. Dado gue el sistema busca
maximizar x localmente, la trayectoria sigue hasta t,, (sia se incrementa apropiadamente) y

en ese punto cxiste un salto drastico en el comportamiento de, hasta t, .

S1b es alto (t,), existe poca respuesta de mejora en la eficiencia de la innovacién (t.)
hasta que se alcanza el punto t,. Es aqui donde toma lugar la aceptacién de dicha
mnovacion. Hsta es la catdstrofe. Sin embargo, la eficiencia relativa de la innovacién declina
marcadamente, favoreciendo de nuevo un patron pre-innovador de accidén. El

comportamiento ptimo local causa que la trayectoria siga hasta el punto t,, , y la estrategia

cambia rapidamente (t,, ). FEste es el valor del “factor divisor” b que determina cuzndo el

compottamiento es continuo o discontinuo. Sobre el espacio control (el plano R?, donde
se proyecta la clspide) la curva indica el conjunto catistrofe (conjunto bifurcacién). Este
proporciona los puntos control, es decit, Jos valores de a y b donde ocurren las
discontinuidades. Dichas discontinuidades no ocurren, cuando los puntos control (a, b)
cruzan el conjunto catastrofe para entrar en la region encerrada pot éste, sino cuando salen

de dicha region, debido a la condicién de optimalidad local.

La regla de retardo se muestra para el caso de dos dimensiones. Si el valor de b

permanece constante (y alto), la trayectoria seguida (t,, t, t,, t,, ) es una curva cerrada, y el

comportamiento del sistema el ciclico. Este es un efecto de retardo o un efecto de histéresis,

y la trayectoria seguida se dice que es una curva de histéresis.

22. UN MODELO DEL COLAPSO MAYA

La nocién gencral de colapso ha sido desctita por Adams (1973), Tainter (1988) y

Webster (2002) para el caso de la civilizacién Maya clasica, y que fue discutida en la seccién
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19 de este trabajo de investigacién. Fste modelo puede aplicarse también al colapso de la
civilizacién Micénica (ca. de 1100 a. C.), al colapso de la civilizacién del Valle Indico (¢ca. de
1800 a. C.), a la civilizacién Hitita (1200 a. C.), y posiblemente al Egipto Antiguo en los
inicios del primer Petiodo Intermedio. Renfrew (1979) ha sugerido que existe una
regularidad en los procesos culturales respecto al colapso, es decir, la histotia se repite, en
diferentes tiempos y lugares, en el sentido que la misma dindmica subyacente del cambio

cultural esta en curso.

Algunos sintomas particulares del colapso de la civilizacién Maya son:
1.- Fallas en la cultura de la clase élite:
a2y Abandono de estructuras residenciales y administrativas;
b) Cese de levantamiento v restauracién de monumentos funerarios y fosas, o de
actividades rituales (templos);
¢) Cese de manufactura de registros y monumentos histéricos esculpidos (estelas);
d) Cese de manufactura de objetos suntuosos como cerdmica fina policroma, finos
trabajos en piedra y jade, para el uso de la clase élite;
¢) Ceseen el uso del calendario y del sistema de escritura, al menos en la tradicién del
Periodo Clasico;
2.- Migracion aparentetneitte rapida de los centros poblacionales y ceremoniales;

3.- Un corto periodo relativo de ceurrencia, entre 50 y 100 afios (Adams 1973:22).

St una civilizacién o sistema cultural puede expresarse en términos de una o varias
variables, entonces al momento del colapso del sistema, el parimetro deberia sufrir un
cambio drastico y discontinuo en su valor (una pérdida stbita en el nivel establecido de
complejidad segun Tainter), del tipo de las catistrofes de Thom. FEl Teorema de Thom
indica que si se ticne argumentos a priori para usar la catdstrofe cuspide, entonces se sigue

que una variable es suficiente para obtener todo el escenario que describe el sistema.

En la practica, no es dificil encontrar un parimetro cuyo cambio dristico pueda utilizarse
como mndicador de colapso. La dificultad radica en seleccionar las varables control del
sistena que no colapsen simultineamente con tal indicador. Para el caso de una sociedad

altamente organizada, una sociedad centralizada, y, pot lo tanto, una sociedad con estructura
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de estado (ya sea temprano o altamente desarrollado), existe una fuerte retroalimentacién

entre los subsistemas y entre las variables que describen a estos subsistemas.

Se considera innecesario que las vadables control deban ser externas al sistema en
cuestion. Mais aGn, las ideas de foliacién rapida’ y variedad lenta™ son utiles cuando se
considera sistemas con fuerte retroalimentacién, en los que el cambio en el valor de las
variables de estado, al acercarse al doblez, es mucho mis ripido que el movimiento a lo largo
de la superficie, la variedad lenta, siempre que éstas sean impulsadas a lo largo de Ia
supetficie por la dindamica retroalimentadota del sistema. Por ejemplo, el modelo de Zeeman
del rompimiento de sistemas de intercambio puede ser de interés aqui, aunque su relevancia
en el presente caso se reduce a la dependencia de la sitiacién en la fuerte percepcion de
especuladores que causas inestabilidad, la cual, en el caso del colapso de sistemas sociales,

tiene una causa mas profunda que la imprudencia especulativa,

No es facil encontrar una formulacién apropiada en términos de dos varables control
que proporctone una descripeiéon adecuada del colapso de un sistema. Dicha formulacién
puede hacerse de otras formas, con otras vatiables control, como consecuencia de la fuerte
mnterconexién entre los subsistemas del sistema social. Para estar en acuerdo con la
definicion de colapso segan Tainter, este modelo considera Ia variacion sélo entre dos polos
de la variable de estado: una fuerte centralizacién (caracteristica de las sociedades con
organizacion de estado incipiente o mds complejas), contra una descentralizacién total
(sociedades relativamente simples). Un alto grado de complejidad es equivalente a un alto
grado de centralizacin. Sise quisiera incorporar un tercer nivel de complejidad (sociedad de
tipo cacicazgo) en el presente tratamiento, es necesatio reformular ¢l modelo y hacer uso de
la catistrofe mariposa, la cual involucta cuatro variables control. ILa mtroduccién de un
valor de “compromiso” para C permite la introduccién del concepto de cacicazgo en dicho

tratamiento.

Se denotara por C a la variable de estado Grado de Centralizacién. Fste parametro en

del comportamiento del sistema es una medida del control de un territorio (en un instante

* Véase Zeeman (1972).
** ihid.
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dado), por una autoridad central a través de una estructura jerarquica fuerte. Un alto valor
del grado de centralizacion se refleja arqueoldgicamente por una jerarquia de plazas centrales,
signos de realeza, compleja maquinaria administrativa, mantenimiento de tegistros
burocriticos y de otros epifendmenos de las sociedades. El grado de complejidad se refiere
tanto a la superestructura, la realidad social, como a la estructura, el numero de plazas y
templos. Ademas, éste puede cambiar ripidamente. Para cada sociedad en cuestion, debe

utilizarse difetentes escalas en la medicién de C.

Las variables control propuestas son: Inversion en Autoridad Carismadtica, denotada
por I; y Grado de Marginalidad Rural, denotada por M. La autoridad carismatica central
se refiere a la organizacién estructurada en la sociedad que resulta en adherencia a la politica
que simboliza la autoridad central. Esta no es una medida de la poblacion o la creencia, sino
de la energfa asignada a los dispositivos culturales usados para promover afinidad a la
autoridad central. Estos mecanismos son de tres tipos: fuerza coercitiva directa y aplicada,
provision de bienes materiales, y de beneficios simbolicos. FEl primero es tomado
directamente de las caracteristicas que definen a las sociedades complejas, como los estados.
El segundo se refiere a los beneficios materiales que fluyen desde la autoridad central (en
términos de redistribucién). El tercero se refiere a los diversos artificios utilizados para
producir lealtad, solidaridad, y adherencia a la autoridad central, ya sea a través de signos
visibles, rituales o aquelios que involucran lo sobrenatural. Su efectividad puede ser dificil de
medir, pero el esfuerzo mnvertido en estos rubros esta bien documentado en el registro

arqueologico.

No se ha mencionado el control burocratico, ni de la jerarquia de plazas centrales, ni del
flujo de informacién, ni del grado de especializacion de la sociedad. Estos también son
medidores de la complejidad de un sistema social, y por lo tanto, son equivalentes al grado
de centralizacion. Se ha hablado en cambio de la inversién y del impacto de la demostracion

de: eminencia de la realeza, poder religioso, y fuerza autorizada.

La segunda variable control, marginalidad rural, estd telacionada con el balance
econdémico de la poblacion rural (o plebeya segin Skalnik) En el lado de los ingtesos se

toman en cuanta los estuerzos agricolas y artesanales. En el lado de los egresos se hallan las
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contribuciones materiales, en bienes o labor, requeridas de los plebeyos por la autondad
central, como precio de su ciudadania o de ser eximidos del castigo. La idea de marginalidad
estd disefiada para considerar simultineamente la productividad, por una parte, y en nivel de
impuestos o tributos, por otra. Un nivel dado de impuestos puede aceptarse enteramente en
un estado del sistema, pero si el nivel de productividad per capita decrece (como
consecuencia, por ejemplo, de un incremento en la poblacién), la carga tributaria se vuelve
mayor y la marginalidad es alta. En un “entorno marginal” dificil, la marginalidad permanece
alta aunque la carga tributaria sea baja. Diversas mediciones pueden utilizarse para mdicar la
marginalidad.  Factores relevantes como la productividad de los suelos, la densidad de

poblacién, y la prosperidad familiar son, en principio, accesibles en el registro arqueologico.

El modelo postula una funcién £(C,1, M) =0 que expresa en alguna forma apropiada el

bienestar de la poblacion rural. La poblacién plebeya o dominada, y, por lo tanto, la
poblacion total, actiia de forma que f se puede maximizar localmente, aunque se debe tener
en cuanta las restricciones inducidas por M y por I El grado de centralizacidn, C, es un
reflejo de los sucesos o fallas de la autoridad central en regir o atraer la adherencia de la

poblacion rural a las politdcas del sistema central,

Es importante destacar que la inversién en la estructura del gobietno proporciona
estabilidad a la autoridad centralizadz, ademas de una capacidad de resistir la adversidad
(expresada, en este modelo, a través de la marginalidad) y asegura la supervivencia del
sistema.  Es por medic de la marginalidad que un estado del sistema es obligado a
incrementar la eficiencia local, a través de una demanda de inversién en la estructutacion

gubernamental.

La respuesta ¢ de la poblacién dominada a diferentes valores de C puede resumirse
como sigue:
* Ipequefio, M grande: C es muy pequefio. Bsto corresponde a una sociedad acéfala con
técnicas de produccién rudimentarias. Compérese con la Figura 21.3-1 tomando x como

C,acomo I, ybcomo M.
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* I grande, M pequefio: Fsto corresponde a muchas sociedades con organizacion de
estado incipiente, donde la productividad es alta, y la tributacién central no es
excesivamente gravosa. Compirese con la Figura 21.3-2.

* I grande, M incipiente: El valor de C es muy alto, y representa una sociedad en un nivel
intermedio de centralizacién. Figura 21.3-3.

* I grande, M grande: La curva es bimodal. FExisten dos valores de C para los cuales la
sociedad puede operar con eficiencia mixima. Estos cotresponden a una sociedad
altamente centralizada (estado) y la una sociedad totalmente descentralizada (acéfala).

Véase la figura 21.3-4.

El analisis de las relaciones entre las variables arriba expuestas sugiere el uso de la
catistrofe cuspide o de superficies globales mas complicadas. El doblez y la cispide son las
anicas posibilidades localmente estables (en Ia ausencia de una frontera) y las hipdtesis
sugieren la presencia de al menos una cispide. Esta es la forma mds simple en que se puede
describir el cambio discontinuo de un valor de C a otro, con cambios continuos en las dos
variables control. El modelo establece que dos, y sélo dos, variables control estin en
operacion, de forma que se asume que todos los factores de control relevantes son
expresables en términos de Ty de M. En un caso real esta situacién no es tan simple. Ta
variedad diferencial cuya supetficie representa los estados de equilibrio de la funcién de

eficiencia se muestra en 1a Figura 22.1.

Una trayectoria temporal, tipica del colapso de un sistema social, por ejemplo, en el caso
de la civilizacién Maya, es como sigue. La historia empieza en el punto 1, que representa al
tiempo t,. La marginalidad es baja, y también la inversién en autoridad. FEl grado de
centralizacién es bajo: este es una sociedad préspera pero no centralizada, que puede ser
igualitaria. Al incrementarse T (pues el sistema social invierte en aumentar su complejidad

como solucion a sus problemas), 4 través de los puntos t, v t,, se incrementa también C: la

sociedad se desatrolla. Pero ahora la marginalidad M aumenta: no es ficilmente accesible a
la poblacién rural acrecentar 1a produccion per capita en orden de sostener los requerimientos
de la administracién central. Al aumentar la poblacidn, o se reduce la fertilidad de los suelos,

o la tasa de impuestos aumenta, v la marginalidad crece, junto con un aumento en I hasta el
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punto t,; es en este momento cuando se alcanza el beneficio marginal maximo, 7 e., si el

sistema sigue invirtiendo en aumentar su complejidad, ésta en lugar de incrementarse,

decrece.

M

Figura 22.1: La rdpida formacéin o colapso de entidades politicar centralizadas visto como una catistrofe cispide.

Ahora el sistema esta bajo tensioén, con M'muy alto, por lo que I dectece un poco, hasta
el punto t;. Notese que en este momento existe otro valor de C (punto t,) con los mismos
valores de Iy de M, para el cual la efidencia es también un maximo. Pero, la Regla del
Retardo, que representa la inercia del sistema a través de sus complejas retroalimentaciones,
impulsa al sistema a alcanzar el puato t,, lo cual no es posible sino hasta t..» en donde los
miximos locales se anulan en conjunto (Figura 21.2), lo que provoca un cambio repentino en
el valor de C (punto t, ). Este cambio ripido, interpretado como el colapso del gobietno
central, implica otras muchas variaciones. En particular, el personaje central ya no ejerce
mas control con el carisma que lo suele acompadar, no puede regular ya la inversidn en la

autoridad carismatica 1. El colapso de C, es decir, la ruptura del control centralizado, es
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seguida por un rapida pero gradual disminucién de I hasta el punto t,. El aparato

administrativo, con sus oficiales especialistas, desaparece (estos mueren o emigran) y la

marginalidad se reduce {punto ty)-

Esta formulacidén que usa la catastrofe cispide, ofrece diversas ideas sobre el colapso de
los sistemas sociales. Es interesante, ademds, estudiar las circunstancias en que la direccion
del ciclo descrito puede revertirse, con un colapso positivo de una sociedad acéfala a una
sociedad centralizada, y la formacién repentina de un estado. Sin embargo, es necesario
disanguir entre centralizacién a través de intensificacion, cuando el tamaiio del tetritorio no
se ve alterado, y una centralizaciéon por medio de amalgamiento o fusidén, cuando se
incrementa el tamafio del territorio. En muchos casos, la formacion de un estado acotnpana

a esta Ultima.

El modelo evidencia que los cambios abruptos y discontinuos en C, pueden ser resultado
de cambios continuos en I o M. Los valores de Iy de M cambiarin rapidamente después del

colapso de C, pero estos cambios son, aunque ripidos, graduales, y por lo tanto contnuos.




1V. CONCLUSIONES

«l.a matemitica es la clencia que obiicne conclusiones necesanas (Benjamin Peirce).

La trascendencia de la Teoria de Catistrofes es la prueba de uno de los resultados mis
importantes de la matematica aplicada: El Teorema de Clasificacién de Thom de las
catastrofes elementales, el cual parte de la Teoria de Singularidades. Todos los conceptos
presentados —gérmenes, jets, determinacién, codimensién, corrango, desdobles— se

enlazan para fundamentar este resultado.

Bajo condiciones naturales (estabilidad estructural), el Teotemna de Thom permite
obtener una clasificacién finita y completa de las singulatidades. En general, este
teorema soluctona sélo parcialmente el problema de determinar el ntmero y la

representacion de las singularidades, es decir, el nimero de clases de la relacion de

equivalencia en el conjunto de funciomes clase C”, definida en términos de

transformaciones suaves de coordenadas.

La motivacién para el desarrollo de las ideas y técnicas de la Teoria de Catistrofes fue
proveer un lenguaje que permitiera discutir los procesos de morfogénesis, 7 ¢, la
aparicion de formas. En este sentido, la Teoria de Catistrofes logra, de manera precisa,
distinguir las geometrias en que ocurren dichas formas a través de las catdstrofes
elementales. Estas catdstrofes elementales sitven como arquetipos geométricos para los

“moldes” en que se presentan los fendmenos emergentes.

La Teoria de Catastrofes permite describir los efectos de In interrelacién de factores sin
necesidad de aclarar como es que se interrelacionan. Destaca que Ia funcién de potencial
o de utlidad del modelo, cuyos miximos o minimos representan los estados de
equilibrio del sistema, no debe ser necesariamente conocida, Gnicamente se sugiete que
las variables explicativas (variables de control) estén clatamente definidas y se difetencien
claramente de las varables de estado. En particular, es importante para los arquedlogos

y antropologos especificar cuales son las vatiables de control del sistema, y cémo éstas
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trabajan para producit el comportamiento discontinuo. En las aplicaciones es
tmportante verificar que los cambios en las variables de control producen cambios en el
comportamiento, y que no se requieren variables adicionales para inducir la

discontinuidad.

Desafortunadamente, en la practica la Teoria de Catistrofes no conduce a predicciones
cuantitativas.  Sin embatgo, si puede reconocer cuindo una forma especifica de
catastrofe implica Ja maximizacion de una funcién de potencial o de utilidad de
dimension y codimensién dadas. La aplicacion de la Teoria de Catdstrofes puede
despertar el intetés por la forma de tales funciones, asi como el interés del enfoque

formalista en el analisis de los procesos culturales en antropologia.

La aplicacion de la Teoria de Catastrofes al caso del colapso de los sistemas culturales es
un ejemplo del modelado de fenémenos utilizando un fundamento logico que incotpora
el principio de contradiccién. Bajo esta perspectiva, la interaccién entre las variables
enddgenas del sistema es suficiente para producir el comportamiento discontinuo. Asi,
la caracterizacion del sistema cultural produce su misma catistrofe: el sistema mmplica su

propio colapso.

El estudio del colapso de los sistemas culturales pot medio de la Teotia de Catistrofes
requiere muchos conceptos y técnicas matemnaticas complejas.  Como interés
multidisciplinario, se puede estudiar el colapso de los sistemas culturales con
herramientas matemdticas mds directas. Por ejemplo, desde un enfoque logico deductivo
formal, haciendo uso de teorias recientes, tales como los sisteras de logica

paraconsistente.




V. RECOMENDACIONES

«Qué me estoy contradiciendo? Muy bien:

me estoy centradiciendo. (Soy amplio, contenge multtudes)» (Walt Whitman).

Este trabajo conduce a concluir como légicamente vilido que la inconsistencia es un
fenémeno natural. La existencia de predicados ambiguos parece exigir la admisién de cierto
tipo de contradicciones, ya que, para estos casos, es posible admitit como consecuencia la
aceptacion de contradicciones de la forma O Fa A —Fa, donde F representa cualquier
predicado ambiguo, sin que por ello la teoria necesadamente deba ser trivialmente

inconsistente.

En la actualidad, existen sistemas de logica paraconsistente que se han creado en funcién
de las motivaciones antes resefiadas, que en general se caracterizan por construir teorias que
no son trivialmente inconsistentes, ¢s decit, teotfas en las cuales cs posible que determinadas
contradicciones sean vilidas, sin que pot ello cualquier férmuia lo sea. Bl aspecto mas
interesante de la lSgica paraconsistente radica en la posibilidad que ofrece de expresar las
caractedsticas de la dialéctica hegeliana. El sistema LD construido por Newton da Costa y
Robert Wolf se expone con detalle en el Apéndice C. Fste sisterna de légica paraconsistente
fue especificamente creado para dar cuenta del principio dialéctico de la Unidad de los
Opuestos, y fue expuesto en “Studies in Paraconsistent Lagic I: The Diakectical Pringiple of the Unity
of Opposztes” (1980).

PROPUESTA PARA INVESTIGACION

En este trabajo, se discutieron las limitaciones de las ciencias formales pata describir el
comportamiento de los sistemas culturales, en cuanto que parten de la logica clasica. El
surgimiento de las 16gicas paraconsistentes ha permitido formular desde un acercamiento
deductivo formal el Principio de la Unidad de los Opuestos (PUQ), evitando asi el problema
de la trivializacién de la logica. Con esta aproximacion, es posible construir un sistema
formal basado en alguna extension del sistema LD que permita describir el compotrtamiento
de un sistema social o cultural (a semejanza del espacio control), de acuerdo al sigulente

Mecanismo:
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* definir el lenguaje y el conjunto de conectivos primitivos en una extensién de LDj; y
establecer las formulas bien formadas {z e., definir la sintaxis);

* proponer un conjunto de axiomas /'

* formular una interpretacién de [ vilida para un sistema cultural @; en la cual la formula
@ = =@ (u otra formula equivalente) se interprete como la condicion que formaliza el
colapso del sistema;

* demostrat Ia consistencia y la no trdvializacién del conjunto de estos axiomas, bajo esta
fnterpretacion;

* por dltimo, establecer la condicién formal del colapso de @ como resultado de tales
axiomas, es decir, comprobar que /70 ¢ = .

Ademas, se podria verificar propiedades propiamente formales del modelo, tales como

decidibilidad, independencia de axiomas, entre otras.

En este trabajo, se ha argumentado también sobre el caricter ambiguo de las
afirmaciones en las ciencias sociales. FEl modelo 16gico anteriormente expuesto puede
complementarse, sumergiéndolo dentro de un ambiente de una de una logica difusa, a
manera de introducir un factor de “ambigiiedad” que exprese, en forma mas apropiada, este
tipo de enunciados. Actualmente, se han desarrollado diversos tipos de sistemas de 16gica:
plunivalente, modal, de relevancia, entre otros, los cuales pueden brindar una mejor

descripcién del comportamiento y la imprecision de los fendmenos sociales.

OTRAS RECOMENDACIONES

El modelo presentado en este trabajo de tesis es sélo una propuesta tedrica al problema
del colapso maya. AGn se debe evaluar la funcionalidad del modelo, es decir, verificar con
datos arqueologicos si la dindmica de algunos sitios mayas corresponde al comportamiento
sugeaddo. Hl planteamiento de modelos alternativos mediante ¢l uso de la Teoria de
Catastrofes también puede ser de interés. Similarmente, puede utilizarse esta teoria pata
construit un modelo que permita describir el surgimiento repentino de entidades

socioculturales complejas.
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APENDICE A: ESTABILIDAD ESTRUCTURAL

Para los propésitos que conciemnen 2 esta tesis, se dice que una funcion f se “parece” a
otta funcion f cuando f esta “cerca” de f por alguna funcién de medida. De esa forma, los

puntos criticos de f y f poseen la misma estructura topolégica (minimos locales, maximos

locales, puntos silla, entre otros).
Dicho de otra forma, se dice que las dos funciones fy f son “semejantes” st a través de un

cambio de coordenadas en el dominio y rango de f se puede transformar f en £, y de forma

conversa, Asi,

~

Definicion A.1: Si f, f:R* > R™, entonces f se dice que es equivalente a { si

existen cambios de coordenadas g: R" = R" y h:R™ — R™ tales que el diagrama
Rn f Rm
Rn i Rm

contmuta.

Siempre se asumird que f, feC” (R*,R™), y que g, h son difeomorfismos que

presetvan el origen (7 ¢., mapeos biyectivos, suaves, y normalizados g(0) = h(0) = 0).

Una forma natural de obtener una funcién { a partir de una funcién dada f es cuando f
es un miembro de una familia parametrizada de funciones. Si se toma @ € R* como un

vector parametro, entonces se puede definir la funcién f, : R™ ~> R™ para algan valor fijo

de & . Efectuando el mapeo @ - @, se obtiene un nuevo elemento f,:R*">R" dela
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familia de funciones. En estas circunstancias, se dice que f,; es equivalente a f, si se pueden
encontrar cambios de coordenadas g y h como antes, asi como algin mapeo suave
a:R* = R", tales que el diagrama anteriot conmuta tomando f =f_ y f = f;. En general,
los puntos criticos de f, dependerin también del parimetro « , por lo que se induce un
mapeo

¥ RF 5 R"s3am- x(a),
Donde x* es un punto critico de £ Son de alta importancia, tanto en la teoria y en la

practica, aquellos valores de & para los cuales el mapeo ¥ es discontinuo.

Por ejemplo, considérese la familia parametrizada de funciones f,(x)=4x’ +ax,

« € R . Los puntos criticos x'(@) son las raices reales de la ecuacién ', (x) =x" +a =0.
En consecuencia, se puede apreciar una discontinuidad de ¥ cuando se pasa a través del

punto @ =0. Para o <0, la familia posee dos puntos criticos de signo opuesto (uno
maximo }ocal, el otro un minimo local), y estos dos puntos colapsan en & =0 a un punto de

mflexién, lo que luego genera el caso de no puntos criticos para & > 0.

Ya se ha demostrado que cualquier funcidon f, en esta familia es equivalente a f, para

A

un & en una vecindad local de @, bajo la condicion que dicha vecindad no incluya al
otigen. Asi, el punto de bifurcacién & = 0 divide a la familia f, (x) = 1%’ + @x en tres clases

disjuntas: funciones que poseen dos, uno o ningin punto critico. Estas tres clases estan

representadas por los valores @ <0, @ =0, @ >0, respectivamente.

Ahora, ya se puede formular de manera precisa la nocién de estabilidad de una funcién

cuando se somete a camblos o perturbaciones suaves:

Definicion A.2: Sean f y p funciones en C”(R",R™). Se dice que f es estable con

respecto a las perturbaciones suaves p si fy f + p son equivalentes.
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Es decir, { es estable con respecto a p si existen cambios de coordenadas g y h tales que
el diagrama

Rn f Rm

|

Rn f+p Rm
conmuta para todos los mapeos suaves f + p suficientemente cercanos a f. Para que esta
definicién tenga sentido, es necesario dotar de upa topologia al espacio C*(R",R™) a
manera de permitir la nocidn de cercania de dos mapeos. La topologia que se emplea

usualmente es I Topologia de Whitney, 14 cual define una gvecindad de f como aquella

que consiste en todas las funciones que coinciden con f y todas sus derivadas hasta en una

diferencia de g, Z e., ' —f™| < £, para todo nimero natural no.
, P p

Definicion A.3: Sea f € C*(R",R™). Entonces f es estable si existe una vecindad v,

en Ja Topologia de Whitney, tal que para cada fe V., f es equivalente a f.

Teorema A.4: Las definiciones A.2y A3 son equivalentes.

En otras palabras. F es una funcién estable si f se comporta igual en toda una vecindad

de ésta en la Topologia de Whitney, salvo difeomorfismos.

Al considerar toda una familia parametrizada de funciones, la anterior definicién de

estabilidad se puede modificar de forma que incluya la vatiacién no sélo en x, sino también

en el pardmetro & . Sea f,(x) € C"(R",R™) una de tales familias de functones, entonces:

Definicion A.5: Sean @, f e R*. La funcién f,(x) es equivalente a qp(x) si existe
una familia de difeomorfismos g, : R" > R”, g e R*; un difeomorfismo e: R* — R* Y

un mapeo suave h, :R™ xR* 5 R™ tales que el diagrama
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ROxRF e yR™

1)

R"xRF 2,0

conmuta.

51 f y q son equivalentes, entonces Qp(x)=1f (g (x)+h,(x), para todo

(x,@) € R" x R* en una vecindad de (0, 0).
Ahora el concepto de estabilidad estructural para familias de funciones:

Definicion A.6: Sea f,(x)e C"(R",R™) una familias parametrizada de fanciones. Se
dice que f, es estructuralmente estable como familia si £, es equivalente a f, + q, . para

cualquier familia parametrizada de funciones q, suficientemente pequeiia,




APENDICE B: GRAFICAS DE L.AS CATASTROFES ELEMENTALES

B.1 El Doblez:

Figara B.1: La catdstrofe dobles:
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Figura B.3: E/ conjunto %, para la catdstrofe cispide,
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Figura B.7: Dos modelos posibles cuando el proceso se interpreta como una asignacion de wna secciin.

B.3 La Cola de Golondrina;

¥

Figura B.8: E/f conjunto D, para la cola de golondrina.
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Figara B.171: El conjunto Z,, para la cola de golondrina, cwando u < 0.
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B.4 La Umbilica Hiperbélica:
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Figura B.13: X, determina un mapeo semejante a un pannelo doblado, cuanda w = G.
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Figura B.14: Mapeo determinado por Zﬁ en la urbilica biperbélica, cuando w +# 0.

Figura B.15: 1.a mitad del conjanto Dy para la umbilica hiperbdiia.
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Frgnra B.16: Griftea de [ para n, v > 0 6 w, v < 0, cuando w
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B.5 La Umbilica Eliptica:
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Figura B.18: EJ Conjunto D, para la wmbilica eliptica, cnande w = 1.
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Figura B.19: Desdoble de la “silla de montar trilobular” de la grifica [, y) para ¢l panto s = » = w = 0
cerca del gje w y dentro de D, El diagrama muestra las ourvas de nivel
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Figura B.20: Diagrama relof del confunte Dy para la catdstrofe mariposa.




Frgura B.21: Superficie de D, generada a lo largo de la recta 1.

. el régimen derecho
Y desaparece

el régimen central es
capturado por el régimen
izquierdo e

el régimen central es
capturado por el régimen

derecho SN~
/ el régimen izquierdo

desaparece

Figura B.22: Distribucion de regimenss locales del subdiagrama A

Figura B.23: Distribucion de regimenes locales del subdiagrama B.
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B.7 La Umbilica Parabodlica:
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Figura B.24: Diagrama relyf para la sirgbilisa parabilica.
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APENDICE C: CATASTROFES ELEMENTALES DE CODIMENSION
5

El Igla:

Desdoble: f(x,s,t,u, v, w)= 5 4sx +txt Fux’ + vt 4+ wx

Xo={(x s t,u, v, w): 7x® +5sx* + 4ix” +3ux” + 2vx + w = 0}

La Umbilica Simbdlica:
Desdoble: f(x,y,s,t,u, v, w)= x' + v +sxy” +ty” 4+ uxy + vy + wx

Zf ={(X!YUS! ts u, v, W):3X2+SY2+UY+W=4Y3 +25}CY+2tY+uX+V:O}

La Segunda Umbilica Eliptica:

Desdoble: f(x,y,s,t,1u, v, W) =Xy =y +sy° +ty° +ux’ + vy + wx

Zo={(x, 7,8t u,v, w): 2xy + 2ux+w=x" — 5y +3sy” + 2ty +v =0}

La Segunda Umbilica Hiperbolica:

Desdoble: f(x,y,s,t,u, v, w) :x2y+y5 ~I“:sy3 +‘cy2 + ux? + vy +wx

2 ={{x,y,st,u,v, W):ZXY+2UX+W=X2 +5y4 +35y2 +2ty +v =0}
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APENDICE D: EL SISTEMA DE LOGICA DIALECTICA LD

Los sistemas de logica paraconsistente que se han creado se caracterizan por construir
teorfas no-tnvialmente inconsistentes, es decir, teorfas en las cuales es posible que
determinadas contradicciones sean validas, sin que por ello cualquier formula lo sea. Asi,
problema principal que deben encarar estos sistemas es permitit que clertas contradicciones
sean vilidas sin que la teoria se trivialice. Hsta propiedad de trivializacion (Tiiv) se suele
representar de las dos siguiente formas:

() A —~AFB (i) (AA—A)FB

Resulta que, aunque expresadas de distinta manera, ambas formas coresponden a la
inferencia conocida bajo el nombre de Ex aontradictione quodiiber (ECQ), la cual constituye la

version inferenctal del principio de Duns Escoto, (A A—=A)=>B, el cual, en Ia logica
clasica, es equivalente a la paradoja negativa del condicional matedal A = (—A = B). De

ahi que un problema inmediato de los sistemas de logica paraconsistente consiste en
modificar el significado de la negacion y del condicional a fin de validar contradicciones sin
por ello aceptar Trv. En suma, todo sistema que pretenda constituir una logica

paraconsistente, debe satisfacer al menos las siguientes condiciones:

" El principio de no contradiccién no debe set vilido, o sea £ —(A A = A).

" La regla ECQ no debe ser una inferencia valida, es decir, (A A =A) # B.

= Las leyes y reglas de la l6gica clasica compatbles con (1) y (i) deben continuar siendo
vilidas.

A. CARACTERISTICA INTUITIVAS DE LD

Fn el ardeulo Swdies in Paraconsistent Laogic I: The Dialectical Principte of the Unity of Opposites

(1980), da Costa y Wolf se ocupan de seflalar que el sistema de ldgica proposicional
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paraconsistente 11D no intenta representar todos los aspectos de la 16gica dialéctica de Hegel
y Marx, sino mis bien, algunos rasgos esenciales. En particular, en el sistema LD se
pretende mostrar el tipo de clucidacién que desde la logica formas es posible ofrecer
respecto de la teoria dialéctica, en relacion con el Principio de Unidad de los Opuestos
(PUO). Para ello, se eligen tres de las seis interpretaciones que McGill y Parry dieron de este

ptincipio en 1948, a saber:

(a) Un sistema o proceso concreto estd simultaneamente determinado por fuerzas,
tendencias, movimientos, dirigidos en sentido opuesto, Z ¢, hacia A y no-A.

(b) En todo continuum concreto, temporal o no, entre dos propiedades contiguas y opuestas,
Ay no-A, existe una zona intermedia, esto es, un tramo del contimwurz en el cual no es
verdadero que toda cosa sea A 0 no-A.

(¢} En todo continuum concreto hay un tramo en el cual es verdadero que algunas cosas sean

Ayno-A.

La formulacién (a) es descartada para el anilisis, porque para McGill y Parry, no contradice
a la logica clasica, simplemente por el hecho de que no involucta ninguna afirmacion Jégica
genuina. Por ello, deciden aceptar las dos testantes como interpretaciones adecuadas del
mencionado principio dialéctico. Sin embargo, debe reconocerse que la formulacion (a)
pone de manifiesto que la dialéctica hegelianan traspasa los limites de la logica clisica e
indican que el PUO debe ser pensado como un criterio notmativo general acerca de la
estructura del mundo y de las teorias, tanto cientificas como filosoficas. Es posible que este
principio tenga, dentro de la ldogica hegeliana, un estatus similar al Principio de no
contradiccion de la logica aristotélica, en el sentido de que este enfatiza mas los aspectos
ontolégicos, que los estrictamente logicos. En efecto, Aristoteles dedica el libro [ de la
Metafiica casi totalmente al tratamiento del Principio de no contradiccion, y lo formula desde
una perspectiva ontoldgica, afirmando que “lo mismo no puede pertenecer y no pertenecer
conjuntamente a lo mismo bajo el mismo aspecto”. Mis atn, en los Segundos Analiticos
afirma que estc principio no es necesario para ninguna demostracion, sino que se encuentra

en el fundamento mismo de las cosas, por clio es “verdadero” para todas las cosas que son.
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Segiin da Costa y Wolf, si se quiere construir un sistemna paraconsistente que dé cuanta
del PUO bajo las interpretaciones aceptadas, y al mismo tiempo, satisfaga las condiciones

expuestas con anterioridad, éste debe contener las siguientes particularidades:

(i) Poseer un tipo de negacion mis débil que la negacion de la 16gica clasica, designada por
el signo ~, definida solo por las leyes de De Morgan, la cual recibird el nombre de
negacion concreta o negacion débil.

(i) Poseer una constante, denotada por °, llamada estabilizador, para referirse a aquellas
férmulas que se “comportan bien”, es dedit, que se comportan de acuerdo a la logica
clasica, de tal forma que A° se interprete como aceptando la ley clasica —(A A —A).

(iti) Definir las conectivas proposicionales A, Vv, => y <> mediante matrices veritativo

funcionales finitas.

Como se mostrardi mds adelante, la introduccién de la negacién débit ~ conduce
directamente a la satisfaccién de las dos primeras condiciones exigidas para una logica
paraconsistente, ya que en el sistema resultaran invalidos el Principio de Doble Negacion, el
Principio del Tercero Excluido, la equivalencia entre éste y el Principio de No Contradiccion
y la regla ECQ. El rechazo de la doble negacién se hace evidente, ya que en el proceso
dialéctico, la tesis A, deviene en su antitesis no-A, y a su vez ésta deviene en la sintesis no-
no-A, la cual no es equivalente a A. Ademis, como el rechazo de la doble negacion arrastra
el rechazo de la Ley de Contraposicién (dado que la hipétesis del absurdo que implica su
prueba es ~~A), tampoco la férmula (A = B) => (~B = ~A) es teorema. En opinidn de
da Costa y Wolf, el hecho de que esta ley no pueda ser un principio dialéctico constituye una
de las contribuciones que la logica paraconsistente hace respecto de la dialéctica. La
eliminacion de esta ley no proviene del modelo elegido, sino del hecho de que en este
sistema, si a los axiomas de L.D se les adicionan las leyes de contraposicidn y doble negacion,
el sistema 1.D “colapsa” en el cilculo proposicional clisico, 4 ¢, ILD se hace indiferenciable

de IL.C.
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B. LA FORMULACION DE LI AL ESTILO HILBERT

LD se construye axiomaticamente, es decit, como un cilculo al estlo Hilbert. El
lenguaje L de 1D es un lenguaje proposicional con A, v, =, ~ 7 ° como constantes logicas
ptimitivas v las reglas de formaciéon de formulas correspondientes.  Su relacion de
consecuencia estd determinada por la base deductiva QQ,. Esta base deductiva se construye

¢ tres etapas.

Primera etapa: se patte de un conjunto de axiomas equivalente a la logica proposicional

positiva H_, o sea:

LD1 FA= B =A)

LD2 F(A=B)= (A= B =0C)= (A=)
LD3 A=B,ArB (MP)

LD4 FAAB) = A

LD5 F(AAB)=>B

L.D6 A = (AvB)

LD7 FB = (AVB)

LDs8 FA=(B=AAB)

LD9 FA= Q= (@=0C) = (AvB) =CQ)
LD10 AV (A= B)

Nétese que LD3, aunque figura como axioma, es la regla de inferencia Modus Ponens. Dado
que en LD vale el Teorema de la Deduccién TD, si £, A + B entonces 1~ = A = B, y,
aunque por usar reglas metalingtiisticas no se incluya la Regla se Sustatucion Uniforme, ésta
también se satisface. Entonces, la base deductiva de Q,,,, es igual a la base deductiva de

Q. - A suvez, debe aclararse que la base deductiva de LD podria haber sido cualquier otra
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variante del fragmento positivo de la logica clasica, inclusive podria ser sustituido por la base

deductiva R, del sistema R de A&B, lo cual producitia como resultado un sistema de logica

paraconsistente relevante.

Segunda elapa:  l.a base deductiva LID, es enriquecida con el signo ~ para la negacion
concreta, la cual, como ya se dijo, es caractetizada tmediante las leyes de De Morgan,

agregando don axiomas tnas:

LD11 F~(A A B) < (~B v ~A)

11512 F~AvB)o (~BAa~A)

Al fragmento de LD cuya base deductiva es LID1-LD12, se denota pot LD_.

Tercera etapa:  Para obtener el sistema de LD, el lenguaje de LIDD_ se enriquece con la
constante primitiva ©, que cumpla Ja funcién de un estabilizador, en el sentido ya sefialado de
que, si A° es verdadera, entonces A cumnple con todas Ias leyes de la légica clasica, es decir, la
formula A “se comporta bien”. De ahi que lo autores propongan la interpretacion
alternativa de °© directamente como —(A A —A). La base deductiva de LD, Q,,, se

completa con sels axiomas mas, a saber:

LD13 FA°AB® = (A =>B)° A (AAB)° A (A VB A(~A))
LD14 FA®° AB® = (A = B)= (A= ~B) = ~A)

LD15 FA® = (~~A = A)

1D16 A% o A°

LD17 FA® = (Av ~A) A (A= B) v (~A = B)))

LD18 F~(A%) = (A v ~A) = B) v (A A ~A)

Es interesante destacar el significado de algunos de estos axiomas. El axioma LD13 dice que
s las formulas A y B son estables, entonces también Jo son sus elementos componentes, €s
decir, las conectivas de LD se comportan como las conectivas clasicas y, por lo tanto, valen

para ellas las mismas leyes clasicas. LID14 y LDI5 son claves para distinguir el
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comportamiento de la negacion dentro de una formula que tiene estabilizador, ya que LID14
afirma que st A y B son estables, entonces, si A implica una contradiccion B A ~B, entonces
A es falsa; y LID15 establece que si una formula es estable, entonces para ella rige la Regla de
Eliminacion de la Doble Negacién. LD16 afirma que A° es estable si, y sdlo si, A es estable.
Ld17 asegura que si una férmula A es estable, entonces, al igual que en LC, vale el PIEH y
que A y ~A no pueden ser ambas verdaderas o ambas falsas. Finalmente, LD18 dice que si

una férmula A carece de estabilizador, A y ~A pueden ser ambas verdaderas o ambas falsas.

Ahora, algunos resultados metatedricos de LD:
1. Todos los teoremas y reglas validas de H, (i e, LC,) son validos en LD. Fste
tesultado es obvio ya que LD es una extension del fragmento positivo de LD.

11. Los siguientes esquemas validos de LC no son validos en L.D:

1. A > ~~A (DN)

2. b AV ~A (PTE)

3. (A A~A)=B (ECQ)

4. (A= B)=(~AvB)

5. b ~(A A ~A) (PNC)

6. (A= B)=>~AA~B)

7. A= (~A=DB) (Paradoja Negativa)

8. (A= ~A)=>~A

9. b (~A=A)=A

10. ¥ (~B=~A)= (A =B) (Contraposicion clasica)
11. (A = B) = (~B=~A) (Contraposicion intuicionista)

111. En LD son vilidas, entre otras, las siguientes formulas e inferencias:

1. FA=B)v(B=A)
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2. FA°A{AA~A) B

3. F(A° A (A A ~A) = ~B

4. A% A% v ~A°

5. B® - (A° = B®) = ((A®° = ~B°) = ~A®)
6. A% A® = (~A° = B

IV. Es posible definir en LD la negacion clasica de la siguiente forma:
Defl: L =A°A An ~A (donde A es una formula atdmica proposicional fija).
Def 22 —A = A = i, donde la constante L no pretende denotar una contradiccién

fuerte, sino que mediante ella se significa que — obedecerd las leyes de la logica clasica.

V. Son teoremas de LD, entre otros, las siguientes férmulas que involucran la negacion

clasica:
1. H{A = B) = (A = —B) = —A)
2. F-A= (A=B)
3. FAVSA
4. FA® = (A S ~A)

Para el caso, interesa solamente hacer algunas obsetvaciones sobre el fragmenta que
mvolucra a la negacion concreta ~, o sea, LD_. El conjunto de las férmulas no validas de
LD_que m la negacidon de 1D _ es la negacion clisica, ni el condicional de LD _ es el
condicional material. En particular, da Costa y Wolf sostienen que la negacién cumple con
los requisitos esenciales de la 16gica dialéctica, en el sentido de no aceptar la definicion de la
falsedad como la negacién concreta de la verdad. En otras palabras, mientras la negacion
clasica —A se lee directamente como “A es falsa”, la negacién concreta ~A debe leerse como
“A no es verdadera”. Asimismo, puesto que el condicional de 1D no es definible en
términos de la negacidon y la disyuncion, oi en términos de la conjuncién v negacion, el

condicional de LD es un signo 16gico primitivo. En suma, dado que las definiciones del
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condicional en términos de las restantes conectivas nvolucran la Ley de Doble Negacion,
éstas no pueden ser leyes de 1.C, 7 e, el condicional de 1.D no es el condicional material
debido a que la negacién ~ no es la negacién clisica. Para efectos de comprender la
adecuacion del sistema LD al fin que se propusieron da Costa y Wolf, se hace necesario

exponer su semantica.

C. LASEMANTICADE LD

En la semintica de LD se define una funcién de valuaciéon V que hace corresponder a
cada férmula de LD un elemento del conjunto {0, 1}, en forma similar a la funcién de
valuacién V de la 16gica proposicional clisica. Las valuaciones que V asigna a las formulas
de LD, coinciden con las de LC respecto de la s conectivas =, Ay V. De esta forma se
obtiene para férmulas cualesquiera A y B de LD las siguientes matrices, similares a las de LC,

en las cuales el conjunto D de elementos designados es también {0, 1} :

A B|A=B AAB AVB
0 1 0 0

0
0
1
1

[ e I

1 0 1
0 0 1
1 1 1

Por lo cual , las condiciones de verdad establecidad por la funcién V respecto de v, Ay =,
son iguales a las clasicas, o sea:

1) VAAB) =1ss1VA)=V(B)=1

@ VAvB)=1ssiV(A)=16V(B)=1

(i) V(A=B)=1ss1V(A)=06V(®B)=1
Puesto que la negacidn débil no es veritativo funcional, las condiciones de la funcién V para
esta negacion débil se establecen mediante las condiciones de verdad que corresponden a las
leyes de De Morgan:

(i) V(~(AVB) = 1ssi V(~A) = V(~B) = 1

V) VA AB) =1ssiV(~A)=16V(~B)=1
Las restantes condiciones involucran férmulas que contienen ©:

(vi) SiV(A°) = V(B°) =1, V(A > B)°) = V(A AB)°) = V(A v B)?) = V((~A)?) = 1
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(vii) V(A®) = 1ssi V(A®®) = 1

(viii) Si V(A®) = 1 entonces V(~A => A) = 1
(ix) SiV(A) = V(~A) entonces V(A®) = 0
() SiV(A)# V(~A) entonces V(~A®) = 0

Como se vio, la negacién concreta no tiene matriz caractetistica finita {da Costa y Wolf
1980: teorema 106). Especificamente, las condiciones (iv) y (v), muestran que V{~A) puecde
ser 1 & 0, cualquiera que sea V(A), lo cual muestra que efectivamente la negacién concreta
Ao es una constante veritativo funcional. Esto hace que en LD esté permitdo que tanto A
como ~A adquieran ambas el valor 1, ambas el valor 0, que una adquiera el valor 1y su
negacion concreta 0 o el converso. Aplicando la funcién de valuacién dada, se puede
comprobar faciimente la invalidez de las formulas e inferencias consignadas en la seccién B.
En particular, 2 interpretacién dada a la negacion concreta ~ posibilita que en LD se
presenten situaciones en las cuales un conjunto de férmulas, pese a tener modelo (7. e, ser no

trivial), sea inconsistente respecto de ~ (Ibid: Teorema 15).

Reptesentadas bajo la forma de tabla, las condiciones establecidas por la funcién de

valuacion V para las férmulas que contienen ~ (clausulas iv y v), serian las siguientes:

~A ~B |~(AAB) ~(AVBE)
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
11 1 1

Sin embargo, pese a gue la negacién concteta no posee mattiz veritative funcional, mediante
un método debido a da Costa y Alves en 1997, se muestra que LD es decidible. Este
método consiste en construir una cuasi matriz para cada férmula de LD, el cual, expuesto en

forma abreviada, consta de los siguientes procedimientos:

1. Sila férmulz no tiene los signos ~ & °, se procede de acuerdo a las matrices de LC.
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2. Sila férmula tiene la forma ~B, entonces se bifurca la linea de manera tal que pueda
adquirir valor 1 6 0, ya que la negacién concreta no es veritativo funcional por no tener
matriz propia.

3. Sila férmula dene la forma B, entonces, si el valor de B es el mismo que el de ~B, se
asigna ( a B, en caso contrario, también se bifurca la linea.

El método petmite comprender mejor las distintas situiaciones que en LD se dan respecto

de la negacién concreta. En efecto, respecto de Ay ~A existen los siguientes cuatro

posibles casos: A verdadera y ~A falsa; A falsa y ~A verdadera; A y ~A ambas verdaderas; y

Ay ~A ambas falsas.

Nétese que la resonsabilidad de admitir contradicciones radica en la invalidez de la doble

negacién, mientras que la invalidez de ECQ permite que LD no sea trivialmente

inconsistente. Sin embargo, puesto que hay conjuntos de férmulas que tienen modelo, se

prueba que LD es ~.consistente.

Finalimente, para expresar fielmente el Principio de Unidad de los Opuestos en sus
formulaciones (b) y (c), que involucran el continuo, da Costa y Wolf siguen el enfoque de
Routley y Meyer (1976) y agtegan tres nuevos axiomas que incorporan constantes Jogicas que
toman valores del continuo, obteniendo el sistema LID*. Dado que, desde el punto de vista
logico, estos nuevos axiomas 0o modifican las caractetisticas de LD, debe observarse que,
dadas sus motivaciones especificas sefialadas al comienzo, este es un sistema que puede
considerarse ad hoc, o sea que formaliza el caso patticular de las inferendias paraconsistentes
vilidas en el contexto regido por el PUO. De ahi que, a fin de construir sistemas
paraconsistentes que culminen en una logica, se haga necesatio una presentacidn general, tal
como la que hace el mismo da Costa en la familia de sistemas paraconsistentes

C,1=nsm.
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