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Resumen

Las bases de Grobner y el algoritmo para su cdlculo, introducidos por B. Buchberger en la déca-
da de los 60’s, provocé una revolucion en la geometria algebraica. Los nuevos métodos permitieron
el uso de las computadoras como herramienta para calcular bases de ideales de polinomios, dando
asi solucién a innumerables problemas asociados. Parte de la popularidad de la nueva teoria, se
debe a su utilidad en una amplia gama de problemas: desde la resolucién de sistemas de ecuaciones
polinomiales, hasta la aplicacion menos evidente en la demostracion automatizada de teoremas
geométricos. En este trabajo, se presenta la teoria basica de las bases de Grobner y su aplicacién
a la demostracion automatizada de teoremas geométricos. El método mostrado se ejemplifica con
una demostracién al caso general del teorema del hexagrama de Pascal. Se prueba también un
caso degenerado de dicho teorema: el teorema de Pappus, aunque el resto de casos degenerados no
son examinados a fondo. Para un préximo trabajo de investigacion, se recomienda examinar més
de cerca los casos degenerados del teorema del hexagrama de Pascal, y determinar si es posible

aplicar el mismo método para su demostracién.
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1 INTRODUCCION

Las bases de Grobner fueron introducidas en 1965 por Bruno Buchberger en su tesis doctoral.
En dicho trabajo, Buchberger desarroll las ideas de su asesor, Wolfgan Groébner, para resolver
sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables. El trabajo de Buchberger no sélo formal-
iz6 estas ideas, sino que demostré que el objeto fundamental de su tesis, las bases de Grobner, se
pueden calcular para cualquier ideal de polinomios en varias variables, proporcionando ademas un

algoritmo para su célculo.

Desde entonces, las bases de Grobner han sido ampliamente estudiadas, relaciondndose gen-
eralmente con la geometria algebraica y temas afines. Las aplicaciones de las mismas son innumer-
ables, comenzando por muchos de los problemas en matematica y matematica aplicada que llevan

al planteamiento de sistemas de ecuaciones polinomiales.

En este trabajo se presenta la teoria basica de Bases de Grébner y el algoritmo de Buchberger, y
su relacién con algunos conceptos de geometria algebraica. Con ayuda de la misma, muchos temas
de geometria algebraica y algebra conmutativa que antes se estudiaban tnicamente en cursos de

posgrado, se incluyen de manera asequible en este texto.

El texto comienza recopilando los resultados mas importantes de anillos, campos e ideales que
se utilizan a lo largo del trabajo en el Capitulo 2. De esta forma, basta con que el lector este
familiarizado con un poco de algebra lineal para poder comprender el desarrollo de este trabajo.
Aunque no se demuestran todos los resultados de este capitulo, se incluyen en las referencias las

fuentes que se pueden consultar.

En el Capitulo 3, se construye y estudia el anillo de polinomios de una variable, con coeficientes
en un campo. El lector notard que para resolver un sistema de ecuaciones de polinomios en una
variable, basta con obtener el maximo comun divisor de los polinomios con el algoritmo de Euclides
v luego utilizar el teorema fundamental del algebra para garantizar la existencia de soluciones del
mismo. En este capitulo se muestra este desarrollo, comenzando por mostrar el algoritmo de la
division que es indispensable para poder utilizar el algoritmo de Euclides.

El interés por desarrollar la base de Grobner de un ideal se hace evidente en el Capitulo 4, en
el cudl se introducen los anillos de polinomios en varias variables. Al tratar de crear un algoritmo
de la division para varias variables, se evidencia que primero es necesario introducir un orden para
los monomios, sin embargo esto no es suficiente. Con un orden de monomios fijo, es posible tener
un algoritmo de reduccion, similar al de la divisién para una variable, pero éste falla en la unicidad

del residuo que sf tiene el algoritmo de la division.



Asi, en el Capitulo 5, se introducen las bases de Grobner buscando tener residuos, o formas
normales, Unicas para poder trabajar en el anillo cociente K[z1, - ,2,]/I, con I un ideal.

En el Capitulo 6 se introducen los S-polinomios y el criterio de Buchberger, el cual tiene como
consecuencia inmediata el algoritmo de Buchberger. Se discuten también un segundo y tercer cri-
terios de Buchberger, que permiten mejorar el algoritmo en sentido de recursos computacionales,
pues permiten evitar algunas operaciones redundantes. Se discute también brevemente la comple-
jidad computacional del algoritmo que, aunque resulta ser muy alta, para la mayoria de ejemplos
en las aplicaciones es lo suficientemente manejable.

El Capitulo 7 introduce algunos conceptos basicos de geometria algebraica, mostrando asi el
poder de las bases de Grobner al demostrar el importante teorema de Nullstellensatz o teorema
de los ceros de Hilbert, el cual permite generalizar el teorema fundamental del dlgebra al caso de
varias variables. Como una de las aplicaciones més importantes de las bases de Grobner, se finaliza
el capitulo mostrando su utilizacién para la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales en
varias variables, cuando dichos sistemas tienen un nimero finito de soluciones.

Finalmente, una de las aplicaciones mas interesantes de esta teoria es la de la demostracion
automatizada de teoremas de geometria euclideana. Este trabajo finaliza con dicha aplicacién en el
Capitulo 8. Asi, se recopila la metodologia descrita por Cox, Little, y O’Shea (2007) y se aplica para
demostrar los casos genéricos del teorema del hexagrama de Pascal, asi como su caso degenerado,
el teorema de Pappus. A su vez, se incluye anexo el cédigo para implementarlo en el paquete

computacional SAGE (Stein et al., 2015), as{ como los resultados obtenidos del mismo.



2 ANILLOS, CAMPOS E IDEALES

En este capitulo se presentan los conceptos y resultados méas importantes de la teoria general
de anillos, campos e ideales que serdn de utilidad en los proximos capitulos. Para una presentacién

maés detallada y las demostraciones omitidas, refiérase a Herstein (1975), entre otros.

2.1. Anillos

Definicién 2.1 (Anillo). Dado un conjunto no vacio R y dos operaciones binarias +,- : RXR — R,
se dice que (R,+,-) (o simplemente R cuando no hay confusion sobre + y -) es un anillo si

YV a,b,c € R se cumplen:
1. a+be R (Cerradura de la suma)
2. a+b=>b+a (Conmutatividad de la suma)
3. (a+b)+c=a+ (b+c) (Asociatividad de la suma)
4. Existe un elemento 0 en R tal que a +0 = a Ya € R (Neutro aditivo)

5. Para cada a € R existe —a € R tal que a + (—a) = (—a) + a =0 (Inversos aditivos)

S

a-be R (Cerradura del producto)
7.a-(b-c)=(a-b)-c (Asociatividad del producto)
8 a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a (Leyes distributivas)

Observacion. A las operaciones + y - se les denomina suma y producto, respectivamente. Es
usual no escribir el simbolo de producto entre dos variables, entendiendo su yuxtaposicién como

el producto: ab=a - b.
Definicién 2.2. Sea R, un anillo.

» SiVa,b€ R ab=ba (i.e. su producto es conmutativo), se dice que R es un anillo conmu-

tativo.

= Si existe un elemento 1 € R tal que 1 -a =a-1 = a Va € R, se dice que R es un anillo

con tdentidad.

Ejemplo 2.1

Algunos anillos importantes:



1. R = Z el conjunto de nimeros los enteros, Z = {---,—2,-1,0,1,2,---} con la suma y

multiplicaciéon usuales, es un anillo conmutativo con identidad.

2. R = 27 el conjunto de enteros pares, 2Z = {--- ,—4,—2,0,2,4,---} con la suma y multipli-

cacién usuales, es un anillo conmutativo.

3. R=17/nZ el conjunto de enteros médulo n, paran € Z*,n > 2 Z/nZ = {0,1,2,--- ,n — 1}
donde la suma y multiplicaciéon devuelven el residuo de dividir entre n el resultado de la

suma o multiplicacién usual de Z, es un anillo conmutativo con identidad.

4. R = RJz] el conjunto de polinomios con coeficientes en R con la suma y multiplicacién
usuales es un anillo conmutativo con identidad. El estudio de este anillo constituye el tema

del préximo capitulo.
Proposicién 2.3. Si R es un anillo, entonces para todo a,b € R se cumple:

1.a-0=0-a=0

3. (—a)(=b) =ab

Demostracion. Se omite la prueba de este resultado por ser estdndar. Vedse Herstein (1975) para

mas detalles. n

Definicién 2.4. Sea R un anillo conmutativo, y sea a € R, a # 0. Si existe b € R, b # 0 tal que
ab =0, se dice que a es un divisor de cero. Si en un anillo conmutativo R no hay divisores de

cero, se dice que R es un dominio entero o dominio de integridad.
Proposicién 2.5. En un dominio entero, si ac=bcy c# 0 = a =b.

Demostracion.

ac=bcsac—bc=0< (a—b)c=0

como un dominio entero no tiene divisores de cero y ¢ # 0 entonces a —b=0<a=1»>



2.2. Campos
Definicién 2.6 (Campo). Dado un anillo conmutativo con identidad R, se dice que es un campo

1
st todos sus elementos no cero tienen inverso multiplicativo, i.e. si Va € R\ {0}, 3— € R tal que
a

1
a-—=1.

a
Ejemplo 2.2

Algunos campos importantes:

1. Q el conjunto de niimeros racionales, R, de nimeros reales y C, de niimeros complejos, son

campos.
2. Q(z), el conjunto de funciones racionales en variable x es un campo.

3. R[[z]], el conjunto de series de potencias Y a;x* con ag # 0, es un campo.
Teorema 2.7. Todo dominio entero finito es un campo

Demostracion. Para el anillo trivial D = {0}, la identidad es el mismo elemento 0, y, por vacuidad,
todos sus elementos no cero tienen inverso multiplicativo. Por lo que {0} es un campo.

Sea ahora D = {aj,as, - ,a,} un dominio entero finito (|]D| = n > 1). Sea a € D \ {0}
un elemento cualquiera = para cualesquiera a;,a; € D con i # j se debe tener que aa; # aaj,
pues de lo contrario la proposicién 2.5 implicaria que a; = a; (—+). Considérese el conjunto
D’ = {aay,aas, - ,aa,} C D, como los aa;’s son distintos, |[D'| =n = D’ = D. Como a € D =

D’ = Jk tal que aay = ara = a. Luego, si b € D entonces existe r tal que b = aa,. entonces:
arb = ap(aa,) = (aga)a, = aa, =b

Por lo que a; = 1. Finalmente, como 1 € D entonces existe b € D tal que ab = 1 = ba, como a era

un elemento no nulo arbitrario, D tiene identidad e inversos multiplicativos y es un campo. ™

Ejemplo 2.3

Para un n € Z™, con n > 2, en el ejemplo 2.1 se construyd el anillo conmutativo con identidad
Zn, = Z/nZ, que es finito. Del teorema anterior es inmediato que Z,, es un campo si y sélo si es un
dominio entero.

Sean a,b € Z,\{0} entonces ab =0 < ab =0 mdd n < ab es multiplo de n. Si n es compuesto,
claramente existen a, b no nulos en Z,, tales que n = ab, por lo que Z,, no puede ser dominio entero.
Si en cambio n fuera un nimero primo p, sus unicos miiltiplos serian p, 2p, 3p, - -+ que no pueden
escribirse como el producto de dos ntimeros en Z,, por lo que Zj, no tiene divisores de cero y es un
dominio entero.

Por lo tanto, Z, es un campo finito si y sélo si n > 2 es un numero primo. Como ejemplo
concreto, note que en la tabla de multiplicaciones de Zs (Tabla 2.1) todos los elementos no nulos

tienen inverso multiplicativo.



Tabla 2.1: Tabla de multiplicaciéon en Zs

x|l1 2 3 4
11 2 3 4
212 4 1 3
313 1 4 2
4114 3 2 1

Teorema 2.8. Todo dominio entero se puede sumergir en un campo.
Es decir, dado un dominio entero D, existe un campo F tal que F contiene una copia de D
(véase isomorfismos en Herstein, 1975, p. 131) y tal que las operaciones + y - en F son extensiones

de las definidas en D.

Observacion. Al menor campo que contiene al dominio entero D se le llama campo de cocientes
de D. A continuacién se presenta un esbozo de la demostracion de este resultado. Para més detalles

véase Herstein (1975, p. 140).
Demostracion. Esbozo:
1. Se construye el conjunto D' = D x (D \ {0}) = {(a,b)|a,b € D,b # 0}.
2. Se define la relacién R C D’ como
(a,b)R(c,d) < ad = be.

3. Se prueba que R es una relacién de equivalencia y se construye el conjunto de clases de

equivalencia F = D'/R.
4. Se denota por ¢ a la clase de equivalencia de (a,b) en F.

5. Se definen la suma y el producto como:

ac

+E_ad+bc a ¢ _ac
d- " bd b d bd

Sl S

a

6. Se prueba que F es un campo al notar que 2

para cualquier a es la identidad de F y que

para 7 su inverso es % pues

é ba &b_a
a ab ab a

¢
b
7. Finalmente se nota que D es isomorfo al conjunto {%b € Fla € D} para algin b # 0 fijo.

Con lo que hay una copia de D en F y este ultimo extiende a D. n

Ejemplo 2.4

Q es el campo de cocientes del dominio entero Z. K(z) es el campo de cocientes de K[x].



2.3. Ideales

Definicién 2.9. Dado un anillo R, se dice que un subconjunto no vacio I C R es un ideal de R

si cumple con:
1.Vabel= a+bel.
2. Y a €1, suinverso aditivo también estd en I, i.e. —a € 1.
3. El neutro aditivo de R estd en I, i.e. 0 € I.
4. Para cadauel yre Ryurel yruel.

Proposiciéon 2.10. Sean R un anillo con identidad y I C R un subconjunto no vacio. I es un

ideal de R si y sélo si se cumplen:
1) Sia,bel= a—-bel
11) Paracadauelyre Ryurelyruel.

Demostracion. (=) Si I C R es un ideal. Sean a,b € I, la condicién 2 asegura que —b € I, luego
por la condicién 1, a + (=b) =a—b e I.
(«) Si se cumplen 1y 1I. Sea a € I entonces a —a =0 € I y también 0 —a = —a € I. Ademas,

sia,bel = —bel= a—(-b)=a+bel, porloquel esunideal de R. n

Definicién 2.11. Dados un anillo conmutativo con identidad R y un subconjunto no vacio S C R,
el ideal generado por S, denotado por (S), es el conjunto de combinaciones lineales finitas de
elementos de S':

(S) ={ris1 +resa+ - -rpsp|r; € R,s; € S,n € N}

Si S ={s1, - ,8n} es un conjunto finito, (S) se puede denotar también como (s1,--- ,Sn).

Proposicién 2.12. Dado un anillo conmutativo con identidad R y un subconjunto no vacio S C R,

(S) es el menor ideal que contiene a S.
Demostracion. Se prueba primero que (S) es un ideal utilizando la proposicién 2.10.

1) Sean a,b € (S) cona=r181+---+rps, yb=risi+---+r,s,, donde s;,s; € S, ry,7; € R

yn,m € N. Entonces a —b = 1181+ -+1rp8, —7{s) —- - — 7] s, evidentemente es elemento

de (S).
1) Seana € (S) yr € Rcona=r181 + -+ r,8,, donde r; € Ry s; € S entonces
ar =ra=r(ris1+ -+ rpsy) = (rri)s1 + -+ (rrp)sn

pertenece a (S) pues rr; € R. De donde (S) es un ideal de R.



Como R tiene identidad, entonces para todo s € S, 1-s€ (S) = S C (9).

Finalmente, supéngase que existe un ideal I de R tal que S C I. Seaa = r181+- -+, 8, € (S),
como cada s; € S C I entonces I debe atrapar los productos r;s; € I para i =1,2,--- ,n. Como
ademds I es cerrado bajo la suma, entonces r1s1+- -+ 7,8, = a € I, por lo que (S) C I y el ideal

(S) es el menor que contiene a S. -

Definicién 2.13. Un ideal I del anillo R es un ideal principal si existe un elemento a € R tal
que I = (a). Si para un anillo R todos sus ideales son principales, entonces se dice que R es un

anillo de ideales principales o anillo principal.
Observacion. Es claro que los ideales triviales {0} = (0) y R = (1) son ideales principales.

Definicién 2.14 (Divisibilidad). Dados un anillo conmutativo con identidad R y a,b € R, se dice
que a divide b (o que b es mailtiplo de a), denotado alb, si existe otro elemento ¢ € R tal que

b= ac.

En la siguiente proposicién se enuncian sin demostracién algunas propiedades de la relaciéon de
divisibilidad que serdn de utilidad en los préximos capitulos. Refiérase a Herstein (1975, p. 144)

para mas detalles.

Proposiciéon 2.15. Dados un anillo conmutativo con identidad R y a,b,c € R se cumplen:

—_

. llayal0,Vac€R.
2. ala,V a € R.

3. Si alb entonces albe.

=~

. Si alb y blc entonces alc.

(@21

. Si alb y alc entonces a|(Ab+ pc).

2.4. Calculo de ideales

En el siguiente lema se introducen algunas operaciones de ideales cuyo resultado produce de

nuevo un ideal. Tales operaciones son de utilidad para manipular ideales en los proximos capitulos.

Lema 2.16. Sea R un anillo. Sean I, J C Ridealesde Ry I; C I, C --- C R una familia contable

de ideales de R, entonces:
1. H=1nJ.
2. H=U, 1L

3. H=1+J={c+d|lcel,de J}.



4. H:I-J:{Zi‘;lcidi

ael, diel}.
5. H=(I:J)={r€RlrcelIVce J}.
son todos ideales de R.
Demostracion. Para todos los casos, se usa la proposiciéon 2.10 para probar que H es un ideal:

1. Seana,belInNJ=abelyabe] =a—-belya—-beJ =a—belINJ. Deigual
forma,siae INJyre R =a€lyacJ, entonces ar,ra € I y ar,ra € J por lo que
ar,ra € I N J. Por lo tanto, I N J es un ideal.

2. Sean a,b € UZ I; entonces existen I, I, tales que a € I, b € I. y Iy C I. o viceversa.
Supdngase sin pérdida de la generalidad que este es el caso, entonces a,b € I, == a—b¢€ I. C

\U; Zi- Luego, para cualquier r € R, ar,ra € I, C |J,; I;, por lo que es un ideal.

3. Sean a,b € I+ J = existen ¢1,co € I y di,dy € J tales que a = ¢; +dy b = c3+ dy. Entonces
a—b=(c1+d1)—(ca+da) = (c1—c2)+(d1 —dz),donde ¢; —co € [ y dy —ds € J, por lo que
a—0b € I'+J. Igualmente, parar € R, ra = r(c1+dy) =rci+rdy y ar = (e1+dy)r = eyr+dyr

donde rcy,cqr € I'y rdy,dyr € J por lo que ra,ar € I + J y es un ideal.

4. Sean a,b € I - J es evidente quea—b e [-J.Sia= Zle c;d; con ¢; € I,d; € J entonces
para r € R,

k k k
ra = chidi = Zr(cidi) = Z(rci)di ,econre; €1, d;eJy
i=1 i=1

1=

1
k k k
ar = (Z cidi> r= Z(cidi)r = Zci(dﬂ") ,conc €1, dire J

i=1 i=1 i=1

Entonces ar,ra € I - J por lo que I - J es un ideal.
5.Siabe(I:J)= adbdc INdeJ= (a—bd=ad—bdeIY¥deJ= a—be (I:J).
Ademds, si r € R entonces (ra)d =r(ad) e IVde J= rac(I:J)y (ar)d = a(rd) donde
rd e JV de Jporloque (ar)d=a(rd) e IVde J= are (I:J). Entonces (I:.J) es un

ideal. n

Lema 2.17. Sean R un anillo conmutativo con identidad y S,7 C R subconjuntos no vacios.

Entonces se tienen las identidades:
1. (S)+(T)=(SUT).

2. (S) (T) = (st| s S,teT).



10

Demostracion.

1.

Si a € (S) + (T) entonces existen o € (S) y 7 € (T) tales que a = 0 + 7. Como o =
TiS1+ TSy YT = Tt 4+ o+ ity con v, € Ryos; € Syt € T, entonces
a=ris1+-+rpsp+rit1 4+ Frit, € (SUT), de donde (S) + (') C (SUT). Por otro
lado, S C (S)+ (T) y T C (S) + (T), por lo que SUT C (S) 4+ (T). Como (SUT) es el
menor ideal que contiene a S U T, entonces (S UT) C (S) + (T') y se tiene la igualdad.

. Sea H = (stls€ S,teT).Sia€ H= a=ri(sit1)+ +ra(satn) = (ris1)ti+ -+ (rnsn)tn,

donde los r;s; € S, por lo que a = sit1 + -+ sit, € (S)-(T), de donde H C (S) - (T).
Siae(S) - (T)= a=s1t1+--+ sptn € H= (S)-(T) C H. Por lo que ((S) : (T)) =
(st se S, teT). ]

Finalmente, el siguiente resultado resume algunas de las propiedades de estas operaciones de

ideales, la demostracién puede ser consultada en Fréberg (1997, p. 18).

Prop

1.

3.
4.
5.

6.

2.5.

osicion 2.18. Sean I, J, H ideales en el anillo R. Entonces
INnH)+(JNH)C({I+J)NH.
(I:H)+(J:H)C(I+J): H).
(I:(J+H)={U:J)n(I:H).
I+J=J+1,I+(J+H)=I+J)+H.
I-(J-H)y=(I-J)-H.
I-(J+H)=I-J+1-H,(I+J)-H=I1I-H+J- H.

(INJ):H)=(I:H)n(J: H).

Anillos cocientes

Definicién 2.19. Sean R un anillo e I C R un ideal. Dados a,b € R, se dice que a es congruente

con b modulo I siy solo sia—0bel, lo que se denota por a =b méod I.

Lema 2.20. Dados un anillo R y un ideal I C R, la relacién ser congruente a mddulo I (=

méd I) es una relacién de equivalencia.

Demostracion.

1.

Reflexividad: sia € R= a—a =0 € I pues I, siendo ideal, contiene al neutro aditivo.

Entonces a =a méd I ,V a € R.
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2. Transitividad: sia=b méd I y b=c mdd I entonces a —be [y b—c eI, porlo que,

dado que I es cerrado respecto a la adicién, a —c=(a—b)+ (b—c) €I = a=c¢ mdd I.

3. Simetria: sia=0 méd I = a—b € I. Por la conmutatividad de la suma en I, b —a =

—a+b=—(a—-b)el= b=a méd I n

Definicién 2.21. Dados un anillo R y un ideal I C R, al anillo cociente de R con la relacion de
equivalencia congruencia médulo I (R/= mesa 1) se le denomina anillo cociente de R con I y
se denota por R/I. A las clases de equivalencia de R/I se les denomina clases laterales de I.

La clase lateral de I de un elemento a € R se denota por [a] o bien a + 1.

Teorema 2.22. Dados un anillo R y un ideal I C R, el anillo cociente de R con I (R/I) es un

anillo con las operaciones para a + I,b+ I € R/I definidas por:
s (a+ D)+ b+ =(a+b)+1
w (a+I)-(b+I)=ab+1

Demostracion. La demostracién de este resultado es estandar, por lo que se omite aqui. La clave
de la prueba radica en utilizar el mapa candénico ¢ : R — R/I definido por ¢ : a — a + I, el cudl
es un homomorfismo sobreyectivo, i.e. p(a +b) = p(a) + ¢(b), p(ab) = (a)p(b), y mostrar que
las propiedades de anillo de R se “heredan” en R/I. Refiérase a Herstein (1975, p. 135) para la

prueba completa. [ |
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3 ANILLOS DE POLINOMIOS

En este capitulo se estudian los anillos de polinomios de una sola variable (generalmente x),
como un caso particular de los anillos de polinomios de varias variables que se estudiaran en los
préximos capitulos. El desarrollo de este capitulo se centra en el estudio de los ideales de estos
anillos y particularmente en la solucién a las interrogantes: (1) cémo determinar si un polinomio
dado pertenece o no a un ideal, y (2) cémo son los elementos de los anillos cocientes que estos

ideales inducen.

3.1. Polinomios sobre un anillo

La construccién aqui presentada corresponde a la utilizada por Garcia y Lequain (2003).

Definicién 3.1. Dado un anillo R, un polinomio de una variable sobre R es una sucesion
(ro,T1, -+ ;Tn, ), con r; € R para todo i = 0,1,2,--- y tal que r; # 0 dnicamente para un

numero finito de indices.
Se definen ademas las siguientes operaciones de suma y producto entre los polinomios sobre R.
» Suma: (a07a17a27"') +(b07blab2a'“) = (a0+b03a1 +b1;a2 +627)

» Producto: (ag,a1,as2, ) (bo,b1,b2,- ) = (co,¢1,Co,- ), donde

co = apby

Cc1 = aobl + a1b0

cn = agbp +a1by—1 + - 4 ap—1b1 + anbo

Proposiciéon 3.2. La suma y el producto de dos polinomios sobre un anillo R, son también

polinomios sobre R.

Demostracion. Sean a = (ag,a1,-+-) y b= (bg, b1, --) polinomios sobre R. Como tnicamente un
numero finito de sus coeficientes son distintos de cero, existen m,n € N tales que a; =0V i > m

y b; =0V ¢ > n. Entonces:
» Sea ¢ =a+b. Siip > méix(m,n), entonces
Cig = @iy +biy =04+0=0
Por lo que ¢; =0V ¢ > méx(m,n) y la suma de a y b es un polinomio sobre R.

13
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= Sea c=a-b. Siig > m -+ n, entonces

Ciy = aobiy + arbjy—1 + -+ - ajy—101 + a;,bo

donde todos los sumandos son de la forma a;b;, con j 4+ k = i9 > m + n, por lo que j > m

6 k> n, dedonde a; =06 by, =0 = ajb, = 0. Por lo tanto, ¢;, =0, Vig >m+nyel

producto de a y b es un polinomio sobre R.

Proposicién 3.3. Los polinomios sobre un anillo conmutativo con identidad R, con la suma y el

producto recién definidos, es un anillo conmutativo con identidad.
Demostracion.
= La cerradura de la suma y el producto se probaron en la proposicién anterior.
» (Conmutatividad de la suma)
a+b=1(ap+bo, - ,an+bn, )= (bo+ag, - ,bp+an,---)=b+a
s (Asociatividad de la suma)

a+(b+c) ag, - y Gny ')+(b0+C0,"',bn,Cn,"'):

(
= (ag+ (bo +co), - an+ (bn +¢pn),---) =

= ((ao +bo) +co,++ , (an +bn) +cpy-v) =
(a0+b0’... an7bn)+(cO»"' ’cn’...) = (a+b)+c
s (Neutro aditivo) Si 0 = (0,0, ---), claramente un polinomio sobre R, se cumple

0+a=a+0=(ag,a1, )+ (0,0,---)=(ap+0,a1 +0,---)=a

s (Inverso aditivo) Para a = (ag, a1, - ), sea —a = (—ap, —ay, - - - ), entonces

(—a)+a=a+(-a)=(ag,a1,--) +(=ao, —as,---) = (a0 —ao,a1 —a,---) = (0,0, --

s (Asociatividad del producto)

((ab)c)m = Z Cm i Z Cm—i —

i=0 i=0 \j=0
:Z (a_]l]cmz ZZ a;jbi—jcm— i) =
i=0 j=0 j=0i=j
m m m—j
o () o (Free )
j=0 §=0 i=0
- Z '(bc)m ( (bc

<.
I
=)

Para todo m, por lo que (ab)c = a(bc).
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» (Conmutatividad del producto)

(@b)m = aobm + a1bm—1 + -+ + @m—1b1 + ambo = biag + by—161 + - - - + b1am—1 + boan, =
=botm +b1Gm—1+ -+ bp_101 + bpnag = (ba)m

Para todo m, por lo que ab = ba.

s (Ley distributiva)

(a(b+¢)m = Z ai(b+ C)m—i = Z a;(bm—i + Cm—i) =
i=0 i=0

= Z iby—i + aiCm—i = i by —i + i @iCm—i =
i=0 i=0 i=0
= (ab)m + (ac)m

Para todo m, por lo que a(b+ ¢) = ab+ ac.

» (Identidad) Si 1= (1,0,0,---), 1 es la identidad multiplicactiva, pues

l'a/:a/'lz(ao,al,."’a/n".').(170’0".'):(a()’al,'."an"")

Por lo tanto, los polinomios sobre un anillo conmutativo con identidad, forman un anillo conmu-

tativo con identidad. n

Observacion. Dendtese por p™ a la multiplicacion de n copias de p, es decir

pt=p-p---p
——
n veces

lo cudl esta bien definido gracias a la asociatividad del producto. Por simplicidad, se denotara con
la variable z al polinomio (0,1,0,---). Nétese ahora:
n_(0.1.0.---)* = (0. --- 1
X (07 707 ) (07 703 R , 707 )

posicién n+1

Yy que

(07"'a07 an 707"'):(a/ruoaoa"')'(oa"'70a ‘1, ,07"'):<an70a07"')xn

posicién n+1 posicién n+1

Por lo tanto

(a07a17"' ,an,0,0,~-):(aO,O,---)+(a1,0,0,~-)x—|—(a2,0,0,~-~)x2+-~-+(an70,0,-~-)$”

.....

Ademsds, en lugar de escribir (a;,0,---) se escribird tnicamente a;. Se hace esta convencién sin
peligro de crear confusiones, pues es posible mostrar que los polinomios de la forma (a;,0,---) son
una copia isomdrfica del anillo R, por lo que por simplicidad se dird que (a;,0,0,---) =a; € R .

Bajo estas convenciones, se escribe el polinomio a como:

a(z) = ag + a1+ asx® + - + apa™
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donde a los sumandos a;x’ que conforman a se les demonina términos, y, en cada término, se
dice que a; es su coeficiente y z° su monomio. Por simplicidad se escribe 12° = z*. Adoptando

finalmente la notacién R[z| para el anillo de polinomios sobre R en variable z.

Una vez definido el anillo de polinomios R[z] con la notacién y operaciones usuales, se procede

ahora a nombrar algunas partes importantes de los polinomios.
Definicién 3.4. Sea p = ag + a1z + - - - + apx™, con p # 0 un polinomio. Se definen

» El término principal, 1t(p), como el término de p en el que la variable x tiene el mayor

exponente, 1t(p) = apz™
= El coeficiente principal, 1c(p), como el coeficiente del término principal de p, lc(p) = an

= El monomio principal, lm(p), como el monomio del término principal de p, lm(p) = z™

El grado de p, deg(p), como el exponente de x en el monomio principal de p, deg(p) = n.

Ademds, si el coeficiente principal de un polinomio es 1, se dice que es un polinomio madnico.
Si deg(p) = 0, se dice que es una constante y se tiene que p € R C R[x] (en el sentido de la

observacion anterior).

Ejemplo 3.1
Sea p € Z[z] tal que p = 2 + 3x — 823 + 32° + 425. El término principal de p es el sumando en el

que la variable x tiene mayor exponente, en este caso serd 1t(p) = 42°. Luego es evidente que
» El coeficiente principal es lc(p) = 4.
» El monomio principal es Im(p) = 2°.
s Y el grado de p es deg(p) = 6.

Proposicién 3.5. Dados p,q € R[z] \ {0}. Entonces deg(p + q) < méx(deg(p),deg(q)).

Demostracion. Sean p = ag + a1x + -+ + a,z”, ayp Z0y ¢ =bg + by + - -+ + b, 2™, by, # 0. Sea
r=p+q,conr=co+ciz+---+cpa*, cp # 0. Entonces deg(p) = n, deg(q) = m y deg(r) = k.
Como se hizo en la demostracién de la proposicién 3.2, r; = 0 Vi > max(m,n), dado que r # 0,

la tnica opcién posible es que deg(r) = k < méx(n, m) = max(deg(p),deg(q)) =

Aunque es posible estudiar los polinomios sobre un anillo cualquiera R, para los propésitos
de este trabajo se requerira trabajar con polinomios sobre un campo K. Para mayor generalidad
de los resultados, las siguientes proposiciones se trabajan sobre un dominio entero D, haciendo el

cambio definitivo a un campo en la préxima seccion.

Proposicién 3.6. Sea D un dominio entero. Si p,q € D[z] \ {0}, entonces deg(pq) = deg(p) +
deg(q) v 1t(pg) = 1t(p) 1t(q).
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Demostracion. Sean p =Y .- a;x' y ¢ = > =0 bjzd con amb, # 0 = deg(p) = m y deg(q) = n.
Sea r =pq = Zf:o c;z' con ¢ # 0 Como se mostré en la proposicién 3.2, ¢; = 0V i > m +n, por

lo que deg(r) = k < m + n. Ahora bien,
0 0

Cm+n = aObm-l-n + m+n—1 + - +ambn + -t am 1+ am-l—nbo - ambn
b;=0V i>n a;=0VY i>m

Como D es un dominio entero, entonces ¢+, = amb, # 0, lo que significa que deg(r) > m + n.
Por lo tanto deg(r) = m +n = deg(p) + deg(q). Esto significa que a,,b,z™" es el término

principal de r, por lo que

16(r) = ambpz™ ™ = (ayx™)(bya™) = 1t(p) 1t(q)

Teorema 3.7. Si D es un dominio entero, D[z] también es un dominio entero.

Demostracion. Sean p,q € D[x] \ {0}. Entonces p y ¢ tienen cada uno al menos un término no
cero, i.e. p = Z?;o a;x’'y q = Z?:O b;xt con am,b, # 0. Por la proposicién anterior, lt(pq) =

1t(p) lt(q) = amb,x™ ™ # 0, por lo que pq # 0. =

Observacion. La importancia de este resultado se obtiene en conjunto con el teorema 2.8, que
permite construir el campo de cocientes D(x) D D[z], conocido como el campo de funciones

racionales en x sobre D. De ahora en adelante, se utilizard D = K un campo, pues es conveniente

. . . . . . . . ’ . m —_ .7
tener inversos multiplicativos, dado que permiten dividir términos: %77 = $2™~", operacién que

bfljn

es indispensable para que exista un algoritmo de division.

Proposicién 3.8. Sea K un campo. Los tnicos elementos de K[z] con inverso multiplicativo son

las constantes.

Demostracion. Sea p € K[z] un elemento con inverso, i.e. 3 ¢ € K[z] tal que pg = 1. Entonces
deg(pg) = deg(1) = 0 = 0 = deg(pq) = deg(p)+deg(q) = deg(p) porlo que deg(p) =0yp €K
es una constante. Ademds, todas las constantes son elementos del campo K (mds precisamente, a

una copia isomérfica), por lo que tienen inversos multiplicativos (siempre que no sean cero). ™

3.2. El Algoritmo de la divisiéon y de Euclides

Se estudian ahora el algoritmo de la divisién y el algoritmo de Euclides en el anillo de polinomios
K[z]. Estos serdn de vital importancia para dar respuesta a los problemas que se plantearon al

comienzo del capitulo.

Teorema 3.9 (Algoritmo de la divisién para una variable). Dados dos polinomios p,q € Klz]
con g # 0, existen dos tnicos polinomios ¢,r € Klz] tales que p = c¢q + r, donde » = 0 o bien

deg(r) < deg(q).
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Demostracion.

s Existencia: El Algoritmo 3.1 que se muestra a continuacion, devuelve dos polinomios p y

¢ € K[z] que cumplen lo buscado.

s Unicidad: Supdngase que existen dos parejas de polinomios c¢1,71 y ¢2,72 que cumplen
con el teorema p = ¢1q + 1 = caq + 1o, entonces (¢; — cz)qg = 12 — r1. De esta igualdad de

polinomios, si ro — 11 # 0, se deduce la igualdad de sus grados:
deg(c1 — c2)+deg(q) = deg((c1 — ¢2)q) = deg(ra — r1) < méx(deg(r1),deg(ra)) < deg(q)

luego, deg(c; — ¢2) < 0, pero como el grado debe ser un niimero no negativo, se llega a
una contradiccién. Entonces se tiene que 11 = ro. Finalmente como (¢; —¢2)g =0y g # 0,

ci—cy=0=c1 =co.

Algoritmo 3.1 (Algoritmo de la divisién para una variable)

Input: p,q € K[z] con g # 0
Output: c,r € K[z] tales que p=cq +r, y deg(r) < deg(q) or =0

begin
c+—0;r<p;

while r # 0 and deg(q) < deg(r) do
e+ 180) /18(g) :

r+r— (1t(r) /1t(q))q ;
end

end

Demostracion.

= Finitud: Nétese que:

1e((1t(r) /1t(q))q) = (1t(r) /1t(q))lt(q) = 1t(r)

lo que significa que en cada pasada por el ciclo while, el término principal de r se cancela.
Si r se vuelve cero, se termina el algoritmo; en caso contrario, el grado de r disminuye. Dado
que el grado inicial de r, deg(r) = deg(p) es finito, si no se hace cero, disminuye hasta que

deg(r) < deg(q) y termina el algoritmo.

= Correctitud: La condicién de terminacién del algoritmo asegura que al final r = 0 o
deg(r) < deg(q). Obsérvese que la identidad p = cq + r se mantiene durante todo el algorit-
mo. Inicialmente cuando ¢ =0 y r = p, se tiene: p = 0+ p = cq + r, y con cada redefinicién

de ' y ¢’ se tiene:

g+ = (c+16(r) /1t(q))q + (r — (16(r) /16(q))q) = cq + 7 = p
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Con lo que el algoritmo devuelve lo requerido.
|

Definicién 3.10. Dados p,q € K[z] con ¢ # 0 y ¢,r € K[z] tales que p = cq + r como resultado

del algoritmo de la division, a r se le llama residuo de p entre q y se denota por rem(p, q).

Ejemplo 3.2
Se ilustra ahora cémo funciona el algoritmo de la division. En los pasos en los que se hace la
divisién 1t(r) /1t(q) se evidencia la necesidad de que K sea un campo.

Sean p = x* + 322 —2r + 1y ¢ = 22 + 1 en Q[z]. Los pasos del algoritmo de la divisién se

muestran en la Tabla 3.1, y dan como resultado:
14 145 13 29 45
=(z2* -2+ 20— ) 22 +1 =
p (233 & T ge 16)(w+)+(16>

Tabla 3.1: Ejemplo algoritmo de la divisién (algoritmo 3.1)

1. ¢c¢+0
rep=at+32%-20+1 deg(r) =4 > deg(q) =1
2. c<—c—|—}&(ggzo+%:%x3
rerf(i:((;Dq:pf%x3q:f%x3+3x272x+1 deg(r) =3 >deg(q) =1
3. c+c+ }2((8 =c+ 712/?3 =123 — 122
7‘<—7“—(}g;g)qzr+i$2q:%x2—2m+l deg(r) =2 > deg(q) =1
4. c<—c+}:((;§:c+13éi$2:%13—ix2+1§3x
r<—r—(}:((2;>q=r+%xq:—%9x+l deg(r)=12>deg(q) =1
5. c<—c—|—}2((:3=c+%ﬁzéx3—%x2+%x—%
T“¢*(i$2§>qzr+%q:% deg(r) =17 deg(q) = 1 ¢

Definicién 3.11 (MCD). Sean p,q € K[z] dos polinomios distintos de cero. Se dice que el poli-

nomio h € K[z] es un mdximo comin divisor de p y q (denotado h = mcd(p,q)) si
1. h divide p y h divide q.
2. Si hy divide p y hy divide q, entonces hy divide h.

Proposicién 3.12. Dados p, ¢ € K]z] distintos de cero, si hy y ho son maximos comunes divisores

de p y q entonces existe una constante a € K tal que hy = ahs.

Demostracion. Como hg es maximo comin divisor de p y ¢ entonces ha|p y ha|g. Como h;i también
es méximo comun divisor, ho|hy entonces existe a € K[z] tal que hy = ahs. Andlogamente, existe

b € K[z] tal que hy = bh;. Entonces

hi1 = ahy = abh; = (ab—l)h1:0é ab=1
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Como las constantes son los tinicos elementos de K[x] con inverso, entonces a,b € K y se tiene que

hlzahQ,QEK. | |

Algoritmo 3.2 (Algoritmo de Euclides)

Input: p,q € K[z] con g # 0
Output: h = med(p,q)

begin

end

To < D371 < q 5
ro < rem(rp,71);

while 2 # 0 do
7o < T137T1 < T2;

ro < rem(ro,71);
end

h(—?“l

Demostracion.

3.3.

Finitud: El algoritmo de la divisién asegura que deg(r2) = deg(rem(rg,r1)) < deg(r1) y
en cada paso por el ciclo while r; se redefine como ry, por lo que el grado de 5 forma una
sucesion decreciente de enteros no negativos, que eventualmente llega a cero. Luego de esto,
el grado de r2 no puede disminuir mas, por lo que la tinica opciéon que deja el algoritmo de

la divisién es que ro = 0 y entonces se termina el algoritmo de Euclides.
Correctitud: Se comienza por probar que: p,q € K[z] = mcd(p,q) = med(q, rem(p,q))
(salvo constantes).

Noétese que p = cqg+rem(p, q) para algin ¢ € K|z], por lo que med(gq, rem(p, q)) |p ademds
med(g, rem(p, q)) |¢ entonces med(q, rem(p, q)) |med(p, q). Por otro lado, rem(p,q) = p —
cqg = mcd(p,q)|rem(p,q) como ademds mced(p,q)|qg = mcd(p,q) |med(q, rem(p,q)), de
donde, por la propiedad 3.12, mcd(p, q) = med(q, rem(p, q)) concluyendo lo buscado.

Se aplica ahora esta propiedad al algoritmo de Euclides. Como notacién, en cada paso por

el ciclo while, se escribiran con primas la variables redefinidas y sin primar las no redefinidas:
med(rg, 7)) = med(ry, o) = med(ry, rem(rg,71)) = med(r1,70)
Esto implica que en el dltimo paso se tendrd v, =0y
h =7 = med(r},0) = med(ry, ) = med(ry, rem(ry, 1)) = med(ry, ) = - = med(p, q)

Ideales de K|z]

Teorema 3.13. K[z] es un anillo de ideales principales.
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Demostracion. Sea I C K[z] un ideal de K[z]. Considérese N = {deg(p) | p€ I} C N. Por el
principio del buen orden N tiene un elemento minimo n, sea g € I tal que deg(q) = n. Se
probard que I = (g).

Como ¢ € I, se tiene que (q) C I. Sea ahora p € I un elemento cualquiera. Por el algoritmo de
la divisién existen ¢, € K[z] tales que p = cq + 7 con r = 0 o deg(r) < deg(q) = n. Al despejar
para r se obtiene que r = ¢q — p € I (pues p,q € I) por lo que deg(r) > n entonces 7 = 0 y

p = cq € {q). Dado que p era arbitrario, I C (¢q) y entonces I = (g) n

El teorema 3.13 permite conocer la estructura de todos los ideales de K[z], mds atn, crea una
identificacién entre los elementos de K[z] y sus ideales, lo que permite estudiar a los ideales de
K[z] por medio de los polinomios que los generan. Considérense dos ideales I, J C K[z], existen
p,q € Klz] tales que I = (p), J = (q). Si I C J entonces p € J = (q) = existe ¢ € K]z] tal
que p = ¢q¢ = q|p. Por otro lado, si ¢lp = I ¢ € K[z] tal que p = ¢¢ = p € {q) por lo que
(py C {q) = I C J. En otras palabras,

(p) C(q) = qlp

En el caso en que (p) = (g) se tendria p|lq y ¢g|p por lo que debe existir una constante a € K
tal que p = aq. De aqui, es evidente que la correspondencia entre ideales y polinomios de K[z] es
unica, salvo constantes, e identifica a las relaciones de orden de contencién de ideales (D) con la de
divisibilidad (]) entre polinomios. Si un ideal de K|xz] estd dado como el generado de un conjunto
finito de polinomios: {p1,pa, - ,Pm), €l teorema 3.13 asegura que ese mismo ideal es generado por

un sélo elemento. El siguiente teorema permite calcular dicho polinomio explicitamente.

Teorema 3.14. Dado I = (p1,p2, -+ ,pm) C K[z] entonces I = (med(p1,p2,--- ,pm)). Donde

med(p1, p2, p3) = med(pr, med(p2, p3)) = med(med(p1, p2) ,p3)-

Demostracion. Por induccién sobre m:

1. Cuando m = 2, I = (p1,p2). Por el teorema 3.13 existe h € I tal que I = (h). Comoh €
I = 3 ¢q, ¢ tales que h = ¢1p1 + capa, como med(p1,q1) divide a py y pa = med(p1, p2) |h.
Por otro lado, el med(p1,p2) debe ser una combinacién lineal de ellos (Corolario 3.15), por
lo que med(p1,p2) € I = (h) = h|med(p1,p2). De la doble divisibilidad, (p1,p2) = (h) =

(med(p1,p2))
2. Param > 2,

(P1, P2, ,Pm) = (P1) + (P2, ,Pm) = (P1) + (med(pa, -+ ,pm)) =
= (p1, med(p2, -+ ,pm)) = (med(p1, med(p2, -+ ,pm))) =

= <m0d(p17p2, o 7pm)>.
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Corolario 3.15. Dados p,q € K[z] con ¢ # 0, su méximo comtn divisor h es combinacién lineal

de ellos, i.e. 3 A1, Ao € K[z] tales que h = Ai1p + Aog

Demostracion. Por el teorema anterior, (p, q) = (med(p, q)), lo que significa que med(p, q) € (p, q).

Por lo tanto, deben existir polinomios A1, A2 € K|z] tales que

med(p, q) = \p + Aag m

Luego de estudiar los algoritmos de la divisién y de Euclides, y de caracterizar los ideales de

K][z], es posible resolver los problemas que se plantearon al inicio del capitulo.

Problema 1. Dados un ideal I = (p1,p2, - ,pm) € K[z] y un polinomio no cero p € K[z].

Determinar si p es un elemento de I o no.
Solucion.

1. Calcular h = med(p1,pa, -+ ,pm) aplicando el algoritmo de Euclides (algoritmo 3.2) asocia-

tivamente.
2. Determinar r = rem(p, h) utilizando el algoritmo de la divisién (algoritmo 3.1).
3. p es elemento de I siy sélo sir =0.

Problema 2. Dado un ideal I = (p1,p2, -+ ,pm). Caracterizar el anillo cociente K[z]/I, i.e.

determinar la forma de los elementos de K[z]/I y determinar la forma de la suma y el producto.

Solucion. Sea ¢ = med(p1, -+ ,pm) € I, entonces I = (g). Sea [p] € K[z]/I, por el algoritmo de la
divisién se tiene p = cq + rem(p,q) = p —rem(p,q) = cq € I por lo que [p] = [rem(p, q)], con
deg(rem(p, q)) < deg(p) = n y rem(p,q) es tnico. Es decir, para cada clase de KJz]/I existe
un unico polinomio de grado menor a ¢ que representa a dicha clase. Por otro lado, es evidente

que para cualquier polinomio p € K[z] de grado menor que g, la clase [p] € K[z]/I, por lo que es

aieK}

Si f,g € K[z]/I con deg(f),deg(g) < n = deg(f+g) < max(deg(f),deg(g)) < n por

posible ver a K[z]/I como:

n—1

Klz]/ I~ {lp] | p € K[z], deg(p) <n} = {Z a;z’

lo que f + g € Kz]/I y no hay necesidad de redefinir la suma. De igual manera, para a € K,
deg(af) :ge,g%(f)’ﬁ deg(f) = deg(f) < ny af € K, por lo que (K[z]/I,+,-) puede ser visto

como un espacio vectorial de dimensién n y base B = {17 xt z?, - ,:c"_l} (Herstein, 1975).

Finalmente, solo falta caracterizar el producto del anillo K[z]/I, el cual estd dado por

fif2 :=rem(fif2,q).
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3.4. Factorizacién y ceros de polinomios
Dado p un polinomio de grado positivo en K[z], para cualquier constante ¢ € K\ {0} se puede
escribir, p = c%p, lo que significa que tanto ¢ como cp siempre son divisores de p. A esta familia

de divisores se les denomina divisores triviales.

Definicién 3.16. Dado un polinomio p en Klz], se dice que es irreducible (sobre K) si sus

unicos polinomios divisores son triviales.
Lema 3.17. Si p € K[z] es irreducible y p|p1p2, entonces p|p1 6 p|p2.

Demostracion. Supéngase que p no divide p; y sea h = med(p,p1). Como h|p, h debe ser un
divisor trivial de p. Obsérvese que h no puede ser cp pues por hipétesis p no divide a p;; entonces
h = ¢ € K. Més atn, como el maximo comun divisor es tinico salvo por constantes, se puede tomar
h = 1. Del corolario 3.15 se tiene 1 = A;p + Agop; entonces po = A1pp2 + Aap1p2. Luego, como p

divide a ambos sumandos del lado derecho, p debe dividir a ps. n

Corolario 3.18. Sip € K[z] es irreducible y divide a p1ps - - - p,,, entonces p divide a p; para algin

1<i<n.
Demostracion. Por induccién sobre n.
1. Si n = 1. Entonces es inmediato que p|p;.

2. Supdngase ahora que se cumple la propiedad para n = k — 1. Entonces, para n = k, p es
irreducible y divide a p; - - - pg—1pk. Por el lema anterior, p|(p1 - - - px—1 6 p|pk. Si p|px entonces
i = k, en caso contrario, p|(p1 - - - pr—1 y la hipétesis de induccién asegura que p|p; para algin

1<i<k—1. -
Teorema 3.19. Sea p € Kz] tal que deg(p) > 0. Entonces se puede escribir como el producto

D =cCcpip2 - Pk

donde los p; son polinomios ménicos irreducibles y ¢ = lc(p) € K. Esta factorizacién es tinica salvo

el orden de los p;’s.
Demostracion.
= Existencia: Por induccién sobre el grado de p, n.

1. Sin =1 los divisores de p deben tener grado 0 6 1, pero entonces sus unicos divisores

son los triviales y p es irreducible = p = lc(p) p1 con p; = (ﬁp) monico irreducible.

2. Supdngase que n = m y que se cumple el teorema para todo polinomio de grado menor

que m. Si p es irreducible, p = le(p) (ﬁp). Si p no es irreducible, entonces p = q142
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con 0 < deg(q1),deg(g2) < m, por la hipétesis de induccién ¢1 = ¢1p1--pr vy ¢2 =
coph -+ P, con p;, pl polinomios ménicos irreducibles = p = (c1¢2)p1 -+ prpl -+ D) €8

producto de polinomios moénicos irreducibles.

» Unicidad: Supdngase que p = c1p1 - - pr = ¢} - - - Df,. Sin pérdida de generalidad, supon-
ga que deg(p1) < deg(p2)--- < deg(px). Evidentemente pi|p = copf - --p}, como p; es
irreducible, por el corolario 3.18, debe dividir a alguno de los p}’s. Suponga p1|p] (reorde-
nando los indices si es necesario). Como p} también es irreducible ménico, p; = p}. Entonces
c1p2 - - - Pk = CaDh - - - P}, Aplicando el mismo proceso k veces, se llega a que k' = k y que las

factorizaciones son idénticas. n
Lema 3.20. Dado un ideal I = (p) C K]z], I es maximal, si y sélo si, p es irreducible sobre K.

Demostracion. (=) Si I es maximal, cualquier ideal J tal que I C J C K[z] debeser J =16 J =
K][z]. Sea ¢ un divisor de p = (p) C (¢) C K[z]. Como (p) es maximal, (¢) = (p) 6 (¢) = K[z] = (1).
En dichos casos, debe existir una constante ¢ € K tal que ¢ = ¢p 6 ¢ = ¢- 1 = ¢, pero entonces ¢
es un divisor trivial de p. Luego los tinicos divisores de p son los triviales,= p es irreducible.

(<) Sea p irreducible. Sea J un ideal tal que I C J C KJz], como K[z] es un anillo de ideales
principales, debe existir ¢ tal que J = (g). De alli, (p) C (¢) C (1), por lo que ¢|p, y siendo p
irreducible, ¢ = ¢p 0 ¢ = ¢ con ¢ € K constante = {(q) = (p) =1 6 {q) = (1) = K[z], e I = (p) es

maximal. n

Existe una dualidad entre los polinomios vistos como objetos formales de la estructura alge-
braica K|[z] y vistos como funciones de K — K, en donde la variable x puede ser sustituida por
cualquier valor de K para obtener su imagen. A continuacién se define este concepto de funcion
polinomial. Por simplicidad, a lo largo de todo este trabajo se denotara tanto a un polinomio p
como a la funcién polinomial que induce por el mismo simbolo. Al hacer referencia a la imagen de
algtin valor a € K bajo p se denotard p(a). Cuando se desee hacer explicito que p es un polinomio

sobre la variable x, o bien que la funcién p es unaria y que depende de x, se denotard como p(x).

Definicién 3.21. Dado un polinomio p = Y. ja;a’, este induce una funcion de valuacion

p: K=K tal que a — p(a), donde para cada valor a € K

m

pla) = Z a;a’

De esta manera, se tiene un mapa entre K[z] — Pol(K, K) que a cada polinomio le asigna una

funcién polinomial con coeficientes en K, p : K — K.

Definicién 3.22. Dado un polinomio p € K[z] \ {0}, se dice que ag € K es una raiz o cero de

p, sip(ag) =0.
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Lema 3.23. Dados dos polinomios p,q € K[z], si p = ¢ (como polinomios) entonces p(a) =

q(a), Va € K (como funciones).

m n
Demostracion. Sean p = Zaixi yq= ijxj. Comop=q=p—qg=0ydeg(p) =m=n=

i=0 =0
n

deg(q) entonces 0 =p — g = Z(ai — b))xz" = a; = b; para todo 0 < i < n. Luego, para cualquier
i=0
a €K,

p(a):Zaiai:Zbiai:q(a),VaGK. ™
i=0 =0

Ejemplo 3.3
Aunque parece tentador pensar que el reciproco del lema anterior también se cumple, no siempre
es asi, particularmente cuando el campo K es finito, pueden haber dos polinomios distintos que
representen a la misma funcién polinomial.

Haciendo K = Zs, los polinomios p,q € Zsz[z] con p = 22° y ¢ = 2® + 2 son evidentemente
distintos, sin embargo es sencillo verificar que las funciones que inducen coinciden para todos los

valores de Z3 = {0,1,2}:

z p(x) q(x)

0]200°=2-0=0|(02+0=0+0=0
121 =2-1=2|(1)3+1=1+1=2
222)°°=2-2=1|(23+2=2+2=1

Teorema 3.24 (Del Residuo). Dado un polinomio p € K[z] no cero y ap € K una constante

cualquiera, entonces p(ag) = rem(p, x — ag).

Demostracion. El algoritmo de la divisién asegura la existencia de ¢ y rem(p,z — ag) tales que
p = c(x—ag)+rem(p,x — ag). Por el lema anterior, p(ag) = c¢(ag)(ao—ap) +rem(p, x — ag) (ap) =
rem(p,z — ag) (ag). Sin embargo, el algoritmo de la divisién asegura que el residuo es cero o de
grado menor que z — ag. Como deg(z — ag) = 1, esto significa que el residuo es cero o de grado

cero, una constante en cualquier caso. Entonces rem(p,z —ag) € Ky
p(ag) = rem(p,x — ap) (ag) = rem(p,x — agp)
| |

Corolario 3.25 (Teorema del Factor). Dado un polinomio p € K[z] no cero con deg(p) > 1,

ag € K es una raiz de p si y sélo si x — ag es divisor de p.

Demostracion. ag es raiz de p < p(ag) = rem(p,z —ag) = 0 & p = ¢(x — ag), ¢ € K[z] &

x — ag|p. ]

Corolario 3.26. Un polinomio de grado n en K[z] no puede tener mas de n ceros.



26

Demostracion. Si c1,¢a,-++ , ¢ son ceros de p € K[x] con deg(p) = n entonces (z — ¢1)(z —
¢2) -+ (x — ¢) debe dividir a p por el teorema del factor. Para que esto sea posible, el grado de

este producto (r) debe ser menor o igual que el grado de p, por lo que r < n. n

Este resultado permite acotar el niimero de ceros que tiene un polinomio dado, sin embargo no
se ha dicho nada sobre cuando un polinomio tiene raices o no. Considere por ejemplo los polinomios
p=x—1,qg=22—1yr=2a?+1en R[z], es evidente que p(1) = ¢(1) = ¢(—1) = 0, como p puede
tener a lo sumo una raiz, esta tnica raiz es 1, y las tnicas dos raices de ¢ son 1 y —1. Por otro

lado, r tiene como maximo dos raices, pero estas deben resolver la ecuacién
?+1=0 & 2°=-1

la cual no tiene solucién en R. Si se cambia el campo subyacente por C, y se considera r € C|x],
r tiene exactamente dos raices r = +i. Este resultado se conoce como el Teorema Fundamental
del Algebra, y se enuncia a continuacién sin prueba. Puede revisarse su prueba en el libro de
Fine (1997), que presenta seis diferentes pruebas para este teorema, usando, por ejemplo, anélisis

complejo, teoria de Galois y topologia algebraica.

Teorema 3.27 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio p € C[z] de grado mayor o

igual que uno, tiene al menos una raiz en C.
Corolario 3.28. Dado p € C[z] con deg(p) =n > 0, p se descompone en n factores lineales
p=clx—c1) - (x—cp)

Demostracion. Por el Teorema Fundamental del Algebra, existe ¢; € C tal que (z —¢1)[p= p=
(x — ¢1)p1 con deg(p1) = deg(p) — deg(z — ¢1) = n — 1. Repitiendo este proceso n — 1 veces més,

sellegaap=p,(x—c1) - (x—cn), donde deg(p,) =0, i.e. p=c(z —c1) - (x — ¢p). n

Definicién 3.29. Si (z — ¢)™ divide p pero no (x — c)™*L, se dice que ¢ es una raiz de multi-

plicidad m de p.
Del corolario al Teorema Fundamental del Algebra es evidente entonces el siguiente resultado.

Corolario 3.30. Cualquier p € C[z] con deg(p) = n > 0, tiene exactamente n raices, si éstas se

cuentan con multiplicidad.



4 ANILLOS DE POLINOMIOS EN
VARIAS VARIABLES

Como se observo al final en la seccién 3.1, a partir de cualquier dominio entero D, es posible
construir el anillo D[z], el cual, aplicando el teorema 3.7, es también un dominio entero. En el
caso especial en el que D = K[z], se construye el anillo D[y] = K[z][y] = K|z, y], agregando la
variable y al anillo de polinomios K[x], construyendo asi un anillo de polinomios en dos variables.
Anélogamente, para cualquier conjunto de variables xy, s, -- ,x, se puede construir el anillo
K[z1,xo,- -+ ,z,] de polinomios en n variables.

En este capitulo, se formaliza la definiciéon de este anillo y se estudian sus propiedades como
generalizaciones de las de K[z]. Al igual que en el capitulo anterior, el estudio de este anillo y sus
ideales se centra en responder dos preguntas: (1) cémo determinar si un polinomio dado pertenece o
no a un ideal, y (2) c6mo son los elementos de los anillos cocientes que estos ideales inducen. Aunque
K[z1,- - ,zy] es una generalizacién directa de K[z], se verd que la solucién a estos problemas no
es tan sencilla como lo fue en el capitulo anterior, por lo que sélo serd posible darles solucién al

final del Capitulo 6, luego de definir las bases de Grobner.

4.1. Propiedades de Klzy, -, z,)]

Definicién 4.1. Dado un campo K, el anillo de polinomios con coeficientes en K y vari-
ables x1,--- ,x, es el conjunto K[zy, - ,x,] = K,—1[x,] donde los anillos K; se definen induc-
tivamente como:

Ky =Klz1] y K = Kg—1[x] para k > 2

A los elementos de K[z, -+ ,x,] se les llama polinomios en las variables x1,--- ,x, y co-
eficientes en K. A cualquier producto de las variables x1,--- ,x, se le llama monomio, a un
elemento de K que multiplica a un monomio se le llama coeficiente y al coeficiente junto al

monomio se le denomina término.

Observacion. Definiendo la multiplicacién de la variables como conmutativa, i.e. Ty = yx se puede
mostrar que K[z, y] = K[y, z], y mds generalmente, si 27,25, -, 2}, es cualquier permutacién de
X1,Ta,- - , Ty entonces Klzy, -, z,] = Klz), -+ ,2}]. Los elementos de K[z, -, z,] se pueden
escribir de la forma:
— 11,02 i Lt
PE1, - 0) = DAy i) TR T = Y agE
ieNn

27
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como una suma finita de términos, donde 4 = (iy,--- ,i,) € N* y 2* = 2{' ---2in. La suma de
polinomios se define al sumar los coeficientes de monomios iguales y el producto se puede calcular

mediante la propiedad distributiva y la regla de exponentes para los monomios:
11,02 0 Ji,J2 . odn | — t1t+g1 G2 +d2 | int]
(xl x5 atn”) (xl x5 xn”) = <$1 T " ”)

Nétese que K C K[z, - ,x,] ¥ los elementos de K se denominan constantes. Mds ain se tiene

la cadena de inclusiones
K C K[z1] C K[z1,22] C - CK[zq, - zp].

Definicién 4.2. Dado un monomio m € Klz1,--- ,xz,], m = zi'z3?---zlr, se definen el multi-

grado de m como la tupla mdeg(m) = (i1,42,- -+ ,in) € N" y el grado de m como deg(m) =

ig +i1 + - +i,. Bl grado de la variable x; en el monomio m es el exponente i;.

El grado de una variable z; que no aparece en un monomio se define como cero. Particularmente,

el multigrado de 1 = 29 --- 2% es mdeg(1) = (0,0, -+ ,0) y su grado deg(1) = 0.

n

Definicién 4.3. Parap € K[z1,--- ,2,]\ {0} se definen el grado del polinomio p,deg(p), como
el mayor grado entre sus monomios, y el grado de la variable x; en el polinomio p como el

mayor grado de la variable x; entre los monomios de p, y se denota por deg, (p).

Es importante notar que ahora es imposible definir un grado como el que se tenia para K[z].
Aunque ahora se definen tres conceptos similares, no conducen directamente a la definicién de
término y coeficiente principales, pues puede darse el caso de que varios monomios distintos tengan

el mismo grado, multigrado, o grado respecto a alguna variable. El concepto de grado respecto a

una variable serd de utilidad a continuacién para probar algunas propiedades de Kzy,: -+, z,)
generalizando las de K[xz] al considerarlo como K[z1, - ,2,_1][x,], pero luego de eso se dejara de
utilizar, pues en este caso los coeficientes son elementos de K[z, -+ ,2,—1] que no es un campo,

desechando de una vez cualquier intento por definir un algoritmo de la divisién similar al de K[z].

Teorema 4.4. Dado un campo K, el anillo de polinomios en varias variables K[z, -, x,], es un

anillo conmutativo con unidad. Més atin, K[z, -, 2,] es un dominio entero.
Demostracion. Por induccién sobre n:

1. Para n = 1, K[x;] es un anillo conmutativo con unidad por la proposicién 3.3. Luego, como

K es un dominio entero, el teorema 3.7, asegura que K[x1] también lo es.

2. Supéngase que la propiedad es cierta para n = k > 2. Luego, D = Kz, ,2%] es un
dominio entero. Aplicando de nuevo la propiedad 3.3 y el teorema 3.7, D[xgy1] es un anillo
conmutativo con unidad, més atn, un dominio entero. Como D[z 41] = K[z1, -+ , 2k, Tr41] =

Klz1, -+, 2k, Tr+1], se tiene lo buscado. =
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Proposicién 4.5. Dados p,q € K[z1, -, 2z,] \ {0}, se tiene que
deg, (p+¢) < méx (deg, (p),deg, (q)) ¥
deg, (pq) = deg,, (p) + deg,, (q)
parat=1,--- ;nparat=1,--- ,n.
Demostracion. Sin pérdida de la generalidad considere ¢ = n, pues siempre se pueden permutar
las variables para garantizar que este sea el caso, entonces K[z, -+, x,] = K[z1, -+, xp_1][zn] =

D[x,]. Luego, el grado deg, () es simplemente el grado tomando D = K[zy,--- ,%,_1] como el

dominio entero de coeficientes. Entonces, por las propiedades 3.5 y 3.6,

degp(p + q) < méx(degr(p),degr(q)) y degpr(pq) = degr(p) + degr(q)

equivalentemente
deg, (p+q) < mix(deg, (p),deg, (q)) y deg,, (pq) = deg, (p)+deg, (q). n

Corolario 4.6. Los unicos elementos de Kzy, - ,x,]| con inverso multiplicativo son las con-

stantes.

Demostracién. Sea a € K C Kz, - ,z,] \ {0}, como K es un campo, existe 1 € K tal que
al = 1. Para la otra implicacién, sea a € K[z1,--- ,z,] \ {0} un elemento invertible, i.e. existe
be Kz, - ,2,] \ {0} tal que ab = 1 entonces deg, (ab) = deg, (a)+ deg,, (b) = deg, (1) =0
por lo que deg, (a) = 0 para i = 1,--- ,n. Como el grado de a respecto a todas las variables es

cero, a € K y es una constante. ™

El teorema 4.4 en conjunto con el teorema 2.8 permite construir el campo de cocientes

K(J?l,"' axn) D K[Jfl,"' 7xn]
conocido como el campo de funciones racionales en x4, -- ,x, sobre K, consistente de frac-
ciones de polinomios en las variables x1, s, - ,z,. De esta forma es posible dividir polinomios

en varias variables, cuando se extiende el espacio en el cual se estd trabajando. El siguiente ejem-
plo muestra algunos de los inconvenientes para definir un algoritmo de la divisién en el caso de

polinomios en K[z, - - x,], como el que se obtuvo el capitulo anterior para polinomios en K[z].

Ejemplo 4.1

El multigrado con el que se dotan a los polinomios de varias variables carece del orden natural
que tiene el grado de polinomios sobre una sola variable. Dado que K[z, y] = K[z][y] = K[y][z] se
podria usar el grado de o de y para esto. Sean p = z2y% + xy® — 222> —y, g =x +y — 1, al

utilizar el mismo mecanismo del algoritmo de la divisiéon se obtiene:
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= Al usar deg, ()

(2 4+ 2)y? — (3 +22° —2)y+ (' + 2% = 32> + v — 1)

y+(z—1) | (@ +a)y° —20%y* —y
— @ o — - 1)@ + )y
(—/Iﬁ—d/QiL’Q‘Fﬂf)yZ—y
(22422% —2)y® + (23 + 222 —x)(xz — 1)y
(z* + 23 — 322 =T)y
—(a* =3t +r—1y— (" +2° =32 +x—1)(x—1)

—25 +4x® — 42?422 — 1

s Al usar deg,(+)

(v° —2y%) — (y* — 4y* + 2y?)
r+(y—1) | (y%“y%y
(P22 — (v’ —2°)(y — D
(—y' +4y° — 222 —y
(M+/2y22§; + (y* — 4y’ 4+ 2y°)(y — 1)

y® — 5yt +6y° —2y* —y

No solo en ambos casos se obtiene un resultado distinto, sino que al reducir el grado de y o de x
el grado de la otra variable aumenta. Mas aun, este ejemplo funciona sélo porque en cada paso
fue posible encontrar un polinomio por el cual multiplicar a ¢ para eliminar el término de mayor
grado (respecto a y o ) de p, lo cual no siempre es posible, por ejemplo si ¢ = xy — 1 hubiera sido

imposible utilizar este camino respecto a degy(~):

(x+1)y?

fl’y—1| (2? + 2)y? — 22%y* —y
—(@ZF 2y’ + (z+ 1)y’

(=22 +x+1)y* —y

donde el proceso debe terminar aunque el grado del residuo no sea menor que el del divisor, pues

i (=222 +x+1).

4.2. Ordenes de monomios

El orden de los nidmeros naturales permite ordenar directamente los monomios de K|z], lo
que se utilizé en el Capitulo 3 para definir el término principal de un polinomio, el cual fue
necesario para el algoritmo de la divisién (algoritmo 3.1). Para poder encontrar un algoritmo que

de alguna forma imite el algoritmo de la divisién en K[zq, - ,2,] y que al restringirlo al caso
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de una sola variable dé exactamente el algoritmo 3.1, es necesario introducir un orden para N"
que permita ordenar los monomios de Klzy,- -+ ,x,] segin su multigrado y que sea compatible

con la multiplicacién de monomios. En la discusién que sigue, se denotara por M™ al conjunto de

monomios de K[z, -+ ,x,], i.e.
n a n o [ an
M ={z%a= (a1, ,0n) ENty & =2 a0},
Definicién 4.7 (Orden de monomios). Una relacion < sobre M™ C K[zy,- -+ ,x,], se dice que es
un orden de monomios en Kz, -+ ,x,] si cumple:

1. Para cualesquiera ™, 2% € M", 2™ < 27, 2 < ™ ¢ 2> = 2° (i.e. < es total).

2. Six* < 2P y 2P < 7 entonces ™ < ¥ (i.e. < es transitiva).

3. 1 <& para todo ™ € M™, ™ £ 1 (1 es el minimo respecto <).

4. Six* < 2P yaxY € M entonces x*xY < 2P (i.e. < es mondtona respecto del producto).

Proposicién 4.8. Dados z%,z? € M™ tales que z%|z? entonces £ < zP o £ = zP | para

cualquier orden de monomios <.

Demostracion. Sea < un orden de monomios fijo. Sean £, z? € M" tales que £%|z?, entonces
existe 7 € M™ tal que P = z%27. Si 7 = 1 entonces £ = P y se tiene el resultado.
Supéngase entonces que &Y # 1. Por la condicién 3 de la definicién 4.7, 1 < 7 luego por la

condicién 4 se tiene z* < xYx> = xP. -

A continuacién se definen algunos de los 6rdenes de polinomios més utilizados para trabajar
con polinomios en varias variables. La demostracion de que cumplen con las condiciones de la

definicién 4.7 se puede encontrar en Cox et al. (2007).

Definicién 4.9. (Ordenes de Monomios usuales) Dados x*,2° € M™ con a,3 € N", se de-
finen los drdenes de monomios lexicogrdfico (<r.s), lexicogrdfico con grado (<pegres) y lex-

icogrdfico inverso con grado (<pegrevies) COMO:

T <1ee @ = en el vector B — a la primera entrada no cero es positiva.

deg(mﬂ) 0

deg(2) <
deg(z®) = deg (mﬁ) Y XY <Lep
(=)

™ <DegLez mﬁ e
deg(z™) < deg(z®) o
% < DegRevLes T & deg(z™) = deg(aP) y en el vector B —

la ultima entrada no cero es positiva.

Observaciones.
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1. Note que los tres érdenes que se acaban de definir incluyen una comparacién entre los multi-
grados de los polinomios, en la cual lo relevante es el signo de la primera o dltima entrada
que no es cero. Esto significa que el orden de los monomios depende del orden en el que se
consideren las variables. Por ejemplo, usando orden lexicografico en K[z, y] y en K[y, ] para

Ty y se tiene:

» Para 2,y € K[z,y] = 2 = 22", y = 2%' = y <pex 7 pues (1,0) — (0,1) = (1,-1)

tiene primera coordenada no cero positiva.

» Para 7,y € Kly,z] = 2 = y%!, y = y'2° = 2 <pex v pues (1,0) — (0,1) = (1,-1)

tiene primera coordenada no cero positiva

El orden lexicogrifico posee el inconveniente que aun cuando Kz, y] = K[y, z] (como anil-
los), sus érdenes lexicograficos son distintos. Para evitar este tipo de percances, es necesario
identificar cual orden lexicogréafico se estd utilizando, entendiéndose cuando no se haga la
distincién explicita que y <pex , €l orden usual de Kz, y]. Asi, en la definicién anterior,
se estd dando la definicién para cuando x, < z2 < --- < x1, caso que se sobreentendera a
menos que se especifique lo contrario. Esta misma observacion es valida para los tres érdenes

recién definidos.

2. En el orden lexicografico es importante notar que una variable domina a todas las variables
después de ella, sin importar el grado que tengan. Si % = z; = (00100 ¢ 468 —

xfﬁleéz xﬁ" = (0 :0.8i41.8i02.6n) entonces
a—0B=(0,--,0,1,-Biy1,—Pit2, -, —Bn) por lo que

P <k T & xfﬁlejr? e xPn <Ly T
3. En los 6rdenes Deglex y DegRevLex en cambio, el grado total de los monomios se utiliza

para ordenarlos, y unicamente cuando hay empates se resuelven con Lex (para Deglex) y

revisando el signo de la tltima entrada no cero de la resta de los multigrados para DegRevLex.

4. De aqui en adelante se utilizard solo un orden de monomios a la vez, por lo que a menos de

que haya posibilidad de confusiones se suprimirdn los subindices de los simbolos <.

Ejemplo 4.2
A continuacién se muestra cémo quedan ordenados los monomios de K[z, y| en los tres 6rdenes
definidos. Las figuras 4.1 y 4.2 muestran los mismos érdenes de forma grafica para K[z,y] y

K[z, y, 2], las flechas apuntan en direccién al monomio més pequerio.

= En Lex:

I<y<y?<yP<-<z<aoy<ay?<--<?<2ty<a®yP’ <<
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Figura 4.1: Ordenes de monomios en Klz,y] con y < x

(a) Orden Lexicogréfico (b) Orden Lexicografico con grado (usual e inverso)
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= Deglex y DegRevLex resultan ser el mismo orden:

Il<y<z<y<ay<z? <y <o <2y<a® <.

Ademads de estos tres érdenes monomiales y de los n! que resultan al permutar el orden de
las variables en K[zq,--- ,z,], se pueden generar muchos mds. Asi, por ejemplo, se pueden crear
6rdenes de bloque al separar las variables en dos bloques y comparar cada bloque con un orden
distinto, o, cémo se hizo con DegLex, se le puede agregar una comparacién de grados como primer
paso a otro orden para crear un orden con grado Adams y Loustaunau (1994).

El siguiente teorema permite caracterizar todos los 6rdenes monomiales como conjuntos de
vectores ortogonales. Aunque sea de utilidad poder caracterizar los 6rdenes monomiales pues,
como se verda mas adelante, las propiedades de las bases de Grobner dependen del orden especifico
que se esté utilizando; en lo que resta de este estudio y para el problema que se busca resolver,
basta con las ordenaciones introducidas anteriormente. Asi, este teorema se incluye uinicamente
como una curiosidad sin demostracién. Para més informacién sobre el tema, refiérase a Adams y

Loustaunau (1994) o a Froberg (1997).

Teorema 4.10. Todo orden de monomios en M" estd definido por una secuencia de vectores

ortogonales uq,us, -+ ,u, € R™ con r < n como :

u-a<up -3 6
upra=u;-B yus-a<uz-3 6

<P e lu -a=u-B yu-a=uy-8 yus-a<usz-8 6

ura=u B yura=u By - yu-1-a=u_1-0 yu -a<u -8

Donde u; - o denota al producto punto usual de R”, i.e. u; - & = w101 + UjoQo + - - - + Ujn Oty -
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z ap seuaod

Figura 4.2: Ordenes de monomios en Klz,y,z] con z <y < x

(b) Orden Lexicografico con grado

(a) Orden Lexicogréfico

z ap seluslod

1

e T
?otenc‘as °

(c¢) Orden Lexicografico inverso con grado

z ap selduslod
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Ejemplo 4.3

» El orden lexicografico estd definido por los n vectores u; = (1,0,0,--,0),us = (0,1,0,---,0),---

u, = (0,0,0,---,1).

= Deglex estd definido por los n vectores u; = (1,1,1,--- ,1),us = (n — 1,—1,—-1,--- , —1),
ug = (0,n —2,—=1,-+-,=1),--+ ,up, = (0,0,0,---,1,—1). Donde es evidente que u; =
(1,1,1,--- ,1) caracteriza la comparacién inicial de grados.

» DegRevLex estd definido por los n vectores u; = (1,1,---,1,1),us = (1,1,---,1,1 — n),
u3:(1717"' 717277170)3"' 7un:(7130a0,"" 30)

Definicién 4.11. Sea < un orden de monomios fijo en M™. Para p € K[xy, -+ ,x,] se definen

(respecto <)
» El monomio principal de p, lm(p), como el mayor monomio (segin <) de p.

= El término principal de p, 1t(p), como el término que le corresponde al monomio principal

de p.
= El coeficiente principal de p, 1c(p), como el coeficiente del término principal de p.
» El multigrado de p, mdeg(p), como el multigrado del monomio principal de p.
Lema 4.12. Dados p,q € K[z, ,2,] \ {0}, se cumplen !
1) mdeg(p + q) < méx(mdeg(p) , mdeg(q)).
11) mdeg(pg) = mdeg(p) + mdeg(q).

1) 1t(pq) = 1t(p) 1t(q).

Demostracion. Sean p,q € K[z1,--- ,z,]\ {0}. La propiedad 1) es evidente, pues los monomios de

p + ¢ provienen de p o de ¢. Para 11) y 111), escribanse p y ¢ como:
p=ag+ a1z +ax™ + -+ arx™, ar £ 0,
q=bo+bixPr + 4byxP2 4. 4+ b.xPr b, #0

conl <z <z < ... <z yl<zh <xh <... <P porlo que mdeg(p) = a;, y
mdeg(q) = 3,.. En pq, por las propiedades de distributividad, aparecerdn todos los monomios de
la forma z® xPi = £*1Pi_ cuyos coeficientes al simplificar no se vuelvan cero. Particularmente,
8- es uno de los candidatos a estar en la expansién de pg. Si z® < z® y xPi < zB-
entonces z® xPi < ¥ zPi y xxPi < x* 2P por lo que x* xPi < x*xPr lo que significa

que el monomio 8+ sélo se puede generar al multiplicar los términos principales de p y ¢, més

1Se entiende mdeg(a) < mdeg(b) < gmdesla) < gmdee(d),
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aun, significa que cualquier otro monomio del producto pq es menor que este. Como lc(wak+5r) =

arb, # 0, este monomio es el mayor que aparece en pq y se tiene:
mdeg(pq) = oy, + B, = mdeg(p) + mdeg(q) ,

1t(pq) = arb,x®**Pr = (apz®) (byzPr) = 1t(p) 1t(q). n

De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario, se supondra que se trabaja con un
orden de monomios cualquiera fijo <, y que mdeg(), 1t(), lc() y lm() se calculan respecto este

orden.

4.3. Lema de Dickson

Definicién 4.13. Sea I C Klzy, - ,x,] un ideal. Se dice que I es un ideal de monomios

cuando existe un conjunto S C M™ de monomios que lo genera I = (S5).

Observacion. Klxy,- -+ ,x,] = (21, - ,2Zp) es un ideal de monomios. Es importante notar que,
contrario a lo que sugiere el nombre, un ideal de monomios no contiene tnicamente monomios,
pues debe contener todas las combinaciones lineales de sus elementos. Los tinicos casos que cumplen

con ser ideales formados inicamente de monomios son los ideales de la forma (x;).

Lema 4.14. Sea I = (S) C K[z1, - ,x,] un ideal de monomios con S C M™. Entonces, un

monomio z? € I si y sélo si z|z? para algiin z& € S.

Demostracion. (+—) Si P es divisible por £ € S, entonces pertenece a (S) por definicién.
(—) Si P € I = (S) entonces P = > h;z% con h; € K[zy, -+ ,2,] y % € S. Si se
expandieran los h;’s en sus términos, se veria que cada monomio de la expresién resultante es
mitiplo de algin % € S. Como z? debe ser igual a esta expresién luego de simplificar términos
semejantes entonces también debe aparecer en este punto antes de simplificar, por lo que es miltiplo

de algiin x>:. n

Lema 4.15. Sea I C K[zy,--- ,x,] un ideal de monomios. Sea p = ag + a1 + - -+ + aS™ con
a; € K\ {0}. Sip € I, entonces todos los monomios de p pertenecen también a I, i.e. ™ € [ para

todo 1.

Demostracion. Sea S C M™ tal que I = (S). Si p € I entonces p = gymy + gama + - - - + ggmy, con

m; € S para algunos polinomios ¢g; = Y a;;#*% € Kz, - - , ,]. Entonces

ap + a1z + - + apr®m = (Zaljwalj) mi+---+ (Zakjwakj) mi

por lo que a;x% en el lado izquierdo de la igualdad, debe ser la suma de todos los monomios
a;; £ m; del lado derecho que tengan el mismo multigrado c;. Por lo tanto, a;£ es una com-

binacién lineal de m;’s, entonces £®* € I, para todoi=1,---k. ™



Definicién 4.16 (MCD y MCM de monomios). Sean ¥, 2% € M™ con o = (ay, -+ ,ap), ¥y
B = (b1, -+ ,Bn), entonces se definen:

1. El mdximo comiin divisor de = y x° como mcd(m"‘, mﬂ) =

donde v = (min(ay, 1), -+, min(ay, 5,))

2. El minimo comin mailtiplo de = y 2° como mcm(a:‘"7 w@) =7

donde v = (méx(a, 1), -+ ,max(ay,, Bn))

Observacion. Esta definicién coincide con la usual para méaximo comun divisor y minimo comin
multiplo en cualquier anillo en los que existan (véase Herstein, 1975). Sin embargo, la exposicién
de los mismos se limita al caso de monomios, pues es lo necesario para el presente trabajo. En este
caso, la misma definicién provee el algoritmo para encontrar el MCM y el MCD de dos monomios,
haciendo n comparaciones de sus exponentes. La siguiente propiedad constituye una caracterizacién
importante del maximo comun divisor y minimo comtn multiplo. Se enuncia unicamente como
referencia, la demostracion de que es equivalente a la definicién 4.16, puede encontrarse en Herstein

(1975).
Proposicién 4.17. Sean =%,z ¢ M.
1. Si Y € M"™ cumple con:
1) x|z y Pz
11) Para todo 29 tal que z%|x® y zP|z?, vale 27 |x°.
Entonces 7 = mem (:co‘, :1:5).
2. Si 27 € M™ cumple con:
) x|z y x7|xP
11) Para todo 29 tal que 2%|z® y z%|z?, vale °|2".
Entonces 7 = mcd(mo‘, :135).

Lema 4.18. Sea [y CI; C I, C--- CKlxy, - ,x,] una cadena de ideales de monomios. Entonces

I =;2, I; es también un ideal de monomios.

Demostracion. Sean Sy, S1,Se2,--+ € M™ conjuntos de monomios tales que I; = (S;) para i =
0,1,---.Sea S =J;2, S;. A probar: I = (S).

Sea p € I, entonces existe k € N tal que p € I, = (Si). Como S, C S, entonces (Si) C (S) =
p € {S). Entonces I C (S).

Por otro lado, sea p € (S). Entonces p = g151 + -+ + grsr con g; € Klzy, - ,2,] y 85 € S

para i = 1,---,r. Como los s;’s son elementos de S, para cada subindice i existe k; € N tal que
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$; € Sk,. Luego, g;s; € (Sk,) = I, C I para todo i =1,--- ,r. Entonces p € I y (S) C I. Por lo

tanto, I = (S) e I es un ideal de monomios. =

Lema 4.19. Sean I C K[zy,- - ,x,] un ideal de monomios y £* € M" un monomio cualquiera.

Entonces, el ideal (I : (x®)) es de monomios.

Demostracion. Sea S C M™ tal que I = (S5), y sea

s
T=S—————| s€8; CM".
{ med(s,z>) | ° } -
A probar: (I : (x*)) =(T)
Seap e (T)=p= glimcd(ii’xa) + - +9k7mcdéi’ma), con g; € Kl[zy, -+ ,z,] parai=1,--- k.
Entonces
a_, Sl e Sk
pE =0 mcd(sl,a}a)a: AR mcd(sk,ma)m
— 733& e 7a — ! P /
= (91 mcd(sl,ma)> 514 <9k mcd(sk,ma)) S = g151+ -+ giSk
donde, como mcd(s;, z®) |z* se tiene g, = QZW € K[z, ,z,] para todo i = 1,--- k.

Entonces px® € (S) =1= pe (I:(z%)).
Por otro lado, si p = by + byzP1 + -+ + bpxPm € (I : (%)), entonces pz™ € I. Por ser I un
ideal de monomios, cada monomio @iz de pxz® pertenece a I. Entonces, existe s; € S tal que

55| (wgi :c"‘) = existe un monomio m € M" tal que s;m = xPix®. Luego,

zPi 7 . - E—
med(sj, z®) ) med(sj, z®)

, ™ S; . . , ,
Notese que med(s; ) y med(s;,3%) no tienen nimngun factor mayor que 1 en comun, pues en caso

contrario, med(s;, ) no serfa su maximo comun divisor. De donde, como

[e2

r Sj

med(sj, x®) ‘ " med(sj, )’

debe darse que

> ’

med(sj, %)

Entonces
’Bi = m Sj S T
v <:v°‘/mcd(sj,a:°‘)> med(s;, %) (T)
paratodoi=1,--- ,k, porlo que p € (T). Por lo tanto, (I : (x*)) = (T) y es un ideal de monomios
como se buscaba. n
Lema 4.20. Sea I C K[zq,--- ,x,] un ideal de monomios. Entonces el ideal

IQK[:Ela"' ,l'n_l] C K[mla"' 7xn—1]7

es un ideal de monomios de K[z, -+, 2,—1].
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Demostracion. Sea S C M™ tal que I = (S). A probar: INK[z1, - ,2n—1] = (SNK[z1, -+, Zp-1]).
Sea p € (SNK[zy, -+ ,xn_1]), entonces p = ¢181 + -+ + gk, con ¢g; € K[z, -+ ,xp_1] C
Klzy, - ,zn) y si € SNK[zy, - ,2p—1] € S para i = 1,--- ,k; por lo que es inmediato que
p € (S) CKz, -, Tqn]

Por otro lado, sea p = ag + a1 + -+ -+ a,z* € INK[z1, - ,Zpn-1] = p € K[z1, -+ ,2n_1]
por lo que ningiin monomio £®¢ de p contiene potencias de z,,. Ademés, p € I que es un ideal de

monomios, por lo que cada monomio ¢ de p pertenece a I. Entonces existen s; € S'y m; € M"

tales que m;s; = . Como en £ no aparece ninguna potencia de x,, tampoco debe hacerlo en

m;s;, lo que significa que m; € M" 'y s; € SNK[xy, -+ ,2,_1], parai=1,--- ,r. Entonces

P = aggoso + a19151 + -+ + argrsr € (SNK[z1, -+, 2n-1]) CKlx1, -, 20_1].
Con lo que se concluye la igualdad INK[xy, -+ ,2n—1] = (SNK[z1, -+, Zpn-1]) y INK[z1, -+ , Zp_1]
es un ideal de monomios de K[x1, - ,x,_1] como se querfa. n
Teorema 4.21 (Lema de Dickson). Todo ideal de monomios en K[z1,- -, z,] es generado por un

conjunto finito.
Demostracion. Procediendo por induccién sobre n.

1. Sin =1, K[z1] es un anillo de ideales principales (teorema 3.13) entonces I = (p) para algin
p € K[x1]. Como I es un ideal de monomios, debe existir S C M! tal que I = (p) = (S), si
s1 € S = s € (p) entonces p|s lo que implica que p debe ser un monomio. Por lo tanto, I es

generado por un 1inico monomio.

2. Sin > 1, supéngase que se cumple el teorema para n — 1. Para cada j € N sea
J] = ([ : <:C£L>) ﬂK[SCl, e 7In—1]-

Por los lemas 4.19 y 4.20, J; es un ideal de monomios de K[zq,--- ,z,_1], luego por la
hipétesis de induccién es finitamente generado J; = (S;). Seap € J; = p € Klzy, -+, Tp-1]
y p € (I:(x})) entonces pc € I Ve € (i), particularmente p - (v},x,c) € I para cualquier
c€Klzy, +,zn] = p- (2hz,c) = pritle = pd € I para todo ¢/ = 23 c € (xJ*1) entonces
p € Jjt1 = J;j € Jj41. Entonces se tiene la cadena de inclusiones Jo € J; € Jp C -+,
luego por el lema 4.18, J = Uj J; es un ideal de monomios de K[z1,--- ,x,—1] ¥ debe ser

finitamente generado = J = (S) con S un conjunto finito.

Como S C J y es finito, debe existir un r tal que S C J,. entonces J = (S) C J. C J =
J = J; para todo ¢ > r lo que también significa que S = S; para todo i > r. Considérese
ahora m € I un monomio, entonces m = m'zk con m’ € M"~! para algiin k. Como m’z¥ €
I'= m e (I:(zf)) NK[zy, - ,2n-1] = (Sk) entonces m € (z£Sy). En consecuencia,

S" = SoUz,S1Ux285U--- es un conjunto que genera a I. Como a partir de r todos los S;’s
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son iguales y <xij‘1ST> C <1:;ST>. Por tanto, el conjunto S” = Sp Uz, S Uz2SsU---Ua" S,

es un conjunto finito de monomios que genera a I. n

Lema 4.22. Cualquier orden de monomios < en M™ € K[zy, -+ ,z,] es un buen ordenamiento,

i.e. cada conjunto no vacio S C M™ tiene un elemento minimo (que es menor que todos los demés).

Demostracion. Sea S C M™. Considere I = (S) ideal de monomios, que por el Lema de Dickson
debe tener un generador finito S” = {mqy,ma, - ,mi} = I = (S) = (my,ma, -+ ,my). Sea my
el menor de los m;’s en S’ con el orden <. Luego, cualquier monomio m € S C I = (mq,--+ ,my)
debe ser divisible por algin m; = m;|m = m = m; = mg. Por lo tanto my es el elemento minimo
de (S). Ahora bien, mg € S’ = mg € (S) = existe m € S tal que m|my = m =< mg donde la

Unica opcién es que m = mg = mg € S. Por lo que mg € S es el elemento minimo de S. n

Corolario 4.23. Una cadena estrictamente decreciente de monomios en cualquier orden de monomios

=< es finita.
Demostracion. Sea m1 = ms = --- una cadena decreciente de monomios en M"™ y sea S =
{m;]i =1,2,---}, como S tiene un elemento minimo, la cadena debe ser finita. =

4.4. FEl Algoritmo de reduccién

En el capitulo anterior, se estudié como el algoritmo de la divisién permite resolver el problema
de pertenencia a ideales, concluyendo que un polinomio p pertenece a un ideal I = (¢) C K[z] si
y sélo si, rem(p, ¢) = 0. Mds atin, se caracterizaron los anillos cocientes al utilizar como represen-
tantes de las clases laterales los residuos de dividir dentro de ¢. Esta metodologia fue suficiente
pues, como se demostré en el teorema 3.13, K[z] es un anillo de ideales principales y basta con
considerar al generador de cada ideal para caracterizarlo.

Considérese en cambio K|z, y] y el ideal I = <x, y2> C K[z, y]. Como I es un ideal de monomios,
si y € I entonces z o y* deberfa dividir a y, por lo que y ¢ I = I # K[z,y] = (1). Supéngase que
existe un polinomio p € K[x,y] tal que I = (p) = p|z y ply?, sin embargo es claro que el tinico
divisor comtin de = y y? es 1, y como se acaba de ver I # (1), lo que es imposible, por lo que el
ideal <m, y2> no se puede generar por un sélo elemento de K[z, y]. Entonces K[z, y] y, en general,
K[z1, -+ ,zn], no son de ideales principales, por lo que el algoritmo de reduccién que se introduzca
debe permitir escribir los polinomios como combinaciones lineales de multiples divisores en lugar
de s6lo uno, como en el caso de K[z]. El algoritmo de reduccién que se introduce a continuacién

permite reescribir un polinomio p en la forma
P =ciq1 +c2G2 + -+ CpQr + T,

donde el residuo r es irreducible por los ¢;’s, segin la definicién que procede.
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Definicién 4.24. Dados un orden de monomios < en M™ C K[zy, -+ ,x,] fijo y una secuencia
de polinomios q1,qa, - ,qx € Klx1,- -+ ,x,], se dice que un polinomio r € K[xy,--- ,x,] estd re-
ducido respecto los q;’s si r =0 o ninguno de los monomios Im(q1) ,lm(gs),--- ,lm(qx) divide

a algun monomio de r.

Teorema 4.25 (Algoritmo de reduccién). Sea < un orden de monomios fijo en M™. Dados p €
Klzy,- -+ ,xz,]ylasecuencia ordenada g, go, - -+ , g € K[zy, -+, ], entonces existen r, ¢1,co, -+ ,cp €
Klzy,- - ,z,] tales que

p=c1q1+c2q2+ -+ cpqr + 1,

con r reducido respecto qi,- -, qx. Ademds si ¢;, ¢; # 0 entonces Im(p) = lm(c;q;).
Demostracion. El algorimo 4.1 encuentra los polinomios ¢;’s y r buscados. n

Algoritmo 4.1 (Algoritmo de reduccién)

IHPUt D,q1, 4k € K[$17"~ 7In] \ {O}

Output: ¢1,- -+ ,cx, 7 € K[zq, -+ ,x,] tales que p = c1q1 + -+ - + ckqi + r, r es reducido
respecto g, - -+ ,qr y max(Im(ciq1) ,1m(cage), -, Im(ckgr) , Im(r)) = Im(p).
begin
c1 4 0,c00,--- ,c, < 0,7 0,h < p;
while h # 0 do
if existe i tal que lm(q;) divide a lm(h) then
témese el menor 7 tal que Im(g;) divide a lm(h);
ot 1t(h)
Ci < G )
0
t
h < h— @;
1t(g;)
else
r <1+ 1t(h);
h <+ h —1t(h);
end
end
end
Demostracion.

» Finitud: Nétese que lt( 1t(¢;) = 1t(h) por lo que en cada iteracién del

1t(h) ) (k)

q =
1t(g;) 1t(q;)
ciclo while, sin importar si se pasa por el if o por el else, se elimina el término principal

de h, lo que, si no hace que h sea cero, deja a h con un monomio principal menor al que
tenfa originalmente. Denotando por k() al polinomio h luego de t iteraciones del ciclo while,
esto significa que Im(A(¥) = Im(hM) = Im(h(?) = .- que es una cadena decreciente de

monomios. Por el corolario 4.23, esta cadena debe ser finita y de tamano T'. Asi, luego de un
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méaximo de T pasos, el monomio principal de h no decrece, sino que h debe volverse cero y

el algoritmo termina.

Correctitud: Dendtese con un exponente de la forma {-}(t) a cada polinomio después de la
t-ésima iteracion del ciclo while, entendiendo por ¢ = 0 a la inicializacién. Nétese entonces

que:
g+ + Vg + 7@ 4 O = pO = (4.1)

Supdngase que en el paso t esta expresién sigue siendo valida, luego en el paso t+ 1 se pueden

dar dos casos:

1) Si existe 4 tal que Im(g;) [lm(h), se elige el menor 4 con dicha propiedad y entonces:

Vg4 g T g D D) =

1t(h®) 1t(h®)
—cWqy 4. () g 0 4 [0 _ ) =
gt (C’ + 1t(g:) LR 1t(g:) @

(t) (t)

=c'q+-+c qi+'~-+cg)qk—|—r(t)+h(t):p

11) Si no existe ¢ tal que Im(g;) |lm(h), el algoritmo pasa por el else y entonces:

cgtﬂ)lh + 4+ C;(gtH)Qk + D pHD) =

=g+ + Vg + (r(” +1t (h(”)) + (h“) — 1t (h(t))) =

:C(lt)ql + cen + Cgt)Qi + e + C;(:)Qk + r(t) + h(t) e p

En ambos casos, la expresién 4.1 sigue siendo valida, por lo que es valida para cualquier

tiempo t. Luego, al finalizar el algoritmo, h = 0 y la expresién se reduce a
c1q1 + -t G + 1 =p.

Obsérvese ahora la construccién de r. Inicialmente r = 0, en cada iteracién del ciclo while, si
para ningun ¢ existe ¢; tal que Im(g;) | lm(h) se pasa al else en donde se le agrega el término
1t(h) a r. Esto quiere decir que r estd formado por la combinacién lineal de monomios que
no son divisibles dentro de ningun 1t(g;), o » = 0 si nunca se entra al else. En ambos casos,

r es reducido respecto a los ¢;’s.

Finalmente, los ¢;’s se inicializan como cero, y se les agrega un término de la forma 16(q)
qi

cada vez que ¢ es el menor indice tal que 1t(g;) |1t(h), por lo que

Im(c;q;) = Im(c;) Im(g;) < lm(ll:((th))> Im(q;) = ll;n((q]z)) Im(¢;) = Im(h) < Im(p)

Como p = ¢c1q1 + -+ + ¢xqr + 7, por lo menos uno de los sumandos debe tener el mismo

monomio principal que p y entonces max(lm(ciq1) ,lm(caq2), -, Im(cpgr)) = lm(p). m
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Como ejemplo considérense p = 2%y + zy*> + y*, g1 = 2y — 1y g2 = y*> — 1 con el orden DegLex.

La Tabla 4.1 muestra los pasos del algoritmo 4.1 aplicado a este caso, devolviendo como resultado

c1=x+vYy, Co

=lyr=z+y+1

Tabla 4.1: Algoritmo de reduccién 4.1 aplicado a p = 2%y +zy? + %, o=y — 1y g =y> — 1

Paso h cy Co T Comentario
0 p =2y + xy? + y? 0 0 0
1 h+h—zq =ay>+y>+x T 0 0 1t(q1) = zy|lt(h) = 22y
2 heh—yp=v"+z+y |[z+y| 0 0 It(q1) = zy[lt(h) = zy?
3 h«h—1-@=z+y+1 |z+y | 1 0 1t(q2) = y2|1t(h) = ¢
4 h<h—-1lt(h)=y+1 z+y | 1 x 1t(g;) {1t (h) = z para i = 1,
5 h+<h—-1t(h)=1 x4y | 1 T+y 1t(g;) t 1t(h) = x para i = 1,2
6 h+ h—1t(h)=0 x4y | 1 |x+y+1
Resultado 0 z+y | 1 |z+y+1

Considérese ahora el mismo problema pero intercambiando ¢; con go, es decir, ahora ¢} = y*—1

y ¢4 = xy — 1 con el mismo orden DegLex. Los pasos del algoritmo de reduccién se muestran en

la Tabla 4.2, obteniéndose como resultado ¢} = x + 1, ¢4 =z y ' = 2x + 1. Aqui se hace evidente

uno de los inconvenientes que presenta el algoritmo de reduccién al dividir dentro de secuencias

de polinomios cualesquiera: el residuo no es tinico (ni la representacién tampoco).

Tabla 4.2: Algoritmo de reduccién 4.1 aplicado ap =22y + x> +y>, =y’ -1y =zy—1

Paso h ch cl r Comentario

0 p = 22y + zy? + 2 0 0 0

1 h<h—zdy=2y>+y*+z 0 x 0 1t(gh) = xy|lt(h) = 2%y

2 h <+ h—xq; =9>+2z x x 0 1t(¢}) = ¥?|1t(h) = xy?

3 h+—h—q,=2x+1 x+1| x 0 1t(¢}) = y?|lt(h) =

4 h<«h—-1t(h)=1 x+1| x 2z 1t(q}) t1t(h) = 2z para i = 1,2

5 h<h—1t(h)=0 x+1| z | 2c+1 | 1t(q)) 11t(h) = 22 parai=1,2
Resultado 0 z+1 |z |2x+1
Ejemplo 4.5

El algoritmo 4.1 esta inspirado en el algoritmo de la division 3.1, por lo que se espera que al

aplicarlo en K[z] y con un tnico divisor ¢, coincida con el algoritmo de la divisién. Note primero
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que dado p € K[z], el algoritmo de reduccién devuelve polinomios ¢, r € K[z] tales que p = ¢q + r
donde 7 es reducido respecto a g. Que r sea reducido respecto a ¢ significa que r = 0 o que ningun
monomio de 7 es divisible dentro de lm(q), pero obsérvese que en K[z] para que un monomio sea
divisible dentro de otro, es suficiente y necesario que su grado sea mayor que el del divisor, i.e.
Im(q) |m con m monomio de r si y sélo si deg(q) < deg(m) < deg(r), por lo que debe suceder
que deg(r) < deg(q), obteniéndose el mismo resultado que en el algoritmo de la divisién 3.1 (pues

¢y r son unicos en el caso de una variable).

Igual como se hizo para K[z], lo mds interesante del algoritmo de la divisién es el residuo r,

por lo que se define una notacién particular.

Definicién 4.26. Dado un orden fijo de monomios en M™ y una secuencia de polinomios q1,- -+ , qx
en Kz, -+, 2] \ {0}, para p € K[z, -+ ,2,] se define el residuo de p mddulo la secuencia
q1, s qk, rem(p;qi, - ,qx) como el residuo v de aplicar el algoritmo de reduccién a p respecto

aqi, - ,q, (en ese orden).

Observacion. aunque la definicion anterior requiere que los polinomios ¢;’s se tomen en algtin orden
determinado, por simplicidad de notacién se utilizard también la notacién r = rem(p; G) con G
un conjunto para denotar que r es un polinomio reducido respecto a G utilizando el algoritmo 4.1
para algtin orden de los elementos de G determinado (el orden en el que se enumeran sus elementos,

por ejemplo). Cuando se desee explicitar en qué orden se utilizan los polinomios en el algoritmo

4.1 se escribird la secuencia de forma explicita en rem(p; g1, -, qg)-

Proposicién 4.27. Dados p,q1,- - ,qx € Klz1, -+ ,2%], p —rem(p;q1,- -+ ,qr) € (q1, - ,qr). En
particular, si rem(p;qi,--- ,qx) =0= p € (q1, -, qu)-

Demostracion. Del algoritmo de reduccién, p = c1q1 + - -+ + cxqr, + rem(p;q1,- - ,qr) entonces
p—rem(p;q, - ,qk) = c1q1 + -+ + ckqe € {q1,- -+ ,qx). Evidentemente si el residuo es cero,
p—0=pelq, - q)- ]

El ejemplo 4.4 muestra como el residuo médulo un conjunto de polinomios no es unico, lo que
particularmente imposibilita que el reciproco de la propiedad anterior sea verdadero, al menos para
secuencias de polinomios cualesquiera. En el siguiente capitulo se estudia otro conjunto generador
del ideal (g1, -, qx) de tal forma que el residuo de dividir dentro de dicho conjunto si sea tunico.
La siguiente definicién permite referirse a estos residuos como una clase, simplificando la notacién
y sin exigir un orden determinado para los elementos divisores. A diferencia del residuo rem(-)
no se contara con un algoritmo para determinar todos los posibles residuos, sin embargo sera de

interés tedrico para los préximos capitulos.

Definicién 4.28. Dado un orden fijo de monomios en M™ y un conjunto de polinomios G =

{1, - ,ar} € Klzy, -+ ,z,] \ {0}, para p,r € K[z, -+ ,x,] se dice que p se reduce a r re-
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specto a (o mddulo) G, denotado por p G osi y s6lo si r estd reducido respecto a G (segin
la definicion 4.24) y existen polinomios ¢; € Klzy, -+ ,x,] tales que p = cxqn + - cpqre + 7 Y

Ilm(p) = max;(lm(c;q;) , 7).

Observacion. claramente p N rem(p; G) con cualquier orden de los elementos de G que se haga

la reduccién, segtin garantiza el algoritmo 4.1.

Proposicién 4.29. Sean G = {q1, - ,qx} CK[z1, - ,2,] \ {0} y p € K[z1,- - ,z,] entonces se

cumplen las propiedades:
. G
1. Sip € G entonces p — 0
. /oo G G’
2. Si G C G’ finitos y p — 0 entonces p — 0
. G
3. Sip = r entonces p — r € (G)
Demostracion.

1. Sip € G sin pérdida de generalidad sea ¢; = p entoncesp=1-p+0-¢q; +---+0-q +0, con
0 reducido respecto a G y Im(p) = méx(lm(c;¢;),0) = lm(p) por lo que p So.

2. Como G C G' sea G' ={q1, " ,qk, 91, ,gs} con g; € G’ \ G. Como p e, 0, p=-cq +
-+ cpqr con Im(p) = méx; (Im(c;q;)) que es lo mismo que p = ¢1g1+- - cxqr+0-g1+---+0-gs

con lm(p) = méx;(Ilm(c;q;),0) por lo que p 0.

3. Sip—G—H':>p:clq1—|—~~cqu+rentoncesp—r:clq1+~--cqu€<G>.
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5 BASES DE GROBNER

En este capitulo se define finalmente el concepto fundamental de este trabajo: las bases de
Grébner. Como se verd en breve, el nombre base hace alusién a que es un conjunto que permite
generar el mismo ideal de polinomios de interés, pero que posee propiedades que lo hacen maés
sencillo de utilizar que cualquier conjunto de generadores. El concepto fue acunado por Bruno

Buchberger en 1965 en su tesis doctoral titulada(traduccién al inglés: Buchberger, 2006):

< Un algoritmo para encontrar los elementos de la base del anillo de residuos de un ideal de
polinomios cero-dimensional >

en la cual no sélo define las bases de Grébner sino que da a conocer el algoritmo que ahora lleva
su nombre para construirlas, probando la correctitud y finitud del mismo. Buchberger utiliza en su
tesis las bases de Grobner para dar la forma normal de los elementos del anillo de residuos de un
ideal cero-dimensional, i.e. un ideal de polinomios tal que existe un conjunto finito de soluciones
S tal que para todo elemento p de dicho ideal, p(aj,- - ,a,) = 0 para algin(ay, - ,a,) € S,
aunque después se probd que el método funciona igualmente para anillos de residuos de cualquier
dimension.

Buchberger nombré las bases de Grobner en honor a su asesor de tesis Wolfgang Grobner,
quién habia empezado a desarrollar estas ideas desde unos 20 anos antes de la publicacién de
Buchberger, y quién le encargé como tema de su disertacién doctoral el formalizar y delimitar mejor
el método. Aunque la definicién dada por Buchberger en su trabajo original difiere ligeramente de
la presentada aqui (la definicién original de Buchberger es exclusiva para el tipo de estructuras con
las que trabajé en su tesis (vea Buchberger, 2006)), se prefiere la elegida pues parece ser la mds
adecuada para los propdsitos de este trabajo, en cualquier caso, existen multiples caracterizaciones
de las bases de Grébner, algunas de las cuales se mencionan en este capitulo.

Como se muestra a continuacién, el interés en las bases de Grobner radica en que sintetizan
muchas de las propiedades de los ideales en conjuntos finitos que los generan, haciendo posible
asi el estudio de estas propiedades. Dado que el ideal trivial (0) = {0} es en s{ mismo su propia
base de Grobner, resulta redundante probar los préximos resultados sobre el mismo, por lo que se
excluye de la discusion que prosigue. En lo que resta del capitulo, se asumird que se trabaja con

un orden < fijo cualquiera sobre M".
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Definicién 5.1. Dado un subconjunto S C Klzy, - ,x,] con S # {0}, se define el ideal de

términos principales, 1t(S) como el ideal*
1t(S) = (lt(s)| s € 5).

Definicién 5.2. Dado un ideal I C K[xq, -+, 2] con I # {0}, un subconjunto G = {g1,--+ ,9s} C
I es una base de Grébner del ideal I si, y sdlo si, 16(I) = (1t(g1),1t(g2), - -+ ,1t(gs)).

Lema 5.3. Si G = {g1, -+, gs} es una base de Grébuner del ideal I entonces I = (g1, -+, gs).

Demostracion. Dado que G C I, evidentemente (G) C I. Sea p € I entonces lt(p) € It(I) =
c

le(c)

y ademds? 1t(p — cg;) < 1t(p). Aplicando el mismo razonamiento recursivamente, se termina el

(It(g1),- -+ ,1t(gs)) = existe i tal que 1t(p) = clt(g;) para algin € M™. Claramente p—cg; € I
proceso cuando p — cg; — cagi2 — -+ = 0, por lo que p es un combinacién lineal de los g;’s, =

pE€{g1, - ,gs) y entonces I = (G). -

5.1. Teorema de la base de Hilbert

Del lema 5.3 y del lema de Dickson, se obtiene como corolario que todos los ideales de un anillo
de polinomios son finitamente generados. Este resultado se conoce como el teorema de la base de

Hilbert, y fue demostrado por el mateméatico aleman en 1891.

Corolario 5.4 (Teorema de la base de Hilbert). Todo ideal de un anillo de polinomios K[z1, - - - , 2,

es finitamente generado.

Demostracion. Sea I C K[zy, -+ ,zy] un ideal, I # {0}. Como 1t(I) es un ideal de monomios,
es finitamente generado segin el lema de Dickson (teorema 4.21). Sea 1t(I) = (mq,---,ms).
Para cualquiera de los m;’s generadores, como m; € 1t(I) = (1t(p) [p € I) debe existir p; tal que
It(p;) [m; = existe ¢; € M™ tal que m; = ¢lt(p;) = lt(e;pi) = 1t(g;) con ¢; = ¢;p; € I. Por lo
tanto I = (1t(q1), - ,16(qs)) ¥ {q1," - ,qs} es una base de Grébner (finita) de I. n

Obsérvese que no sélo se acaba de demostrar que todo ideal de K[z, -+ ,x,] es finitamente
generado, sino que es generado por una base de Grobner. Para futura referencia se enuncia este

resultado en el siguiente corolario.
Corolario 5.5. Todo ideal I C K[zy, - ,x,], I # {0}, tiene base de Grébner.

Definicién 5.6. Dado un anillo R, se dice que R es un anillo noetheriano si, y solo si, todos

sus ideales son finitamente generados.

LObserve que (lt(s) |s € S) = (Im(s) |s € S) por lo que en ocasiones se usardn indistintamente, aunque es comiin
encontrar ambas presentaciones, en este caso se prefiere la convencién tomada por Froberg (1997), como principal
referencia de este trabajo.

2Se entiende que 1t(p) < 1t(q) si, y sélo si, Im(p) < Im(q).
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Lema 5.7. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R es noetheriano.

2. Toda cadena estrictamente ascendente de ideales Iy C Is C I3 C --- es estacionaria (A esta

propiedad se le conoce como condicion de cadenas ascendentes).

3. Todo conjunto no vacio de ideales M = {I,} tiene un elemento maximal, i.e. existe un ideal

I, € M tal que ningtin otro elemento de M contiene estrictamente a I,,,.
Demostracion.

» (1= 2): Sea I1 € I, € I3 € --- una cadena estrictamente ascendente de ideales entonces
I = U, I; es un ideal de R, por lo que debe ser finitamente generado. Entonces, la cadena
no puede ser infinita, pues debe parar una vez I,, contenga todos los elementos del conjunto

generador finito de 1.

= (2= 3): Supdngase que existe un conjunto M de ideales que no contiene un ideal maximal,
entonces esto significa que se puede construir una cadena estrictamente ascendente infinita,

contradiciendo 2. (—+¢).

s (3= 1): Supdngase que existe un ideal I C R tal que no es finitamente generado, entonces
se puede construir una cadena estrictamente ascendente de ideales I; C I C --- al hacer
I = (s1) con s; € I, Iy = (s1,82) con sy € I\ I, Is = (s1,82,83) con s3 € I\ I, ...
Sin embargo, el conjunto M = {Iy, I, - - -} tiene, por hipdtesis, un elemento maximal que no
estd estrictamente contenido en ninguno de los I;’s (—+¢—). Por lo que todos los ideales de R

deben ser finitamente generados. n

Observacion. el teorema de la base de Hilbert implica que K[z, -, x,] es un anillo noetheriano,
por lo que cumple con el teorema anterior. Particularmente, serd de utilidad notar que cumple con

la condicién de cadenas ascendentes.

5.2. Algunas propiedades
Proposicién 5.8. Sean I C K[z, - ,z,] un ideal y G = {¢1,92, - ,9s} C I una base de
Grobner. Entonces rem(p; G) = rem(g; G) si, y s6lo si, p — ¢ € I. Particularmente, rem(p; G) =0

si, y sélo si, p € I.

Demostracion. (=) Sea r = rem(p;G) = rem(q;G) entonces p = c1g1 + -+ g + 7y ¢ =
gt tdgstr =p-qg=(aa—d)a+-+(cs—c)gs €91, ,9s) = 1.

(<) Supédngase que p— q € I. Claramente p —rem(p; G),q —rem(q; G) € I luego rem(p; G) —
rem(q;G) = (¢ —rem(¢q; G)) — (p —rem(p; G)) + (p — q) € I. Si rem(p; G) # rem(q; G) entonces
m = lt(rem(p; G) —rem(q; G)) € 1t(I) = 1t(G) lo que significa que algin 1t(g;) debe dividir a
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m, sin embargo rem(p; G) y rem(q; G) son reducidos respecto a G, por lo que ninguno de sus
términos puede ser divisible dentro de ningin 1t(g;). De ahi que su diferencia contiene términos

que ya aparecian en rem(p; G) o rem(q; G) (—+). Por lo tanto, rem(p; G) = rem(¢; G). n
El siguiente teorema resume algunas de las caracterizaciones de las bases de Grobner.

Teorema 5.9. Sea I C K[zy, - ,x,] un ideal, I # {0}. Para un conjunto de polinomios distintos

de cero G = {g1, - ,9s} C I son equivalentes.

1. G es una base de Grébner de I.

2. p € I si, y sélo si, rem(p; G) = 0.

3. pelsi,ysdlosi,p=>Y7_, cg conlm(p)=méx;(Im(c;)Im(g;)).
Demostracion.

» (1= 2):

(=) Por reduccién al absurdo, supéngase que p € I y rem(p;G) # 0. Como p —
rem(p; G) € I entonces rem(p;G) € I = lt(rem(p;G)) € It(I) = 1t(G) entonces al-
guno de los 1t(g;)’s divide a lt(rem(p; G)), pero este estd reducido respecto a G (—+), un

absurdo. Por lo tanto, rem(p; G) = 0.
(<) Sirem(p;G) =0 entonces p=p—0=p —rem(p;G) € I.

= (2=3): Si p € I, por la propiedad 2 rem(p;G) = 0. Entonces el algoritmo de reduccién
(algoritmo 4.1) asegura la propiedad. Si p = )", ¢;g; evidentemente p € I.

» (3=2): Como G C I claramente 1t(G) C 1t(I). Sea m € It(I) con am = lt(p), a € K (i.e.
m = lm(p)) para algin p € I. Entonces p = Y7 ¢;g;, con m = lm(p) = max(lm(c;g;)) =
existe ¢ tal que 1t(g;) [m = m € 1t(G) por lo que 1t(I) = It(G) y G es una base de Grébner
de L. .

El siguiente resultado muestra que las bases de Grébner en efecto cumplen con la propiedad que

se buscaba: que generan un residuo unico (para un orden de monomios fijo < en K[z, -+, z,]).
Teorema 5.10. Sean I C K[zq, - ,z,] un ideal no cero y G = {g1, - ,9s} C I una base de
Grobner de I. Para p € K[zy, -+ ,x,] sean r,c1, -+, ¢s € K[z, -+, 2] tales que p=Y7_ ¢;ig; +

r con r reducido respecto los g;’s (calculados a partir de cualquier método, no necesariamente

mediante el algoritmo de reduccién), entonces r = rem(p; G).

Demostracion. Por la propiedad 4.27 p — rem(p;G) € I, y p—r = >0 _,c¢ig; € I entonces
rem(p; G)—r = (p—r)—(p—rem(p; G)) € I. Si esta diferencia no fuera cero = lt(rem(p; G) — r) €

1t(I) = It(G). Es claro que ningin g; € G divide a ningin término de rem(p; G) ni de r (pues
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estédn reducidos respecto los g;’s), por lo que tampoco dividen a lt(rem(p; G) — r) y por ende este

no puede ser elemento del ideal de monomios 1t(G) (—+). Por lo tanto, rem(p; G) = r. n

Particularmente, el residuo r se puede calcular con el algoritmo de reduccién utilizando una

base de Grobner, sin importar el orden de los elementos en esta base.

Corolario 5.11. Sean I C Klz1, -+ ,x,] un ideal no cero y G = {g1, - ,9s} € I una base
de Grobner de I. Si G’ es cualquier permutacién de la secuencia g¢q,---,gs y cualquier p €
Klz1,- -+ ,zp], rem(p; G) = rem(p; G'). Mds ain, G’ también es una base de Grébuer de 1.

Demostracion. Evidentemente 1t(G) = 1t(G’) = 1t(I), pues el ideal generado no depende del orden
de sus generadores, por lo que G’ es también una base de Grobner de I. Haciendo r = rem(p; G’)

en el teorema anterior, se obtiene rem(p; G) = rem(p; G'). n

Con la definicién de bases de Grobner utilizada, se encontré que los residuos obtenidos por el
algoritmo de reduccién son tnicos si se divide dentro de una base de Grébner (teorema 5.10). En
realidad también se cumple su reciproco: si para todo p € K[zy, -+, x,] el residuo de p respecto a
un conjunto G es Unico sin importar el orden de los elementos de G, entonces G debe ser una base
de Grobner?, para la demostracién de esta caracterizacién refiérase a Adams y Loustaunau (1994,
p. 34).

Hasta ahora se ha visto que las bases de Grobner en efecto resuelven el problema de pertenencia
de ideales, y que como devuelven residuos tnicos pueden ser utilizadas para encontrar una forma
normal (tnica) de los elementos de los anillos cocientes. El siguiente teorema explora més a fondo
la estructura de los anillos cocientes utilizando estas formas normales, para mas informacién veanse

Froberg (1997) y Adams y Loustaunau (1994).

Teorema 5.12. Sea I C K[z, ,2,] un ideal con I # {0}. El anillo cociente K[z1,- - ,z,]/I
es un espacio vectorial sobre el campo K y el conjunto B = {m+ 1 | m € M™\ 1t(I)} es una base

del mismo.

Demostracion. Sea R = K[z, ,2,]/I. La prueba de que R sobre el campo K es un espacio
vectorial es estandar por lo que no se presénta aqui (vedse Herstein, 1975). Se muestra inicamente
la segunda afirmacién. Sea B = {m+1 | me M"\It(I)} y sea G = {¢1, -+, 9s} una base de
Grobner para I. Es evidente también que para cualquier elemento p+ I € R, p+ I = rem(p; G) +
I pues p — rem(p; G) € I. Escribiendo rem(p; G) como una combinacién lineal de monomios
rem(p; G) = Y, a;m; con a; € Ky m; € M™, como esta reducido respecto a G, ninguno de los
monomios m; es divisible por los 1t(g;)’s, lo que significa que m; & 1t(G) Vi entonces m;+1 € B Vi,

por lo que cualquier elemento p + I € R es una combinacién lineal de elementos de B y este es

3Se entiende que G es una base de Grobner sin especificar de qué ideal, como el hecho que G es una base de
Grobner del ideal (G).
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entonces un conjunto generador de R. So6lo resta probar la independencia lineal de B. Supdéngase
que existen coeficientes «; € K\ {0} tales que

0+1= Z a;(m; +1) = (Z aimi> +1

m;EB m;EB
Como P = Emi e @im; es una combinacién de monomios distintos y los a; # 0 entonces es un
polinomio necesariamente distinto de cero, que ademas es reducido respecto a GG. Perosi 0+ I =
P+]I = P=P-0€elyrem(P;G) =P #0 (—<«). Porlo tanto B es linealmente independiente

y es una base del espacio vectorial R. n

Ahora es posible darles solucién a los dos problemas planteados al comienzo del Capitulo 4.
Para su solucion se asume que ya se conoce una base de Grébner del ideal. El ¢cémo encontrar una
base de Grobner para un ideal cualquiera se trabajara hasta el préximo capitulo con el algoritmo
de Buchberger, por lo que el algoritmo para resolver dichos problemas se proporciona hasta el final

del Capitulo 6.

5.3. Bases de Grobner reducidas

Dado un ideal I con base de Grobner GG, esta base no es tnica. Por ejemplo, se puede agregar
cualquier otro elemento de I a G y el nuevo conjunto G’ seguird siendo una base de Grobner para
I (pues It(G") = 1t(G) = 1t(I)). Para solventar este problema se definen las bases de Grébner
reducidas asegurando asi la unicidad de estas para cada ideal (con un orden de monomios fijo). A
continuacién se da la definicién formal de estas, asi como la demostraciéon de que son tnicas y el

algoritmo para convertir cualquier base de Grobner de un ideal I en la base reducida.

Definicién 5.13. Sea G una base de Grobner del ideal I C K|xy, -+ ,x,]. Se dice que G es una

base de Grobner reducida si, y solo si, satisface:
1) St HC G entonces It(H) C It(G) = 1t(I).
11) g; es monico (Ic(g;) =1) parai=1,---,s.
1) Para cualquier i, 1 < i < s, el término principal 1t(g;) no divide a ningin término de otro
gj, para i # j.
Proposicién 5.14. Sea I C K[zy, -+ ,z,] un ideal, I # {0}, y fijese un orden monomial <,

entonces existe una tnica base de Grobner reducida de I respecto a <.

Demostracion. Supdéngase que existen dos bases de Grobner reducidas de I, F = {f1, -+, fe} ¥y
G ={g1, -+ ,gs} ordenados tales que Im(f1) < Im(f2) < --- <Im(f;) y Im(g1) < Im(go) < --- <
Im(gs) y supéngase sin pérdida de la generalidad que k < s. Como ambas son bases de Grobner
entonces 1t(I) = 1t(G) = It(F). Procediendo por induccién sobre r se probara que f. = g, para
1<r<k.
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Para r =1, si lt(g1) # 1t(f1), sin pérdida de la generalidad sean 1t(f1) < 1t(g1) entonces 1t(f1)
no puede ser elemento de 1t(G) pues todos los 1t(g;)’s son mayores y no lo dividen. Pero It(F) =
1t(G) (—+), por lo que 1t(f1) =1t(g1). Si f1 —g1 # 0, como f1 —g1 € I = 1t(fi —g1) € It(])
y de ahi It(f; — g1) es divisible dentro de algtn 1t(f;) y algin 1t(g;), pero esto es imposible, pues
It(f1 — g1) < 1t(f1). Por lo tanto f; = ¢g1.

Para r > 1, si It(f,.) # 1t(g,), sin pérdida de la generalidad sea 1t(f,) < 1t(g,) entonces 1t(f,)
no puede ser dividido por ningin lt(g;) para i > r, por ser monomios mayores; pero tampoco por
ningin 1t(g;) para i < r, pues por hipétesis de induccién ,1t(g;) = 1t(f;) para ¢ < r y el hecho
que F es una base reducida. Esto implica que 1t(f,.) € It(G) = It(F) (—+). Si f, — g # 0, como
fr—gr €I = 1t(fr — gr) € It(I) por lo que debe ser divisible dentro de algin 1t(f;) y 1t(g;), pero
esto no puede darse dado que lm(f, — g,) < lm(f,.) = lm(g,) y debe ser un monomio de f, o g,
que no pueden ser divisibles porque F' y G eran bases reducidas; por lo que f,. = g,.

Finalmente, f; = ¢; para 1 < r < k por lo que F C G, pero como lt(G) debe ser una base

minimal de 1t(7) la tnica opcién es que G = F. n

Corolario 5.15. Dado un orden de monomios < en M™. Dos ideales I1, I C K[z1, -+, 2], no

(0), son iguales si, y sélo si, las bases reducidas de Grobner de Iy y I respecto a < son idénticas.

Demostracion. Sean G y G2 bases reducidas de Grobner de I; e I respecto a <, respectivamente.
Si I; = I, entonces el teorema anterior asegura que G, = Gs.

Por otro lado, si G = G2, entonces I1 = (G1) = (Ga) = Is. n

El siguiente algoritmo permite transformar una base de Grébner cualquiera a una base de

Grobner reducida.

Algoritmo 5.1 (Algoritmo para bases de Grébuner reducidas)

Input: G = g1, -+ ,gs una base de Groébner
Output: H = hy,--- , h; una base de Grobner reducida con (H) = (G)
begin

H + G,

/* Se encuentra el generador minimal de 1t(G) */

while existen h;,h; € H con i # j tales que 1t(h;) [lt(h;) do
| H « H\{h;}

end
/* Se reducen los elementos de H respecto el resto */

for i < 1 to |H| do
hi < rem(hi; H \ {hl}),

hi < ——hs;
Vi )"

end

end
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Demostracion.

= Finitud: Dado que H < G en la inicializacién, H es un conjunto finito. Cada vez que se

ingresa al ciclo while se elimina un elemento del conjunto H, por lo que tinicamente se puede
ingresar una cantidad finita de veces. Luego, el ciclo for se ejecuta exactamente |H| veces,

que es un numero finito, por lo que el algoritmo evidentemente termina.

Correctitud: Nétese que inicialmente H = G, por lo que It(H) = It(G) = (G), luego
por cada repeticién del ciclo while se elimina un elemento h; de H si existe otro elemento
hi € H tal que 1t(h;) [It(h;), dendtese por H' = H \ {h;}; como h; permanece en H’,
1t(h;) € W(H') = (It(h;)|h; € H) = (t(h)|h; € H, h; # hj) = W(H') = It(H) = It(G),
propiedad que se conserva hasta que se termina el ciclo while. Cuando se sale del ciclo while
ya no existe ningiin elemento de H tal que su término principal sea divisible por el término
principal de otro elemento de H, por lo que es imposible eliminar més elementos de H sin

cambiar 1t(H), cumpliéndose asf la condicién 1 de la definicién de base de Grébner reducida.

Considérese ahora el ciclo for del algoritmo. El ciclo se repite para i = 1,2,--- | |H]|, i.e.
para todos los elementos de H. Para un i cualquiera, el algoritmo de reduccién (algoritmo

4.1) asegura la existencia de polinomios ¢;’s,r € K[z1,--- ,z,] tales que h; = Z cjhj+1r con
i

r reducida respecto H \ {h;} y tales que Im(h;) = max;,;(Im(c;)1lm(h;),r), sin embargo
Im(h;) no puede ser ninguno de los Im(c;) Im(h;) pues Im(h;) { Im(h;) para ningin j (esto
se eliminé en el ciclo while) por lo que Im(h;) = lm(r) = Im(rem(h;; H \ {h;})). En la
siguiente instruccion se divide h; dentro de su coeficiente principal para hacerlo ménico, por
lo que 1t(h;) = lm(h;). De esta forma el conjunto {lm(hq),lm(hs), - ,1lm(h:)} se conserva
durante todo el ciclo for. Finalmente, para cada i = 1,---,|H|, se reduce h; respecto a
H \ {h;} lo que significa que los términos de h; no son divisibles por ningin lm(h;), j # i,
lo cudl se conserva hasta el final pues el ciclo for conserva los monomios principales de los
elementos de H. Luego h; se divide entre su coeficiente principal para hacerlo ménico. De
esta forma, H cumple las condiciones 11 y 11T de la definicién de base reducida de Grébner y

H es la base reducida de Grébner de (G). n

El algoritmo 5.1 permite reducir una base de Grobner para obtener una base de Grobner

reducida equivalente, en el sentido que genera el mismo ideal. En la préactica, en lugar de obtener

una base de Grobner cualquiera y luego reducirla, se suele implementar este algoritmo dentro del

algoritmo de Buchberger, lo que a su vez hace que este tltimo sea més rapido. Al implementar

el algoritmo 5.1 dentro del algoritmo de Buchberger no se le aplica a bases de Grébner, sino a

conjuntos “candidatos” para ser bases de Groébner. Esto no tiene ningin inconveniente pues se

conserva el ideal 1t(G) y tinicamente se reducen sus elementos.



6 EL ALGORITMO DE
BUCHBERGER

En este capitulo se presenta el algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grobner de ide-
ales. También se incluye una breve discusiéon sobre su complejidad y algunas mejoras del algoritmo
en términos de eficiencia computacional. Aunque la base fundamental del algoritmo es el criterio
de Buchberger que él introdujo en su tesis doctoral de 1965 (Buchberger, 2006) junto con el mismo
algoritmo, la versién presentada aqui coincide con la presentada por Cox et al. (2007) y Becker

(1993).

6.1. S-polinomios y el criterio de Buchberger
Definicién 6.1 (S-polinomios). Sean p,q € K[z1, - ,x,] dos polinomios distintos de cero. Se

define el S-polinomio de p y q como el polinomio:

mem(lm(p) , 1m(q)) o mem(lm(p) , 1m(q))

B 10

q

Ejemplo 6.1
Considere p = 2%y + 22?2 +y y ¢ = 3zy? +  — y + 1 polinomios de R[z,y] con el orden DegLex. Su
S-polinomio es

2 2
mem (x°y, xy
S(p.q) = (x2y )(x2y+2x2 +y) -
2,2 2,2
-y 2 2 -y
= 2 —
2y (z%y +22° +y) 3242

mem ({E2y, .’L'yz) 2

(Baxy? + 2 —y+1)

= (a%y® + 227y +v?) — (@%y* + 12 — oy + L)

= 2%y — %9:2 + %zy+y2 — %x
Como S(p,q) es una combinacién lineal de p y de ¢, S(p,q) € (p,q). Para que {p, ¢} sea una base
de Grobner, es necesario que Im(S(p,q)) € 1t({p,q)), por lo que, siendo un ideal de monomios,
Im(S(p, q)) debe ser divisible dentro de 1t(p) 6 1t(g). En este ejemplo 1t(p) = z2y|lm(S(p,q)) =
222y, por lo que {p, ¢} es un candidato a ser base de Grobner. Si en cambio ninguno de los términos

principales de p ni de ¢ dividiera al del S(p, q), serfa inmediato decir que {p, ¢} no es una base de

Grobner.

Asi como en el ejemplo anterior, el S-polinomio de dos polinomios es siempre una combinacion
lineal de los mismos en el que se eliminan sus términos principales. Sea G = {g1, -+ ,9s} C I es

una posible base de Grobner para el ideal I; si es posible encontrar una combinacion lineal de g;

95
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y g; tal que el término principal de dicha combinacién sea menor que todos los lt(g;), entonces
G no podria ser una base de Grobner, pues dicho término principal no estarfa en 16(G). Con esta
motivacion, Buchberger ided un criterio que permite determinar si un conjunto dado es o no una
base de Grobner en un numero finito de pasos y que se basa en el cdlculo de S-polinomios. Se
presenta a continuacién una propiedad fundamental de los S-polinomios que permitird demostrar

la correctitud del criterio de Buchberger, siguiendo la demostracién de Cox et al. (2007).

Lema 6.2. Sean py,pa, - ,ps € K[z1, -+, 2,] tales que Im(p;) =m ,i = 1,2,--- ,s. Supdngase
S S

que existen constantes ¢; € K tales que lm <Z cipi> < m. Entonces la suma Z ¢;p; puede ser
i=1 i=1

escrita como una combinacién lineal con coeficientes en K de los S-polinomios S(pi,p;),? # J.

Demostracion. Sean d; = le(p;) de tal forma que el coeficiente principal de ¢;p; es ¢;d;. Como los
¢;pi’s tienen monomio principal m y su suma tiene monomio principal estrictamente menor que m,
S
" Di . . . -
debe darse que c;d; = 0. Deffnanse ¢; = =~ para i = 1,--- , s, siendo los ¢;’s ménicos, entonces
d' b ) ) b

i=1 ’
obsérvese que la suma de los ¢;p;’s puede reescribirse como una suma telescopica:

D eipi =Y cidigi = crda(qy — g2) + (crdy + cada) (g2 — q3) + (crdy + cady + c3ds)(gs — qa)+
i=1

i=1

+ 4+ (Cldl +o Csfldsfl)(qs - qsfl) + (Cldl + -+ Cst)QS

Nétese que mem(lm(p;) ,lm(p;)) = m por lo que

S(pip;) = m ' m _m _ m o _
bi,Pj) = lt(pi) Di lt(pj) pb; = dim Dbi djm P =G —4q;
Sean k; = Z c¢jd;, luego como Z c;d; = 0 se obtiene lo buscado:
j=1 i=1
Zcipi = k1S(p1, p2) + k2S(p2,p3) + - -+ + ks—15(ps—1,Ds) [
i=1

Teorema 6.3 (Criterio de Buchberger). Sea G = {g1, - ,9s} C K[z1, - ,2,]. G es una base de
Grébner de (G) si, y sélo si, para todas las parejas 1 <, <'s, ¢ # j el S-polinomio S(g;, g;) se

reduce a cero, i.e. S(gi,g;) ENY

Demostracion. (=) Si G es una base de Grébner, S(g;,9;) € (G) pues es una combinacién lineal
de g; y g;, entonces rem(S(g;, g;); G) =0V 4, j por la propiedad 5.8.

(<) Sea p € (G) un polinomio distinto de cero. Suponiendo que todos los S-polinomios de
elementos de G tienen residuo 0 médulo G se probard que lt(p) € 1t(G). Como p € (G), deben

existir polinomios ¢; € K[zy,- -+ ,z,] tales que p=3":_, ¢;g; por lo que

Im(p) = méx(lm(cy) lm(g1), - -, Im(cs) Im(gy)).
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Considere ahora el conjunto

o= {

Como 971 C M™ es un conjunto no vacio y el orden monomial < es un buen ordenamiento, debe

m=nﬁﬂmnqnm@of~,mmwhm%»yp=§:qm}

i=1

tener un elemento minimo, my que se alcanza con los polinomios ¢y, -+ ,cs. Supdngase por el

absurdo que lm(p) < mg entonces

S
p= Zcigi = Z ¢igi + Z Cigi =
i=1

Im(c; gi)=mo Im(c; gi)<mo
= ) le)g+ Y (G-lte)g+ Y, cig
Im(c;gi)=mo Im(c; g;)=mo Im(c; g;)<mo

donde es evidente que la segunda y tercera suma tienen monomio principal menor que mg, y
como lm(p) < mg también la primera suma debe tener monomio principal menor que mg. Asi, la
primera suma cumple con las condiciones del lema anterior, y por lo tanto debe poder escribirse
como combinacién lineal de los S-polinomios S(x%ig;, 2% g;) donde a;z* = lt(c;) con a; € K.
Como mem(z®ig;, x® g;) = mem(mg, mg) = my, entonces se tiene

. . mo X mo
S a;a‘ . a;aﬂ S) = 7;130” ;i — —————
(#500220) = ()™ P gy

mo mij mMij ) mo
= 9i — gj | = —5(gi,95)
myj <1t(9i) lt(g,)”’ My ’

donde m;; = mem(g;, g;) < mo. Como por hipétesis los S-polinomios se reducen a cero, S(gi, g;) %0

o

g; =

entonces existen polinomios h;;j, tales que

) mo mo
S(x*gi, % g;) = —5(gi,95) = ) —hij
(@90, 2%9;) = = 5(91,95) zk: gy K
con
™m m m ) ]
1m<0hijk9k> = 1m< . > Im(hijrgr) < 1m< - ) Im(S(gi, 95)) = Im(S(z* g;, £ g;)) <
M My Mg

< max(x*g;, €% g;) = mo para todo k.

Por lo que cada S-polinomio S(z* g;, x®/ g;) se puede escribir como una combinacién lineal de los
gr’s donde cada sumando tiene monomio principal menor a mg. Uniendo esto con el hecho que

> 1t(c;) gi es una K-combinacién lineal de estos y la férmula deducida para p, se obtiene que
p=>_cg
i

con max(lm(cjg;)) < mo y max(lm(cjg;)) € M (—=+). Por lo tanto lm(p) = mo = max(lm(c;g;)) =
Im(p) = lm(c;g;) para algin i, lo que significa que lm(p) € 1t(G). Por la arbitrariedad de p,
It((@)) CIt(G) = I((G)) = 1t(G) = G es una base de Grobner. n

Aunque el criterio requiere que S(g;, g;) — 0, para implementar el criterio como un mecanismo

de prueba, basta con calcular los residuos rem(S(g;, g;); G). Si rem(S(gi, 9;); G) = 0 evidente-
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mente S(g;, g;) ) y G es base de Grobner; si en cambio para algin S-polinomio se obtuviera
rem(S(g;,g,); G) # 0 en realidad se tendria que G no es una base de Grébner, pues de serlo el

residuo deberfa ser 1inico y, por el criterio de Buchberger, tendria que ser cero.

Corolario 6.4. Si G C K[zy, - ,x,] es un conjunto finito de monomios, entonces G es una base

de Grobner.

Demostracidn. Sean ax®,bz? € G dos elementos cualesquiera distintos de G, entonces

N mem(az®,bxP)  mem(az®, bzP)
S(az™, baP) = Tt(aza) ax® — (0P zP =
_ mem (Zizvbwﬁ ) o mcm(zz;‘,bw") ba? —

= mcm(amo‘, bmﬁ) — mem (aa:o‘, bmﬁ) =0

por lo que G es una base de Grébner. =

Este resultado permite construir bases de Grobner para algunos ideales sencillos, lo que permite
a continuacién dar un ejemplo para el teorema 5.12; el cual habia quedado pendiente por falta de

un método para construir dicha base.

Ejemplo 6.2

A manera de ejemplo considérese el anillo de polinomios R[z, y, 2] con el orden de monomios DegLex
y el ideal I = <ac2 +y+ 2,93 =y wyz +y,y? + z> El conjunto G = {mz,y,z} es una base de
Grobner de I, por lo que R = R[z,y, 2]/I = R[z,y, 2]/ <:1c2, Y, z> y, segiin el teorema anterior, tiene
como base de espacio vectorial al conjunto de monomios que no pertenecen a 1t(G) = <x2, Y, z>,
sin embargo los tinicos monomios de R[x,y, 2] que no son divisibles por 22, y, z son 1 y x, entonces

el anillo cociente R es en realidad el espacio vectorial {a + Bz|a, 8 € R} ~ R? de dimensién 2.

6.2. El algoritmo de Buchberger

El critero de Buchberger provee un mecanismo para determinar si un conjunto es una base de
Grobner o no en una cantidad finita de pasos. Si se estd examinando un conjunto G y el S-polinomio
de dos de sus elementos no se reduce a cero, G no es una base de Grobner, pero se puede intentar
solventar este problema agregando dicho S-polinomio al conjunto, forzandolo asi a reducirse a cero.
El algoritmo de Buchberger explota esta idea y la genialidad de la tesis de Buchberger de 1965 es
que en ella se demuestra que este procedimiento en efecto llega a producir una base de Grébner a

partir de cualquier conjunto G.
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Algoritmo 6.1 (Algoritmo de Buchberger)

Input: F' C K[z, -+ ,2,] un conjunto finito de polinomios no cero

Output: G C K[z, - ,2,] un conjunto finito de polinomios tal que G es una base de
Grobner de (F)

begin

G« F,

B <+ {{9i:9;}19i,9; € G i <j};

while B # 0 do
seleccione {g;,g,} € B;

B« B\ {{gi,9;}};
h < S5(9:,95);
r + rem(h; G);

if » # 0 then
B+ BU{{g,r}| g€ G};

G+ GU{r}

end

end

end

Demostracion.

= Finitud: Al iniciar el algoritmo se hace G <— F. Como G es un conjunto finito, es evidente
que inicialmente el conjunto B de todas las parejas de elementos de G es también finito.
Obsérvese que dentro del ciclo while se agranda el conjunto G cada vez que r # 0. Sean
GO GgM G2 ... los valores que toma G en las iteraciones del ciclo while en las que
en efecto se le agrega un elemento. Como por hipétesis para agregar r a G() se debe dar
r = rem(h; G®) # 0 entonces r ¢ G®, por lo que G = G® U {r} es estrictamente
mayor. Més ain, como 7 es reducida respecto a G, ninguno de sus monomios es divisible
dentro de 1t(g) para g € G, por lo que lt(r) ¢ 1t(GW) y 1t(G®) C 1t(G*HD) para todo
1<t Asilt (G(O)) clt (G(l)) clt (G(Q)) C -+ es una cadena estrictamente ascendente de
ideales en K[z1, -+ ,z,] que es un anillo Noetheriano, por lo que la condicién de la cadena
ascendente asegura que es una secuencia estacionaria y eventualmente el conjunto G deja
de crecer en el ciclo while. Cuando esto sucede, quiere decir que » = 0 en cada iteracidn,
por lo que no se entra en el condicional if y tampoco se agregan elementos al conjunto B,
Unicamente se elimina un elemento de B por cada iteracién del ciclo while; como B es finito,

eventualmente B = () y se finaliza el algoritmo.

» Correctitud: Sea G’ el resultado del conjunto G al finalizar el algoritmo. Claramente el

conjunto G’ contiene a los elementos de F' junto con los residuos r # 0 que se hayan agregado
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durante el ciclo while y G C G’ durante todo el algoritmo. Se mostrard ahora que para
cualquier pareja de elementos {g1, g2} que haya estado en el conjunto B en algiin momento del
algoritmo, rem(S(g1, g2); G') = 0. Si en un momento de la ejecucién del algoritmo {g1, g2} €
B, como el algoritmo se termina cuando B = () entonces dicha pareja debe eliminarse de B
en algiin momento mas adelante. Durante esa iteracion del ciclo while, se elimina la pareja
de By se calculan h = S(g1,92) y 7 = rem(h;G). Si r = 0 evidentemente h también se
reduce a cero respecto a G’ (pues G C G'); si por el contrario r # 0 entonces r se introduce al

conjunto G, por lo que r € G’ y entonces h se debera reducir a cero respecto G’ nuevamente.

Ahora, para poder usar el criterio de Buchberger y demostrar que G’ es una base de
Grobner, basta probar que todas las parejas de elementos de G’ fueron elementos de B en
algiin momento de la ejecucién, pues el argumento anterior demuestra que su S-polinomio se
reduce a cero respecto a G’. Sean entonces g1, g2 dos elementos distintos cualesquiera de G,

se puede dar uno de tres casos:

1. gi,9; € F. Como en la inicializacién G < F'y luego se construye B con todas las parejas

de elementos de G entonces {g;,g;} € B en ese momento.

2. Sin pérdida de la generalidad, g; € F' y g; se agregé mas adelante. Para que g; se
haya agregado a GG, quiere decir que en algin momento se ejecuté la condicién if con
g; =1 # 0, y en ese momento se agregaron también a B todas las parejas de la forma
{g,7} = {g,9;} para g € G, sin embargo, como g; € F' C G entonces particularmente
se agregd la pareja {g;,9;} a B.

3. Tanto g; como g; se agregaron a G’ luego de la inicializacién. Sin pérdida de la gener-
alidad supéngase que g; se agregé antes que g;, entonces en el momento en el que se
agregd g;, ya se tenfa g; € G y al agregar las parejas a B de la forma {g,7} = {g,9;}
para g € G se agregé también {g;,g;}, por lo que {g;,g;} € B en algin instante del

algoritmo.

Por lo tanto, G’ es una base de Grébner. M4s ain, como F C G’ entonces (F) C (G’), sin
embargo cada elemento que se agregé a GG era la reduccién respecto a G de un S-polinomio
de elementos de G, i.e. era una combinacion lineal de elementos de G y, en ultima instancia,

de F, por lo que G’ C (F) y entonces (G') = (F) como se buscaba. n

Ejemplo 6.3
Considere el anillo Q[z,y] con el orden DegLex y sea I = (fy, fo) = (2% — 2zy, 2%y — 2y*> + z). La
Tabla 6.1 muestra la ejecucién del algoritmo de Buchberger para encontrar una base de Grobner
G del ideal I.

El algoritmo devuelve como resultado G = {a® — 2zy, 2%y — 2y* + x, —2?, —2zy, —4y* + 2z},

una base de Grébner de (I). Esto pues, cémo se hizo en la demostracién de la correctitud del
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Tabla 6.1: Ejemplo algoritmo de Buchberger (algoritmo 6.1)

Pao]  h [ v ] G o5
0 fi=a% =2y, fo=2%y—2y* +x Inicio
1 S(f1, f2) = —a? —a? fi=a®—2zy, fo=2’y—2y"+x | r#0
2 S(f1, fs) = —2xy —2zy fi=a% 2wy, fo=2"y -2 +2 | r#0

f3 = —a?
3 S fa) = Ay +20 | fi=2-2ay fo=2"y-27+a | r#0
—4y® + 2z fa=—a% fa=—2xy

4 S(f1,f5) = 0 fi=a—2zy, fo=2%y —2y* + 2 r=0
2x478$y3 f3 = _127 f4 = _21.2/7 f5 = _4y2 + 2z

b Sz, fa) = 0 h=a?=2uwy fo=2%y-20+z |r=0
_2y2+$ f3:_3327f4:—233y7f5:—4y2+2£

6 5(f2, f14) = 0 =2’ 2wy fhr=0%y-2°+2 |r=0
—4y® + 2 f3=—a? f1= 2wy, f5 = —4y* + 2z

’ S(f, f5) = 0 fi=a"-2ay fr=2"y-2°+a |r=0
L0~ 8y” + 4 s=—a fi=—2ay, fs = 4>+ 2z
20 — 8y° + dy f 2 fo=—2ay, fs = —dy? +2

s S(fs, fa) =0 0 h=a’=2uy fo=2%y-20"+z |r=0
fa=—a?% f1 = -2y, f5 = —4y* + 2z

9 S(fs, f5) = 247 0 fi=a%=2ay fo=2%y -2 +x | r=0
f3=—a? f1= 2wy, f5 = —4y* + 2z

10 S(fs, f5) = 22 0 fi=a®—2zy, fo=2"y—2y°+x | r=0
fS:_$27f4:—2$y,f5=—4y2+2x

algoritmo de Buchberger, todos los S-polinomios de elementos de G se calculan en algin momento,

y en ese instante o se reducen a cero o se agregan (reducidos médulo G) al conjunto G.

6.3. Mejoras al algoritmo de Buchberger

Como se vera en la préoxima seccién al discutir la complejidad del algoritmo de Buchberger, este
es un algoritmo computacionalmente muy costoso, por lo que para poder implementarlo es deseable
hacerle tantas mejoras como sea posible. El algoritmo 6.1 es una de las primeras versiones que surge
histéricamente del mismo (Becker, 1993) por lo cual calcula una gran cantidad de reducciones
respecto a G, algo computacionalmente costoso, sin considerar que se pueden estar realizando
cdlculos superfluos si se cae en uno de dos casos: 1) calcular la reduccién de un S-polinomio que
era sencillo determinar que iba a ser cero; o 2) calcular la reduccién de un S-polinomio mediante el
algoritmo de reduccién obteniendo un valor distinto a cero cuando utilizando los divisores en otro
orden hubiera sido posible reducirlo a cero; por lo que se agrega un elemento a G y muchas parejas
a B innecesariamente. Los criterios que se veran a continuacién, que para efectos de referencia se
llamaran Segundo y Tercer criterio de Buchberger, junto con la integracion del algoritmo 5.1 que se
discutia en el capitulo anterior, permitiran evitar estos célculos innecesarios para ahorrar tiempo

y recursos.

Definicién 6.5. Dados dos polinomios p,q € K[zy,- - ,x,] distintos de cero, se dice que p y g son

disjuntos si lm(p) y lm(q) no tienen ninguna variable en comin, i.e. si med(lm(p),lm(q)) =1
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(o equivalentemente mem(lm(p) ,lm(q)) = Im(p) Im(q) = lm(pq)).

Teorema 6.6 (Segundo Criterio de Buchberger). Sean p,q € K|z1,- - ,x,] dos polinomios dis-

juntos distintos de cero, entonces S(p, q) M) 0.

Demostracion. Considérese sin pérdida de la generalidad que p y ¢ son ménicos, pues es evidente
que si S(p,q) M 0 entonces también se debe cumplir S(ap, bq) M 0. Sean entonces p =
Im(p) +p1 v ¢ =1m(q) + ¢1 con Im(p;) < Im(p) y lm(q1) < lm(p). Como p y ¢ son disjuntos se
tiene que mem(lm(p),lm(q)) = lm(p) lm(q) y entonces

S(p,q) = lm(ﬁ)(:;l(Q) p— lm(ﬁ)(lqr)n(Q) g =1m(q)p —Im(p)q =

=(g-—q)p—(P—-p)a=qp—qp—pq+piq=

= —q1p+p19 =p19 — q1p

Por lo que S(p,q) es combinacién lineal de p y ¢, y dnicamente resta probar que Im(S(p,q)) =
max(lm(p1q) ,lm(q1p)). Para que este no fuera el caso, como S(p,q) = p1q — ¢1p se tendrian que
cancelar los términos principales de los sumandos, pero para ello seria necesario que lm(p1q) =
Im(q1p) o equivalentemente, Im(p;)Ilm(q) = lm(qr)lm(p); entonces Im(p;) lm(q) serfa divisi-

ble por Im(q) y lm(p), y ademéds como Ilm(p;) < lm(p) = Im(p;)Ilm(q) < Im(p)lm(q) =
{p,a}

mem(lm(p) ,1m(q)) lo cual es una contradiccién (—<—). Por lo tanto, S(p,q) —— 0. n
Definicién 6.7. Sean p € K[zq, - ,z,], G un subconjunto finito no vacio de K[y, - ,2,] y
m € M™. La representacion de p como

p= Y e

g:€G

con ¢; € Klzy,- -+ ,z,], es una m-representacion de p respecto a G si, y sdlo si,para cada i se
cumple ¢; =0 ¢ lm(c;g;) <X m.
Teorema 6.8 (Tercer Criterio de Buchberger). Sean G = {gi1, - ,gs} un subconjunto finito de
Klz1, - ,zn] ¥y 91,0, 92 € K[z, ,z,] polinomios distintos de cero que cumplen con:

1) lm(p) [mem(lm(g1) , Im(g2)), y

1) Para i = 1,2, S(g;,p) tiene una m;-representacién respecto a G, para algin m; € M™ tal

que m; = mem(lm(g;) , lm(p)).

Entonces el S-polinomio S(g1,¢g2) tiene una m-representacién respecto a G, para algin m € M™

tal que m < mem(lm(gy),1lm(gs)).



Demostracion. Por la condicién 11) existen representaciones

S
S(g1,p) = Y _ cigi, con ¢; =0 6 Im(cigi) < my,
i=1

S
S(g2,p) = Y _ cigi, con ¢ =0 6 Im(cjg;) < mo,
i=1

conmy = mem(lm(gy),lm(p)) y ma < mem(lm(gz2) ,lm(p)) para polinomios ¢;, ¢; € Klzq, - - -

parai=1,--- 5.

Por la condicién 1), 1lm(p)|mem(lm(gr),lm(ge)). Ademds, se sabe

Im(g1) [mem(Im(g1),lm(gz2)) y de la propiedad 4.17 se tiene que
mem(lm(p) , Im(gy)) [mem(lm(gy) , Im(gz)) -
Anélogamente, se obtiene también que
mem(Im(p) ,1m(g2)) |mem(lm(g1) , lm(gs2)),
por lo que deben existir s, 52 € M™ tales que

simem(Im(g1) ,1m(p)) = mem(Im(g1) , Im(gs))
somem(lm(gz) , Im(p)) = mem(lm(g:) , Im(gz)) .
Sean ahora uq, us,v1,vs € M™ tales que
mem(lm(gi) , Im(p)) = uilm(g1) = v1lm(p)
mem(lm(gz) , Im(p)) = uzlm(gz) = volm(p)
gracias a la propiedad 4.17. Entonces
silm(p) = symem(m(gy) , Im(p)) = mem(Im(gr) , Im(gs)) =
= symem(lm(gz) , lm(p)) = spvzlm(p)

= $1v1 = S9¥3. Nétese entonces que

_ mem(m(g) Im(gs)) | mem(im(g,) hm(g2))
S =T ey T e
_ smem(im(gn) Imp)  symem(im(g:) im(p)

It(g1) 1 16(g2) ’
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que

_ symem(lm(gy) , lm(p)) 0 (_ s1v1lm(p) s2v2lm(p) - ) _ samem(Im(g2) , Im(p))

It(g1) e U 10 1t(g2)

“go =
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_ ((symem(lm(g1),Im(p))  sivilm(p)
- < 16(g) T TI) p) "
sov21lm(p) somem(lm(gs) , Im(p)) B
( iwp) 7T It (g2) '92} -
_ (simem(Im(gy), Im(p)) ~ symem(lm(gy), Im(p))
- ( It(g1) o It(p) p) i
symem(Im(gy) ,Im(p)) — symem(lm(gy) ,Im(p)) 1\
i ( () y It(g2) 92>

= 515(g1,p) + 525(p, g2).

Luego,

S(g1,92) = 515(91,p) + 525(p, 91) =

S

S S
=s1) cigits2) chgi=) (516 +52¢)gi
i=1 i=1

i=1
Finalmente, si s1¢; + sa¢; # 0 entonces
Im((s1c¢; + s2c;)g:) = méx(Im(s1c;g;), Im(s2cig;)) = méx(s1lm(c;g;) , s2lm(cg;)
= max(s1my, samsg) =< max(symem(lm(gr ), Im(p)), samem(Im(gs) , Im(p)))

= mdx(mem(lm(g1) ,Im(g2)) , mem(Im(g1) , Im(gz))) = mem(Im(g1) , Im(g2))

Asi, se tiene wuna m-representacion de S(g1,92) respecto a G, para algin

m = mem(lm(gy),1m(g2)), lo que a su vez implica que S(g1, g2) € (G) ™

El siguiente algoritmo presenta una mejora al algoritmo de Buchberger 6.1 al incorporar el
segundo y tercer criterio de Buchberger. Como menciona Becker (1993), existen multiples formas
de incorporar el tercer criterio, el algoritmo que se muestra incluye la llamada estrategia normal.
La clave del algoritmo es que guarda registro de las parejas de polinomios {g1,92} C G que se
seleccionan en el ciclo while marciandolas como tratadas en una matriz booleana. Si los polinomios
g1y g2 son disjuntos, el algoritmo ni siquiera agrega la pareja al conjunto B, pero si la marca como
tratada. Luego, durante la ejecucién del ciclo while, las parejas de B se seleccionan tomando
primero las que tienen monomio principal minimo. Cuando esto sucede, se examina primero si es
posible encontrar p € G tal que lm(p) |mem(lm(g1),1m(g2)) y que las parejas {g1,p} v {p, g2}
estén marcadas como tratadas. Si este es el caso, por el tercer criterio de Buchberger se sabe
que S(g1,g2) 20 por lo que el algoritmo marca directamente la pareja como tratada. En caso
contrario, la pareja es tratada tal y como se hacia en el algoritmo de Buchberger original (algoritmo

6.1) y luego de esto ya es marcada como tratada.
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Input: F' C K[z, -+ ,2,] un conjunto finito de polinomios no cero

Output: G C K[z, - ,2,] un conjunto finito de polinomios tal que G es una base de
Grobner de (F)

begin

/* INICIALIZACION */

G + RED(F), donde RED es el algoritmo 5.1 para bases de Grobner Reducidas;

B < {{9:,9j}9i,9; € G no disjuntos y con i < j};

M < una matriz booleana con entradas para cada pareja {g;,9;} € G con i < j;

foreach {g;,9,} CG i< jdo
| if {gi,9;} € B then M(g;,g;) < false; else M(g;,g;) «true;

end
/* CUERPO DEL ALGORITMO */

while B # 0 do
seleccione {g;,g;} € B con mem(lm(g;),1lm(g;)) minimo entre las parejas de B;

B« B\ {{gi,95}};

M{(gs, g;) +true;

if No (existe p € G tal que: Im(p) |mem(lm(g;) ,1m(g;)) v
M(g;,p) = M(p,g;) = true) then

h + S(9,9;);

r < rem(h; G);

if r # 0 then

foreach g € GG do
agregar a M una entrada para {r, g};

if g y r son disjuntos then
| M(r,g) +true;

else
B« BU{{r,g}};

M(r, g) <false;

end
end
G+ GU{r}
end
end

end

end
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Demostracion.

s Finitud: Aligual que en el algoritmo de Buchberger 6.1, el algoritmo finaliza cuando B = (.

En ambas versiones, por cada iteraciéon del ciclo while en el que el que el residuo r del S-
polinomio S(g;,g;) no es cero, se agregan a B las parejas de la forma {r,g} para g € G;
con la salvedad de las parejas disjuntas, pues el teorema 6.6 asegura que se reducen a cero
sin necesidad de calcular sus residuos. De esta cuenta, el algoritmo 6.2 deberia tener menos
repeticiones del ciclo while que el algoritmo 6.1, y dado que este tltimo es finito, el primero

también debe serlo.

Correctitud:

Sea G el estado del conjunto G al finalizar el algoritmo. En la inicializacién G < RED(F),
por lo que el algoritmo 5.1 asegura que (G) = (F'). Luego, G’ contiene los elementos que G
tenia en la inicializacién junto con los residuos r que se hayan agregado durante la iteracion
del ciclo while. Como cada residuo r es una combinacién lineal de los elementos de G, (G)
es un invariante del ciclo while, por lo que (F) = (G) = (G’) durante toda la ejecucién
del algoritmo. Para probar ahora que G’ es una base de Grobner, se utiliza nuevamente el
criterio de Buchberger (teorema 6.3) de forma similar a como se hizo en el algoritmo 6.1.
Para ello, note que, al igual que en el algoritmo 6.1, todas las parejas {g;,9;} € G’ forman
parte de B en algin momento de la ejecucién del algoritmo, excepto por aquellas parejas de
polinomios disjuntos que son marcadas como tratadas en M directamente. En dichos casos,
el teorema 6.6 asegura que S(g;,g;) M) 0, por lo que la propiedad 4.29 garantiza que
S(gi.95) <> 0.

Notése ahora que si M(g;, g;) = true entonces S(g;, g;) <, 0. Luego de la inicializacién,
las unicas entradas de M que son true son aquellas que corresponden a parejas de polinomios
disjuntos, por lo que, como se acaba de ver, S(gi, g;) G—/> 0 y se cumple la propiedad. Pro-
cediendo ahora inductivamente, supéngase que luego de t iteraciones del ciclo while todas
las entradas true de M correspondan a S-polinomios que se reducen a cero respecto a G’.
Sea {g;,9;} la pareja que se selecciona durante la iteracién ¢ + 1 del ciclo while, entonces
se hace M(g;, g;) < true. Supéngase que existe p € G tal que: Im(p) |mem(lm(g;) , lm(g;))
y M(gi,p) = M(p, g;) = true. Por la hipdtesis de induccién, S(g;, p) <, 0y S(p,9g5) <, 0
lo que, por la definicién 4.28, significa que existen my y mq representaciones para S(g;,p) y

S(g;,p) respecto a G respectivamente, donde
m; = 1m(S(g;,p)) = mem(lm(g;) , lm(p))

por lo que p cumple con las condiciones del Tercer Criterio de Buchberger (teorema 6.8)
y se tendrd que existe una representacién respecto a G’ para S(g;,g;), lo que implica que

G/
S(gi,gj) — 0.
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Si en cambio no existe dicho p, se ingresa al condicional if y se ejecuta el ciclo foreach,
en el cual se agregan entradas true a la matriz M sélo si r, g son disjuntos, con lo que se
sigue cumpliendo la propiedad. Asi, durante toda la ejecucién del algoritmo, si M(g;,g;) =
true entonces S(g;, g;) G—/> 0. Finalmente, es evidente notar que cada entrada false de la
matriz M corresponde a una pareja {g;,g;} € B. Como el algoritmo finaliza cuando B = @
y cada vez que se elimina una pareja de B se hace M (g;, g;) =true, quiere decir que al final
del algoritmo por cada pareja de elementos de G’ hay una entrada en la matriz M y dicha
entrada es true. De aqui se deduce que S(g;, g;) i) 0 para todo g;,g9; € G', con g; # g; y
G’ debe ser una base de Grobner de (G') = (F'). n

Ejemplo 6.4

Considere el mismo ideal estudiado en el ejempo 6.3: I = (F') = (f1, f2) = <x3 — 2y, %y — 2y° + $>
La Tabla 6.3 muestra el estado de las variables h, r, G, y B conforme se itera sobre el ciclo while
del algoritmo 6.2. Como el algoritmo 6.2 selecciona la pareja con el menor minimo comuin multi-
plo de sus monomios principales, en la tabla se incluyen estos valores para hacer mas sencillo el
seguimiento del algoritmo.

Notese que en este caso el conjunto F contiene polinomios reducidos, pues son ménicos y
ninguno de sus monomios principales divide a algin término del otro polinomio. De esta cuenta,
G <+ RED(F) resulta ser el mismo conjunto, y inicamente se realiza una llamada al algoritmo de
reduccion 4.1 dentro de RED. Por lo tanto, el conjunto G en el paso 0 es el mismo F'.

Asi, el algoritmo 6.2 devuelve la base de Grébner
G= {:c3 —2zy, 2%y — 2% + x, —a%, -2y + 72:cy}

que practicamente es la misma base obtenida en el ejemplo 6.3 utilizando el algoritmo 6.1, con
la, tinica diferencia de que el polinomio —2y? + = es la mitad del que se obtuvo en el ejemplo
anterior. Como se menciond al principio de la seccién, los pasos més tardados del algoritmo de
Buchberger son las reducciones, por lo que el algoritmo de Buchberger mejorado resulta mejor
en este ejemplo, realizando tnicamente 6 reducciones (contando la realizada dentro del algoritmo
RED en la inicializacién) comparado con las 9 que realiza el algoritmo de Buchberger original.
Maés atin, concentrandose en las reducciones a cero, el nuevo algoritmo realizdé tnicamente tres
reducciones a cero (de nuevo sumando la realizada en la inicializacién) contra las siete realizadas por
el algoritmo original (Tabla 6.2). Al igual que se ve en este pequeno ejemplo, las mejoras realizadas
al algoritmo son importantes en los ideales que resultan de las aplicaciones, como aseguran Becker

(1993) y Cox et al. (2007).
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Tabla 6.2: Comparacién algoritmos 6.1 y 6.2 para el ideal I = (2® — 2zy, 2%y — 2y + x)

Algoritmo de Buchberger | Algoritmo de Buchberger mejorado
(algoritmo 6.1) (algoritmo 6.2)
# Iteraciones 10 8
# Reducciones 9 6
# Reducciones a cero 7 3

6.4. Complejidad del algoritmo de Buchcberger

Esta seccion pretende mostrar algunos resultados conocidos sobre la complejidad del algoritmo
de Buchberger, asi como incluir bibliografia para el lector interesado. No se pretende dar una ex-
posicién ni completa ni detallada del tema, por lo que se asume que el lector estd familiarizado con
los conceptos de la complejidad de un algoritmo/problema, problemas P, problemas NP y proble-
mas EXPSPACE. Para una exposicién completa de estos temas se recomienda revisar Dasgupta,
Papadimitriou, y Vazirani (2008) y Arora (2009). El lector que no desee explorar estos temas puede
saltarse esta seccién sin ningin inconveniente.

Cuando se habla de la complejidad de un algoritmo, se habla de estimar cuantas veces el
algoritmo realizard una tarea especifica (por lo general la mds costosa del mismo) en funcién del
tamano de su entrada. Al ejecutar el algoritmo de Buchberger, resulta evidente que el paso més
costoso es la reduccién de cada S-polinomio respecto a G utilizando el algoritmo 4.1. A su vez, el
“tamafio” de la entrada del algoritmo, el conjunto F' C K[zy,- - ,2,,], se puede interpretar tanto
como n = |F| el nimero de polinomios de F' 6 d el maximo grado de los polinomios de F'. Aunque,
por lo general, los estudios de la complejidad del algoritmo de Buchberger pretenden estimar el
numero de reducciones en el algoritmo como funcién de d, i.e. O(f(d)). Otros autores consideran
que el nimero de reducciones sera proporcional al grado de los polinomios que en algiin momento
se agreguen a G, por lo que mds bien intentan estimar cotas para este (Cox et al., 2007).

La complejidad del algoritmo de Buchberger sigue siendo un area activa de investigacién y
aun no existen resultados definitivos en esta direccién (Cox et al., 2007). Aunque la versién del
algoritmo 6.2 esta lejos de ser la mejor version actualmente conocida del algoritmo de Buchberger,
su complejidad no es distinta a la de las mejores versiones modernas, pues sigue siendo sencillo
generar ejemplos de ideales para los cuales el cdlculo de una base de Grébner toma mucho tiempo
o consume una gran cantidad de memoria. Para una recopilacion de resultados en esta direccién
vedse Mayr (1997).

En realidad, como menciona Bardet (2005), la complejidad del algoritmo de Buchberger no
puede ser pequena, pues resuelve el problema de calcular bases de Grébner, que a su vez se puede
utilizar para resolver muchos otros problemas de complejidad alta conocida. Por ejemplo, como
se verd en el préximo capitulo, las bases de Grobner se pueden utilizar para resolver sistemas de

ecuaciones polinomiales, las cuales a su vez resuelven problemas como el problema de la mochila y el
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Tabla 6.3: Ejemplo algoritmo de Buchberger mejorado (algoritmo 6.2)
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problema de satisfacibilidad booleana (SAT), ambos conocidos problemas NP-completos (Bardet,
2005). Los citados problemas se pueden traducir en sistemas de ecuaciones como se muestra a

continuacion.

Problema de la mochila. Dados n+1 enteros naturales (by, - , by, ¢), el problema de resolver

el siguiente sistema sobredeterminado
n
inbi =c¢, z;(l—2;)=0,i=1,--'n
i=1

es conocido como el problema de la mochila 0-1 (0-1 Knapsack problem), que fue demostrado ser

NP-completo por Karp en 1972.

Problema de satisfacibilidad booleana (3-SAT). Dadas n variables booleanas X; y un

numero finito clausulas booleanas, cada cldusula con tres literales de la forma:
ij \/Yk \/}/27 }/}’Yk7n € {Xla"' aXna_'Xla"' 7_'X7L}

se debe determinar si existe una asignacién de las variables booleanas X; tal que todas las cldusulas
sean verdaderas simultdaneamente. Este problema se puede convertir en un sistema de ecuaciones
polinomiales al asignarle variables x; a las variables booleanas X; que cumplan con z;(1 —z;) =0

y traduciendo los operadores l6gicos como

X +—1—ux

XVY =true+—zx+y—2a2y—1=0

La demostraciéon de que el problema 3-SAT es NP-completo fue dada por Cook en 1971.

El problema de calcular bases de Grobner resulta ser mucho peor que NP-completo, pues
resuelve también el problema de pertenencia de ideales que es un problema EXPSPACE, es decir
que es del orden 22° Bardet (2005). Como menciona Cox et al. (2007), al ejecutar el algoritmo
de Buchberger con polinomios de grado no mayor a d, se pueden llegar a calcular polinomios de
grado proporcional a 22" Incluso utilizando el orden GrevLex (que generalmente encuentra las
bases de Grobner mds pequenas, véase Stoutemyer, 2012), es sencillo encontrar polinomios que
producen polinomios de grado gigantesco durante la ejecucién del algoritmo de Buchberger. Por

ejemplo, Cox et al. (2007) muestra que si
F= {x"“ —y2" L,y — 2 2" — y"w}

con el orden GrevLex con = > y > z > w, entonces su base de Grobner reducida contiene al

polinomio

A pesar de que la complejidad de los peores casos no es esperanzadora, como menciona Cox et al.
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(2007), los ideales necesarios para resolver problemas promedio de aplicacién practica (incluyen-
do problemas geométricos) resultan en tiempos de ejecucién y tamafio de memoria mucho més
manejables para el algoritmo de Buchberger. Por esta razén el método sigue siendo viable para la

resolucién de problemas en la vida real.

6.5. Pertenencia a ideales y forma normal en K[z, -, z,]
Finalmente, luego de estudiar bases de Grobner y el algoritmo de Buchberger para generar tales

bases para cualquier ideal en K[z, -+ ,x,], es posible dar la solucién a los dos problemas que se

plantearon al inicio del Capitulo 4, generalizando lo que se hizo en el Capitulo 3 para polinomios

de una sola variable.

Problema 3. Dados un ideal I = (p1,p2, -+ ,pm) C K[z1,--- ,2,] y un polinomio no cero p €

K[zq,- - x,]. Determinar si p es un elemento de I o no.
Solucion.

1. Elegir un orden de monomios < cualquiera para M™ C Kz, - ,x,] (segin la definicién

47).

2. Calcular G’ C I una base de Grobner para I utilizando el algoritmo de Buchberger mejorado

(algoritmo 6.2) o cualquier otra implementacién del mismo.

3. Opcionalmente, si en el paso anterior no se obtuvo una base de Grobner reducida, calcular

la base de Grobner reducida G a partir de G’ utilizando el algoritmo 5.1.
4. Determinar r = rem(p; G) utilizando el algoritmo de reduccién (algoritmo 4.1).
5. Finalmente, p es elemento de I siy sélo si r = 0.

Problema 4. Dado un ideal I = (p1,p2,- -+ ,pm) C K[z1, -, z,]. Caracterizar el anillo cociente
Klz1,- -+ ,zn]/I, i.e. determinar la forma de sus elementos y determinar la forma de la suma y el

producto.
Solucion.

1. Elegir un orden de monomios < cualquiera para M™ C K[zy,---,z,] (segin la definicién

47).

2. Calcular G’ C I una base de Grobner para I utilizando el algoritmo de Buchberger mejorado

(algoritmo 6.2) o cualquier otra implementacién del mismo.

3. Opcionalmente, si en el paso anterior no se obtuvo una base de Grobner reducida, calcular

la base de Grobner reducida G a partir de G’ utilizando el algoritmo 5.1.
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4. Entonces, para p+ I,q+ I € K[z1, -+ ,2,]/I, por el teorema 5.12 se tiene:

= Forma Normal: p + I y ¢ + I se pueden representar de forma tnica como r; + I y
ro + I respectivamente, donde r; = rem(p; G), ro = rem(q; G) utilizando el algoritmo

4.1.

» Suma: (p+I1)+(q+1) = (r1+1)+(ro+1) = (r1+7r2)+1, sumando r; +73 por términos
como se hace normalmente. Como 71 y 9 estdn reducidos respecto a G, ninguno de sus
términos pertenece a 1t(G), por lo que al sumarlos, ningtin término de r; + 9 pertenece
tampoco a lt(G) significando que ya estd reducido respecto a G, por lo que ya es la

forma normal buscada.

» Producto: (p+ I)(¢+ 1) = (r1 + I)(r2 +I) = (rir2 + I), como no necesariamente
r17ry estd ya reducido respecto a GG, por lo que es necesario calcular su forma normal

rg = rem(r172; G), por lo que el producto es r3 + I.



7 TEMAS DE GEOMETRIA
ALGEBRAICA

En este capitulo se pretende mostrar algunos conceptos basicos de geometria algebraica, es-
pecialmente aquellos para los cuales resultan importantes las bases de Grobner, y que serdn de
utilidad en el préximo capitulo para determinar una metodologia para demostrar teoremas de
geometria euclideana automaticamente. Para una introduccién méas completa de los temas de ge-
ometria algebraica se recomienda revisar el cldsico texto de Kunz (1985).

Antes de comenzar el estudio de los temas de este capitulo, vale la pena discutir dénde esté la
interseccién de la geometria y el dlgebra, y cudl es el campo de estudio de la geometria algebraica.

Como menciona Stillwell (2010) en su libro sobre la historia de las matemaéticas, la geometria y
el algebra han estado conectadas desde sus inicios en la civilizacién Griega, aunque bajo un enfoque
muy distinto. Por lo general, las ecuaciones algebraicas eran vistas como propiedades de las curvas
geométricas, y se utilizaba la geometria para hacer deducciones sobre las ecuaciones. Esta estrategia
para trabajar con las ecuaciones no es de extranar, pues era mas formal trabajar la geometria que
axiomatizé y trabajé Fuclides, a tratar de hacer deducciones a partir de ecuaciones que se escribian
con palabras y que facilmente podian ocupar paginas completas. Un nuevo enfoque en la unién de
la geometria y el algebra no fue posible hasta el siglo XV, cuando el lenguaje y la notacién de las
ecuaciones hubo evolucionado lo suficiente para que ahora fuera la geometria la que se beneficiara
de las ecuaciones. Esta unién se hizo posible con la geometria analitica que Descartes y Fermat
desarrollaron hacia la década de 1630, luego de darse cuenta que los problemas geométricos pueden
ser traducidos a dlgebra mediante coordenadas. La geometria analitica permitié entonces resolver
muchos de los problemas geométricos de forma rutinaria a través de la manipulacién algebraica
(Stillwell, 2010).

En la misma linea, la geometria algebraica identifica a las curvas en el plano con ecuaciones
polinomiales que deben satisfacer sus coordenadas, pero aplica técnicas mas abstractas de algebra

conmutativa a ideales de estos polinomios. En las palabras de Dummit (2004),

< el objeto de estudio de la geometria algebraica comienza donde la resolucion de ecuaciones
termina >

es decir, que es més importante comprender las propiedades intrinsecas del conjunto de soluciones
de un sistema de ecuaciones como un todo, a encontrar una solucién numérica. La geometria
algebraica se encarga de estudiar los ceros de ecuaciones polinomiales con las técnicas del dlgebra

conmutativa pero con el lenguaje y los problemas de la geometria (Dummit, 2004). La aplicacién

73
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del dlgebra conmutativa para generalizar la geometria algebraica es de inicios de siglo XX, y los
resultados més importantes en esta direccion se deben a Hilbert, siendo estos el teorema de la base
(corolario 5.4) y teorema de los ceros (Nullstellensatz, teorema 7.20), mismos que se estudian en
el presente trabajo, siendo més asequibles gracias a la simpleza de sus demostraciones utilizando

bases de Grobner.

7.1. Variedades algebraicas afines

Uno de los objetos de estudio de la geometria algebraica son las variedades algebraicas afines
(o simplemente variedades afines), las cuales llevan la idea de identificar curvas con polinomios
que satisfacen sus coordenadas a un nivel algebraico maés abstracto, especificamente ideales de
polinomios.

Para hablar de “curvas cuyas coordenadas satisfacen un polinomio”, es necesario definir formal-
mente el concepto de funcion polinomial, similar a como se hizo en la definicién 3.21, pero ahora
para polinomios multivariados. Se seguird la misma convencién de notacién que en el Capitu-
lo 3. Para hablar del valor que toma la funcién del polinomio p € K[zy,- - ,z,] en un punto
a= (a1, - ,an) € K" se denotard por p(@) = p(a1,--- ,an), mientras que para hablar del poli-
nomio en si se denotard simplemente por p, o como p(z) = p(x1,- -+ , x,). También serd posible val-
uar p en puntos de la forma (ay, -+ , ag, Tk+1, -+ , Zn) que tengan algunas coordenadas fijas y otras
variables, esto se interpretard como el polinomio p(ay, -« ,ag, Tkt1,- - ,Tn) € KXy, -, zp] re-

sultante de sustituir las variables fijadas con los valores a;.

Definicién 7.1. Dado un polinomio p € K[y, -+ ,2,] conp = E?:o a; 2, este induce una funcion
p: K" — K tal que @+~ p(a), donde para cada valor @ = (a1,--- ,a,) € K" se tiene
k k
P(@) = plar, ) = 3w = S a(af -af +--air).
i=0 i=0
Definicién 7.2. Dado un polinomio p € K[zy, -+ ,xz,] \ {0}, se dice que ap € K™ es una raiz o

cero de p, si p(dap) = 0.

Proposicién 7.3. Dados dos polinomios p, ¢ € K[xy, -+ , 2], si p = ¢ (como polinomios) entonces

p(@) = ¢q(a@) Va € K™ (como funciones).

Demostracion. La demostracién es andloga a la del lema 3.23 para polinomios de una sola variable.

|
Definicién 7.4. Sea X C K™ un subconjunto cualquiera. Se define el ideal de X como el conjunto
I(X)={peKzxy, - ,z,] | p(6) =0 V¥Ce X}.

Proposicién 7.5. Sea X C K" un subconjunto cualquiera. El ideal de X, Z(X) es un ideal de
K[mb T ,an}.



(0]

Demostracion. Por la propiedad 2.10:

1) Sean p,q € Z(X). Entonces p(¢) = ¢(¢) =0V ¢ € X. Luego, (p—q)(¢) = p(é) —q(¢) =0-0 =
0, Vé € X por lo que p — ¢ € Z(X).

1) Sean p € Z(X) y r € K[zy,- -+ ,z,] un polinomio cualquiera. Entonces (pr)(¢) = (rp)(¢) =
r(@p(6) =r(@)-0=0, Ve X, por lo que pr,rp € Z(X).

Por lo tanto, Z(X) es un ideal. n

Observacidn. Particularmente, Z(@) = K|z1,--- ,x,] pues no existe ningin polinomio que no se

haga cero para algun valor de @.

Ejemplo 7.1

En el caso particular en el que K es un campo de caracteristica cero, Z(K") = {0}. Para ver por
qué esto es cierto en el caso particular en el que K = C, supdngase por el absurdo que existe
p € Z(C™) con p # 0. Entonces p(¢) = 0 V& € C™, particularmente p(c,0,---,0) =0V ¢ € C. i.e.
c es raiz de p(z1,0,---,0) € Clz1] Ve € C, pero esto se contradice con el corolario 3.4 al teorema
fundamental del dlgebra que asegura que todo polinomio no cero en C[z1] debe tener un niimero

finito de raices. Por lo tanto Z(C™) = {0}.

Definicién 7.6. Sea S C K[zq,- - ,z,] un subconjunto de polinomios. Se define el conjunto V(S)

como

V(S):{(Ch 7Cn) EKn‘ p(cla"' 7Cn):0a vpes}

Definicién 7.7 (Variedad algebraica afin). Sea X C K" un subconjunto cualquiera. Se dice que X
es una variedad algebraica afin (o simplemente variedad algebraica) si existe algin conjunto
S CKlzy,- -, zn] tal que X = V(S).

Ejemplo 7.2 (Hipersuperficies)

Las hipersuperficies son definidas por un sélo polinomio p € K[zy, - ,z,] no constante, as{ X =

V({p}) contiene a todos los puntos que hacen cero al polinomio. Cuando n = 2 a las hipersuperficies

se les llama curvas, y cuando n = 3, superficies. La Figura 7.1 presenta algunas curvas y superficies.
Lema 7.8.

1) Sean X,Y C K" tales que X CY, entonces Z(Y) C Z(X).
Por otro lado, si S,T C K[zy, -+ ,x,] tales que S C T, entonces V(T') C V(5).

11) Sea X una variedad algebraica de K". Entonces existe un ideal I C K[z, - ,z,] tal que

X =V(I).

) Si X C K” es un subconjunto cualquiera, entonces X C V(Z(X)), con igualdad si y sélo si

X es una variedad algebraica.
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Figura 7.1: Ejemplos de variedades algebraicas: curvas y superficies

(b) Curva (z2 +y* + 4y)? —16(2*> +4°) = 0

y
n/—\
g T

(a) Curva z? +94> —9=0

™
»,

(¢) Superficie 2z + 3y — 2z =0

(d) Superficie z* 4 (y* — 2%)2®> =0

V) $i 1 CKlay, - ,a,] es un ideal, entonces I C Z(V(I)).
V) V(0)) = K" y V(K[z1, -, z,]) = O.
v1) Sean I y J ideales de K[zy, - , 2], entonces:
V(INJ)=V(I)uV(J),
V(1) = V(I) UV(J),
V(I +J)=VI)nV(J).

Demostracion.
1) Sea p € Z(Y). Entonces p(¢) =0, V ¢ € Y. Particularmente, si ¢ € X C Y, p(é) = 0. Por lo
que p(@) =0, Vce X ypeZ(X). Por lo tanto Z(Y) C Z(X).
Sea ahora ¢ € V(T'). Entonces p(¢) = 0, V p € T. Particularmente, sip € S € T, p(¢) = 0.

Por lo que p(¢) =0, YV pe Sy ce V(S). Por lo tanto V(T') C V(S).

11) Como X es una variedad algebraica, existe un conjunto S C K[zy, - ,z,] tal que X = V(S5).

Se probard que para el ideal (S), X = V({S)). Como S C (S), la propiedad anterior asegura



I11)

V)

VI)
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que V((S)) CV(S) = X por lo que basta con probar que X = V(S) C V((S)).

Sea ¢ € V(S). Entonces p(¢) =0, V p € S. Para un elemento cualquiera ¢ € (S5), se tiene
k

que g = Zaipi con los a; € K[z1, -+ ,2,] y los p; € S. Entonces
i=0

k
0
9(3) = > ai(@pAe =0,
i=0
por lo que ¢(¢) = 0V ¢q € (S) y entonces ¢ € V(({S)). De donde X C V((S5)), lo que demuestra

la afirmacién.

Si @ € X entonces p(¢) = 0, V p € Z(X) por definicién, pero entonces ¢ € V(Z(X)). Si
X =V(Z(X)) entonces evidentemente X es una variedad algebraica. Por otro lado, si X es
una variedad algebraica, por la propiedad anterior debe existir un ideal I tal que X = V(I).
Esto quiere decir que X consiste de todos los puntos que hacen cero a todos los polinomios
de I, pero el conjunto Z(X) contiene a todos los polinomios que se hacen cero con todos
los puntos de X, por lo que I C Z(X). Entonces X C V(Z(X)) C V(I) = X, por lo tanto
X =V(IZ(X)).

Si p € I entonces p(¢) =0, V &€ V(I), por definicién de V(I). Pero entonces p € Z(V(I))
por definicién. Por lo tanto, I C Z(V(I)).

Claramente 0(¢) = 0 para todo ¢ € K™, por lo que V((0)) = K”. Por otro lado, si existiera ¢ =
(1, ,cn) € V(K[z1,: -+ ,x,]), siempre es posible construir el polinomio p € K[zq,- - ,zy]
conp=(x;—cy)(xa—ca) - (xn—cn)—1 tal que p(é) = —1 # 0 lo que es una contradiccidn,

por lo que V(K[z1, - ,x,]) = O.

» INJCI = VI)CVUINJ).INJCJ = V(J)CV({INJ). Dealli que,V(I)UV(J) C
V(INJ). Por otro lado, si ¢¢ V(I) UV(J) = ¢ V() ni e V(J) = existen p; € [
y p2 € J tales que p1(¢) # 0y p2(C) # 0. Como I y J son ideales, entonces p1ps € I 'y
p1p2 € J por lo que p1ps € I N J, pero p1p2(€) = p1(E)p2(¢) # 0 entonces ¢ ¢ V(I N J).
Por lo que, su contrapositiva V(I N J) C V(1) UV(J).

» 1] = {quilpiel, QiGJ} - {quilpiGL ¢ € Klzq, -+ wn]} = () =1
Andlogamente, IJ C J, por lo que V(I) C V(IJ) y V(J) C V(IJ). Por lo que
V(I)UV(J) CV(1J). Por otro lado, si ¢ € V(I) UV(J) = ¢ & V() nic e V(J)
= existen py € I y py € J tales que p1(¢) # 0y p2(6) # 0. Como pipy € IJ,
pero p1p2(€) = p1(&)p2(€) # 0 entonces ¢ € V(IJ). Por lo que, por contrapuesta,
V(IJ) CVI)UV(J).

» e V(I)NV(J) < para cualquier p € I,p(¢) = 0y cualquier p € J,p(¢) = 0 < para
pelbépeJ, p(@) =0« para cualquier p e TUJ, p(é) =0 < ¢€ V(I UJ). Por lo
tanto, V(I U J) = V(I)NV(J).
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Observacion. Es importante notar que en la propiedad 1v, la inclusién puede en efecto ser estricta.
Como ejemplo considérese el ideal I = (2% + 1) en R[z]. Entonces V(I) = O, pues 2% +1 = 0 no
tiene ceros reales, y entonces Z(V(I)) = Z(0) = R[z], por lo que la inclusién es evidentemente

estricta I = (22 + 1) C R[z] = Z(V(I)).

Definicién 7.9. Una variedad algebraica X es irreducible si para cualesquiera variedades alge-

braicas X1 y Xs tales que X = X1 U X3 se tiene que X = X7 6 X = Xs.

Proposicién 7.10. Sea X C K" una variedad algebraica. X es irreducible si, y sélo si, Z(X) C

K[z1,- -+ ,zy] es un ideal primo.

Demostracion. Supéngase que Z(X) no es un ideal primo. Entonces existen p,q € Kz, -+ ,z,)
tales que pg € Z(X) perop,q ¢ Z(X). Sean X; = V(Z(X)+(p)) y X2 = V(Z(X)+(q)). Claramente
X1, X2 son variedades algebraicas, como Z(X) C Z(X) + (p) vy Z(X) € Z(X) + (¢q) entonces
X = VEI(X)) 2 VEX) + () = X1 y X = VI(X)) 2 VEX) + () = Xa, por lo que
X D Xj U Xs. Por otro lado, sea ¢ € X = pq(€) = 0 = p(@ = 06 ¢(¢) = 0, entonces
CeV(I(X)+ (p) 6 e V(I(X) + (g)), por lo que ¢ € X; U X5. Por lo tanto, X = X; U X3 y no
es irreducible.

Supdngase ahora que X no es irreducible. Entonces existen variedades algebraicas X; y X5 tales
que X = X1 U Xy, con X # X1, X. Si Z(X) = I(X1) = X = V(I(X)) = VI(X1)) = X1 (=)
por lo que Z(X) # Z(X1), andlogamente Z(X) # Z(X2) = Z(X;) \ I(X) # O para i = 1,2. Sean
p € I(X1)\Z(X) y ¢ € Z(X2) \ Z(X), como pg € Z(X1) y pq € Z(X2) = pg € Z(X1) N I(X2)
entonces pq(c) =0, V€ X1 y pg(¢) =0, V€ Xy, porloque pg(¢) =0, Ve X1 UXe =X =
pq € I(X), de donde Z(X) no es primo. n

Teorema 7.11. Sea X; D X9 D --- una secuencia estrictamente descendiente de variedades

algebraicas de K™. Entonces la secuencia debe ser finita.

Demostracidn. Por el lema anterior, se puede construir la cadena de ideales Z(X;) en K[zq, - - - , x,],

siendo esta una cadena ascendente:
Z(X1) CI(X2)C -

Note que esta cadena es mds bien estrictamente ascendente, pues si Z(Xy) = Z(Xy4+1) para algin
k, se tendria que Xy = V(Z(Xk)) = V(Z(Xk+1) = Xk+1 lo que no puede ser, pues la cadena de
X;’s es estrictamente descendiente. Entonces, por la propiedad de cadenas ascendentes debe ser
finita. Por lo tanto, la secuencia estrictamente descendiente de variedades algebraicas, debe ser

también finita. n
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Teorema 7.12. Sea X C K" una variedad algebraica. Entonces X es una union finita de variedades
algebraicas irreducibles. M4s atn, si esta descomposicién se hace irredundante (i.e. X; Z X, para

1 # j) entonces los componentes irreducibles son tnicos.

Demostracion. Si X es irreducible, se tiene lo deseado. En otro caso, X =Y1UZy, X #Y,Z.Si Y
y Zo fueran irreducibles, se obtiene lo deseado, supéngase entonces sin pérdida de la generalidad
que Y7 no es irreducible, entonces Y1 = Yo U Z5, Y7 # Y5, Z5. Siguiendo con este proceso, X se
debe poder escribir como la unién de un ntmero finito de variedades irreducibles, siendo esto falso
tinicamente cuando el proceso descrito no pueda terminarse, i.e. siempre que Y; no es irreducible,
Y; = Y11 UZ; 41, sin pérdida de la generalidad, con Y;y; no irreducible. Pero para que este fuera
el caso, se tendria una secuencia Y; 2 Y2 D --- infinita de variedades algebraicas, lo cual seria una
contradiccién por el teorema anterior.

Para probar la unicidad, supéngase que X = X; U---UX,, y X = Y7 U---UY} son dos
descomposiciones irredundantes en irreducibles. Entonces X; = X;NX =X, N1 U---UYy) =
(XiNnY)u---U(X;iNY;). Como X, es irreducible, se debe tener X; = X; NY; para algin
j entonces Y; € X;. De la misma forma, debe existir algin 7 tal que X; C Y; € X;, como la
descomposicion es irredundante entonces ¢ = 1 y X; = Y;. Continuando con el proceso se obtiene

que m = k y que las descomposiciones tienen los mismos componentes. n

7.2. Nullstellensatz-Teorema de los ceros de Hilbert

El teorema de los ceros de Hilbert (o Nulistellensatz en alemdn) es uno de los teoremas fun-
damentales de la geometria algebraica. A manera de generalizacién del teorema fundamental del
algebra, para campos K algebraicamente cerrados, asegura que todo sistema de ecuaciones polino-
miales debe tener algtin cero en K. Mas atn, en su forma fuerte, permite hacer una identificacién
biunivoca entre las variedades algebraicas de K™ y un subconjunto de los ideales de K[z1, - - , 2]
Por simplicidad, en la discusion que sigue se tomarda K = C, aunque los argumentos son facilmente
extrapolables a cualquier campo algebraicamente cerrado.

Dado un sistema de ecuaciones polinomiales

pl(xla"' axn) =0

pQ(xla"' axn) =0

pk(xh”' axn) =0

se sabe que cualquier solucién del sistema debe ser un elemento de la variedad algebraica V({p1, - ,px})
que coincide con V((p1,- - , pr)) gracias a la propiedad 11 del lema 7.8. La versién débil del Nullstel-

lensatz de Hilbert asegura que para cualquier ideal I propio de Clzy,- - ,x,], esta variedad es no
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vacia, teniendo asi que el sistema de ecuaciones debe tener solucién. La demostracién al siguiente

teorema sigue la idea de Lars Svensson mostrada por Froberg (1997).

Lema 7.13. Sea I C C[xy,- - ,x,] un ideal tal que I N Clz;] = . Entonces existe a € C tal que
el ideal I, # Clza, -+ ,z,], donde I, = {q(a, x2,- -+ ,xy,)|qg € T}.

Demostracion. Considérese el anillo C(xq)[x2,- - ,z,] de polinomios en variables za, - ,z, y
con coeficientes funciones racionales en x;. Para cada polinomio p € C(xy)[ze,- - ,zy,] puede
construirse el polinomio ¢ € C[z1] minimo comin miltiplo de los denominadores de los coeficientes
en C(z1) de p, por lo que el polinomio p’ = gp € Clxy, -+ ,x,]. Sea J C C(x1)[xa, - ,x,] el ideal

generado por I en este anillo, i.e.

J = {Zcipi

Sea G = {g1," -, gm} una base de Grobner finita para J. Por el criterio de Buchberger, para todo

¢ € Cla)lwa, - aa pi €1}

i # j debe darse rem(S(g;, g;); G) = 0, por lo que existen polinomios hj; € C(x1)[x2,: -+ ,z,] tales

que
S(gi,95) = hizgr + hZ92 4 -+ hlgm, Vi # j (7.1)

Dado que hay un ntimero finito de parejas 1 < 7,5 < k, debe haber un ntimero finito de coeficientes

ci(ry) = Zlgi)) € C(z1) involucrado en las expresiones 7.1, por lo que se puede construir el

polinomio

P(x1) = Hai(m) Hbz‘(ﬂﬁl) € Clzq] \ {0}

el cual, por el teorema fundamental del dlgebra, debe tener un nimero finito de ceros (o ninguno
si fuera constante). Por lo tanto existe « € C que no es raiz de P, por lo que no anula ni indefine

ninguno de los coeficientes ¢;, 1 = 1,2,--- , g.

Sea ahora @ = [], 1;—{;) el producto de todos los denominadores de los coeficientes ¢;(x1) €

C(x1), normalizado para que sea ménico. Sean g} = Qg; € Clxy,- -, x,], entonces:

mem (1 i), 1 ;
S(g;,95) = S(Qgi, Qg;) = ( mi?(z?;i)m@gm Qg — 16(Qg;) Qg =

_ ln@men(im(g) hns,) ,  lméQumen(m(g:) Im(g;)
18(@71t(g,) ’ 18(@7tt (g;) J

= QS(9:,95) = Q (hlyg1 + hijgo+ -+ + hijgm) =

= hi;(Qg1) + hi;(Qg2) + -+ + hi} (Qgm) =

= hi;gh + h3g5 + -+ hijar, (7.2)

mem(Im(Qg;) ,1m(Qg;))

Si ahora se valia la expresién 7.2 en x; = « se obtiene la siguiente igualdad en Clza, -+, z,],
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'r _ pr .
denotando R} = 7 |z, =a:

S(g;(aa T, ,In)7g;(04, T, 79:77,)) =
= h;;gll(aax27 T 71‘71) + h;?gé(aa Lo, 73;71) +o 4+ h;’_’;ﬁg;n(a7x25 T axn)
(7.3)
para todo i # j, por lo que por el criterio de Buchberger, G, = {¢} (o, 22, ,&n), -+ , gh (@, T2, -+ ,2,)}

es una base de Grobner para (G).

Supéngase ahora por el absurdo que (G, ) = Clza, -, 2,], entonces 1 € (G,,) y se puede escribir
como combinacién lineal de los g}(«, z2, - - - , T, ), por lo que para algun ¢, Im(g; (o, x2, -+ ,x,)) |1 =
Im(gi(a,z2, -+ ,xp)) =1 = gi(a,z2, -+ ,x,) € C = gl(x1,22, -+ ,2,) € Clz1]. Pero entonces
gi(x1, 29, ,xn) = Q(z1)gi(z2, -+ ,x,) € J por lo que existen polinomios h; € C(x1)[z2,- -+, Zx)
tales que

T
g;(xhgj% tte ,zn) = Q(xl)gi(z% co 73377«) = Z hjpjv Dj € Iv (74)
j=1

donde nuevamente hay involucrada una cantidad finita de coeficientes ¢; € C(z1). Haciendo
R(x1) € Clz1] el minimo comin miltiplo de todos los denominadores involucrados y multipli-

cando la expresién 7.4 por R(z1), se obtiene
R(z1)gi(z1, @2, 2n) = R(21)Q(21)gi(22,++  20) = Z(R(Il)hj)pj
j=1

Donde todos los polinomios pertenecen a Clzy,---,2,], probando que R(z1)gi(z1, - ,2n) €
INClzy] =D (—+). Por lo tanto (Gy) # (1).

Finalmente, observe que si g(«, 2, -+ ,x,) € I, entonces
m m 1
q(a7x2’ T ’xn) = Zqi|l’1:0é 'gi|I1:a = Z Wq”Il:a 'g;(()t,xg, o 73371) € <Ga> ’
i=1 i=1
por lo que I, C (G,) # Clza,- -+ , ], probando asi el enunciado. n

Lema 7.14. Sea I C C[z1,--- ,x,] un ideal tal que I N Clz;] = (p;) y deg(p;) > 0 para todo

1 <4 < n. Entonces existe & = (a1, - ,a,) € Ctal que I C (11 — 1,2 — q2, -+ , Ty, — Q).

Demostracion. Para cada 1 < i < n, (p;) C C[z;], por lo que por el teorema fundamental del
algebra existe a; € C tal que p;(a;) = 0. Entonces, por el teorema del factor, p;(z;) = (z;—a;)pl(z;)
con deg(pi(x1)) < deg(p;(x;)). Notese que 1 ¢ I + (x; — ;) pues de lo contrario existirfan
polinomios g1 € I'y g2 € Clzy,- -+ ,,] tales que 1 = q1 +ga(z; — ;) = p; = qp;+qpi(vi —a;) =
G+ aop € T =g € INCle] = () = pilp) = deg(pi) < deg(p)) legando asf a una
contradiccion.

Sea J =T+ (x1 —a1))+ -+ {T+{xn —an)) =I+{(x1 —0q, -+ ,Tp — ayp). Nétese que 1 & J,
pues de lo contrario 1 € I + (z; — ;) para algin i (—<). Por lo que J # Clz1,- - , &)

Se prueba ahora que (z; — i, - ,x, — ay) es un ideal maximal. Supéngase por el absur-
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do que existe un ideal I’ tal que (x1 — a1, - ,&p —an) € I' C Clzy, - ,2,]. Sea p € I' #
(x1 — a1, ,Tn — ) y sea G una base de Grobner para (x1 — a1, -+ , &, — @y ), entonces rem(p; G) =
r # 0, con r reducido respecto a G, i.e. que ningin término de r es divisible por los monomios
principales de los elementos de G, lo que significa que ningun término de r es elemento de
It(G) = It(z1 — a1, ,Tn —ap) = (M™\ {1}), por lo tanto » € C es constante y es posi-

ble encontrar una combinacién lineal de los x; — a; v p que dé como resultado 1, o sea que

lel’ =C[z1, - ,xs] (—<). Por lo tanto, (1 — a1, -+, 2, — ap) debe ser maximal.
Finalmente, como I+(x1 — a1, ,&n — apn) S Clzy, -+ ,xp,] entonces I+(xy — aq, -+ ,&p — ) =
(1 —a1, s xp —an) = I C (v —a1, -, — ay).

Teorema 7.15 (Nulistellensatz débil). Sea I un ideal de Clzy,---,x,] con I # Clay, - ,x,].
Entonces V(1) # O.

Demostracion. Por induccién sobre n, el niimero de variables.

1. Para n = 1. I es un ideal propio de C[z1], que es un anillo de ideales principales por el
teorema 3.13. Entonces existe p € C[z1] tal que I = (p). Mds ain, como (p) = I # C[x1],
p no puede ser constante, por lo que el teorema fundamental del dlgebra asegura que existe

c e Ctal que p(c) =0=ce V() # Q.

2. Sea ahora n > 1 y supéngase que el teorema es verdadero para todo ideal I C Clxy, -+ , ]

para m < n. Considérense dos casos:

Caso 1: I NClz;] = (0) para algin i. Sin pérdida de la generalidad supéngase que i = 1. Por

el lema 7.13 existe a € C tal que I, C Clza,- -+, x,]. Por la hipdtesis de induccién,
V(I,) # @ entonces existe ¢ = (ca,-- ,¢,) € C" 1 tal que p(a,ca, -+ ,¢,) = 0 para
todo p(a,xa, -+ ,x,) € I,. Que es equivalente a que p(a,ca,- - ,¢,) = 0 para todo

p € I, por lo que (o, ca, -+ ,x,) € V(I) # O.

Caso 2: I NClz;] # (0) para todo i. Claramente 1 ¢ I N C[z;], pues esto implicarfa que 1 € I
haciendo I = C[z1,- -, xy], entonces INC[z;] es un ideal propio de C[xz;]. Como Clx;] es
un anillo de ideales principales, debe existir p; € Clz;] con deg(p;) > 0 tal que INC[z;] =
(pi). Por el lema 7.14, existe & = (a1, - ,a,) € C" tal que I C (X1 —aq, -+, Tpn — Q).

Entonces & € V({1 — a1, -+ ,&n — ) C V() # O.

Definicién 7.16. Dados un anillo conmutativo con unidad R y un ideal I C R, se define el ideal
radical de I como

\ﬁz{TGR|7‘N€Ipamalg12nN€Z+}
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Definicién 7.17. Dados un anillo conmutativo con unidad R y un ideal I C R, se dice que I es

un tdeal radical si y solo si I = V.

Proposiciéon 7.18. Dados un anillo conmutativo con unidad R y un ideal I C R, el ideal radical

de I, VT es un ideal de R que contiene a I. Més atn, v/I es un ideal radical.

Demostracidn. Evidentemente, para todo r € I, r € VI, pues ! € I = I C /I. Ahora se prueba

que VT es un ideal utilizando la caracterizacién 2.10:

1) Sean a,b € v/I entonces existen N, M € Z7 tales que a™¥,b™ € I. Por el teorema del binomio,

se tiene que

N+M-—1
PEPTEI <N+M—1

) (71)iaN+M717ibi
=0

i
donde es claro que si 0 < ¢ < M — 1 la potencia de a es mayor o igual que N, y para
M < i< N+ M —1 la potencia de b es mayor o igual que M, por lo que a¥NtM=1=pi ¢ /T
paratodo 0 <i < N+ M — 1y (a—b)N*M~1 c [ Entonces a — b € VI

11) Sean a € VIyr € R. Entonces existe N € Z* tal que a € I = (ar)N = (ra)Y =rNa €T

= ar,ra € VI

Por lo que VT es un ideal. Ahora bien, se sabe que vI C vV V1. Sea a € v/V/I, entonces existe
N € Z* tal que ¥ € VT, entonces existe M € Z* tal que (a™)M = aNM ¢ I, por lo que a € VT
y se tiene que VI = /I = VI es un ideal radical. n

Lema 7.19. Sea I C K[z, --- ,2,] un ideal. Entonces V(I) = V(VI).

Demostracion. Como I C /T entonces V(vI) C V(I). Por otro lado, sea & € V(I) entonces
p(@) = 0V p € I. Luego, para cualquier p € VT existe N € Z* tal que pV € I, por lo que
pN (@) =0 < p(é) =0 de donde & € V(VI). Por lo que V(I) C V(VT). n

Teorema 7.20 (Nullstellensatz fuerte). Para cada ideal I C C[zy,--- ,zy] se cumple Z(V(I)) =

VI

Demostracion. Por los lemas 7.8 y 7.19, se sabe que /I € Z(V(V1)) = Z(V(I)). Sea p € TZ(V(I)).
Considérese el ideal J = I + (py — 1) en el anillo Clz1,--- ,x,,y] con una nueva variable y.
Obsérvese que si (c1,- -+, ¢pyCnr1) € V(J) CC" M = (c1,-++ ,¢,) € V(I) € C". Como p € Z(V(I))
entonces p(ci,- - ,¢,) = 0, pero eso implica que p(cy,--+ ,¢,) - ¢np1 —1 = —1 (—+). Por lo que
V(J) = O, y la version débil del Nulistellensatz (teorema 7.15) implica que J = Clxy, -+, zy, y]-

Entonces existen g; € Clz1,- -, xn,y] tales que

L =gip1+ -+ gmPm + gms1(py — 1) (x) conlos p; € I (7.5)
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Como Clzy,- -+ ,zpn,y] C C(x1, -+ ,2,)[y], la expresién 7.5 puede verse como una igualdad de
polinomios en el anillo C(x1,--- ,x,)[y], por lo que la igualdad se conserva al valuar en cualquier
y € C(xy,- -+ ,x,). Particularmente higase y = % € C(z1,- -+ ,xn), entonces 7.5 se convierte en:

0

1
L=gip1+ -+ gl + 9m+1£p/p/1>/ (7.6)

donde g = ¢; (wl, I %) Es claro que en la igualdad 7.6 todos los denominadores presentes
son potencias de p, por lo que si IV es la potencia mas grande de p en un denominador, se multiplica

pV por la igualdad 7.6 y se obtiene:
PN =gip1+ -+ gnpm,

donde ¢/ = pNg, € Clxy,--- ,x,], por lo que pV € I y entonces p € V1. Asi, Z(V(I)) € V1. Por
lo tanto Z(V(I)) = V1. =

El teorema de los ceros de Hilbert en su versién fuerte, permite hacer una identificacién bi-
univoca entre las variedades algebraicas de C™ y los ideales radicales de Clxy, - - , x,], de tal forma
que los mapas Z y V son inversos. Es decir, si X C C™ es una variedad algebraica, entonces existe
un ideal T C Clxy,--- ,2,] tal que X = V(I) = V(V/T), por lo que se identifica la variedad X con
el ideal radical \ﬁ, asi:

I(X) =TI = W= VT

La demostracion del Nullstellensatz version fuerte también incluye otra herramienta util: un
mecanismo para determinar si un polinomio p pertenece o no al ideal v/I. El siguiente corolario

muestra el funcionamiento de este criterio.

Corolario 7.21. Sean p € C[zy,--- ,z,] e I C Clzy,--- ,2,] un ideal. Entonces p € /T si y sélo
sil+ (py—1)=Clzy, - ,Tn,y

Demostracion. (=) Supéngase p € I = T(V(I)). Si existiera (c1,---,cn,c) € V(I + (py — 1))
entonces (c1,- -+, ¢,) € V(I), por lo que p(cy, -+ ,¢,) = 0, pero entonces p(cy, - ,¢,)y — 1= —1
(—+) entonces V(I + (py — 1)) = O. Por lo tanto, el Nullstellensatz versién débil asegura que
I+ (py—1) =Clay, -, zn,yl.

(<) Supéngase I + (py —1) = Clzy,- -+, z,]. Supdngase por reduccién al absurdo que p ¢
VI = Z(V(I)), entonces existe (c1,---,¢,) € V(I) € C" tal que p(cy,---,¢,) # 0. Sea ahora
c = m € C, el cudl estd bien definido pues el denominador es distinto a cero. Como
(c1,++ ,en) € V(I), el vector (c1,--- ,cn,c) anula a todos los polinomios de I, mds ain también
anula a py — 1, pues

C,o.. C CoC—l: C DR C - —_— —
p( 1 s Cny ) P( 1, ) n) p(C1,"' ,Cn)
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por lo que (c1, -+ ,¢n,¢) EVI +(py—1)) Dy I+ (py—1) # Clxy, -+ ,2,,y] llegando asi a

una contradiccién. Por lo tanto, p € v/1. -

Observacion. Si I = (p1, -+ ,pn) es el ideal en cuestién, J =1+ (py — 1) = (p1, - , pn,py — 1).
Para determinar si J = C[z1,--+,2,,y] 0 no, basta con determinar la base de Grobner reducida
G de J, dédndose la igualdad si y sélo si G = {1}. En otras palabras, p € m si y s6lo
sf la base de Grobner reducida de (p1,- - ,pn,py — 1) es {1}.

7.3. Solucion de sistemas cero-dimensionales
Como se ha mencionado a lo largo del trabajo, una de las aplicaciones mas importante de las

bases de Grobner es la resolucion de sistemas de ecuaciones. Dado un nimero finito de ecuaciones

polinomiales, p;(x1,--- ,x,) =0, 4 = 1,--- ,m, resolver tal sistema equivale a determinar el con-
junto V({p1, -+ ,pm)) € K". El teorema de los ceros de Hilbert, asegura que si K es un campo
algebraicamente cerrado y si el ideal (p1,---,pm) # (1) entonces el sistema tiene al menos una

solucién. En esta seccién, se verd cémo encontrar estas soluciones explicitamente, cuando el sistema
tiene un nimero finito de soluciones. Por simplicidad se utilizara K = C, aunque de nuevo se puede
extrapolar las ideas mostradas a cualquier campo algebraicamente cerrado. Para mas informacién

sobre este tema, véase (Froberg, 1997).

Definicién 7.22. Sea I C Clzy, - ,z,] un ideal no cero. Se dice que I es cero-dimensional si
la dimensidn del C-espacio vectorial Clxy,- - ,x,]/I es finita, i.e. dime Clzy, -+, 2,]/T < 00. A su
vez, se dice que un sistema de ecuaciones {p; =0li = 1,--- ,m} es un sistema cero-dimensional
si el ideal (p1,-++ ,pm) es cero-dimensional.
Lema 7.23. Sea I C Clxy,- - ,x,] un ideal de monomios. Entonces

dime Clzq, -+ ,zp)/I < 0
si, y sélo si, existe m; € Z*1 tal que 2" € I paracadai=1,---,n.
Demostracidn. = Supdngase que dime Clzy, -+, 2,]/T < co. Si existiera algin ¢ tal que ninguna

potencia de z; pertenezca a I, entonces z* € M™\ I = x; € M"™ \ It(I) (claramente I = 1t(I)
para cualquier orden de monomios, pues I es un ideal de monomios). Por el teorema 5.12, 21" + I
debe entonces estar en la base del espacio vectorial Clzy,- - ,x,]/I para todo m, por lo que su
dimensién no podria ser finita.

< Supéngase que para cada i existe m; tal que x;"" € I y sea N = méx;(m;). Entonces todo
monomio de grado mayor a n(IN — 1) debe pertenecer a I. Nétese que este es el caso, pues para

que un monomio % tenga grado mayor a n(N — 1), al menos uno de sus exponentes «; debe ser

(o3

mayor que N, entonces a; > m; = x|zt = x)"

% = x* € I. Asi, sélo un niimero finito de
monomios no pertenece a I = 1t(I), y por el teorema 5.12, estos constituyen una base finita del

espacio vectorial Clzy,- -+ ,z,]/1. o
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Lema 7.24. Sea I C C[zy,--- ,x,] un ideal no cero. Entonces I es cero-dimensional si, y sélo si,

INClz;] # (0) paratodot=1,--- ,n.

Demostracion. = Supéngase que I es cero-dimensional. Témese i fijo, y sea < el orden de monomios
Lex con z; < 41 < -+ <2, <21 < --- < x;—1. En este orden, todas las potencias de z; son
menores que cualquier otro monomio que incluya alguna variable x;, j # i. Por el lema anterior,
existe m; tal que ;" € It(I), lo que implica que x;"" debe ser el término principal de algin poli-
nomio p € I. Como los demds términos de p son menores que x; " en el orden que se estd utilizando,
todos deben ser potencias de z; y evidentemente p € I N C[z;] # (0).

< Supédngase ahora que I N Clx;] # (0) para todo i = 1,--- ,n. Sean entonces P; € Clz;] NI

polinomios distintos de cero para cada ¢ y sea V' el C—espacio vectorial generado por la base
{z*| i = (i1, - ,in) coni; < deg(P;)}

Sea entonces ¢ : V — C[zy,---,2,]/I el mapa lineal definido por ¢(z?) +— [z?], que ma-
pea elementos de V' a sus respectivas clases médulo I. Si [p] es una clase lateral cualquiera de
Clxy,- - ,an)/I = p € Clzy, - ,x,]. Sea r =rem(p; P,--- , P,). Como r estd reducido respecto

a los P;’s, ninguno de sus monomios es divisible dentro de Im(FP;) = x?eg(Pi), lo que significa que
el exponente de x; debe ser menor que deg(P;), por lo que claramente r € V. Por otro lado,
p—re (P, - ,P,) CI= [p] =]r]. Entonces, existe r € V tal que ¢(r) = [r] = [p], por lo que ¢

es sobreyectivo. Por lo tanto dim¢ Clzy, -+, 2,]/I < dime V < 0. =

El siguiente teorema demuestra que efectivamente la definicién dada para ideales de dimension

cero es una caracterizacién del hecho de que tengan una cantidad finita de soluciones.

Teorema 7.25. Sea I C Clzy1, - ,x,] un ideal. I es cero-dimensional si, y sélo si, V(I) es un

conjunto finito.

Demostracion. = Supdngase que I es un ideal cero-dimensional. Por el lema anterior, para cada 4
existe P;(z;) € INC[z;]. Luego, se tiene que V(I) C {(c1, -+ ,¢n) € C"|Pi(¢;) =0 parai=1,--- ,n},
pues los P;’s deben ser anulados por V(I). Como cada P; tiene una cantidad finita de soluciones
en C (por el corolario 3.26), el conjunto que se acaba de construir debe ser finito y V(I) es finito.
< Supdngase que V(I) es un conjunto finito. Si V(I) = @ entonces por la versién débil de

Nullstellensatz (teorema 7.15) I = (1) = Clxy, -+, 2] = dime Clzq, -+ ,2,])/I =0. S V() # O

entonces V(I) = {¢,---,én} con
8]‘ = (CLj,CQJ’, e ,ij) con ¢; ; € C.
Sean entonces H; = (z; —ai1)(zi—aiz2) - (®i—ain), 4= 1,--- ,n. Luego, evidentemente los H;’s

se anulan para todos los &;, por lo que H; € Z(V(I)). Por el Nullstellensatz versién fuerte (teorema
7.20), Z(V(I)) = V1, por lo que H; € VINClz;] = H* € I NClx;] # (0), para toda I. Por lo

tanto, por el lema anterior, I debe ser un ideal cero-dimensional. n
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El teorema anterior asegura que si un ideal I es cero-dimensional, entonces existen polinomios
Unicamente en la variable x; que pertenzcan a I, para toda i. El siguiente corolario permite de
cierta forma extender dicha propiedad a una base de Grobner de I calculada respecto del orden
lexicografico, dando una forma triangular para el ideal. Es esta forma triangular la que permi-

tird resolver los sistemas de ecuaciones polinomiales.

Corolario 7.26 (Forma Triangular). Sea I C Clxy,- -+, z,] un ideal cero-dimensional distinto de
cero. Sea G = {¢1,--- ,gn} una base de Grobner para I respecto al orden Lex con z, < T,—1 <
.-+ < x9 < x1, ordenada tal que Im(g;) > lm(g;+1). Entonces, para cada i = 1,--- ,n, existe j tal

que Im(g;) = xf", para algin d; > 0y g; € Cla;, xiq1,- -+, Tnl.

Demostracion. Como I es un ideal cero-dimensional, el lema 7.24 asegura que para cada i, existe
un polinomio P; en I N Clz;]. Como It(G) = It(I), debe haber un polinomio g; € G tal que

Im(g;) |Ilm(P;), pero como P; € Clz;], claramente lm(g;) = z% para algin d; > 0. Como z'
es el monomio principal de g; con el orden Lex, todos los demas monomios deben ser menores
que xf’i, lo que significa que deben incluir inicamente las variables x;,z;y1, -+ ,x,, por lo que

9 € Clzg, xiq1, -+, znl. ]

El corolario anterior conduce directamente a un mecanismo para resolver sistemas cero-dimensionales,
pues la forma triangular de g1, - - - , gs es particularmente conveniente para encontrar V(I). El ulti-
mo polinomio de la base de Grobner debe ser elemento de Clzy,], i.e. g5 = gs(2,). Se encuentran
las raices de g5 y se sustituyen una por una en los demés polinomios de G. Luego de sustituir, al
menos uno de los polinomios anteriores debe ser elemento de C[z,,—1], por lo que se puede repetir
el proceso, continuando as{ hasta resolver polinomios en C[z]. Este método, conocido como back-
solving, permite ver que la reciproca del corolario también es cierta. Si la base de Grobner respecto
al orden lexicografico de un ideal I estd en forma triangular, se puede obtener V(I) por backsolving
y este es entonces un conjunto finito, por lo que el sistema debe ser cero-dimensional. El método

se ilustra mejor en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.3
Se desea encontrar las soluciones (z,y, z) € R3 para el sistema de ecuaciones:
22+ y2 e —
2 4 2y% =5,

rz = 1.
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Para ello considérese el sistema equivalente
Pyt 422 -4=0,
22+ 2y —5=0, (7.7)
zz—1=0.
Nétese entonces que resolver el sistema 7.7 corresponde a encontrar V(I) N R para el ideal
I= <a:2 +y? 422 -4, 22+ 2% — 5,22 — 1> C Clz,y, 2]
Se obtiene entonces la base de Grobner reducida para I, respecto al orden lexicografico con z <
Yy < x:
G={g=x+22 32,
=y —2" -1,

_ .4 3.2, 1
g3 =2"—352"+ 35}

Se resuelve entonces g3 para z:

z4—%z2+%20

3 9

s44,/2 -2
2 _ 2 4 3.1 _ 1
z=x1, +42

Por lo que las soluciones del sistema deben ser de la forma (z,y, £1), (z, y, :I:?) Luego, al sustituir
z por cada raiz de g3, go se convierte en un polinomio tinicamente en la variable y, por lo que se

encuentran sus raices.

°Siz—+1 o Siz=+2
2 5 1
gao(w,y, £1) =y* =1 —-1=0 02,9, £V2/2) =y = 5 —1=0
y=+V2 NoNE]
y== 5

Por lo que ahora se tienen ocho posibles combinaciones para los valores de y y z, teniendo
soluciones de la forma (a:, +1, :I:\/?) y (;v, :l:g, i@) Finalmente se sustituyen en el polinomio

g1 que ahora se convierte univariado en x y se resuelve para z:

gz, y,2) =2+22>-32=0 = z=32—22°

eSiz=1 eSiz=-1
r=3-1-2(1)3=1 =3 (~1)—2(-1)3 = -1

o Siz= °Sir=-¥2

v=3- () —2(LP = -1 oo 3 () 2Ly~ 1

Por lo tanto, se obtienen 8 soluciones al sistema de ecuaciones. En este ejemplo en particular,
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todas son de numeros reales, por lo que

R ={ (V555 ). (VEAE). (-5 4). (V250 F),

(—1,—\@,—1), (-1,&, —1) , (1, V3, 1) , (1,&, 1) }
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8 DEMOSTRACION
AUTOMATIZADA DE TEOREMAS
GEOMETRICOS

En este capitulo se mostrard la aplicacién de las bases de Grobner a la demostracién automo-
tizada de teoremas geométricos. Como ilustracion, al final del capitulo se presenta su aplicacion a
los casos no degenerados del teorema del hexagrama de Pascal.

El creciente interés por construir demostradores automaticos de teoremas, que dieran los pasos
formales de las demostraciones, o al menos demostradores automatizados, que determinaran la
validez de los resultados aunque no dieran los pasos de la demostracién, se hizo evidente en la
década de los 60’s. Segin Ferro y Gallo (1988), en 1959 fue desarrollado por H. Gelernter el
primer programa capaz de producir demostraciones formales de geometria elemental, en el centro
de investigaciones de la IBM en Nueva York. Aunque este programa contaba con una base de datos
de axiomas y de teoremas previamente demostrados que utilizaba como un operador de reduccién,
en muchas ocasiones necesitaba de la guia humana para sustituir razonamientos complejos por otros
mas sencillos. A pesar de la importancia histérica de este método, muchos de los investigadores
comenzaron a concentrarse en los llamados demostradores algebraicos, pues estos superaban varias
de las deficiencias del mismo (Ferro y Gallo, 1988).

Entre 1977 y 1978, Wu Wentsiin propuso una metodologia algebraica para demostrar teoremas
de geometria de forma automatizada, basada en un algoritmo de eliminaciéon descubierto por
J. F. Ritt en 1950. El método de Wu fue implementado por Chou en Austin, Texas, creando
asi la mayor coleccién de teoremas probados mecdnicamente hasta la fecha (Ferro y Gallo, 1988).
Estimulados por el éxito de Wu, multiples investigadores se han dedicado a estudiar el uso de
bases de Grobner a la misma problematica (Wu, 1997). Aunque es usual que el método con bases
de Grobner sea computacionalmente mas costoso que el algoritmo de Wu, ambas metodologias
son escencialmente equivalentes y pueden resolver el mismo tipo de problemas. Por otro lado, son
mucho mas comunes los paquetes algebraicos con implementaciones del algoritmo de Buchberger
que las implementaciones del algoritmo de Wu (Stokes y Bulmer, 2001). Ademds, las bases de
Grobner se pueden generalizar facilmente a algebras no conmutativas y conservan informacion
algebraica que se pierde con el método de Wu (Buchberger, 2013).

Aunque en la actualidad se investigan diferentes técnicas utilizando bases de Grobner, se pre-

senta a continuacién la metodologia mostrada por Cox et al. (2007) y J. Wu (1997).

91
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8.1. Proposiciones geométricas y polinomios

El primer paso para utilizar demostradores algebraicos es trasladar las proposiciones geométri-
cas en ecuaciones polinomiales. Para ello es necesario enfocarse en una geometria y hacer explicito
el campo K de los coeficientes y variables de los polinomios (Ferro y Gallo, 1988). Asi, en lo que
sigue se utilizard un sistema de coordenadas cartesianas en R?, que permitiré traducir tanto las
hipétesis como la conclusién de teoremas de geometria Euclideana en ecuaciones polinomiales. El
problema entonces, serd determinar si la conclusién es verdadera para todos aquellos puntos que
satisfagan las hipétesis. En otras palabras, los teoremas que se podran tratar con esta metodologia

son aquellos de la forma:
(Ve € R™™)[h1(&) =0Aho(E) =0A---Ahp(é) =0 = ¢(&) =0
donde h; € Rlug, -+ ,Um, L1, -, Tp] son las hipStesis y g € Rluq, -+, Um, 21, - ,Z,] es la
conclusién.

Observacion. Como regla general, se pensara en las variables u; como pardmetros que identifican
coordenadas independientes. Las variables xz; denotaran las coordenadas que queden total o al
menos parcialmente determinadas por las hipdtesis del teorema y los puntos definidos previamente.
Evidentemente esta eleccién de coordenadas no es tinica por cada teorema, pues depende de la

construccién que se haga del mismo.

Es relevante notar que no todas las proposiciones geométricas son expresables de esta manera,
la siguiente proposicién enumera algunas de las proposiciones geométricas mas comunes que pueden

traducirse en ecuaciones polinomiales.

Proposicién 8.1. Sean A, B,C, D, E, F' puntos en el plano. Cada una de las siguientes proposi-

ciones geométricas puede ser expresada por una o més ecuaciones polinomiales.
1) AB es paralela a CD.
11) AB es perpendicular a CD.
11) A, By C son colineales.
1v) La medida de los segmentos AB y CD son iguales, i.e. AB = CD .
V) C se encuentra sobre una circunferencia con centro A y radio AB
vi) C es el punto medio de AB.
vil) Los dngulos agudos ZABC'y ZDEF son iguales, i.e. ZABC = /DEF.

Demostracion. Considérese el plano con un sistema de coordenadas cartesianas R2, por lo que se
tiene

A= (ul’UZ)’ B = (U3,U4), C= (u57U6)
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1)

I11)

v)

VI)

VII)
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D = (u7,us), E = (ug,u10), F = (u11,u12)

Dos rectas son paralelas si, y s6lo si, sus pendientes son iguales. Entonces

AB H CD & Ya — W2 = Us — Yo =4 (’LL4 — UQ)(U7 — ’LL5) = (US — ’LLG)(Ug — ul)
uz — U U7 — Us

& (ug —ug)(uy —us) — (ug —ug)(us —ug) =0
donde ademas la expresion sigue siendo verdadera en el caso cuando las rectas son verticales.

Se aplica de nuevo el concepto de pendiente, notando ahora que dos rectas son perpendiculares
si, y sélo si, el producto de sus pendientes es -1. Asi,

Ugy — U2 U — Up Uy — U2 U7 — Us
AB 1 CD < . =-1& =— &
Uz —up U7 —Us Uz — Uz Uug — Ug

< (ug —ug)(ug —ug) = —(uy — us)(ug — u1) <
= (U4 — UQ)(Ug — U6) =+ (U7 — U5)(U3 — Ul) =0.

Nétese que de nuevo se conserva la igualdad en el caso que alguna de las rectas sea vertical.

Una forma de expresar esta proposicién es requiriendo que C' pertenezca a la recta AB. La
recta que pasa por A y B se puede expresar como:

Uy —u
Y= uifuj(x_ul)—i_w(:) (y —u2)(ug —uy) — (ug —uz)(x —ug) = 0.

Nuevamente el caso cuando AB es vertical estd considerado. Luego C € AB si, y sélo si,

cuando = = us y y = ug se cumple la identidad, es decir

(UG — UQ)<’IL3 — ul) — (U4 — UQ)(U5 — ul) =0

AB=0CD & /(us —u2)? + (uz — u1)2 = \/(ug — ug)? + (uy — us)?
& (ug —ug)® + (ug — u1)? — (ug — ug)® — (uy —uz)® = 0.
Basta con que C' cumpla con la ecuacién de una circunferencia centrada en A y radio AB,
(x —u1)® + (y —u2)® = (us — u2)® + (uz —w1)? &
e (r—u)? + (y—u2)? — (ug —uz)? — (ug —u1)*> =0
Por lo que C' estd en la circunferencia si y sélo si

(us — u1)2 + (ug — uQ)2 — (ug — U2)2 — (ug — u1)2 =0

Que C sea el punto medio de AB es equivalente a que las distancias AC = CB y que C

esté sobre la recta AB, por lo que se reduce a las ecuaciones de 111 y 1v.

Sean ZABC'y Z/DEF angulos agudos. Sean X y Y puntos sobre BC' 'y E'F tales que AX 1|
BC y DY 1 EF.El hecho que los angulos ZABC'y ZDEF sean agudos asegura la existencia
v unicidad de los puntos X y Y. Entonces, ZABC = ZDFEF si, y sélo si, los tridngulos



94

Figura 8.1: Proyeccién de AB sobre BC

rectangulos AABX y ADEY son semejantes. Como son tridngulos rectangulos, su semejanza

se traduce en la igualdad de razones

AX DY
BX EY
Como BX es la proyecciéon de BA sobre BC' (ver Figura 8.1) y AABX es rectangulo se tiene
<AX>2_AX2 _AB°-BX' 4B 4AB'BC"
BX BX BX’ BX’ (AB - BC)?
_ (w3 = w1)? + (ua = u2)*)((us — ua)* + (ug —wa)®)
((us — u1)(us — ug) + (us — u2)(us — ua))?
Anédlogamente
— 2
DY _ ((ug — u7)? + (w10 — ug)®)((u11 — ug)? + (u12 — u10)?) 1

Wg ((ug — ur)(u11 — ug) + (u10 — us)(ui2 — u1p))>?

Por lo tanto, los angulos agudos ZABC'y ZDEF son iguales si y sélo si

AX DY

BEx By
((uz —u1)? + (ua — u2)?)((us — uz)® + (ue —ua)?) _ ((ug —ur)? + (w10 — ug)?)((ur1 — ug)? + (u12 — u10)?)

((ug —u1)(us — uz) + (ug — u2)(ue — uq))? ((ug — ur)(u11 — ug) + (w10 — ug)(u12 — u10))?
[((us — u1)? + (ua — u2)?)((us — uz)® + (u — ua)®)][(uo — ur)(u11 — ug) + (u10 — us)(u12 — u10)]°—
[((ug — u7)? + (u10 — us)?) (w11 — ug)*(ur12—u10)?)][(us — u1)(us — us) + (ua — uz)(ug — us)]> = O.m
A continuacién se ejemplifica cémo traducir un teorema de geometria euclideana a un sistema
de ecuaciones polinomiales, utilizando la proposicién 8.1.
Ejemplo 8.1
Teorema. Sea ABCD un paralelogramo en el plano (AB || CD y AC || BD).
Entonces las diagonales AD y BC se intersectan en su punto medio.
Es claro que la veracidad del teorema es independiente al sistema de coordenadas que se elija, por

lo que por simplicidad se situara el origen en A, y el eje de las abscisas sobre la recta AB. De esta

=
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forma los puntos quedan como
A= (070)3 B= (Ul,O), C= (Ug,Ug)

A diferencia de los puntos A, B y C' que son independientes, D queda determinado por la eleccién
de los otros tres, por lo que, por convencién, en lugar de denotar sus coordenadas por variables u; se
denotardn por variables x;. Mds atn, podrian introducirse dos nuevas variables D = (1, 23) pero
serfa necesario incluir la condicién AB || CD. Es posible resumir toda esta informacién requiriendo
de una vez que la coordenada en y de D sea la misma que C, i.e. D = (x1,us) reduciendo asi el

nimero de variables que aparecen en el teorema (Figura 8.2).

Figura 8.2: Paralelogramo sobre el plano R? para traducir teorema en polinomios

D = (x1,u3) C'= (u, uz)

Por la eleccién de los puntos A, B,C y D ya se tiene que AB || CD. Para asegurar que ABCD

sea un paralelogramo se debe tener que AD || BC:
(U3 — 0)(U2 — Ul) — (’LLg — 0)(51/'1 — 0) =0
hl = U3U2 — U3U] — U3T]1 — 0
Sea E = (z2,23) el punto de interseccién de AC' y BD. Esto se puede interpretar como E € AC

y E € BD, por lo que se puede reescribir en ecuaciones polinomiales segin el inciso 111) de la

proposicién 8.1:
(x3 —0)(uz —0) — (ug — 0)(z2 —0) =0
ho = x3us — ugxe =0
(x3 —0)(x1 —0) — (uz — 0)(x2 —u1) =0
hs = 311 — uzrs + uzu; =0
Las conclusiones del teorema, que E es el punto medio de AC'y BD se pueden escribir como:
AE=EC: g =a3+ 23— (ug —22)* — (uz —13)> =0
BE=FED: gy=(x0—u1)’>+ 22— (x1 —22)%> — (ug —23)> =0

Asi, se obtienen las 3 hipétesis hq, ho y hg y las conclusiones g1, g2, polinomios en Q[uq, uz, ug, €1, T2, T3],

aunque uq, usg, U3, T1, Tz, x3 podrian ser cualquier valor de R, por lo que el teorema se traduce en
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las proposiciones:
(V Uy, U, U3, L1, T, T3 € R)[hl =0Ahy = 0/\h3 =0= g1 = 0}
(V Uy, U, U3, L1, T2, T3 € R)[hl =0Ahy=0Ah3=0= go = 0}

Lo cual significa que para que el teorema sea verdadero, basta verificar que V(g;) D Vr({(h1, ha, hs3))

para i =1, 2.

Como se ve en el ejemplo anterior, para que la conclusiéon g de un teorema sea verdadera
dadas las hipétesis hy,--- , hg, es suficiente con que g sea cero siempre que lo sean los h;, i.e.

Vr(g) D Vr({h1,--- , hg)). La siguiente definicién formaliza esta idea.

Definicién 8.2. Sean hy, ha, -+ ,hr € Rluy, -, Um, Z1, -+ ,Zy] las hipdtesis de un teorema ge-
ométrico. Y sea g € Rluy, - ,Um,T1, - ,&y] otro polinomio no cero. Se dice que g se deduce

estrictamente de las hipdtesis hy, - ,hy sig € Z(V), con V.=V ((h1,- -, hg)).

Observacion. Note que por el lema 7.8 se tiene que
geI(V)= (9 €Z(V) = V(g9) =V((9)) DV(IZ(V)) DV
con V =V({h1, - b)) = V({h1, -+ , b }), por lo que
V(g) D V({h1, -, hi})

Asi, g siempre se anula cuando los h;’s se anulan.

Proposicién 8.3. Sean hy, - - , hy, g polinomios en Rluy, -+, Uy, @1, ,Tp]. Sig € /{1, , hg)

entonces g se deduce estrictamente de hq,--- , hg.

Demostracion. Si g € \/{h1,--- ,hi) entonces existe r € Z* tal que g" € (hy,--- ,hy). Entonces
g" =Y ¢;h; para algunos ¢; € Rluy, -, Um,x1, -+ ,Ty], por lo que g", y, por ende, g se anulan

cuando los h;’s se anulan, i.e. g € Z(V((h1,-- , hx))). n
Noétese que por la observacion al lema 7.8, es posible que
(ha, - shie) SZOV(V Ry i) = ZV((hay - ).

Por esto, aun cuando g & /(h1,- -, hy), podria darse el caso que g si se deduzca estrictamente

de hy, -, hi. Considérese en cambio el ideal
IC = <h1’... 7hk> g (C[ul,... s U, T, ,an

La versién fuerte del Nullstellensatz (teorema 7.20) asegura que Z(V(I¢)) = v/Ic, para V(I¢) C
C™*". Resulta evidente que si g € v/Ic entonces g € \/(h1,- -+ , hy)p, pero también su reciproca

es cierta (véase Cox et al., 2007), por lo que

g € <h17"'>hk>R @gevl(c.
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Utilizando la metodologia del corolario 7.21, se tiene
g € 4/(h1, -+, hg)g © la base de Grébner reducida de (hq,--- , hg, 1 —yg) es {1}.

Esto significa que la propiedad 8.3 permite determinar si el teorema es verdadero para todo C™*"
o no. De esta forma, es sencillo probar teoremas en C, que evidentemente se cumplirdn también en
R, mas no es sencillo refutar teoremas en R, pues podria darse el caso que el teorema se cumpla
en R pero no su generalizacién en C.

Ademas de la inconveniencia de no estar trabajando en un campo algebraicamente cerrado
(en donde el Nullstellenzats fuerte aseguraria el reciproco de la propiedad 8.3), resulta ser que la
definicién 8.2 es muy fuerte para los teoremas que generalmente se estudian en geometria. Como
menciona Cox et al. (2007), es usual enunciar teoremas en geometria que se cumplen siempre y
cuando las hipétesis no estén en un caso degenerado (por ejemplo el segmento AB se degenera
en un punto cuando A = B). El trabajo a continuacién va encaminado a dar una definicién de

deduccion que permita demostrar este tipo de teoremas también.

8.2. Demostraciones geométricas con casos degenerados

Considérese un teorema de geometria de la forma
(Ve € R™™)[h (&) =0 A -+ Ahg(6) = 0= g(¢) = 0]

conhy, -, hg,g € Rlug, -+, Um, 1, ,Zy]. Siexiste un polinomiop € (hy, -+, hip)R[ug, -, U],
entonces los u;’s no son totalmente independientes como se suponia, pues existen valores fijos para
los u;’s que permiten que las coordenadas x;’s sean arbitrarias, contrario a lo que se suponia que
eran dependientes de los u;’s. En estos casos en los que las hipdtesis se degeneran, es irrelevante lo
que suceda con la conclusién g, pues unicamente es necesario que g se cumpla cuando las hipétesis
no estan degeneradas.

Sea V. = V({h1, -+ ,hx)) C R™ el teorema 7.12 asegura que existe una descomposicién

irredundante tnica en variedades algebraicas irreducibles como
V=VuWhu---uvV,.

Si se diera el caso en que existan polinomios sélo sobre los u;’s que se anulen en algunos de los
componentes V; de Vel problema se reduciria a determinar si la conclusién sigue en el resto de
componentes, pues como se menciond anteriormente, es irrelevante qué suceda con g en los V;’s

con casos degenerados. En otras palabras, se desea determinar si g € Z(V'), con V/ C V la unién

de los componentes de V en los que no se anula ningin polinomio de Rluq, -« , ug].
Definicién 8.4. Sea W una variedad algebraica irreducible en R™T™ con coordenadas uy,-- - , U,
T1,: - ,Tyn. Se dice que las variables uy,--- ,uy, son algebraicamente independientes en W

st Rlug, -+ um] NZ(W) = {0}, i.e. no existe ningin polinomio unicamente sobre las variables
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UL, -+, Uy que se anule sobre W.

Definicién 8.5. Sean hi, ha, -+, hr € Rluy, - ,Um, T1, -+, Tp] las hipdtesis de un teorema ge-
ométrico. Y sea g € Rluy, -+ ,Um, X1, ,Ty] otro polinomio no cero. Se dice que g se deduce
genéricamente de las hipdtesis hy,---  hy si g € Z(V'), donde V' es la unidn de los componentes
irreducibles de V.=V ((h1,--- ,hi)) en los que los u;’s son algebraicamente independientes.
Proposicién 8.6. Sean hy,--- , hy,g polinomios en Rluy, - U, x1, - ,&,]. Si existe un poli-
nomio distinto de cero c(uy, - ,Um) € Rlug, -+ ,uy] tal que ¢- g € VH, con H = (hy, -, hy) C
Rluy, -+ ,tm,x1, - ,x,]. Entonces g se deduce genéricamente de hy,--- , hg.

Demostracion. Sea V; una de las componentes irreducibles de V'’ como en la definicién 8.5. Como
cg € VH, cg € Z(V') € Z(V;). Por la proposicién 7.10, como V; es una variedad irreducible,
Z(V;) debe ser un ideal primo. Luego, ¢ no puede estar en Z(V;), pues los u;’s son algebraicamente

independientes sobre V;, entonces g € Z(V;), para todos los componentes de V. Por lo tanto

geNzv) =7 (Jw) =z(v)

y g se deduce genéricamente de hy,- -+, hy. n

Teorema 8.7. Sean hq,- -, hg,g polinomios en Rluy, -, Um,T1, -+ ,Zp]. Sea H el ideal gener-
ado por los h;’s en Ruy, -+ ,Um, T1, - ,Tpn). Y sea H el ideal generado por los h;’s en el anillo

R(uy, - ,um)[x1, - ,x,]. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. Existe un polinomio distinto de cero c(uy, -+ ,um) € Rlut, -+, uyy,] tal que cg € VH.
2. g€ \/ﬁ
3. {1} es la base de Grébner reducida del ideal
<h17. oo hp,1— yg> C R(U1, .. ,Um)[ﬂﬁlw .. 7$nyy]-
Demostracion.

s (1=2): Supdngase que existe ¢ € Rluq, -+, u,,] distinto de cero tal que ¢- g € vV H entonces

existe una potencia r tal que (¢- g)" = ¢"g" € H. Entonces

k
g = Zpihi, con p; € Rlug, -+, upm, @1, , 20| =
i=1
k b
T Yig
g - Z cr h’l7
=1
lo cual es posible hacer pues ¢” # 0. Evidentemente ahora los 2 € R(u1,- -, um)[21, -, Tl
pues su denominador inicamente contiene a las variables uy, - - - , u,,. Por lo tanto, g" € H=

ge VH.
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= (2= 1):SigeV H entonces existe r € ZT tal que g" € H=

k
g => pihi,
1=1

donde los p; € R(uy, -+ ,um)[T1, - ,Zn] y los hy € Rlug, -+ ,tpm,x1,- -+ ,2y]. Sea ¢ el pro-
ducto de los k denominadores de los p;’s (pudiendo estos ser 1). Claramente ¢ € R[uy, -« , ty,],
c#0y cp; € Rlug, -+ ,um, 1, ,&,] Vi=1,--- k. Multiplicando por ¢" la expresién

anterior se obtiene
k

(c-9)" = Z(Crpi)hu

i=1

por lo que (c-g)" € H= c-g€VH.

» (2= 3): g € V H entonces g € H y evidentemente y"¢g" € H. Entonces existen p; €

R(uy, - yum)[x1, -, &), i =1,k tales que
y'g" =pihi + - + prhg.
Luego se obtiene
l=y'g"+(1-yg)=y"g" + (1 +yg+y’¢" +--+y g (1 ~yg)
= prha +poho + -+ prhi + (L +yg + 579 + -+ g (1 - yg)
€ (hi,ha, -+  hr, 1 —yh) CR(uy, - ,um)[z1, ,Tn, Yy

Lo anterior implica que (hy, ha, -+ ,hg, 1 —yg) = R(ug, -+ ,um)[®1, -, Zn, y]. Luego, como

la base reducida de Grébner de un ideal es unica, su base debe ser {1}.

s (3= 2): Si la base de Grobner de (hy,ha,---  hg,1 —yh) es {1}, deben existir polinomios

P15y Pk+1 GR(’U/L'" 7um)[x17"' 7xnay] tales que
1 =pih1+ -+ prhy + pr+1(1 — yg)

Imitando el procedimiento utilizado en la demostracién de la versién fuerte del Nullstellensatz

(teorema 7.20), se sustituye y por % en la igualdad anterior, obteniendo

L= phhy+ -+ pihi

Pi=DPi|T1," " s Tns— |,
g

y los h;’s no cambian pues no dependen de y. Como todos los denominadores de los p} son al-

donde

guna potencia de g, se puede encontrar una potencia r tal que ¢"p; € R(uq, -+ ,tm)[x1, -+, Zy)

Vi=1,---,k. Entonces, multiplicando la igualdad anterior por g” se obtiene
9" = (9" P+ + (g P} € H,

por lo tanto, g € V H. n
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El teorema anterior constituye entonces el resultado culmen de este trabajo, permitiendo utilizar
el calculo de bases de Grobner para determinar algoritmicamente si un resultado geométrico es
deducible genéricamente a partir de otros. Este proceso serd entendido como demostrar de forma

automatizada un teorema de geometria, y se puede resumir de la siguiente manera.

Problema 5. (Demostrar un teorema de geometria euclideana) Demostrar que un teorema de

geometria euclideana 7 es verdadero (siempre y cuando no se degeneren las hipdtesis).

Solucion. Si tanto las hipétesis como la conclusién se pueden escribir en forma de ecuaciones
polinomiales (como los enunciados de la proposicién 8.1), entonces el siguiente proceso permite
verificar la validez del teorema en C (lo que implicaria que también es cierto en R, pero no se

puede utilizar para determinar su falsedad en R).

1. Elegir un sistema de coordenadas cartesiano y traducir las hipétesis y conclusion de 7 en
ecuaciones polinomiales. Para ello utilizar las variables uq, - - - , u,, para los parametros libres

v x1,- -, T, para aquellos que quedan determinados por las construcciones anteriores.

2. Utilizando el algoritmo de Buchberger (en cualquiera de sus implementaciones, por ejemplo

el algoritmo 6.2) calcular una base de Grobner G para el ideal
<h17 o 7hka 1- yg> € R(uh' o 7um)[x13 o ,J?n]

donde h; son las hipétesis de 7 y g su conclusién, y es una variable mas.

3. Dependiendo de la versién del algoritmo de Buchberger utilizada, si este no reduce la base

de Grobner, utilizar el algoritmo 5.1 para reducir la base de Grobner G en G'.

4. Si G’ = {1} el teorema 7 es verdadero en C, y por tanto en R, por lo que el teorema de
geometria es cierto en el espacio cartesiano R? utilizado. Si G’ # {1}, el teorema no es
verdadero en su generalizacién para C, aunque no puede concluirse nada sobre su veracidad

en el espacio R?

8.3. Ejemplo: El hexagrama de Pascal

En esta seccion se da una demostracién automatizada del teorema del hexagrama de Pascal,
ejemplificando asi la utilidad del método de demostracién automatizada con bases de Grébner. A
criterio personal del autor, el teorema de Pascal es el candidato perfecto para poner a prueba el
método desarrollado, pues desde su enunciado mismo menciona objetos eminentemente algebraicos
como lo son las cénicas.

El teorema en cuestién fue descubierto por el filésofo y matematico Blaise Pascal alrededor de
1640, teniendo sélo 16 anos de edad. Como senala Coxeter (1967), la prueba original de Pascal es

desconocida, pues se perdid el manuscrito. Sin embargo, es sabido que G. W. Leibniz ley6 e incluso
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halagé la prueba del joven Pascal (Coxeter, 1967). Dados los resultados y métodos disponibles
en la época de Pascal, Coxeter (1967) sugiere que la prueba original pudo haber estado limitada
tinicamente al caso en el que la cénica fuera una circunferencia, probablemente utilizando alguna
forma del teorema de Menelao. En todo caso, Pascal estaba consciente de que su teorema se
aplicaba a todas las conicas, seglin su ensayo sobre cénicas “Fssay pour les coniques”, el cual ha
sobrevivido hasta la fecha (Coxeter, 1967).

Actualmente, como menciona Borodzik y Zoladek (2002), se suele presentar una de dos de-
mostraciones del hexagrama de Pascal: una utilizando tétradas armonicas para el caso del circu-
lo y geometria proyectiva para la generalizacion a cdnicas; u otra que depende del teorema de
Bacharach-Cayley, por medio del cual se cuenta el niimero de intersecciones de curvas cubicas en
el plano proyectivo. La demostraciéon automatizada que se proveerd a continuacién, aunque no
permita ver los pasos de una demostracion formal, permitird verificar la validez del teorema en los
casos genéricos. Se utilizara también la metodologia de bases de Grobner para probar uno de los

casos degenerados del teorema de Pascal, siendo este el caso del teorema de Pappus.

8.3.1. El Teorema El siguiente es el enunciado del teorema que aparece en Coxeter
(1967), limitada al caso de la circunferencia como seguramente lo habria enunciado originalmente

B. Pascal.

Teorema (Hexagrama de Pascal). Si los seis puntos de un hexdgono yacen
sobre la misma circunferencia y las tres parejas de lados paralelos se intersectan,

entonces los tres puntos de interseccién son colineales.

Es relevante mencionar que a pesar de que este enunciado exija que los pares de lados opuestos
se intersecten y que el hexdgono tenga seis vértices, el teorema sigue siendo valido en dichos
casos degenerados (véase Coxeter, 1967). Sin embargo en dichos casos es necesario dar una nueva
interpretacion de las hipétesis y conclusién del teorema, por lo que no se considerardan estos casos
en este trabajo. De igual forma, al sustituir la palabra circunferencia por cénica, el teorema sigue
siendo vélido incluso para conicas degeneradas como lo son un par de rectas, este caso constituye
el teorema de Pappus que se demostrard més adelante.

Se enuncia entonces a continuacion el teorema de una manera mas adecuada para su posterior

analisis

Teorema (Hexagrama de Pascal-Version 2). Sean A, B,C,A’, B’ y C’ seis
puntos cualesquiera sobre una cénica I'. Si los pares de rectas AB’ con A'B,
AC’ con A’C, y BC' con B’C se intersectan en los puntos X, Y y Z, respec-

tivamente. Entonces, X,Y y Z son colineales.
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8.3.2. Demostracion Laimplementacién de la demostracién automatizada se hard con
el sistema algebraico computacional SAGE (Stein et al., 2015) y se puede encontrar en el Apéndice
11.1. SAGE es un software matematico gratis y de codigo abierto, construido sobre otros numerosos
paquetes de c6digo abierto como: NumPy, SciPy, matplotlib, Sympy, Maxima, GAP, FLINT y R,
combinados con un lenguaje comin basado en Python.

Obsérvese que la cénica I' se puede representar como la variedad V() C R?, donde « es una

curva cuadrdtica (Weisstein, s.f.), por lo que tiene la forma:
T:v(a,b,¢,d, f,g;w,y) = az® + by® + cey + dz + fy+ g =0, (8.1)

donde a,b,c,d, f,g € R son pardametros que caracterizan a I'. Nétese sin embargo que estos 6
parametros no son unicos por cada cénica, pues sus multiplos caracterizan a la misma variedad.
Por la construccién que se hara de las hipotesis del teorema, serd 1til que los parametros de T’
queden determinados por la eleccion de algunos de los puntos de la cénica, por lo que el teorema
se demostrard identificando dos casos (mds adelante se verd que basta considerar tinicamente dos

casos para demostrar los casos genéricos del teorema): (1) cuando a # 0y (2) cuando a = 0.

Caso 1: a # 0. Dividiendo la ecuaciéon 8.1 y renombrando las variables

adecuadamente, se caracteriza la conica I' mediante
U:vy(Lb,e,d, f,g;2,y) = 2% +by” + cay +de + fy+g =0 (8.2)

la cual tiene exactamente cinco parametros que la determinan de forma biunivoca. Dado que cinco
puntos determinan una cénica (Weisstein, s.f.), los cinco pardmetros quedardn determinados luego
de elegir los cinco primeros puntos del hexdgono. Se comienza entonces por elegir un sistema de
coordenadas cartesianas, por simplicidad se elige el sistema con origen en A y el punto B = (0,1),

por lo que se definen los primeros cinco puntos:
A=(0,00 B=(0,1) C=(uy,u2) A =(uzus) B = (us,ue)

Luego, los parametros b, c,d, f y g deben ser tales que los cinco puntos anteriores satisfagan la

ecuacion 8.2. Para A, eso se traduce en
v(1,b,¢,d, f,9;0,0) =g=0=¢g=0.
Luego, sabiendo que g = 0, para B se obtiene:
v(1,b,¢,d, f,0;0,1) =b+ f=0= f = —b.
Por lo que la ecuacién 8.2 se reduce a la ecuacién méas simple
[:v(1,b,c,d,—b,0;2,y) = x> + by* + cxy + dx — by = 0. (8.3)

Entonces b, ¢ y d deben cumplir con la ecuacién 8.3 para los puntos C, A’ y B’, con lo que se
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plantean las primeras hipétesis del teorema

hi = u% + bug + cuius + duy —bug =0

hy = ug + bui + cuguy + dug — bug =0

hs = ug + bu% + cusug + dus — bug = 0
Para parametrizar el sexto punto, C’, de la cénica, nétese que su primera coordenada se puede
elegir arbitrariamente, pero la segunda debe ser tal que C’ cumpla también con la ecuacién 8.3.
Los puntos X,Y y Z quedan totalmente determinados luego de construir los puntos del hexagono,

por lo que todas sus coordenadas son dependientes, asi se parametrizan el resto de los puntos de

la construccién como
C'=(ur,m1) X =(x3,23) Y =(v4,25) Z=(xg,27)
Entonces se agrega la hipdtesis que C’ € T’
hy = ug + bxy + curxy + duy — bxy =0,

y las hipétesis que X,Y y Z son los puntos de interseccién de los lados del hexdgono, utilizando el

inciso 111) de la proposicién 8.1

X =AB'NnA'B
A, B’, X son colineales : hs = us(ug — x3) — (us — 22)ug = 0
A’ B, X son colineales : hg = uz(rg — 1) — (ug — 1)z2 =0
Y =AC'nA'C
A,C",Y son colineales : hy = u7(z1 — x5) — (u7 — 24)31 = 0
A", C,Y son colineales : hg = (u1 — ug)(uz — o5) — (u1 — x4)(uz2 — ug)
Z=BC'NnB'C
B,C', Z son colineales : hg = uz(x1 — x7) — (uy — x6) (21 — 1) =0
B’,C, Z son colineales : h1g = (u; — us)(u2 — x7) — (ug — xg)(uz — ug) =0
Finalmente, la conclusién X,Y y Z colineales se traduce como
g = (x3 —x5)(xq — x6) — (X2 — 24) (25 — 7).

e esta forma, se obtienen diez hipétesis hi, ho, - , hig una conclusién ara el teore-
D ta f , bt diez hipét hi, ha, , hig, 1 1t
ma, traducidos a polinomios con parametros uy,--- ,u7 y variables dependientes b, ¢, d, z1, - - - , 7.

Pasando al paso 2) (segin la solucién al problema 5), se debe encontrar la base de Grébner G para
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Figura 8.3: Resultado Implementaciéon en SAGE Teorema de Pascal Caso a # 0

#Calculo de la base de Gribner correspondiente
G=V.groebner_basis('toy:buchberger2")
G

[1]

el ideal:

<h1ah2a"' 7h‘10a1 _yg> g R(Ul,"' ,U?)[b,C,d,fEl,"' am7ay]'

Utilizando el algoritmo de Buchberger. Para ello se utilizan las lineas 45-47 del cédigo en el
Apéndice 11.1, utilizando la funcién V.groebner_basis(’toy:buchberger2’) de SAGE, donde
el argumento ’toy:buchberger2’ le indica que utilice la implementacién del algoritmo de Buch-
berger utilizando los tres criterios de Buchberger como en el algoritmo 6.2. Es importante notar

que el ideal V al que se le obtiene su base de Grobner, es un ideal del anillo
R = Q(ulv' o ,u7)[b,c,d,x1,- o 7157,2/]

con campo Q en lugar de R. Sin embargo, es claro que todos los polinomios hy,--- ,h1,9 € R, y
dado que el algoritmo de Buchberger iinicamente realiza operaciones elementales con los coeficientes
de los polinomios (suma, resta, multiplicacién y divisién), la base de Grébner de V es la misma sin

importar si se calcula en R o Q.

Finalmente, ejecutando el cédigo del Apéndice 11.1, se obtiene el resultado esperado (Figura
8.3):
G=A{1}

por lo que, segin el teorema 8.7, g se deduce genéricamente de hi,--- ,hig y queda demostrado

el teorema de Pascal para casos no degenerados cuando la cénica correspondiente tiene coeficiente

a#0.

Caso 2: a = 0. Se considera b # 0, pues si b también fuera cero, la conica,
como se verd después, se degenera en un par de rectas, reduciéndose asi al teorema de Pappus
que se demuestra después. Dividiendo la ecuaciéon 8.1 por b, haciendo a = 0 y renombrando las

variables adecuadamente, se caracteriza la conica I' mediante
L0, 1,¢,d, f,g;2,y) = y* + cxy + de + fy+9=0 (8.4)

la cual tiene exactamente cuatro parametros que la determinan de forma biunivoca. Estos paramet-
ros quedaran determinados luego de elegir los cuatro primeros puntos del hexdgono. Se elige en-
tonces el mismo sistema de coordenadas que en el Caso 1, por lo que se definen los primeros cuatro
puntos:

A=(0,0) B=(01) C=(uu) A = (usu).
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Para A, la ecuacién 8.4 se traduce en
7(0,1,¢,d, f,9;0,0) =g=0=g=0.
Luego, sabiendo que g = 0, para B se obtiene:
7(0,1,¢,d, £,0;0,1) =14+ f=0= f = —1.

Notese de esta ultima igualdad que si b = 0 en lugar de 1, f deberia ser cero también, por lo

que la coénica se reduciria a la ecuacion
~7(0,0,¢,d,0;2,y) =cxy+de =0&2=0 ycey+d=0,

que es una pareja de rectas para cualesquiera valores de ¢ y d, caso que se demostrara més adelante.

Regresando al caso a = 0,b # 0, la ecuacion 8.4 se convierte en la ecuacién mas simple
I':~(0,1,¢,d,—1,0;2,9) = y* 4+ cxy + dx —y = 0. (8.5)

Entonces ¢ y d deben cumplir con la ecuacién 8.5 para los puntos C'y A’, con lo que se plantean

las primeras hipotesis del teorema
hi = u% + cujug + duy — ug =0,
hy = ui + cusuyg + duz — uy = 0.

Nétese ahora que aunque la primera coordenada de los puntos B’ y C’ puede ser arbitraria,
la segunda queda determinada por la cénica I', mientras que para los puntos X,Y y Z, las dos
coordenadas quedan totalmente determinadas por los puntos del hexdgono. Asi, se escriben el resto

de puntos como
B' = (us,m1) C' = (ug,z2) X = (v3,24) Y = (w5,76) Z= (x7,28).
Se agregan la hipétesis B’ e 'y C’ € T
hs = x% + cusx1 + dus — x1 =0,
hys = 1:% + cugxrs + dug — xo = 0,
y las hipétesis que X,Y y Z son los puntos de intersecciéon de los lados del hexdgono:
X =AB'NnA'B
A, B', X son colineales : hy = us(x1 — x4) — (us — x3)x1 =0
A’ B, X son colineales : hg = uz(rqy — 1) — (ug — 1)z3 =0
Y =AC'NnAC
A, C")Y son colineales : hy = ug(wy — x6) — (ug — o5)x2 =0

A", C,Y son colineales : hg = (u1 — ug)(uz — x6) — (u1 — x5)(uz —ug) =0
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Figura 8.4: Resultado Implementaciéon en SAGE Teorema de Pascal Caso a # 0

#Calculo de la base de Grobner correspondiente
G=V.groebner_basis('toy:buchberger2")
G

[1]

Z=BC'NnB'C
B,C', Z son colineales : hg = ug(x2 — 28) — (ug — x7)(z2 — 1) =0

B’,C, Z son colineales : hig = (u; — us)(uz — x3) — (u1 — x7)(ug — 1) =0
Finalmente, la conclusion X,Y y Z colineales se traduce como
g = (x4 — x6) (x5 — x7) — (¥3 — x5) (w6 — @)

De esta forma, se obtienen diez hipétesis y una conclusién para el teorema, traducidos a poli-
nomios con parametros ui,--- ,ug y variables dependientes c¢,d,x1,--- ,xs. Ahora bien, se debe

encontrar la base de Grobner G para el ideal:
<h17h27 e 7h'107 1- yg> g R(’U/h e ,U6)[C,d7$1, e ux87y]'

Utilizando el algoritmo de Buchberger. Para ello se utilizan las lineas 44-46 del codigo en el
Apéndice 11.2, utilizando la funcién V.groebner_basis(’toy:buchberger2’) de SAGE, tal y
como se hizo en el Caso 1.
Finalmente, ejecutando el cédigo del Apéndice 11.2, se obtiene el resultado esperado (Figura
8.4):
G={1}

por lo que, segun el teorema 8.7, g se deduce genéricamente de hy,- -+, h1g y queda demostrado el
teorema de Pascal para casos no degenerados cuando la cénica correspondiente tiene coeficientes
a=0yb#0.

8.3.3. Caso Degenerado: Teorema de Pappus Aunque ya se demostré el
caso genérico del teorema de Pascal, resulta interesante considerar el caso cuando la cénica se
degenera en un par de rectas (lo que sucede cuando a = b = 0 en la ecuacién 8.1). Este caso lo
constituye el teorema de Pappus, el cual fue demostrado por primera vez hacia el ano 300 A. de C.
por Pappus de Alejandria, y cuyo rol en los fundamentos de la geometria proyectiva fue reconocido

hasta 16 siglos después (Coxeter, 1967). El enunciado del teorema es como sigue

Teorema (Pappus). Sean A, By C tres puntos sobre una recta, y A’, By C’,
puntos sobre otra. Si las rectas AB’, AC’ y BC’ se intersectan con las rectas
A'B, A’C'y B'C en los puntos X,Y y Z, respectivamente. Entonces los puntos
X,Y y Z son colineales.
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Se procede entonces a dar la demostracion del teorema siguiendo los pasos de la solucién
al problema 5. Por simplicidad, se elige el sistema coordenado con origen en A y B = (0,1).
Considerando que C' y C’ inicamente tendrén una coordenada libre, pues deben caer en las rectas

AB y A'B’, respectivamente, y que X,Y y Z estdn completamente determinados, se obtiene:
A= (O7O)a B= (071)7 C= (07u1)
A= (UQ,U/?,), B = (ua, us), C'= (ug, 1)

X = (x2,23), Y = (va,25), Z=(x¢,27)

Dado que A, B y C son colineales por construccién, las hipdtesis restantes del teorema se

traducen como:
A’ B" y C’'colineales: hy = (uz — us)(ug — ug) — (ug — ug)(us — 1) =0

X =A'BNnAB

A’ By Xcolineales: hy = ug(z3 — 1) — (u3 — 1)za =0

A, B" y Xcolineales: hy = u4(us — x3) — (ug — x2)us =0
Y = A'CNnAC

A’ C'y Ycolineales: hy = (u; — u3)xy — (u; — x5)ug = 0

A, C"y Ycolineales: hy = ug(x1 — z5) — (ug — x4)z1 =0
Z =B'CnBC’

B',C'y Zcolineales: hg = (u; — us)xe — (u1 — 7)ug = 0

B,C" y Zcolineales: hy = ug(x1 — x7) — (ug — x¢)(x1 — 1) =0

Y la conclusién se traduce en

X,Y y Z colineales: g = (v3 — x5)(x4 — 26) — (x2 — x4) (x5 —27) =0

Finalmente, se encuentra la base de Grobner del ideal
(hi,-+ by, 1= gy) CR(uy, - ug)[2r, -+ 27, Y]
ejecutando las lineas 43-45 del cédigo del Apéndice 11.3 (Figura 8.5), con lo que se obtiene
G ={1}

Por lo que se ha demostrado el teorema de Pappus genéricamente.
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Figura 8.5: Resultado Implementaciéon en SAGE Teorema de Pappus

46
47

#Calcular base de Grobner

48  G=V.groebner_basis('toy:buchberger2")
49 G

50

51

[




9 CONCLUSIONES

Aqui concluye la introduccién a la teoria de bases de Grobner que se propuso hacer en este
trabajo. Las aplicaciones de esta teoria son innumerables y actualmente se sigue investigando
su aplicacién a toda una gama de distintos problemas. Note que la base de todo el desarrollo
mostrado, fue extrapolar el algoritmo de la divisién de polinomios sobre una variable a los anillos
de polinomios en varias variables. Ante el problema de la no unicidad del residuo del algoritmo de
reduccién en varias variables, Buchberger construyo las bases de su teoria que se muestran en este
trabajo. El desarrollo iniciado por Buchberger es impresionante, pues no sélo define las bases de
Grébner como los objetos que permiten solucionar este problema, sino que demuestra su existencia
para todo ideal de polinomios en varias variables y proporciona un algoritmo para calcularlas. Se
espera que la manera en la que fueron expuestas estas ideas en este escrito, permitan al lector

apreciar lo admirable del trabajo de Buchberger, a la vez que la simpleza y belleza de sus ideas.

Con el objetivo de mostrar esta poderosa herramienta a los interesados en el tema, aun si no han
llevado antes un curso completo de dlgebra abstracta, se presenté en el Capitulo 2 una recopilacién
de los resultados sobre anillos, campos e ideales que fueron necesarios durante el desarrollo de
este trabajo. En el Capitulo 3 se trabajé con el anillo de polinomios en una variable, demostrando
algunas de las propiedades mas importantes y conocidas del mismo. El desarrollo del Capitulo 3 se
hizo de tal forma que la construccién de los anillos de polinomios en varias variables del Capitulo
4, fuera inmediata. Aunque muchas de las propiedades de K[z] se extrapolan a K[z1, -, 2,], se
mostré por qué el algoritmo de la divisién de K[z] es inutil en K[z1, - - - , z,]. Fue necesario entonces
estudiar los 6rdenes de monomios y sus propiedades, los cudles permiten construir un algoritmo
de reduccién que extiende las ideas del de la divisién de Klz] a K[z1,- - ,z,]. Ademds, en este
desarrollo, se demostraron dos resultados muy importantes en el algebra que merecen mencionarse:
el lema de Dickson y el teorema de las bases de Hilbert, los cudles son imprescindibles para el

funcionamiento del algoritmo de Buchberger, asegurando la finitud de las bases de Grobner.

En el Capitulo 5 se introdujo las bases de Grobner, mostrando que en efecto solucionan el
problema de la unicidad del residuo del algoritmo de reduccién, como se queria. Luego, en el
Capitulo 6, se discutio el algoritmo de Buchberger para calcularlas. Estudiando la complejidad de
este algoritmo, se vio que no puede ser menor a 22()(d), d el mayor grado de los generadores del
ideal, sin embargo se introdujeron algunas mejoras para evitar redundancias en el algoritmo, y se
argumentd que la mayoria de problemas que surgen en las aplicaciones se pueden resolver en tiempos

mucho menores a este. Aun asi, la complejidad del algoritmo de Buchberger y otros algoritmos
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para calcular bases de Grobner, es un tema que se investiga ampliamente en la actualidad. Al final
del Capitulo 6, se muestra también las primeras aplicaciones de las bases de Grobner: el determinar
si un polinomio cualquiera pertenece o no a un ideal dado I; y el caracterizar la forma del anillo
cociente K[zq,- - ,z,]/I.

En los ultimos Capitulos, 7 y 8, se muestran otras aplicaciones de las bases de Grobner. Las
aplicaciones del Capitulo 7 son quizas las més dtiles, pues se muestra cémo resolver sistemas
de ecuaciones utilizando este método. A su vez, en el mismo Capitulo, se muestra uno de los
resultados méas importantes de la geometria algebraica: el Nullstellensatz, o teorema de los ceros
de Hilbert. Si bien es cierto que la demostracién de Hilbert no utilizaba bases de Grobner, esta
metodologia permite demostrar de forma sencilla este resultado, cuya comprensiéon antes estaba
destinada tinicamente a los estudiantes de posgrado.

La aplicacién mostrada en el Capitulo 8, es quizas una de las més interesantes de la teoria. El
encontrar métodos para demostrar teoremas de forma automatizada, es actualmente un tema muy
investigado, y buena parte de los investigadores se dedican a los demostradores algebraicos, como los
que utilizan bases de Grobner. Aqui, es necesario exponer las dificultades y limitaciones que tienen
las pruebas de los teoremas del hexagrama de Pascal y de Pappus, presentadas. Aunque esté claro
que se dio una demostracién de los mismos en sus casos genéricos, Unicamente se mencioné que
estos son los casos en los que la forma de la configuracién construida por el teorema no contenga
degeneraciones (i.e. puntos distintos que colapsan en uno, rectas que se intersectan que se vuelven
paralelas, etc.), sin embargo no fue posible dar un listado concreto de cuédles casos no fueron
considerados por el algoritmo mostrado. Estos casos corresponden con las condiciones sobre los
parametros u; que no pueden hacerse cero, durante el cdlculo de la base de Grobner; en otras
palabras, son todos aquellos polinomios sobre los u; que aparecen en algiin denominador durante
la ejecucién del algoritmo de Buchberger. Si bien enlistar estos polinomios no es tarea facil, lo
més complicado es traducir de regreso estos polinomios a las configuraciones geométricas que los
generan. A pesar de esta limitacién, se pudo hallar una prueba poco usual para el teorema del
hexagrama de Pascal, que toma en consideracién desde un principio una cénica cualquiera, en lugar
del camino clésico de probarlo para el caso de la circunferencia y luego extrapolar el resultado. A su
vez se identifico la dificultad de determinar cuéles son los casos degenerados que no se demostraron

con este acercamiento, por lo que queda como una pregunta abierta para futuras investigaciones.
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11 APENDICES

11.1. Implementaciéon Hexagrama: Caso 1

#Funciones para traducir proposiciones geométricas a polinomios
#Colinealidad

colinealesl (al,bl,a2,b2,a3,b3)=(b2—bl)=*(a3—a2)—(b3—b2)x(a2—al)
colineales=lambda M,N,O: colinealesl (M[0] ,M[1],N[0],N[1],0[0],0[1])
conical (a,b,c,d,f ,x,y)=a*x"2+b*xy 24 ckx+yt+d*x+{*y

conica=lambda a,b,c,d,e,P: conical(a,b,c,d,e,P[0],P[1])

#Primero se encuentra la cdénica que pasa por cinco puntos cualesquiera
#Anillos a utilizar

A.<ul,u2,u3,u4,u5,u6,u7>=PolynomialRing (QQ,7)

F=FractionField (A)
R.<b,c,d,x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,y>=PolynomialRing (F,11)

5| #Puntos

A=(0,0); B=(0,1); C=(ul,u2)
Al=(u3,ud); Bl=(u5,u6); Cl=(u7,x1)
X=(x2,x3); Y=(x4,x5); Z=(x6,x7)

#Hipdtesis

#C, Al, Bl y Cl caen sobre la cdnica
hl=conica(1,b,c,d,—b,C)

h2=conica (1,b,c,d,—b,Al)

h3=conica (1,b,c,d,—b,B1)

5| hd=conica (1,b,c,d,—b,C1)

27| #X = AIB N ABI

h5=colineales (A,B1,X)
h6=colineales (Al,B,X)

4 = AIC N ACL
h7=colineales (A,C1,Y)

3| h8=colineales (A1,C,Y)

5|#Z = B1C N BCl1

h9=colineales (B,C1,Z)
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hl0=colineales (B1,C,Z)

#Conclusion

g=colineales (X,Y,Z)

2|#Ideal Radical
3| V=R.ideal ([hl,h2,h3,h4 ,h5,h6,h7,h8 ,h9,h10,1—yx*g])

s5|#C4alculo de la base de Grobner correspondiente

i|G=V.groebner_basis(’toy:buchberger2’)

G

11.2. Implementacién Hexagrama: Caso 2

#Funciones para traducir proposiciones geométricas a polinomios
#Colinealidad

colinealesl (al,bl,a2,b2,a3,b3)=(b2-bl)*(a3—a2)—(b3—b2)*(a2—al)
colineales=lambda M,N,O: colinealesl (M[O] ,M[1],N[0],N[1],0[0],0[1])
conical (a,b,c,d,e,x,y)=a*x"2+b*y 24 ckx+yt+dxxtexy

conica=lambda a,b,c,d,e,P: conical(a,b,c,d,e,P[0],P[1])

#Primero se encuentra la cdénica que pasa por cuatro puntos cualesquiera
a=0)

#Anillos a utilizar

A.<ul,u2,u3,ud,ub,u6>=PolynomialRing (QQ,6)

F=FractionField (A)

R.<c,d,x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,y>=PolynomialRing (F,11)

#Puntos

A=(0,0); B=(0,1); C=(ul,u2)
Al=(u3,ud); Bl=(u5,x1); Cl=(u6,x2)
X=(x3,x4); Y=(x5,x6); Z=(x7,x8)

#Hipéteses

#C, Al, Bl y Cl1 caen sobre la cdénica
hl=conica (0,1,c,d,—1,C)

h2=conica (0,1,c,d,—1,Al)

h3=conica (0,1,c,d,—1,B1)

h4=conica (0,1,c,d,—1,C1)

| #X = A1B N AB1
‘| h5=colineales (A,B1,X)

h6=colineales (Al,B,X)

(al hacer
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#Y = AIC N AC
h7=colineales (A,C1,Y)
h8=colineales (A1,C,Y)

#Z = B1C N BC1

5| h9=colineales (B,C1,Z)
il hl0=colineales (B1,C,Z)

#Conclusion

g=colineales (X,Y,Z)

#ldeal Radical
V=R.ideal ([hl,h2,h3,h4 ,h5,h6,h7,h8 h9,h10,1—gxy])

#Céalculo de la base de Grébner correspondiente

G=V.groebner_basis(’toy:buchberger2’)

5| G
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11.3. Implementacion Teorema de Pappus

#Funciones para traducir proposiciones geométricas a polinomios
#Colinealidad

colinealesl (al,bl,a2,b2,a3,b3)=(b2-bl)*(a3—a2)—(b3—b2)*(a2—al)
colineales=lambda M,N,O: colinealesl (M[0] ,M[1],N[0],N[1],0[0],0[1])

i|#Anillo en el que se trabajara

#Campo de fracciones de los pardmetros libres
A.<ul,u2,u3,ud,ud,u6>=PolynomialRing (QQ,6)
F=FractionField (A)

#Anillo
R.<x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,y>=PolynomialRing (F,8)

s|#Definicién de Puntos

A=(0,0); B=(0,1); C=(0,ul)
Al=(u2,u3); Bl=(u4,u5); Cl=(u6,x1)

| X=(x2,%x3); Y=(x4,x5); Z=(x6,xT7)

s|#Hipétesis del teorema

#A,B y C son colineales por construccién

#A1, Bl y Cl son colineales
hl=colineales (Al1,B1,C1)

#X = AIB N AB1
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h2=colineales (Al,B,X)

il h3=colineales (A,B1,X)

4Y = AIC N ACL
h4=colineales (A1,C,Y)
h5=colineales (A,C1,Y)

#Z = BIC N BC1
h6=colineales (B1,C,Z)
h7=colineales (B,C1,Z)

i|#Conclusién

#X, Y y Z colineales
g=colineales (X,Y,Z)

#Ideal a utilizar
V=R.ideal ([h1,h2,h3 ,h4,h5 h6,h7,1—gxy])

#Calcular base de Grébner

G=V.groebner_basis(’toy:buchberger2’)

5| G




