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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo de graduacion es explicar la soluciéon de un
problema de fisica experimental en mecdnica cudntica usando topologia algebraica. El
efecto Aharonov-Bohm es un fendmeno puramente cudntico el cual consiste en de-
mostrar la importancia del potencial vectorial magnético en una region libre de campo
magnético. Para poder realizar esta demostracion se trabaja primero con el desarrollo
tedrico presentado por Aharonov y Bohm en 1959. Cuya presentacion se realizé en
un experimento idealizado en dos dimensiones que es fisicamente imposible de reali-
zar. Para esta explicacion se utiliza la formulacion cudntica en términos de la integral de
trayectoria. Después se presenta una breve descripcion de la demostracidn experimental
definitiva de dicho efecto, realizada por Akira Tonomura en 1986, la cual fue realizada
en tres dimensiones. Finalmente, se demuestra utilizando los espacios topoldgicos de
las dos presentaciones anteriores, la de dos dimensiones y la de tres dimensiones, que
dichos espacios tienen la misma estructura topoldgica por lo tanto son equivalentes, por

lo tanto el desarrollo experimental valida completamente el desarrollo tedrico.



I. INTRODUCCION

El efecto Aharonov-Bohm es un fenémeno puramente cudntico, i.e., no tiene anélo-
go clésico. En este efecto una particula cargada eléctricamente se ve afectada por un
campo electromagnético; ain cuando esta viaja en una region libre de campos magnéti-
cos y eléctricos. Pero en esta region existen potenciales eléctricos o vectoriales magnéti-
cos. En esta monografia se presenta el efecto Aharonov-Bohm en su version del desfase
en la medicion de probabilidad de llegada de dos rayos de electrones. Estos rayos de
electrones interactdan con un potencial vectorial magnético, fendmeno que no se ve en

la teoria clasica .

En 1949 Werner Ehrenberg y Raymond Siday descubrieron este efecto por primera
vez, sin que su trabajo tomara relevancia. Diez afios después en 1959 David Bohm y
su alumno Yakir Aharonov describieron este efecto de manera independiente, ya que
el trabajo de Ehrenberg y Siday no fue conocido ni muy dado a conocer en el ambito
cientifico. Bohm y Aharonov publicaron su trabajo en la revista Physics Review bajo el
nombre “Significance Of Electromagnetic Potentials In The Quantum Theory” (Aha-

ronov, 1959).

El articulo fue causa de controversia debido a que reducia las cantidades fundamen-
tales de la teoria electromagnética en fisica cudntica a los potenciales electromagnéti-
cos. A diferencia de su contraparte en la fisica cldsica en la cual las cantidades funda-
mentales son los campos electromagnéticos y los potenciales s6lo tienen un significado
matematico, no fisico. La utilizacion de los potenciales electromagnéticos dio lugar a
un gran rechazo de la existencia de dicho efecto, ademds, porque ellos presentaron en
su articulo un caso muy restringido en dos dimensiones el cual experimentalmente es

fisicamente imposible de realizar.

Muchos experimentos fueron realizados para demostrar la existencia de dicho efec-

to. La demostracion definitiva de la existencia de este efecto fue presentada por Akira



Tonomura y sus colaboradores en 1986. En su articulo “Experimental confirmation of
Aharonov-Bohm effect using a toridal magnetic field confined by a superconductor”

ellos demostraron la existencia de dicho efecto en tres dimensiones.

Aharonov y Bohm presentaron un experimento idealizado en dos dimensiones. To-
nomura por su parte presentd un experimento en tres dimensiones. El objetivo de esta
monografia es demostrar mediante propiedades topoldgicas que los espacios en los cua-

les se realizaron los experimentos son homeomorfos' .

Con base al objetivo de la investigacion es necesario identificar varios aspectos que
concebirdn que la investigacion sea completa y se lleve a cabo de manera integral. Entre
los cuales estan: explicar tedricamente el efecto Aharonov-Bohm, Discutir la existencia
fisica del potencial vectorial magnético y demostrar la cuantizacion del campo magnéti-

CO.

Dado que los articulos de Aharonov y Tonomura son tratados en espacios fisicos
diferentes es de gran importancia demostrar que ambos son equivalentes para dar una
validacion satisfactoria de la existencia del efecto Aharonov-Bohm. De la misma forma
el efecto Aharonov-Bohm demuestra que las cantidades electromagnéticas fundamen-
tales en mecdnica cudntica son los potenciales electromagnéticos lo cual no sucede en
mecanica clasica y esto abre la pregunta sobre la existencia fisica de estos potenciales.
La investigacion de Aharonov y Bohm abre nuevos espacios y preguntas, como /exis-
te el potencial vectorial magnético?, ;el flujo magnético estd cuantizado?. Que fueron
controversiales y fueron confirmados gracias a Tonomura. La indiscutible equivalencia
de los experimentos identificados en ambos articulos hace necesaria la explicacion que

se realiza en esta investigacion.

"Ver capitulo Teorema de Van Kampen



II. CONTRUCCION DE LA INTEGRAL DE
TRAYECTORIA

Derivaremos la integral de trayectoria a partir de la ecuacion de Schrodinger. De la

ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo: (Altland, 2001)

iho,|¥) = H|¥) )

obtenemos el operador de evolucién temporal

[¥(n) = UIY()) )

El operador U es conocido como el propagador, y este describe la evolucién tempo-
ral del estado |¥) bajo la influencia del Hamiltoniano para ir de un estado en tiempo ¢’

a un estado en tiempo ¢. El propagador es definido por (Altland, 2001)

U(d. 1 q.0) = (¢l "7 )q) (3)

Iniciaremos la derivacion de la integral de trayectoria describiendo la evolucién tem-
poral por pequeios tiempos infinitesimales. En orden de formular esta idea dividiremos
la evolucion temporal en N >> 1, intervalos €. Ademas, sin pérdida de generalidad

hagase ' = 0 (Altland, 2001).

ool- )« oo{- 1)

Donde € = t/N, y considerando el limite duando N tiende a infinito. Utilizando la

siguiente aproximacion

eA+B — eAeBef[A,B]/Z (5)

Y aplicando el Hamiltoniano en (4), obtenemos

e—iHe/h — e—iTe/h e—iVe/h e(TV—VT)(e/h)2 (6)



e—iHE/h — e—iTE/he—iVG/h + 0(62)

Utilizando (3), (4) y (7) tenemos (Altland, 2001)

<qf|[e_iHE/h]N|qi> — <qf|Ae—iT€/he—iVE/hA L. Ae—iTE/he—iVE/hlqi>

Ahora insertamos en cada posicion indicada por A el elemento identidad

_ f f dgudpalgn) (gl (pal

Insertando (9) en (8), obtenemos

Noétese que

(gylle™™ M Ng;y =

f ]_[dqn f ]—[dpn<qf|qN><qN|pN><pN|e Telte Vg 1)

—iTe/h

X{qn-1|pPn-1 Pyl T eV gy 0y X -+ X (Gl pa)

(pale™ e VMg 1y x - x {qilpi X pile™ eV gy

Notese que g5 = gn, gi = qo, entonces escribimos (10) como

(qrlte™ " Mgy =

fﬂdanl—[dpn<CJN|PN><PN|€ ielhg lve/hk] -1

—zTe/he—tVs/h

X{gn-11pN-1{PNn-1le lgn-2) X+ X{qulpn)

(pale™ ™M™V g 1y x -+ x{qi|p X pile” T e Ve M g

(7)

(8)

9)

(10)

(11)



Evaluando los eigenvalores de energia potencial en el Ket, y del operador energia

cinética en el Bra, obtenemos: (Altland, 2001)

—leT/he

(@ulpa){pule TV G 1) = Gl Pa)Pal @y ye T P iV ian-DIR (12)

Usando

1
(qlp) = (plg)* = ——=e"r'"
\V2rh

En (12), se obtiene

. . 1 . . . .
<qn|pn><pn|e—lET/he—16V/h|qn_l> — _etqnpn/hetqn-1pn/he—leT(pn)/he—lev(qn-l)/h (13)

V2rh

Notese que para cada 0 < n < N se tiene una expresion similar a la ecuacién (13).

Insertando (13) en (11) tenemos: (Altland, 2001)

(qrle™ Mgy = (14)
.. 74P e Gni1 =4
d n n . (T u + V W) — Dn n+l n)
L_WD q Dzﬂhexp[ lh; (Pne1) + VAqn) = Pror——

Entonces la evolucion temporal es expresada como una 2N — 1 integral sobre los
eigenvalores. En cada escalon de tiempo t, = ne, n = 1,..., N, estamos integrando
sobre un par de coordenadas (g,, p,) parametrisadas por ¢ en el espacio de fase clésico.
Tomando todos los puntos (g,, p,) estos forman una trayectoria discreta de N—puntos
en este espacio. Tomando el limite N — oo y manteniendo fijo t = Ne, el conjunto
discreto t, = ne,n = 1,..., N, se convierte en un conjunto denso en el intervalo [0, 7], y
entonces el conjunto de puntos (g,, p,) en el espacio de fase forma una curva continua

(g(1), p(?)). También notemos que en el limite tenemos: (Altland, 2001)
N-1 :
€ - dr
2~

4n+1 — (qn .
—6 - at’9|z'=t,, = Q|t’=t,,



T(ppi1) + V(gn) = T(ply=,) + V(qly=,) = H(ply=s,, qli=s,)

En el limite N — oo, T y V son evaluados en vecindades de tiempos muy pequefios,
lo cual llegara a ser irrelevante. Por lo tanto, con este argumento se pasa de lo cudntico
a lo clasico. Por lo tanto en la tercera linea H denota el Hamiltoniano clasico. Al tomar
el limite N — oo se define la medida de integracién de la integral (14) de la siguiente
forma: (Altland, 2001)

N—-

q(D=qy 1 N
f D(g, p) = lim f ﬂdqn ]_[
q(0)=g; 7 Jaiar p=l

n=1

dp,
2rth

Aplicando las convenciones desarrolladas cuando N — oo a la integral (14) obtene-
mos como resultado final: (Altland, 2001)

q(1)

(qle Mgy = f D(q,p)eXp[i f dt’(pf'J—H(p,q))] (15)
4(0) i Jo

La ecuacion (15) representa la formulacion Hamiltoniana de la integral de trayec-
toria: la integral se extiende sobre todas las trayectorias posibles del espacio de fase
clasico del sistema las cuales inician y terminan en los mismos puntos ¢; y gy. La con-

tribucion de cada trayectoria es pesada con su accion Hamiltoniana (Altland, 2001).

Usando la conexion entre Hamiltoniano y Lagrangiano por medio de una transfor-
mada de Legendre, H(p, q) = pg — L(p, q), la accion clésica de una trayectoria t — g(¢)
es dada por: (Altland, 2001)

S =f0dt'L(Cl,éj)Zfodt'[pil—H(P,q)] (16)

Ahora escribiremos la integral (15) en términos de L. Empesaremos por escribir el

lado derecho de (15) de la siguiente forma: (Altland, 2001)

q(1) i ¢ i ¢ p2
f Dgq exp [——fdt’V(q)]poexp [——fdt’(——pq)] (17)
4(0) nJo i)y 2m



La integral en Dp de (17) volvemos a rediscritisarla y a reinstalar el limite conti-

nuum: (Altland, 2001)

N
tin [ ]
N—oo

n=1

dp e X3 P> q q
n . n+1 n+l = Yn

—i— — — Dy ————— 18
2nh exp[ 7 ( m DT e )] (18)

Realizando integracion Gausiana, la ecuacion (18) queda

N 1/2 N-1 2
3 Nm € m (qn+1 — qn
fim [ ] inm) P (lh ZO A

n=1 =
Nm \M? i (" m
— 1, - dl_ , 2 1
(N‘i?o(itznh) )eXp(th tz(af")) (19)
Insertando (19) en (17) obtenemos
q(0) Nm \N? i (! m
Dql 11 ar (Zaugy - ) 2
fq«» q(NgIgo(itzﬂh) )exp(hf0 (S0r0 V(q)) (20)

De la integral anterior, de (16) y de (15) tenemos

q(1)

(qsle™™ M| g;y = f Dq(t)eXp[% f dt'L(q,é])] (21)
q(0) 0

Donde la medida de integracion de la integral anterior es

N/2 N-1

) [ [ 4.

3 Nm
Dq(t) = lim (it27rh

La integral (21) es la formulacién Lagrangiana de la integral de trayectoria, en don-
de L es el Lagrangiano cléasico. En mecéanica cudntica una transicion de amplitud puede
ser expresada en términos de una integral de dimension infinita que se extiende sobre
trayectorias en el espacio de fase (15) o el espacio de configuraciones (21). Notese
que todas las trayectorias tienen los mismos puntos iniciales y finales. Ademads, cada
trayectoria esta pesada por su accion cldsica. Notese en particular que la amplitud de
transicion cudntica a sido cambiada a una forma que no contiene operadores mecéni-

cos cudnticos. Sin embargo, la mecanica cudntica estd presente. Esto debido a que la



integracion se extiende sobre todas las trayectorias y no solo al subconjunto de solucio-
nes de las ecuaciones cldsicas del movimiento. Finalmente las dos formas de la integral
de trayectoria, (15) y (21), representan la implementacién formal de una presentacion

alternativa de la mecanica cuantica (Altland, 2001).



III. TEOREMA DE VAN KAMPEN

Uno de los problemas basicos de la matematica moderna es calcular el grupo funda-
mental asociado a un espacio topolégico dado. En este capitulo se presenta el teorema
de Van Kampen, el cual ofrece una forma de calcular el grupo fundamental de un es-
pacio topoldgico mediante la descomposicion de este espacio en espacios topoldgicos
mds simples cuyos grupos fundamentales son mds faciles de calcular (Hatcher, 2002).
El objetivo del capitulo es presentar el teorema de Van Kampen y aprender a usar es-
te teorema. El teorema de Van Kampen sera de gran importancia en la conexion de la
teoria y el experimento del efecto Aharonov-Bohm. Antes de enunciar dicho teorema,
se presentaran la teoria de espacios topoldgicos, se definird homotopia entre trayecto-
rias y finalmente se construird el grupo fundamental. Para finalmente enunciar dicho
teorema y mostrar unos ejemplos de como se aplica este teorema. Iniciaremos entonces

con la definicién bésica de lo que es un espacio topoldgico (Hatcher, 2002).

3.1 Definicion: Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7 de subconjuntos

de X, llamados los conjuntos abiertos que satisfacen: (Munkres, 2000)

1. Cualquier union de elementos de 7 pertenece a 7.
2. Cualquier interseccion finita de elementos de T pertenece a T

3. 0y X pertenecen a T.

Note que el conjunto vacio @ es el conjunto que carece de elementos.

3.2 Definicion: Un espacio topoldgico es el par (X, 7). El cual se abreviara diciendo X

es un espacio Topoldgico (Munkres, 2000).

3.3 Definicion:Sea X un espacio topolégico y x € X, una vecindad de X es un conjunto

U el cual contiene un conjunto abierto V tal que x € V (Munkres, 2000).
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3.4 Definicion: Sean X y Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y. Entonces f es
continua en xy € X si y solo si para cada vecindad V de f(xj) en Y, existe una vecindad
U de xy en X tal que f(U) € V. Se dice que f es continua sobre X si y solo si f es

continua en cada xy € X (Munkres, 2000).
3.5 Teorema: La composicion de funciones continuas es continua (Munkres, 2000).

3.6 Definicion: Un espacio X es disconexo si y solo si existen conjuntos abiertos no
vacios H,K, tales que HN K = 0y HU K = X. Entonces se dice que X es disconexo
por H y K. Cuando no existen tales disconexiones, se dice que X es conexo (Munkres,

2000).
3.7 Teorema: La imagen continua de un espacio conexo es conexa (Munkres, 2000).

Sean X, una coleccion de conjuntos donde a = 1,2, 3, ..., definimos cualquier unién

de X, como X = U,X,; y la interseccion finita de X, como ﬂg’:lXa.

3.8 Teorema: Si X = U,X, donde cada X, es conexo y ﬂg:IXa # (, entonces X es

conexo (Munkres, 2000).

De la definicién (2,6) notamos que un conexo es un espacio topoldgico de una so-
la pieza, el cual no puede ser separado en dos conjuntos abiertos. Hasta aqui se han
presentado algunas definiciones bésicas y algunos teoremas, estos son necesarios para

explicar el concepto de homotopia.

3.9 Definicion: Sea X un espacio topoldgico y sea I = [0, 1]. Un mapeo continuo
a : I — X es llamado una trayectoria con punto inicial xy y punto final x; si @(0) = xj
y (1) = x;. Si a(0) = a(1) = xy, la trayectoria es llamada un loop con punto base x, o

un loop en xy (Munkres, 2000).

3.10 Definicion: Sea x € X, se define una trayectoria constante ¢, : I — X como

ci(s) = x Vs € I. Una trayectoria constante es también un loop constante dado que
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¢:(0) = ¢,(1) = x (Munkres, 2000).

3.11 Definicion: Un espacio X es conexo por trayectorias si y solo si para cualesquie-
ra dos puntos xp, x; € X, existe una trayectoria con punto inicial xy y punto final x;

(Munkres, 2000).

3.12 Teorema: Todo espacio conexo por trayectorias es conexo (Munkres, 2000).

3.13 Corolario: Un subconjunto abierto y conexo de R” es conexo por trayectorias

(Munkres, 2000).

Entonces de la definicion (3,9) podemos decir que una trayectoria es un camino que
nos lleva de un punto x, a un punto x;. Ahora dotaremos con una estructura algebraica

el conjunto de trayectorias o loops de un espacio topoldgico.

3.14 Definicion: Sean «, 8 : I — X trayectorias tales que a(1) = 8(0). El producto de «

y B, denotado por «a * 3, es una trayectoria en X definida por: (Munkres, 2000)

a(2s) 0<s<1/2
BRs—-1) 1/2<s<1

a * fB(s) =

Note que en la definicion anterior, tenemos por el teorema (3,5) que « * 8 es una

trayectoria continua.

3.15 Definicion: Sea o : I — X una trayectoria de xo a x,. La trayectoria inversa o' de

a, la cual va de x; a x, es definida por: (Munkres, 2000)

a l(s) = a(l — )

Dado que un loop es un caso especial de una trayectoria, el producto de loops y el
loop inverso se definen de la misma forma que el presentado para una trayectoria en

las dos definiciones anteriores. Para dotar de una estructura algebraica al conjunto de

1

loops notemos que @ * @' no es necesariamente igual a c,. Porque la multiplicacién de
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loops esta prametrizada para @ por [0, 1/2] y para @™ por [1/2, 1]; mientras que c, esta
parametrizado por [0, 1]. Por lo que se necesita de un concepto mas fuerte, el cual es

conocido como homotopia (Munkres, 2000).

3.16 Definicion: Sean f,g : X — Y mapeos continuos, decimos que f es homotdpica
a g si existe un mapeo continuo F : X X I — Y 3 F(x,0) = f(x)y F(x,1) = g(x) para
cada x. El mapeo F es llamado una homotopia entre f'y g, denotada f ~ g. Si f ~ g
y g es el mapeo constante, entonces se dice que f es homotopicamente nulo (Munkres,

2000).

La definicién anterior nos da el concepto de homotopia. Reescribiendo la definicion

anterior en terminos de loops, tenemos:

3.17 Definicion: Sean o, : I — X loops en xj. Se dice que @ y 8 son homotdpicas,

denotado a = S, si existe un mapeo continuo F : I X I — X tal que
F(s,0) = a(s), F(s,1) =B(s)Vs el

FO,1)=F(,t) = xoVt el

El mapeo conexién F es llamado una homotopia entre @ y 8 (Munkres, 2000).

Entonces homotopia se refiere a la deformacién de un loop a en otro loop 8, me-

diante el salto continuo de un punto a otro.
3.18 Proposicion: La relacion a =~ S es una relacion de equivalencia (Munkres, 2000).

De la proposicién (3,18) formamos las clases de equivalencia de loops, denotadas

por [], y la cual es llamada clase de homotopia de a.

3.19 Definicion: El producto de clases de homotopia [@] y [B] se define como: [a]*[B] =
[a@ * 8] (Munkres, 2000).

Las clases de homotopia para un punto x, en X forman un grupo, en el cual el pro-
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ducto de clases de homotopia es definido de forma natural por el producto entre loops.
El problema del elemento identidad se resuelve considerando la clase de homotopia
[cx] como dicho elemento. Al realizar la operacién producto de clases de homotopia
[a]*[a@~'] = [c,] 1o que queremos es que el producto a * @~ sea homotdpico a c,, dicha
homotopia existe, por lo tanto « * o~ pertenece a la clase de equivalencia [c,]. Ahora

presentaremos el primer grupo fundamental (Munkres, 2000).

3.20 Definicion: Sea X un espacio topoldgico. El conjunto de clases de homotopia de
loops en xy € X es denotado por m;(X, xy) y es llamado el grupo fundamental (o primer

grupo de homotopia) de X con punto base xy (Munkres, 2000).

3.21 Teorema: EI grupo fundamental m;(X, x() junto con la operaciéon producto de

clases de homotopia forman un grupo (Munkres, 2000).

De la definicion del primer grupo fundamental, podemos pensar en la existencia de
grupos fundamentales distintos a 71 (X, x¢). En efecto, estos grupos existen y se denotan
por m,(X, xo), su definicion es igual a la definicion del primer grupo fundamental; con
la diferencia que la homotopia entre trayectorias viene dada por F : I" X X — X. Se
ha construido el grupo fundamental, pero ahora surge una pregunta ; Depende el grupo
fundamental de la eleccion del punto base x(?. Para responder esta pregunta pongase

especial atencion a la siguiente definicion y al siguiente teorema (Hatcher, 2002).

3.22 Definicion: Sea y una trayectoria en X desde xj a x;. Definase el mapeo
¥ : (X, x0) = mi(X, x1)
tal que

J(al) = [y~ * [a] * [y]

De la definicién anterior notemos que si « es un loop en x,, entonces y~! * (a * y)
es un loop en x;. Por lo cual ¥ mapea m;(X, xo) en m;(X, x;); note que esta depende

unicamente en la homotopia de clases de y (Hatcher, 2002).
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3.23 Teorema: El mapeo ¥ es un isomorfismo de grupos (Hatcher, 2002).

3.24 Corolario: Si X es un espacio conexo por trayectorias, entonces para cualquier par

de puntos xy y x; en X, m(X, xo) y m1(X, x;) son isomorfos (Hatcher, 2002).

Del teorema (3,23) notamos que ¥ es un isomorfismo entre grupos fundamentales
que tienen diferentes puntos bases. Entonces el grupo fundamental no depende de la
eleccién del punto base. Ahora surgen otras preguntas, ;cudl es la importancia del grupo
fundamental?, ;como se relaciona este con un espacio topoldgico? Notese que (X, xo)
surge a partir de los loops en xy € X. Entonces se ha creado una imagen algebraica del
espacio topoldgico. Ahora, se presentard como un mapeo entre espacios topolégicos

induce un morfismo entre grupos fundamentales (Hatcher, 2002).

3.25 Definicion: Sea f : (X, xy)) — (Y,yy) una funcién continua tal que f(x9) = yo.
Definimos

S i mi(X, x0) = mi(Y, yo)

tal que
f[a]) = [f ca]

Se dice que f. es el morfismo inducido por f, relativo al punto base x, (Hatcher, 2002).

Notemos que f : (X, xo) — (¥, y0) es la notacion para decir que f mapea xy € X en
Yo € Y. Con la definicion anterior se ha construido un morfismo a partir de una funcioén
continua. Si & es un loop en X con punto base x, entonces f.([@]) es un loop en ¥ con

punto base y, (Hatcher, 2002).

3.26 Teorema: Si f : (X, xo) — (¥,y0) es un homeomorfismo entre X y Y, entonces f.

es un isomorfismo entre m;(X, xo) y m1(Y, yo) (Hatcher, 2002).

Entonces si dos espacios son homeomorfos existe un isomorfismo entre sus grupos
fundamentales, pero si dos grupos fundamentales son isomorfos sus espacios no nece-

sariamente son homeomorfos (Hatcher, 2002). A continuacidén veremos un método que
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nos permite retraer un espacio topoldgico en otro espacio, por lo cual el problema de
calcular el grupo fundamental de un espacio se reduce al problema de calcular el grupo
fundamental de algin otro espacio, en el cual es mas facil el calculo de dicho grupo

(Hatcher, 2002).

3.27 Definicion: Un subconjunto A de X es una retracto de X si y solo si existe un
mapeo continuo f : X — A, llamado retraccion, tal que f(a) = a Va € A (Hatcher,

2002).

3.28 Lema: Si A es un retracto de X, entonces el morfismo de grupos fundamentales

inducido por la inclusién j: A — X es inyectivo (Hatcher, 2002).

3.29 Definicion Sea A un subespacio de X. A es un retracto de deformacion de X si y
solo si existe una retraccion f : X — A la cual es homotdpica al mapeo identidad i
sobre X. Si f =~ i, la homotopia F entre f e i es llamada un retracto de deformacion

(Hatcher, 2002).

3.30 Definicion: Dos espacios X y Y se dice que son homotdpicamente equivalentes si
y solo si existen funciones continuas f : X - Yyg:Y — Xtalesquegof: X — Xes
homotdpica al mapeo identidad de X y que la composicién fog : ¥ — X es homotdpica
al mapeo identidad de Y. Los mapeos f y g son llamados equivalencias homotdpicas y

g es llamado la inversa homotopica de f (Hatcher, 2002).

3.31 Teorema: Si A es un retracto de deformacién de X, entonces A es homotdpica-

mente equivalente a X (Hatcher, 2002).

Del teorema anterior tenemos que el mapeo inclusion j : (A, xy) — (X, xp) induce un
isomorfismo j, : m(A, xo) — m1(X, xo). Donde (A, x) denota el subespacio topoldgico

A C X tal que xy € A (Hatcher, 2002).

3.32 Definicion: Sea un espacio topoldgico X, y sean xy, x; € X. Entonces X es llamado
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simplemente conexo si este es conexo por trayectorias y si todas las trayectorias de xy

a x; son homotdpicas (Hatcher, 2002).

De la definicién anterior tenemos que si X es simplemente conexo, todos los loops
basados en x, son homotdpicos, entonces todos los loops pertenecen a la clase de equi-
valencia del loop constante c,,. Es decir, todos los loops son deformados a un punto x,.
De aqui se observa que (X, x¢) tiene solo el elemento [c,,], este grupo es conocido
como grupo trivial. Nétese que si X tiene un agujero, no se podran deformar todos los
loops a un punto, entonces X no es simplemente conexo. Entonces (X, xy) no es el
grupo trivial. Entonces notemos que el grupo fundamental mide cuantos agujeros tiene
un espacio topolégico. Se denomina como genus al nimero de agujeros que tiene un
espacio, por ejemplo un simplemente conexo tiene genus cero, dos espacios X y Y con

igual genus son homeomorfos (Hatcher, 2002).

Ahora tenemos las herramientas topoldgicas y algebraicas necesarias para presentar

el teorema de Van Kampen; también conocido como teorema de Seifert-Van Kampen.

3.33 Teorema de Van Kampen: Si X es la unién de conjuntos abiertos y conexos por
trayectorias A; tal que cada uno de los A; contiene el punto base x, € X y si cada

interseccién A; N A; es conexo por trayectorias, entonces el homomorfismo
@ : #m1(A;, X0) = m1(X, xo)

es sobreyectivo. Si ademds, cada interseccion A; N A; N Ay es conexa por trayectorias,
entonces el kernel de @ es el subgrupo normal N generado por todos los elementos de

la forma i;;(w)i;(w)™", y entonces @ induce un isomorfismo (Hatcher, 2002)

T (X, xo) = *m1 (A, x0) /N

El teorema anterior quiere decir que el grupo fundamental de un espacio X que-
da completamente determinado a partir de los grupos fundamentales de los espacios A;

contenidos en X, tales que los A; sean conexos por trayectorias. La operacion *;my (A, xo)
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es el producto libre de grupos, la explicaciéon de dicho producto se presenta en el
Apéndice A. La segunda parte del teorema se refiere a que los elementos del kernel de @
son de la forma iij(w)iﬁ(w)‘l, donde i;; : m(A; N A}, x0) = mi(Aj, x0) y w € m(A; N A)),
es mads, estos elementos forman un grupo normal N. Entonces se induce un isomor-
fismo entre el grupo fundamental de X y el cociente entre el producto libre de grupos
#;711(A;, Xo) con el grupo normal N. A continuacién presentaremos un corolario derivado

del Teorema de Van Kampen (Hatcher, 2002).

3.34 Corolario: Sea X = A; U A, donde A; y A, son conjuntos abiertos y conexos por
trayectorias tal que xo € A; y xo € Ay. Si A; N A, es simplemente conexo, entonces

existe un isomorfismo (Hatcher, 2002)

@ : (U, x0) * m1(V, x0) = m1(X, x0)

Ahora presentaremos unos ejemplos para mostrar como se usa el teorema de Van

Kampen. Empesaremos dando la siguientes definiciones.

3.35 Definidion: El indice de una trayectoria cerrada alrededor de un punto es un en-
tero del nimero de veces que la trayectoria encierra el punto. El indice depende de la
orientacion de la trayectoria, es positivo si la orientacion es contrarreloj y negativo si la

orientacion es la del reloj (Hatcher, 2002).

3.36 Definicion: Dados dos espacios X y Y, elegimos puntos x, € X y yy € Y, entonces
la sumacuflaes X VY = (X[]Y)/ ~, donde xy ~ y, se identifican como un solo punto.

Es decir, la suma cuia es la unién en un punto (Hatcher, 2002).

Ejemplo 1: considérense dos circulos que tienen un punto en comtin xy, de la definicién

anterior S!' v S! es homeomoérfico a la figura ’8’. Calculando su grupo fundamental,
1 . . ,

notemos que S’ es abierto y conexo por trayectorias, ademds todo loop basado en x

tienen indice infinito en una orientacidn e indice menos infinito en la otra orientacidn,

por lo cual su grupo fundamental es (Z, +) (denotado Z). Aplicando el teorema de Van
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Kampen tenemos 7;(S' vV S, xp) = m(S', x0) * (S, xo) = Z = Z (Hatcher, 2002).

Ejemplo 2: Considérense dos esferas tocandose en un punto x,, S V S2. Note que
para una esfera S 2 todo loop con punto base en x, es homotGpico al loop constante ¢,
entonces su grupo fundamental es el trivial, denotado 0. Aplicando el teorema de Van

Kampen tenemos 7;(S2 V S2, xo) = m1(S?2, xo) * m1(S?, xo) = 0 % 0 (Hatcher, 2002).

En este capitulo se ha presentado el teorema de Van Kampen y se han presentado
unos ejemplos de como se utiliza éste. Este resultado final es de gran importancia en
el Capitulo “Topologia y Experimento”, donde es necesario mostrar que dos espacios

topoldgicos particulares son homeomorficos.



IV. EFECTO AHARONOV-BOHM

En 1959 Yakir Aharonov y David Bohm describieron un efecto en mecénica cudnti-
ca que predice el desfase relativo entre dos rayos de electrones que encierran un flujo
magnético, ain cuando estos rayos no tienen interaccion con el campo magnético. En-
tonces tenemos que una particula cargada se ve afectada por un campo magnético atn
cuando esta viaje en una region en la cual no existe campo magnético. Consideremos
un experimento idealizado para medir el efecto Aharonov-Bohm. Supongamos que te-
nemos una maquina que produce electrones en el estado |x;, #;), y estos viajan a través
de un plano en cuyo centro se coloca un selonoide de longitud infinita, hasta llegar a
un detector en el cual se mide que los electrones han llegado en el estado |xy, ¢). En-
tonces desde la mdquina lancemos un rayo de electrones de forma que éste se divida
en dos y mandamos los dos rayos por los lados del solenoide. Los rayos de electrones
son entonces recombinados y entran al detector. Note que cldsicamente el solenoide es
impenetrable para los rayos de electrones. Entonces los electrones no sentiran ninguna
fuerza distinta a la producida por los mismos electrones que viajan en dichos rayos, los
dos rayos se unirdn y producirdn una sefial en el detector. Este experimento se muestra

en la Figura 1 (Aharonov, 1959).

Ahora, en una segunda version del experimento anterior un campo magnético fluye
en el interior del solenoide, el cual es perpendicular al plano en el cual viajan los elec-
trones. Entonces existe un potencial vectorial magnético que tiene forma circular. Sin
embargo cldsicamente no existen campos eléctricos 0 magnéticos en el exteior del sole-
noide. Dado que los electrones no pueden penetrar el solenoide, ellos nunca entrardn a
una region donde el campo magnético sea distinto de cero, asi que ellos continuardn sin
sentir fuerza alguna debido a este campo. Dado que los campos eléctrico y magnético
afuera del selonoide son los mismos que en el experimento anterior, se esperaria que
los resultados fueran los mismos. El segundo experimento se muestra en la Figura 2

(Aharonov, 1959).

19
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Figura 2: Experimento con B = 0

(Larson, 2005)

En el experimento #2 se espera obtener la misma sefial que en el experimento #1,
sin embargo esto no es asi. La sefial observada en el experimento #2 cambia como
una funcién del campo magnético en el interior del solenoide (Aharonov, 1959). Este
resultado ya fue confirmado experimentalmente por Akira Tonomura y sus colaborado-
res en 1986, y es un efecto puramente de la mecanica cudntica conocido como efecto

Aharonov-Bohm (Larson, 2005).

A continuacion demostraremos que la probabilidad de un electrén en viajar de un
estado |x;) a un estado |x;) en una region en la cual no actua un campo magnético, pero
si existe un potencial vectorial magnético, se ve afectada por un factor de desfase. Este
factor de desfase viene dado en términos del flujo de campo magnético. Comencemos
definiendo que el solenoide es de longitud infinita. Ahora bien, en el interior del solenoi-
de colocamos un campo magnético constante que es paralelo al eje z y en direccién +z.

Entonces se produce un potencial vectorial magnético, el campo y el potencial tienen la
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Figura 3: Experimento con B # 0

(Larson, 2005)

siguiente forma: (Larson, 2005)
B = B?

uonIR?
¢

A =
28

Donde R es el radio del solenoide, y S es la distancia del centro a un punto externo al
solenoide. Este potencial se muestra en la figura del experimento #2. Para ver a detalle
la eleccion de B y A referirse al apéndice B. Finalmente para que la funcién de onda del
electron no colapse en el interior del solenoide se coloca sobre la superficie del sole-
noide un potencial eléctrico muy grande de tal forma que el solenoide sea impenetrable
para los electrones. Si bien puede existir efecto tunel, la probabilidad de que este ocurra

es muy pequefia (Aharonov, 1959).

Supdngase que se emiten dos electrones tales que tienen los mismos estados |x;)

y |xs), tal y como se muestra en las dos figuras anteriores. Describiremos por x(7) las
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trayectorias seguidas por los electrones. Considérese el Langrangiano para el electron

que viaja a través de un campo magnético; siendo este: (Larson,2005)

1
L= mez +ex-A (22)

Entonces la accion es

2 (1 2 ] 12 xf
S:f (mez+ex-A)dt:f mezdﬁf eX'Adt:So+€f A-dx (23)
1 1] n Xi

Donde el ultimo término de la ecuacion anterior es una integral de linea, y este se

deduce de: (Larson,2005)

53 15} dx Xf
f eX-Aa’t:ef —-Adt:ef A - dx (24)
N 151 dt X

Para calcular la amplitud del electron en viajar de x; a x, utilizaremos la formula-
cion de la mecénica cudntica en términos de la integral de trayectoria. Entonces consi-
deremos todas las posibles trayectorias por medio de las cuales los electrones viajan de
x; a xy. Notese que tenemos coordenadas generalizadas (X, X), por lo cual estamos en
el espacio de configuraciones. Por lo tanto se usard la formulacién Lagrangiana de la
mecdnica cuantica. Como se vio en el Capitulo “Construccion de la Integral de Trayec-

toria”, de la ecuacion (21) tenemos: (Larson, 2005)

Al — f) = (xp, telxi, 1) = f Dx(t)e;(sowf;f Adx)

trayectorias

(25)

Notese que la integral de arriba la podemos separar en dos, una para las trayectorias

arriba del solenoide y otra para las trayectorias abajo del solenoide (Larson, 2005).

i(sore [ Adx i(sore [ Adx
A = pilony= [ Dol 44 | Dx(pyet 7 A)
Arriba Abajo
26)

Note que en la region exterior al solenoide

B=VxA=0
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Entonces,

i

i ox . e [*f A-dx i
Al — f) = e[f’efnf A'dx]mn-baf Dx(f)eiS® + e[" I A ]Abajof Dx(t)er®  (27)
Arriba Abajo

Dado que la probabilidad viene dada por:

Pl — ) = [(xps tglxi 1)

Entonces,

Lo [*f A-d ] i [ie f A'dXJ i
6[7’6 Li X Arriba Dx(t)eés() +e " Li Abajo Dx(t)elﬁso
Arriba Abajo

2
f Dx(t)eés" f Dx(t)eés"
Arriba Abajo

+2Re (e‘[éefxffA""‘erﬂme[“f%fA"”‘]Aba«fo f Dx(n)e 50 f Dx(t)e%'SO) (29)
Arriba Abajo

2

P (28)

2
+

Pl — f) =

Note que en la ultima linea se combinan la trayectoria abajo del solenoide con el
negativo de la trayectoria arriba del solenoide, con lo cual se forma una trayectoria

cerrada. Con esto obtenemos: (Larson, 2005)

f Dx(t)eés 0 f Dx(t)eés 0
Arriba Abajo

+2Re (eée § Adx f Dx(t)e_%so f Dx(t)e;lso)
Arriba Abajo

De la ecuacion anterior notamos que la probabilidad del electrén en viajar de x; a

2 2

Pi—f)= + (30)

xs esta desfazada por el factor ehe §Adx

. Por lo tanto la trayectoria del electrén se ve
afectada cuando en el interior del solenoide actua un campo magnético. Este resultado
es contradictorio al resultado esperado cldsicamente. Ademas, note que (Larson, 2005)

SBA-dx:f

super ficie

(VxA)-da:f B-da=0 31
super ficie

Donde @ es el flujo magnético que pasa a través del solenoide. Entonces en la pro-

babilidad de que los electrones lleguen al detector se da una dependencia del flujo de
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campo magnético, donde esta variacién viene dada por el factor e%®. Ahora, note que
el detector no medir4 ningin desfase en la probabilidad cuando ¢#® = 1. Entonces,

(Larson, 2005)

eh® = pi2mn
Entonces
2rth
o= = 200n 32)
e

De donde definimos el cuanto de flujo magnético minimo como

h

Oy = —
07 2¢

(33)
Entonces el flujo magnético viene dado en multiplos de @y, con n = 0,+1,+2,..., por

lo tanto el flujo magnético esta cuantizado (Larson, 2005).

Especial atencion merece el hecho que en la explicacion del efecto Aharonov-Bohm
aparece el potencial vectorial magnético A, entonces uno puede preguntarse, ;Existe
fisicamente A?, la respuesta es no. Notese que A aparece tinicamente en pasos interme-

dios, mientras que el resultado final depende de ® = f B - da (Larson, 2005).

Ahora bien, considérese que el didmetro del solenoide solo ocupa un punto en el
plano, y supongamos que el solenoide esta en la posicion (0,0). Entonces podemos
representar el espacio a través del cual viajan los electrones como un R? — {0}. Nétese
que en este espacio la trayectoria inversa de la trayectoria x(f) es la trayectoria en la
cual los electrones viajan del estado |xs, ¢ — f) al estado |x;,#;), y esta se denota por
x~'(¢). Entonces podemos formar trayectorias cerradas en el punto x; las cuales tienen

la forma

1 xArriba(S) L, <s< lf
XArriba * 'xAbajo(S) =

Donde s € [1;, 2tf]. De igual forma podemos formar las trayectorias cerradas xap,jo *

—1 . . . .
X,,a(8) €0 x;. Entonces uno puede imaginar que las trayectorias que siguen los rayos
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de electrones encierran el flujo magnético varias veces, como se vio en el Capitulo
Teorema de Van Kampen el nimero de veces que una trayectoria encierra el solenoide
es llamado el indice. En particular para el indide de este espacio note que las trayectorias
XArriba * x;}mju(s) dan infinitas vueltas alrededor del punto (0, 0) en sentido de las agujas
del reloj, y considerando las trayectorias x4, j(,*x;jriba(s) las cuales también dan infinitas
vueltas alrededor de (0, 0) pero en sentido contrario a las agujas del reloj, tenemos que
el indice es Z. Entonces notamos que se tiene una propiedad topoldgica para el espacio
en el cual viajan los electrones. Finalmente nos preguntamos, ;qué tan valido es este
efecto debido a que este se ha realizado bajo condiciones muy idealizadas?, es mds,
éste se ha realizado en dos dimensiones. Por lo cual es natural preguntarnos, ;existe el
efecto Ahornov-Bohm en R3? En el Capitulo “Topologia y Experimento™ se presentan

las respuestas a estas preguntas (Larson, 2005).



V. TOPOLOGIA Y EXPERIMENTO

En 1986 Akira Tonomura y sus colaboradores realizaron fisicamente el experimento
definitivo que demostro la existencia del efecto Aharonov-Bohm en tres dimensiones.
consideremos el siguiente experimento: supongase que tenemos una maquina que pro-
duce electrones en el estado |x;, ¢;) y estos viajan a través del espacio de tres dimensiones
hasta llegar a un detector en el cual se mide que los electrones han llegado en el estado
|xz, t7). En la trayectoria de los electrones entre la maquina y el detector coloquemos un
toroide, el cual tiene un campo mégnetico en su interior y esta cubierto por un super-
conductor. Se cubre con el superconductor porque este aisla completamente el campo
magnético en el interior del toroide. Recordemos que el campo magnético del toroide
es circular en su interior y cero en el exterior; pero aqui si existe un potencial vectorial
magnético (ver Apéndice B). Entonces se lanzan dos rayos de electrones, uno pasa a
travez del centro del toroide y el otro por uno de los lados, como se muestra en la Figu-
ra 3. Los electrones de los dos rayos tienen los mismos estados iniciales |x;, #;), notemos
que los electrones al viajar no se ven afectados por el campo magnético del toroide. Al
llegar al detector los dos rayos de electrones se mide un dngulo de desfase entre dichos
rayos. Clasicamente las trayectorias de los electrones no son afectadas por el campo
magnético del toroide, pero a nivel cudntico las trayectorias si se ven afectadas por el
potencial vectorial magnético. Esta es la idea general del experimento realizado por
Akira Tonomura en 1986, del cual concluy6 que existe un desface en la probabilidad
de llegada de los rayos de electrones al detector debido a que las trayectorias de los
electrones se ven afectadas por el campo magnético en el interior del toroide. La Figura

3 muestra dicho experimento (Tonomura, 1986).

Con la descripcion del experiemnto anterior se demostré que el efecto Aharonov-
Bohm existe en tres dimensiones espaciales, pero en el Capitulo “Efecto Aharonov-
Bohm” con un experimento muy diferente se demostré su existencia en dos dimensiones

espaciales, entonces es natural preguntarnos, ;son equivalentes el experimento ideali-

26
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Figura 4: Experimento de Tonomura

e a

Superconductor [lj g2

Corrente
Eléctrica

Onda de
Referencia

Toroide S =

(Tonomura, 1986)

zado y el experimento realizado fisicamente con un toroide?. Recordemos que el expe-
riemento en dos dimensiones es realizado en el espacio topolégico R? — {0} el cual tiene

la propiedad topoldgica que su indice es Z (Larson, 2005).

Entonces ahora encontremos en qué espacio topoldgico fue realizado el experimen-
to de Tonomura, primero notemos que es en tres dimensiones, por lo tanto, es un R3,
luego en este R? los electrones son libres de seguir cualquier trayectoria posible entre
la maquina que los produce y el detector menos las trayectorias que pasan por el inte-

rior del toroide €stas son las trayectorias prohibidas para los electrones. Notemos que el
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toroide lo podemos hacer muy delgado de tal forma que lo podemos modelar como un
circulo, digamos S . Entonces el espacio topolégico para el experimento de Tonomura
es R?—S! (Hatcher, 2002). Nétese que el selonoide de longitud infinita del experimento
idealizado posee un campo magnético en su interior cuyas lineas de campo van de me-
nos infinito hacia m4s infinito de tal forma que estas queden encerradas en el solenoide,
mientras que el toroide del experimento de Tonomura posee un campo magnético en
su interior cuyas lineas de campo son circulares y estas estan confinadas a su interior.
Entonces podemos imaginar que tomamos el solenoide y juntamos sus extremos de tal

forma que formamos el toroide (Tonomura, 1989).

Ahora demostraremos que los espacios R>—{0} y R*~S ! son homeomorfos. Para esta
demostracion calcularemos el grupo fundamental de cada espacio. Primero notemos que

R? — {0} tiene indice Z entonces su grupo fundamental es: (Hatcher,2002)

(R - {0) =2 (34)

Segundo para calcular el grupo fundamental de R* — S ! utilizaremos retractos de de-
formacion. Para este espacio en particular notemos que tiene el retracto de deformacion
de la suma cufia S' v §2, tal como se muestra en la Figura 4. Para dejar en claro esta
deformacién notemos que R® — S! se retrae a S? con un diametro, tal como se muestra
en el lado derecho de la Figura 4, donde los puntos del espacio R? — §'! que se encuen-
tran afuera de S? se retraen a una deformacién sobre S2, y los puntos adentro de S? y
que no estdn en S ! pueden ser puestos en S? o el didmetro. Teniendo esta deformacién,
podemos observar que esta puede ser modificada si los dos puntos finales del didmetro
son movidos uno hacia el otro hasta que ellos coincidan formando un § I entonces de
aqui obtenemos la suma cufia S' v S?; ver Figura 4. Dado que n(S') = Z y n(S?) = 0,
entonces como se vio en el Capitulo Teorema de Van Kampen, por el corolario 3.34

tenemos (Hatcher, 2002):

nR=-SH=mE$'vsH=2 (35)
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Figura 5: Retracto de deformacion

(Hatcher, 2002)

Entonces R?—{0} y R*~S! tienen el mismo grupo fundamental (Hatcher, 2002). Por
lo tanto queda demostrada la equivalencia de los experimentos realizados por Aharonov
y Tonomura. Por lo cual podemos concluir que el efecto Aharonov-Bohm existe en el

espacio fisico de dos y tres dimensiones (Larson, 2005).



VI. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Se ha demostrado que en efecto el experimento realizado en dos dimensiones y el
realizado en tres dimensiones son equivalentes. Es de gran interés el estudio del efecto
Aharonov-Bohm en cuatro o més dimensiones, tomando en consideracion que estos
experimentos para esas dimensiones pueden ser construidos a partir de la topoldgia y el

grupo fundamental de los experimentos de Aharonov y Tonomura.
Se demostro la cuantizacion del campo magnético.

Se demostré la importancia del potencial vectorial magnético, sin embargo no se
tiene suficiente informacion para demostrar su existencia fisica. Es necesario que se
realicen mds experimentos con los cuales se pueda identificar la existencia de dicho

potencial.
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VIII. APENDICE

A. Teoria de Grupos

El objetivo de este apéndice es presentar la definicién de grupo libre, siendo este
un grupo que se construye a partir de una coleccién de grupos dados. Cada grupo uti-
lizado para la construccion de este nuevo grupo, es un subgrupo en el nuevo grupo.

Empezaremos entonces con los conceptos basicos de teoria de grupos.

A.1 Definicion: Sea G un conjunto no vacio, una operacion binaria en G es una funcién

% 1 G X G (Rotman, 1999).

A.2 Definicion: Un grupo (G, *) es un conjunto G con una operacién binaria = que

cumple los siguientes axiomas: (Rotman, 1999)

1. Cerradura: sia,be G = a*b e G.
2. Asociatividad: (a * b) x ¢ = a = (b * ¢).
3. Neutro: existe unelementoe € G 3e*xa =aVa e G.

4. Inverso: paracadaa € Gexisteuna™' € Gtalqueaxa™' = e.

Nos referiremos a un grupo denotandolo por G.

A.3 Teorema: Sea G un grupo y sea a € G. Entonces existe un tinico elemento neutro e
que satisface a * e = a. Ademds, existe un dnico elemento inverso a~! € G que satisface

a*a' = e (Rotman, 1999).

A.4 Definicion: Sean (G, *) y (H, o) grupos. Un homomorfismo f : G — H es una
funcion que cumple

flaxb)= fa)o f(b)Va,b e G

33
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Un isomorfismo es un homomorfismo que es inyectivo y sobreyectivo. Dos grupos
G y H son isomorficos, denotado G =~ H, si existe un isomorfismo f : G — H (Rotman,

1999).

A.5 Definicion: Sea G un grupo, G es un grupo abeliano (o conmutativo) si para cada

par de elementos a, b € G se tiene que a * b = b * a (Rotman, 1999).

A.6 Definicion: Un subconjunto no vacio S de un grupo G es un subgrupo de G, si S

es un grupo con la operacion binaria de G (Rotman, 1999).

A.7 Teorema: Sea S un subconjunto de un grupo G; S es un subgrupo siy solosi § es

no vacio, y paraa,b € S se tiene que ab~' € S (Rotman, 1999).

A.8 Teorema: Sean G, H grupos, y sea f : G — H un homomorfismo. Entonces la
imagende f = {h € H : h = f(a) para algin a € G} es un subgrupo de H (Rotman,
1999).

A.9 Definicion: Sean S y T subconjuntos de un grupo G. Se define (Rotman, 1999)
ST ={st:s€S8,teT}
En particular

St={st:s5€S§}

A.10 Definicion: Sea S un subgrupo de G. Una clase derecha de S en G es un subcon-
junto St; una clase izquierda es un subconjunto 5. Se dice que ¢ es una representacion

de St; y también de tS (Rotman, 1999).

A.11 Lema: Sea S un subgrupo de G. Entonces Sa = Shsiysolosiab™ € §.aS = bS
siy solo siab™! € S (Rotman, 1999).

Una clase derecha de S € G tiene muchas representaciones. El lema anterior nos

da un criterio para determinar cuando dos clases derechas de § son la misma cuando la
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representacion de cada una es conocida.

A.12 Teorema: Si S es un subgrupo de G, entonces cualesquiera dos clases derechas

de S € G son identicas o disjuntas (Rotman, 1999).

El teorema anterior nos dice que un subgrupo S induce una particiéon de un grupo
G, en clases derechas. Ademas el nimero de clases derechas de S es igual al nimero de

clases izquierdas de S (Rotman, 1999).

A.13 Definicion: Si S es un subgrupo de G, el indice de S en G, denotado [G : S], es

el nimero de clases derechas de S en G (Rotman, 1999).

A.14 Definicion: Un subgrupo S de G es un subgrupo normal de G, denotado S < G,

en caso que aSa~' € SYa € G (Rotman, 1999).

A.15 Teorema: Si S < G, entonces las clases de S en G forman un grupo, denotado

G/S, de orden [G : S] (Rotman, 1999).
El teorema anterior construye el grupo cociente G/S .

A.16 Definicion: Sea f : G — H un homomorfismo. El Kernel de f es el subcongunto

de G: kernelf = x € G : f(x) = e (Rotman, 1999).

A.17 Teorema: (Primer Teorema de Isomorfismos) Sea f : G — H un homomorfismo

con kernel K. Entonces K es un subgrupo normal de G y G/K =~ im(f) (Rotman, 1999).

A.18 Definicion: Sea A, una familia de grupos. El producto libre de los grupos A, es

un grupo P que tiene las siguientes propiedades: (Rotman, 1999)

1. P contiene una copia isomorfica de cada A,, es decir, para cada « existe un ho-

momorfismo i, : A, — P que es uno a uno.

2. Para cada grupo G y cada familia de homomorfismos f, : A, — G, existe un
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unico homomorfismo ® : P — G que extienede cada f,, es decir, para cada a,

Oiy = fo-

A.19 Teorema: Si A, es una familia de grupos, entonces existe el producto libre de los

A, (Rotman, 1999).

A.20 Teorema: Sea A, una familia de grupos, y sean G y H productos libres de los A,.

Entonces G ~ H (Rotman, 1999).
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B. Campo magnético del solenoide y el toriode

En este apéndice se calculan el campo magnético y el potencial vectorial magnético
para un solenoide y un toroide. Considérese un solenoide de longitud infinita, el cual
tiene radio R y n vueltas por unidad de longitud, y a través de éste pasa una corriente

eléctrica constante /, ver la Figura 5 (Griffiths, 1999).

Figura 6: Lazo amperiano solenoide

(Griffiths, 1999)

Considérese la version integral de la ley de Ampere.

QSB ~dl = polenc

Donde el lazo amperiano utilizado es un rectangulo cuyo lado mayor es L, el cual en-
cierra I,,. = nlIL en el interior del solenoide y 1., = 0 en el exterior del solenoide

(Griffiths, 1999). Entonces,

gSB -dl = BL = il = poniL
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Entonces

wonlz interior

0 exterior

Entonces el campo magnético es constante, ademds, escribamos el campo magnéti-
co en el interior como B = ponlz = BZ. Ahora calcularemos el potencial vectorial
magnético A de dicho solenoide. Note que el problema de encontrar A para el solenoi-
de es andlogo al problema de la ley de Ampere para un cable de longitud infinita que
posee una distribucién de corriente uniforme. Entonces el lazo amperiano utilizado es

un circulo de radio s. Para la region s < R tenemos: (Griffiths, 1999)

gSA-dl:@:fB~da

AQrs) = puonl(ns?)

I .
ﬂozn 5é

A=

Para la regi6n s > R tenemos

gSA-dl:@:fB-da

AQrs) = uonl(nR%)

ponlR? 3
2s

De donde se nota que la direccion de A es la direccion de la corriente eléctrica (Griffiths,

1999).

Ahora considérese un toroide con radios s; y s, con respecto a su eje, ademds tiene

una corriente eléctrica I con N vueltas en total, ver la Figura 6 (Griffiths, 1999).

En el interior del toroide usamos un lazo amperiano de radio s (Griffiths, 1999).

f B - dl = yol,

BQ2nrs) = ugNI
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Figura 7: Lazo amperiano toroide

(Gritfiths, 1999)

Para el exterior del toroide

fB-dI:uo(NI—NI):O

Entonces
NI . .
B—=¢ interior
B =
0 exterior

Para calcular A utilizaremos un lazo amperiano circular de radio R. Entonces en el

exterior del toroide: (Griffiths, 1999)

fA~dl=fB-da

vt =afr (252 ) -5 (25

_ MoNI
"~ 167s,R

(52— 51)°0




40

Notemos que A tiene forma de circulos que encierran el toroide, ademds A tiene la

direccion de I (Griffiths, 1999).
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C. Efecto Aharonov-Bohm eléctrico

En este apéndice se estudiard el efecto Aharonov-Bohm eléctrico. Este se produce
cuando un electrén viaja en una regién libre de campo eléctrico, pero en dicha regién
actua un potencial eléctrico V(x, 7). Este efecto en contraste con su contraparte magnéti-
ca no tiene prueba experimental. Sin embargo no hay nada que impida darle un trata-
miento tedrico. Considérese el siguiente experimento idealizado. Se tiene una maquina
que emite un rayo de electrones, luego este se divide en dos rayos. Los dos rayos entran
a una region en la cual existe un potencial eléctrico, luego los rayos salen de esta region
y son recombinados en un solo rayo. Entonces los electrones llegan a un detector, note
que los electrones nunca viajan en una region en la cual exista un campo eléctrico. Sin
embargo, ellos atraviesan un cilindro cargado, por lo cual existe un potencial eléctrico

en su interior. Este experimento se describe en la Figura 7 (Peskin, 1989).

Figura 8: Efecto Aharonov-Bohm eléctrico

(Peskin, 1989)

Supdngase que se emiten dos electrones tales que tienen los mismos estados |x;) y
|xf), tal y como se muestra en la figura anterior. Describiremos por x(z) las trayectorias

seguidas por los electrones. Considérese el Lagrangiano para el electron que viaja a
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través de un potencial eléctrico; siendo este: (Peskin, 1989)
1 .,
L= me +eV(X,1) (36)

Entonces la accion es

(1 | 1f ’f
S = f (Em:z2 +eV(x, t)) dt = f mezdw f eV(x,dt =So +e f V(x, 1)dt
t; t; t; t;

(37)

Para calcular la amplitud del electron en viajar de x; a xy, utilizaremos la formula-
cién de la mecanica cudntica en términos de la integral de trayectoria. Entonces consi-
deremos todas las posibles trayectorias por medio de las cuales los electrones viajan de
x; a x;. Notese que tenemos coordenadas generalizadas (X, X), por lo cual estamos en
el espacio de configuraciones. Por lo tanto se usara la formulacion Lagrangiana de la

mecdnica cudntica, como se vio en el capitulo 1, de la ecuacion (21) tenemos:

Sove f; Vx|

Al — f) = (g t7lxi 1) = f Da(etl (38)

trayectorias

Noétese que la integral de arriba la podemos separar en dos, una para las trayectorias

arriba del solenoide y otra para las trayectorias abajo del solenoide (Peskin, 1989).

i e[Te i e’
A= )= ptpiany = [ pxelbre ) [ pygellonelvna)
Arriba Abajo
(39)

Entonces,
) [%eﬂf V(x,t)dt] ig [%eﬂf V(x,t)dt] _ ig
ﬂ(l - f) =e 1 Arriba Dx(t)eh 0 +€ ! Abajo D-x(t)eh 0 (40)
Arriba Abajo
Dado que la probabilidad viene dada por:

Pl — f) = [xp, telx, 1)
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Entonces,
[;‘e Ik V(x,t)dt] ig [%e I V(X,t)dt] ig ’

P = |el" Arriba Dx(t)er>? + el” Abajo Dx(1)er>° 41)

Arriba Abajo

Pl — f) = f Dx(t)eis°| + f Dx(t)eS°

Arriba Abajo
ie [f vixna ie [T Vxadt i i

+2Re (e [heﬁi 1) t]Arribae[h fl ]Abaju Dx(t)e ﬁSO D.x(t)eﬁso (42)

Arriba Abajo

Note que en la dltima linea se combinan la trayectoria abajo del solenoide con el
negativo de la trayectoria arriba del solenoide, con lo cual se forma una trayectoria

cerrada. Con esto obtenemos: (Peskin,1989)

f Dx(t)eés" f Dx(t)eéso
Arriba Abajo

+2Re (e;fe § Vexde f Dx(t)e™#50 f Dx(t)e;vs")
Arriba Abajo

De la ecuacion anterior notamos que la probabilidad del electron en viajar de x; a x¢

2 2

Pli — f) = + (43)

estd desfasada por el factor e#¢$ V&4 Por o tanto la trayectoria del electrén se ve afec-
tada cuando éste viaja a través de una region en la cual no existe campo eléctrico pero si
potencial eléctrico. Este resultado es contradictorio al resultado esperado clasicamente

(Peskin, 1989).

Ahora, note que el detector no medird ningtin desfase en la probabilidad cuando
e $VOd = 1 (Peskin, 1989). Entonces,
e $Vendr _ i

Entonces

Ve s = @n (44)

Donde n = 0,£1,%2,..., nétese que el desfase entre los dos rayos en el efecto eléctrico

es similar al de su contraparte magnética (Peskin, 1989).
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D. Una explicacion diferente del efecto Aharonov-Bohm

Considere el experimento presentado en el Capitulo Efecto Aharonov-Bohm, el ex-
perimento de la Figura 1 y Figura 2. Cuando no existe campo magnético en el interior
del solenoide los electrones en los rayos de electrones tienen tinicamente energia cinéti-
ca, por lo cual su Hamiltoniano es H = H, (Aharonov, 1959). Cuando se induce un

campo magnético en el interior del solenoide el nuevo Hamiltoniano toma la forma:

_ 2
H = [P —(e/c)A] ~ Hy+ H,
2m

Entonces
h2

Hy = H0w+HA_—2—(V——A) v = Ey

—EN%+HW=E¢
2m

Una solucidn para la ecuacion de arriba es

v = oe™ "

= (e/c)fA-dX

Dado que se tienen dos rayos de electrones, uno arriba del solenoide y otro en el

donde

lado opuesto, se tiene que la solucion la podemos escribir como

U=y + s
= w(l)e—isl/h + w(z)e—isz/h
Entonces
W = 51’(1) " wgei&/he—isz/h
0 0 (i/h)(S1-S
v =y +wze(1/ )S1-52)

Por lo cual se tiene

1 e e
= — — =|— A = —(I)
§=7061=52) (hc)gg ax =5
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Entonces observamos que el desfase en las funciones de onda de los electrones viene

(S1

dado por el factor ¢ S1752) (Aharonov, 1959). Nétese que no se medird desfase entre

(S1

dichas funciones cuando e7$1=52) = 1. Entonces

6’%@ — ei2ﬂn
Entonces
2rh
O=—n
e

Por lo tanto el flujo magnético estd cuantizado y este viene dado en unidades de
n = 0,x1,+2,... (Aharonov, 1959). Hemos obtenido los mismos resultados que en el

Capitulo “Efecto Aharonov-Bohm” utilizando un enfoque diferente.



