
UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA 

Facultad de Ciencias y Humanidades 

BIBLIOTECA 
DE LA 

UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA 

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS 

FUNCIONES ESPECIALES 

DE LA FISICA 

ROBERTO LIONEL TEJAD!; OAJACA 

Guatemala 

1984 



ALGUNAS APLICACIONES DE LAS 

FUNCIONES ESPECIALES 

DE LA FISICA 



UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA 

Facultad de Ciencias y Humanidades 

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS 

FUNCIONES LSPECIALES 

DE LA FISICA 

ROBERTO LIONEL TEJADA OAJACA 

Trabajo de investigación 

prese:ptado para optar 
al grado académico de 

Licenciado en Fisica 

Guatemala 

1924 



Vo. Bo. : 

J 
Licenciado José kis_Cofiño_Salna;ó1: 
Asesor -- 

Tribunal : 

(f) 

Doctor_Jor 	Antillón Matta 

,,v fr.-- é '.- v 	/. ,it• 

I 
Doctor jéarios taias Vidaurre 

(f) 

( f ) 

(f)  	)\.PC\CI5 	 

Licenc1.11912115.4-1\Jt5--05Fiño Samayoa 

Fecha de aprobación: noviembre 2 de 1984 



A Dios Todopoderoso. 

A la memoria de mi padre: 

Lionel Tejada Zepeda• 

A mi madre, Victoria: 

Por su ayuda y apoyo 

constantes. 

A mis hermanos: Eugenia 

Isabel, Jorge Antonio, 

Elsa Marina, Graciela 
Victoria y Silvia 

Lucrecia. 

A mis amigos. 





PREFACIO 

El presente trabajo puede utilizarse en cursos de matemática aplicada 

cuya cobertura abarque las funciones especiales y sus aplicaciones, parti 

cularmente aquellos dedicados a problemas con valores en la frontera de - 

la física matemática e inaeniería. 

Se analiza la fundamentación teórica de las funciones especiales que 

aquí se trabajan (Hipergeométrica, Legendre, Bessel, Laguerre y Hermite), 

con el fin de obtener un mejor entendimiento de las ecuaciones que gene-

ralmente aparecen en las aplicaciones físicas que involucran de alguna ma 

nera una determinada función especial. Este análisis, aunque breve, se 

hace en detalle para la obtención de las soluciones de la ecuación dife-

rencial de cada función especial, así como también para las propiedades 

más comunes e importantes de cada función, a saber: fórmulas de recurren 

cia, representaciones integrales, forTas asintóticas, propiedades de orto 

gonalidad y otras. Además se trata con propiedades exclusivas de cada 

función. 

En el tercer capítulo se estudian varias aplicaciones de las funcio-

nes especiales a la física. Tales aplicaciones comprenden problemas des-

de la física clásica hasta la teoría cuántica, así como también aplicacio 

nes en la electrónica. 

ix 
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I, IKTRODUCCION 

El planteamiento matemático de los problemas físicos se hace, general 

mente, en términos de ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el 

comportamiento de las cantidades físicas que intervienen. El problema se 

reduce entonces a buscar las funciones que son soluciones de estas ecua-

ciones y que satisfagan, además,. ciertas condiciones en la frontera de la 

región en consideración. 

Puede suceder que en ciertos sistemas de coordenadas, estas ecuacio-

nes diferenciales parciales sean solubles por el método de separación de 

variables. En tal caso, pueden resultar una o varias ecuaciones diferen-

ciales totales, cuya solución no se pueda expresar en términos de funcio-

nes elementales. En este caso se definen nuevas funciones (funciones es-

peciales), que son las soluciones matemáticas de estas ecuaciones; las 

propiedades de éstas son indispensables para la interpretación física de 

los problemas. 

El estudio de las propiedades de las funciones especiales puede rea-

lizarse por medio de procedimientos muy variados. Aquí se realiza por el 

método de la función generadora, que tiene quizá, un poco más de generali 

dad si se compara con otros métodos. Se postula la función generadora pa 

ra cada una de las funciones especiales que se estudiarán, y a partir de 

éstas, se obtendrán, además de algunas de sus propiedades, la ecuación di 

ferencial que satisfacen. La obtención de las soluciones de estas ecua-

ciones se hará por medio del método de solución en serie; pues este méto- 
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do nos conduce por lo menos a una solución particular, si no es que a la 

solución general. 

La finalidad de este trabajo es la de proporcionar una ayuda a los es 

tudiantes de física que se inician en el estudio de las funciones especia 

les. Se pretende dar, de una manera compacta, la mayoría de las propieda 

des que aparecen con mayor frecuencia en los problemas de la física y de 

analizar estas propiedades de la manera más simple posible. A través del 

presente trabajo se intenta mostrar cómo estas funciones pueden utilizarse 

en la discusión, tanto de problemas de física clásica como de problemas 

de la teoría cuántica. El plan general del contenido es presentar la teo 

ría de las funciones de la manera antes mencionada, para luego demostrar 

la aplicación de esta teoría mediante problemas específicos. 

De cada una de las funciones especiales se establecen ciertas propie-

dades como son las fórmulas de recurrencia, las representaciones integra-

les, las formas asintóticas, las propiedades de ortogonalidad y otras. A 

demás se tratará con propiedades exclusivas de cada función. En las fun-

ciones hiperoeométricas se encuentran las relaciones lineales entre solu-

ciones de esta ecuación que expresan una serie hipergeométrica en térmi-

nos de otras dos linealmente independientes. Este tipo de relaciones se 

pueden emplear, por ejemplo, para la determinación del coeficiente de re-

flexión en problemas de barreras de potencial. 

No se pretende de ninguna manera abarcar toda la teoría de las funcio 

nes especiales, sino de ilustrar de manera general, la'gran aplicabilidad 

de estas funciones en las diversas ramas de la física y el porqué de su 

importancia. Para todos aquellos interesados en analizar otros tratamien 

tos y ahondar en el estudio de las funciones especiales, se aconseja con- 



sultar libros especializados, algunos de los cuales se citan al final de 

este trabajo. 
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II, FUNDAmENTACION TEORICA 

1. Funciones Hipergeométricas 

1.1 La Serie Hipergeométrica 

A la serie 

z 
X 

se le denomina serie hipergeométrica y es la generalización de la serie 

geométrica 

+- 	+ 

cuando en aquella hacemos =Y-t.& y 	La serie converce para 	1<f. si Y 

no es cero ni entero neoativo y diverge para bel>i•i, ; mientras que si 17.1=L 

la serie es absolutamente convergente si a 	. 	Converge cuando 

siempre que Nyotts...A. 

A la 	serie hipergeométrica se 	le acostumbra denotar por 

(...J5 	,r) (1.1.2) 

Si 	introducimos 	la 	notación 

— • (-:•-:+ 	/;) (1.1.3) 

podemos expresar a 	la serie hipergeométrica en la forma 

9= )7 (1.1.4) 
=O ( ‘11),, 

De 	la definición 	(1.1.4), 	tenemos: 

r_Fs  6x,4'av; ;>-.) 	GJ >:;) (1.1.5) 
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Una propiedad muy importante de las series hipergeométricas se sigue 

inmediatamente de (1.1.4); si derivamos ésta con respecto a z obtenemos: 

K _ 
n =o  /7 

g.) n +.1  

por medio de la igualdad, 	 podemos escribir el miembro 

derecho de la igualdad en la forma 

rttj,7  

? (eri' 

cx,  

r 

así que 

- 	a!: 	 te-/- ' • x...) (1.1.6) 

(1.1.7) 

(i...•.,/7 ;(ti; 

Nuevamente de (1.1.4), tenernos 

6-c-,75 ?Pi; 	= 4  

por lo que, resulta de (1.1.6) 

I a X 
)1 
- 

(1.1.8) 

Muchas funciones pueden expresarse en términos de las funciones hiper 

geométricas, por ejemplo: 

C.  +717=ii_irCTri(in, A; A; -20, 

/2A ) ami-LEL /7+ ir  • • 

1.2 Fórmula Integral para las Series Hipergeométricas 

* 	2rUz/Ei 	j 	2df 

17- 1- (11
ry1/4/9  +n) 

u.)---ÚtxPa/e- 

Encontraremos una expresión integral de las series hipergeométricas 
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para obtener, por medio de ésta, otras propiedades. De la definición de 

las funciones beta (Rainville, 1960: p. 18) 

f 
6027,17), x  

/3(...2y7j=  •,k j  
C 	 /7‘1111'-,19 

tenemos usando (1.1.3) que 

C/551/7  
(XI; 	e; Cif 	) 	 . 	j 	

ry7 	
(1.2.2) 

Sustituyendo (1.i.2) en (1.1.4) resulta 

re 
C. 

que puede escribirse como 

(1.2.1) 

y usando el hecho de que 

\-7  ¿pon  
/71 

se obtiene finalmente la fórmula integral 

, (1.2.3) 

válida si 	f... 	Y , .>"-;„>0 • 

Una aplicación de (1.2.3) es, 

métricas con argumento unitario 

por ejemplo, escribir series hiperged- 

1 (1.2.4) 



(./DC: 
; X„)- 

_t. 

(L-J) 
1344».--/A).../ 

o 

8 

si d'-a-A>c 	 De (1.2.1), expresando la función beta en términos de 

funciones gama, se obtiene el Teorema de Gauss 

(1.2.5) 

Ahora sicK=-y7, un entero negativo, tenemos 

así que la ecuación (1.2.5) se reduce a 

i) Cd-A9n  

que se conoce como el Teorema de Vandermonde. 

Se puede deducir a partir de la fórmula (1.2.3), relaciones entre se- 

ries hipergeométricas de argumento x y aquellas de argumento 	 
X 

Si hacemos 3=1.--3 en la ecuación (1.2.3) Y como 

(1.2.6) 

- xa 

 

CA--x) 11-1- 	 - 

 

tenemos 

y aplicando la relación (1.2.3) 

   

  

Bész-7 	a--A)  
• " 

   

     

de donde obtenemos 

cs;_rd_ 

y por simetría la relación 

(1.2.7) 
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(1.2.8) 

Usando la relación (1.1.4) y la ecuación (1.2.7) con x reemplazada por 

x-1 
	tenemos 

X \ 
2 

- 
/ 	 1:-"" / 

) 	Cf.? 

por lo tanto 

-7; 
= (i-X) 	 d; >c) 

(1.2.9) 

1.3 Fórmulas de Recurrencia 

A las seis funciones 

las llamaremos funciones contieuas a t,(-1(,,,,,,-;» 	For brevedad usare- 

mos las notaciones 

= 	/>2 A x.) 

así como 	 r), 	 para las otras cuatro de 

las seis funciones contiguas a -F.. 

fi y : Gauss probó, y seguiremos su técnica, que entre dos de sus fun-

ciones contiguas, existe una relación lineal con coeficientes que son fun 

clones lineales de x 



,c 

---7\ _fit 
•IfTa.C1.17`1 =  	3 ) fi n 

(1.3.1) 

10 

Si denotamos por 

entonces 

Y  

c.5-4 
= 	 01-7  X )7 

et> 

al: >,  

z 	(cx 	
(>11-2- 	c 

) 	c"" 
”=C 

— 	 ) 
(C{ 	= ) 	— e'? 

' Coc..)n • 

Como, -̀'((----7“-i--;?=-&-*/).))..4.),-, y 6  
/ , podemos escribir 

las seis funciones contiguas a ti:: en la forma 

,fr17. (.x-b-)= 

cr) 
0.), ),- ,r) 	(... 	 c..,.: - - J.. 

fX 	on, 	Z. /II_ 6->. — ) = 	CX — ..:1- -(- : -I ri J 
„; rc 

	cSn < 
n = 0 

Emplearemos también el operador 	 ; este operador tiene la par- 

ticularidad de que exn.),zr. 

Como 

1'1 1-n 

se tiene con ayuda de (1.3.1) que 

= sc•j---4(c,) 	 (1.3.2) 
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.),F1 = 	 (1 3 . 3 ) 

(1.3.4) 

De (1.3.2), (1.3.3) y (1.3.4) se sigue inmediatamente que 

(1.3.5) 

Y 

(u- 	- 	 (Y-) 	 (1.3.6) 

dos de las fórmulas de recurrencia. 

Ahora, considérese 

) 
J.."( 

(r;.),, 	 Cr 	

(r).,- 
/7 / _)" 

entonces 

COMO 

	  r 22.  \ 
(2( - 

n =o 
(1.3.7) 

  

'- /7),(47 	/7) 

C o 7/-72) 
‘2, ,..- 7-3 - ) 

  

la ecuación (1.3.7) resulta 

  

,E. = 	 4-7 - zgr 	 - o ‘...){  /F.) x  
/ 

n =o 	 r.c 	 t1' 	 n=o 

   

eY.  n i  

 

que puede escribirse en la forma 

i=-4 :F = 	IV= - c.Y)x 	- 	c: tly#9 

  

(1.3.8) 

De (1.3.2) obtenemos 

x 	 - 	 1-- 	) Fi_ 6x 

que combina con (1.3.8) resulta otra de las fórmulas de recurrencia 
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- 
1_ (1.3.9) 

Aplicando el operador e a la serie zilt-<-) , obtenemos 

(1-<-.,.1.9nCt3)n 	 der  ) — 
e ft--; 	- .  

que puede escribirse como 

cy- • 

Ccd--4.) di  / 

  

 

(1.3.10) 

pero tenemos que 

de donde, la relación (1.3.10) se transforma en 

Cr 

= ) x 	 c' 	  x 

	

n=c 	 2' 	 2"//7 

que en vista de (1.3.1) resulta 

	

(0¿--) = C--1)XrE,  	sfi, (1.3.11) 

Si en (1.3.2) cambiamos u, por 	, ésta se transforma en 

= 	- 	 (1.3.12) 

De (1.3.11) y (1.3.12) se sigue que 

(1.3.13) 

Similarmente, como t.? y jr.; pueden intercambiarse sin que se afecte la 

serie hipergeométrica, escribimos 
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x Jzfi.  	x 	CY. 4-) 
	

(1.3.14) 

Hemos obtenido cinco fórmulas de recurrencia (1.3.5, 1.3.6, 1.3.9, 

1.3.12, 1.3.13); por combinaciones convenientes de estas cinco relaciones, 

pueden obtenerse otras fórmulas de recurrencia. Daremos a continuación 

una tabla útil de éstas: 

(a) ., 

(b) (ty. — a • )z. 	 — 	), gala:y—) 

(c) -alL 	 .-)3(1--)3)  

(d)  

(e) ) 
, 

(f-- - 

(f) 	 [7  - e - ) X] 	= 	X)  

(9) 	 (o': A-  Y) zirit 	 JC z 	(IX) - (r-8.-3-L 	C -)  

(h) (_ 	 = 	 — 

(i) (A— 	 = (16— c. Fi_ 	(a'—, 	(7? 

O) 	 - 	 = -,./..),F,_tx-)-únoci-,),_frio-) 
(k) 	[a/ - 	-A.)73,,./11; = 	(m-)- 	(f -) 
(1) 

irp,L 	 téL -X-1z..r.-±é/37`)- (1?c--̀  )(3---./3)  „jc... 

(m) (2-7— 	= r-r‘ — 

( o ) 
(n) -/r- -1-  (a 	 61/759.:Ja (6-) - 	-x 	(3,-) 

[Y- + 	1 t?- ag.) xi z_F:, = 	 (‘-'2:3;1"3<17)/il-i(n.). 
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1.4 Ecuación Hipergeonétrica 

En ciertos problemas físicos se desea resolver la ecuación diferen- 

cial 

(1.4.1) 

donde los parámetros 	y K son constantes. Esta ecuación se conoce co 

mo la ecuación hipergeométrica. Se encuentra que tiene puntos regulares 

singulares en 	 entonces'es posible encontrar la solución de 

esta ecuación, haciendo un desarrollo en serie alrededor de cada uno de 

estos puntos. 

a) Desarrollo alrededor del puntoy,o. 

Proponemos como solución 

— \ 	í 
t..C) 

.)-=c 

(1.4.2) 

Sustituyendo esta serie en la ecuación (1.4.1), obtenemos la relación 

irk. 	s‹.)(12 	_e-p) a 	-/ 	 x 	. 	= o 

Esta ecuación debe cumplirse para todo valor de X y esto se satisface so-

lo si el coeficiente de cualquier potencia de x es idénticamente cero; es 

decir debe verificarse el sistema de ecuaciones: 

(1.4:3a) 

,' • < 	r) 

(1.4.3b) 

Si en la ecuación (1.4.3a), llamada ecuación indicial, se tomaa.71-0, és- 



, t1/7  c.71 
„ 23- 2 

ta se verifica solamente si 

1° caso 	A = o 

2°  caso 	íz = 

1° caso 	A = o 

La ecuación (1.4.3b), llamada fórmula de recurrencia para los coeficien-

tes, toma la forma 

15 

(1.4.4) 

y la solución que resulta es: 

(1.4.5) 

r ! ct: +- 	- - • (y + r 

La serie dentro del parentesis cuadrado es la serie hipergeométrica; por 

lo tanto, esta solución se puede escribir en la forma 

yr: = a- 	/c_.! • a' ).0 	 (1.4.6) 

2°  caso 	= — 

Con esta condición la fórmula de recurrencia toma la forma 

 

a (1.4.7) 

 

si se hace el cambio de notación siguiente: 

p< -=- — a 

la ecuación (1.4.7) se transforma en 

)  

(1.4.8) 
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que es del mismo tipo que la fórmula de recurrencia (1.4.4); por lo tanto, 

la solución es 
a' 

"7—  zr 	
x 	 , /9 	 (1.4.9) 

La solución más general es entonces la combinación lineal de las dos solu 

ciones particulares, es decir 

_A 	/7 a" 	Bx 7_ 	d 	79—a- 	; z — -•• 	( 1.4.10) 

b) Desarrollo alrededor del punto X =-1. 

Si hacernos el cambio de variable 	 la ecuación (1.4.1) se re 

• 

duce a 

d y 

_1) 	11X IL/7'  -= o 

que es idéntica con la ecuación (1.4.1), con g igual a  oc1/2-3'-fItY X 1- 

gual a 
	

i—x • Entonces se sigue de (1.4.10) que la solución requeri- 

da es 

•••- 	 c_n(   f rxíri jt ..1-x 	x.) 9(1 4 11) 
'2 	1/1-. 	 • 	• 

c) Desarrollo alrededor de 7:-=',co • 

Proponemos como solución 

la cual sustituida en la ecuación (1.4.1), da la relación 

- 	\-7  
-14  ---1-s=0 

/l=0  

Análogamente al caso a), debe cumplirse el sistema de ecuaciones 

// - 	
(1.4.12a) 

<  
	

(1.4.12b) 

(Á — tL.192*, Av- 



Para que la ecuación indicial (1.4.12a) se cumpla es necesario que 

=.cy. 

1 °  caso 	f = 

La ecuación (1.4.126) toma la forma 

•-• 

haciendo los siguientes cambios de notación 

Cv: 

la fóriula de recurrencia se con;/eirte en la ecuación (1.4.4), así que su 

solución es: 

17 

= 

2° caso 

La solución puede obtenerse por analogía con la anterior, resultando 

La solución general es: 

= A -cf. 	-y 	; =d. - (1.4.13) 

Ahora demostraremos que ecuaciones del tipo 

(Ya-,-.4-x 	
r ; 

Y- 
	 O ) 	

(1.4.14) 

pueden reducirse a la ecuación hipergeométrica. Para esto supondremos 

que las dos raices 4 y L de (R ,‘Axi-74) son diferentes. 

Si en la ecuación (1.4.14), hacemos el cambio de variable 

1 	:t.L 
= —  

se obtiene la ecuación diferencial 

z- 
,z o y 

r 

CC-L*5)1,1V 
-  
• 

6-t • "i 

 

0 4- 0 
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que es la ecuación hipergeométrica con: 

C 	 fi 

tc 	— y 

1== oct. 

Existen algunas relaciones entre la ecuación hipergeométrica y otras ecua 

ciones muy utilizadas en la física matemática. A continuación obtendre-

mos algunas de estas relaciones. 

Si introducimos una nueva variable Ir, de la forma 

= 	- 

Y la sustituimos en la ecuación diferencial hipe Geométrica, ésta toma la 

forma 

   

(1.4.15) 

  

= O. 

  

 

s 

   

Si escogemos las constantes (Vil y Y como: 

  

  

o< = 

  

la ecuación (1.4.15) se reduce a 

  

(1.4.16) 

que se conoce con el nombre de ecuación diferencial de Legendre. 

Una solución particular de esta ecuación e: 

4 f ) 

(1.4.17) 

Una ecuación que se conoce como la ecuación de Tschbyscheff es 
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(1.4.18) 

que resulta, cuando en la ecuación (1.4.15) hacemos 

y su solución es 

= 	= "7 Alf.)) 

,r< -5., / (1.4.19) 

el primer término de la solución es un polinomio y se conoce como el po-

linomio de Tschbyscheff de gradon. 

1.5 Relaciones Lineales entre Soluciones de la Ecuación Hipergeométrica. 

Las series de la solución (1.4.10) son convergentes si Ocki, es de- 

cir en el intervalo )/.-L 	, mientras que las series de la solución (1.4. 

11) son convergentes en el intervalo Cc»_) 
	

Existe, por lo tanto, un in 

tervalo (0,2) , en el que las cuatro series convergen y como solamente 

dos soluciones de la ecuación diferencial son linealmente independientes, 

se sigue que debe existir una relación lineal, válida sio<>f<j_ , entre 

soluciones del tipo (1.4.10) y entre las del tipo (1.4.11). 	Es decir que 

deben existir constantes A ye no nulas tales que 

Si x 	tenemos 

) 

4 HP ...Y- 	.74  - 

y si Z 

ALr / T.) y-1; 

tt---1 (1>z /c • 	— A ') 
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si suponemos que ±>...>-,<."--t 

Con la ayuda de la ecuación (1.2.5), tenemos que 

A - fi(y) 	—pi 

y además 

resultando de estas dos últimas relaciones 

1-7) = 

sustituyendo los valores de A y , encontramos finalmente 

2.11 )„. 	- 

( 1 .5.1 ) 

-r- -- 71...j/719. 5i 

Si reemplazamos y por-z.-en la ecuación (1.5.1) obtenemos 

6,c,f; ) =  	/ 

pry,,,c)7-7(1--/5) r _1_ + 
(1.5.2) 

71- TYLii-76-x+-j7 ate)  i 
r¿x);',(A.) 

Ahora, debido a la ecuación (1.2.7) 

/e; /1-; A - 	= X z-f-,6-< 	- ; 

por lo que, sustituyendo esta última relación en (1.5.2), tenemos 

4 \ 	r ..),r - JÑ) 
- 	 ,z^ 	f-  S.; .1 	- #.i.; /-1  t 	/=4  

(1.5.3) 
7-1W TY,<  

rÓx)PQ5') 
diY -2_ 



donde ,<)C.< 2_ Y 1>i».-tA • 

Se puede demostrar, de una manera similar, la relación 

ari<c•c,i5); 
t 	

fix) 	(0.(fo&fi-cy ric /sEti 
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(1.5.4) 

que expresa a /7t(CJ ,, /) como una serie que converge para 17c1;>1 . 

Todas estas relaciones son típicas entre soluciones de la ecuación hi 

pergeométrica (1.4.1). 	Si se cambia la variable independiente, en esta e 

cuación, por cualquiera de las sicuientes: 

la ecuación se transforma en una del mismo tipo (pero naturalmente con di 

ferentes parámetros). La ecuación (1.4.1) tiene así doce soluciones, dos 

para cada variable independiente. Ahora, cualquiera de estas soluciones 

puede expresarse en términos de dos soluciones fundamentales, como de los 

tipos de las ecuaciones (1.5.1), (1.5.3) y (1.5.4); se tienen así veinti-

cuatro soluciones de la ecuación hipergepnlétrica. 

2. Funciones de Legendre 

2.1 Polinomios de Legendre 

Los polinomios de Legendre /7-7(5.1.), se definen por medio de la función 
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generadora 

/7/(x, 	= 	zx r 72- rL--.) (2.1.1) 
n=o 

Demostraremos primeramente que el coeficiente /27S.,1 de rn  es un polino- 

mio en , precisamente de grado 	Desarrollando el miembro izquierdo de 

la relación (2.1.1) tenemos 

- 	r- x r- r 

Se sigue de (2.1.1), igualando los coeficientes de r , que: 

/)-7) (x )  1 -21  (2.1.2) 

t FI donde, mediante 	, se expresa el máximo entero 	La ecuación z... 

(2.1.2) muestra que /7;(4 es un polinomio de grado)? en x. Desarrollan- 

do la suma, resulta 

12 	 &X) = r 	[7•L 
07. 	 .7_1Z 

(j-  ) 	) 1" 	)';-V 1(2.1.2a) 
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Los primeros polinomios de Legendre se evalúan fácilmente a partir de la 

relación (2.1.2) 6 (2.1.2a), y son 

P es) = 

( /- 	2- - 	- _t) 

41 	 -- 
' S L. 	z_ 	3;xi (2.1.3) 

/1/1  (X) = 	(55 

/E2.7  (7) = 	 J.5 

, 
»c. 	= 	(Z...31 X- —.oír) 	 x 

Si en (2.1.1) reemplazamos 	por —x yr-  por —y el miembro izquierdo 

no cambia, entonces 

/17(1- 	= (-1 i 'rn(x) 	 (2.1.4) 

de lo que se concluye que /),,,W es una función par en x paran par y una 

función impar en / para ir impar. 

Ahora, si en (2.1.1) hacemos y= I , obtenemos 
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— ri 

como el desarrollo de 

se sigue que 

(2.1.5) 

si la combinamos con (2.1.4), resulta 

, 
y 11-= 	 (2.1.6) 

Nuevamente de (2.1.1), si x=0, tenemos 

r 
,z, 

• 1 	
r; 

:-.2 
=Ct 

pero como 

cir 
cr / 

) 
' 	

4 	• -12/7-4) 

- • :4-1 ,7=c, 

entonces 
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Lí 	(J./2-i) 
L: -si é 	- • 2_ /7 

(2.1.7) 

 

resultado que también puede obtenerse fácilmente a partir de (2.1.2). 

Derivando la ecuación (2.1.2) con respecto a x, tenemos 
-77-±1 

(2.1.8) 

tt-=;. 	zfitic ,-;—A)./( ,,—ar_21)1  

y de (2.1.8) se sigue que 

ieni(c)=6, (2.1.9) 

2.2 Fórmula de Rodrigues para )12&) . 

Cuando n es un entero, se tiene que 

n 	k , 
(--1.) )9! z,); _z_ 

i1/4> I 07-1/2» X  

si derivamos este resultado i7 veces con respecto a x, obtenemos 

- >  	( 	 • -/ 

én-,01 cy7-zitz» 

y dividiendo ambos miembros de la ecuación por 2flal , resulta 

	▪  dfl  

Znnj n - 
/ 	‘n 	7-Li)f(-(7)4!  

ank! 07--íj./07-zi:» 

y por la definición de ich(x) , ecuación (2.1.2), tenemos que 

▪ (en  
29 	) z 

_ , = al 41 	¿X - (2.2.1) 

que se conoce como la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Legen- 

dre. 
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La fórmula de Rodrigues es de gran utilidad para la evaluación de in-

tegrales definidas que contienen polinorrios de Legendre. 

Considérese por ejemplo la integral 

(2.2.2)' 

sustituyendo la fórmula de Rodrigues podemos escribirla en la forma 

4-i_ 	/7 

n ex - 	e.tlx,  1/ 

integrando por partes tenemos 

- 1 	 -l-A. 

jríx) 	(y 
L'(9 

J 	/7: 	 cLIX 

la cantidad dentro del paréntesis cuadrado se elimina para ambos limites, 

por lo que 

/ 

I = 

continuando este proceso, encontramos finalmente que 

1)n 	z 	j?..X.416-1:/-  • 
an  

(2.2.3) 

2.3 Fórmula Integral de Schláfli 

A partir de la fórmula de Rodrigues (2.2.1) y utilizando la fórmula 

integral de Cauchy, para la enésima derivada de una función analítica, 

.  (Ir 	 r 
, 

Á 	j.”/ 2 	 /Y' 
	 CLr 

e 
donde e es un contorno que rodea al punto x=r, obtenemos la fórmula 

47 
1-71É4 z- 	, 	

‘ r 	
aer 
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que se conoce como la fórmula integral de SchlMfli para los polint,mios de 

Legendre. 

2.4 Fórmulas de Recurrencia para /i7()?). 

Las fórmulas de recurrencia, son relaciones que conectan funciones de 

Legendre de diferentes grados con sus derivadas. Estas fórmulas las dedu 

tiremos a partir de la función generadora (2.1.1). Si derivamos con res-

pecto a r ambos miembros de esta ecuación, obtenemos 

	(x,,) 	il  r  
dr _ 2-xr,-r - aY/L  -›-= 	 (2.4.1) 

/7=0 

que puede escribirse en la forma 

73 n = 	 rj> 	7()  
r =o 

Igualando coeficientes de r vl , obtenemos la relación 

42(x..)--737-ri?‘) = £9.7+-'9/7, 	) - 	) 	 /x) /7>0 

la cual se reduce a 

-2L 	 (Xj 	Z 1;14:2 	(.)j) 	ii?";• =t. 1;5'0 = 	> o 
(2.4.2) 

Por otra parte, si derivamos ambos miembros de la ecuación (2.1.1) 

con respecto aX., obtenemos 

   

(2.4.3) 

 

3x 	— j•-••i • r - V •  I); 
r. =c 

donde 

   

?Ti t X = -x 

combinando (2.4.1) y (2.4.3) 

  

LT 	 cr 

6?-r),>7 	>  /7 1426.--)r r), 
n=o 
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Igualando los coeficientes de r", obtenemos la relación 

n I 	, 	 / • xi-)7(x)— / /7- 	— — /7 / /7 	 > CP 	 (2.4.4)  

De la igualdad 

- r (j-pC) = 	x r) 

sustituyendo (2.4.1) y (2.4.3) obtenemos la ecuación 

/6?-:(x) 	 (:,/;)=- o.. 

Derivando (2.4.2) con respecto a X obtenemos 

()c) - (2 fi 	) /CA 	(fi?* A.) 7-1(x ) -7“ 77P; (,)•) zr n. - 

De ( 2.4.4) y (2.4.6) eliminando /-7,5jobtenemos  la fórmula 

) -/7._ (x)= 	í711  i 7  

Sumando (2.4.4) y (2.4.7) tenemos 

De (2.4.4) y (2.4.5) eliminando A):_,(x) , obtenemos la relación 

(xi—i),?-216t)=  

Derivando esta última relación se obtiene que 

(„/„- ) 	) - 2-x FLIC.x.) -nx 

(2.4.5) 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

sustituyendo en ésta el valor de f?),-, /X9 , dado por la ecuación (2.4.4) 

y rearreglando términos, resulta 

(2.4.10) 297;:11(ij 	íj-,17-v )14  (/' 	A)- ) = 

la cual nos muestra que los polinomios de Legendre son soluciones de la 

ecuación diferencial 

) 	 1/707 )y =o (2.4.11) 

para n entero; esta ecuación se conoce como la ecuación diferencial de le 

gendre. 
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2.5 Ecuación Diferencial de Legendre. 

En la sección anterior se demostró que /Ióxi es solución de la ecua-

ción diferencial de Legendre 

— x 	— (2.5.1) 

cuando 74) es un entero. En esta sección determinaremos la solución más 

general de esta ecuación. Proponemos una solución en potencias crecien-

tes de x , alrededor del punto 2:=0, de la forma 

- 	[2 

	
(2.5.2) 

) 

Sustituyendo esta serie en la ecuación, obtenemos la relación 

EL, 
( /C 

Esta ecuación debe cumplirse para todo valor de >-..y esto se verifica so- 

lamente si 	el 	coeficiente de 	toda potencia de 	es 	cero. 

be satisfacer el 	sistema de ecuaciones: 

Es decir, 	se de 

a, = o -21) (2.5.3a) 

/4- 	-é - = - (2.5.3b) 

(/'71-,)(/ f--)-4)-/?0%*-1.) ;1;,(7,.) (2.5.4) a;  

Si en le ecuación (2.5.3a) suponemos que c0,1  entonces claramente las 

soluciones de esta ecuación son: 

= o, 

Si A=0, (2.5.3b) se cumple para todo valor de (Z, 
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De la serie (2.5.2) vemos que la solución es 

— (ac v-a,y 

“4. 
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s i k=AL, (2.5.3b) se cumple solamente para os  t.- o 

Ahora, de la ecuación (2.5.36), si suponemos que 
	

la ecuación se 

satisface para los valores de 

= ot, 
Si $1.2=0, (2.5.3a) se cumple para todo valor de 2, 

Si 	(2.5.3a) se cumple cuando c = o 

Entonces tenemos tres casos por resolver: 	 y —21. 

1 0  caso, % = o 

La fórmula de recurrencia (2.5.4) toma la forma 

(2.5.5) 

ia 	•6) (2 5 • , 

y tomando, con ayuda de (2.5.5),Oc ro como constantes arbitrarias 

7  = a,  L.  _ nb-y-.i.) [ 	 z. 
z/ 	 i/7 

--2  sir 	- 

fQ1Ik yri-z  )  3 _ 	_  x  
31 

 

,s 
5! 	7  

 

(4 -  
r :r-4) 	(.27-3 +  1,- JJL+z_ 7)--ris 

.  

1 

La cual puede reescribirse así 
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(111/727-? 

r= 

07 -ar í z n t to-H ,  • •  

(e r) 

ar1 

 

  

 

(2.5.6a) 
(-Dr!/2-.1.»?-3).-. -2rit- Mi-z»27 -s0 • • • 07,,  r) 

 X
ar 

( r- = 

2' caso, k=1 con cz,L= o 

La fórmula de recurrencia toma la forma 

p 23(f f ) 

la solución será ahora solamente en potencias impares de X de la forma 

Z.r 74%1_ 
r :•1-37 

Si hacemos el cambio de notación 

aar E /A 

la fórmula de recurrencia toma la forma 

A( 	)-/- 	 9+.1. 

ahora hacemos 
L7 	2 
	, entonces 

A 
11,1J--J-.7 1-7 - / -iff.-.) A 

rij (2.5.7) 

Comparando esta última fórmula de recurrencia (2.5.7) con la fórmula de 

recurrencia (2.5.5), vemos que son del mismo tipo con la diferencia que 

la ecuación (2.5.7) es únicamente para los coeficientes de las potencias 

impares de X ; por lo tanto, tenemos que este resultado es solamente un 

caso particular de la solución (2.5.6). 

3° caso,h=-!con cate =o  

La fórmula de recurrencia resulta 



(7 )2 - /76  

y la solución es de la forma 
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Z.r 
a 2-r- L -5 X 	• 

si se hace el cambio de variable 

la fórmula de recurrencia se transforma en 

si hacemos
' 
 ésta se convierte en 

gjr  

(2.5.8) 

Vemos nuevamente que resulta un caso part'cular de la solución (2.5.6a). 

Entonces la solución más general es la que se obtuvo en el caso 1>=0, 

es decir la solución (2.5.6a). 

Para que el método de solución en serie sea aplicable, es necesario 

que la solución sea convergente. La serie converge sí 

Pero el valor de 

que se obtiene inmediatamente de (2.5.5), tiende a 1 cuando/ ---• 	, por 

lo tanto la condición para que (2.5.6a) converja es que xz< 1 , es decir, 

que k I< 1. 
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Por conveniencia usaremos la notación 

r>1  Ad)rn(A-7—a). 	 zr l 	(2.5-9) 

r=2.. 	 (21r).1 

OD 

=asX[i 	(n-dX17-3).- 07-2-r .i-i..)(n-z)cat 	- Cnt- Zr)x7.-r- 	(2.5.10) 

4_)! r=s 

que convergen si izi<HL. Veremos ahora si es posible construir una solu 

ción que sea válida para 1%1>i . 

Supóngase una solución en serie en potencias decrecientes de X , de 

la forma 

cr" 

k~".1  
= 	 C2,1. 

O 

de la que obtenemos, siguiendo el procedimiento anterior, la ecuación in-

dicial 

a, [A, 	_{)- 	= O 	 (2.5.11) 

que se cumple para 

d 	- 

y la fórmula de recurrencia 

0-7?-1)92.7 j-21„) 
(2.5.12) 

1 °  caso: 12 = ri 

La ecuación (2.5.12) resulta 

4/
)07-2 	 a z 	 a 

÷ .1) 1 

que da como solución la serie 
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acx n  — 
• 21.(z./7-:.fl • -7/z/7-_-,_)(an 

	(72- 7 ;"•(- 2 )(n-Z-rit 4) 	--Zr 
X 	71-  • •] 

r 	 - • 2-(e i?-eL)- • iz:/7 -ex 7,- k 

que también puede escribirse 

17,11-/j 	 - Íj).; 	ZP 
---, yr- 	(2 .5 .13) 

✓ U: - 	 2(1: 	) • - 0-?‹,  

2° caso: 1/2  = 	 • 

Tenemos que 

la solución resulta ser 

- •-/;-L- 	(Ftess; 	-1  -z. 

-7- 	z, (‘-_,711-5) 	
y 

 

 

 

-  • (t sisar) zr 
X +... 

z-r 	 • 2- (In v-5) - • (21 	¿zr 

2/)• • ' 	 ..)-- 	"71.21/7-;-3) 	 ; 
) 	•(7 	  - 11 (2.5.14) 

Las dos soluciones (2.5.13) y (2.5.14) son independiente ?nte y por lo 

tanto, su suma representa la solución general de la ecuación de Legendre. 

Se puede demostrar fácilmente que estas series convergen para ix 	1..  

Hemos obtenido dos soluciones generales de la ecuación de Legendre. 

La primera (ecuaciones 2.5.9 y 2.5.10) converge para ki<1 , la segunda 

(ecuaciones 2.5.13 y 2.5.14) converge para lx 	. Sin embargo, para 
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ciertos valores de los coeficientes, las series se vuelven polinomios, 

los cuales permanecen finitos para todo valor finito de x. 

La ecuación 2.5.9 se reduce a un polinomio cuando n es un entero Po-

sitivo par o un entero negativo impar (o cero). 

a) Sea n par y positivo: n=z_r-  , (2.5.9) se vuelve 

y=a,[1.- 	
Z/ 

 

 

Por otro lado (2.5.13) se reduce, bajo estas mismas condiciones a 

[ / _ filt7 -1) _.- 7_.  
J.. (Z,./7-,0 1C   

é-1)e- 	/9/  

ir? (r-21) • • 	 - 	 X 

Estas dos soluciones son equivalentes hasta una constante multiplicativa, 

que se pone de manifiesto si multiplicamos la segunda por el factor 

4 
• )- • 72r-i) 

fil 

b) Un procedimiento análogo, hace ver que sin es impar negativo 

(2.5.9) es equivalente a (2.5.14). 

c) Algo semejante ocurre con (2.5.10) y (2.5.13) cuando n es un en- 

tero positivo impar y con (2.5.10) y (2.5.14) cuando n es un entero nega- 

tivo impar. 

Puesto que ya hemos establecido relaciones entre las cuatro solucio- 

nes, nos limitaremos a estudiar (2.5.13) y (2.5.14). Si la constante a, 

en (2.5.13) se hace igual a 

(-),)/ 
ac  = 	 

a" 	z- 
(an - )1z.,-; -3) -  A- = 

el polinomio de grado n que resulta es el polinomio de Legendre 

Por otro lado, si en la solución (2.5.14) hacemos 
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con i7 entero positivo, la serie que resulta se denota por at7(x) 

;7. 
Qn 	— 	• - • • (c:/7  

   

   

  

Lati 7..) 

) - • •  ( 	(71r) 

ar 	÷ 5)- • ( 2../712-2x 

1 O 

Fig. 1 Variación de Pn (X) con .e 

que también puede ser escrita así 

n 

O A9- 	 
r=c2 

 

(2.5.15) 
tan-F - F - ÷ ,,)/ 

valida para 12¿ 

Esta serie infinita se denomina función de Legendre de' segundo orden. 
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nr1 

  

   

n_3 

nr2 

   

Pie. 2 Variación de alLidcon x 

Cuando n es un entero positivo (2.5.13) es un polinomio y (2.5.14) 

una serie infinita. 	La solución general de (2.5.1) es, por lo tanto, la 

combinación lineal de las dos. Es decir, 

7= A »,, ty) 	0,,i(x) 	 (2.5.16) 

Cuando 2d7 es algún entero positivo impar, la solución degenera en 

(2.5.14). Para ver esto, supongamos que an,2_,/z, -J., entonces el denomina 

r,-ah 
dor del coeficiente de X 	se anula y lo mismo ocurre para todos los 

términos subsecuentes. Para eliminar esta indeterminación, se multiplica 

la serie entera por (f.-r) , lo cual causa que todos los términos de orden 

mayor que r7-2-k. se  anulen, mientras que los otros permanecen finitos, en- 
fZ -n-± 

tonces la serie comienza con la potencia x 	= x 	y una inspección 

muestra que es idéntica con (2.5.14). En este caso, nuestro método nos 

proporciona solamente una solución particular que es una serie infinita. 

En forma análoga, cuando 2-n es un entero negativo impar, (2.5.14) degene 

ra en (2.5.13). 

En la mayoría de las aplicaciones, la variable :X aparece en la ecua- 
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ción (2.5.1) como el coseno de un ángulo; como por otra parte las condi-

ciones físicas del problema imponen la restricción de que la solución sea 

finita en todo el dominio de definición de la variable x, incluyendo los 

extremos x=±1 , resulta de lo anterior que tales funciones existen sola 

mente cuando n es un entero positivo o negativo. Pero cuando n es un en-

tero, basta considerar las soluciones (2.5.13) y (2.5.14), ya que las o-

tras se reducen a éstas. Más aún, se puede mostrar que sustituyendo en 

(2.5.14)r por -ü7,-1j se obtiene (2.5.13). Basta entonces considerar so 

lamenten entero positivo (c5 cero) y tomar (2.5.13) como solución. Final 

mente, como (2.5.13) con la constante debidamente escogida, es el polino- 

mio de Legendre i?-6,11x) 	decimos que: en los problemas físicos donde x 

, la única solución convergente de la ecuación de Legendre para to-

do valor de la variable independiente, es el polinomio de Legendre de gra 

do rl . 

2.6 Propiedades Integrales de los Polinomios de Legendre. Función como 

una serie de Polinomios de Legendre. 

Mostraremos que: 

0 

L 

777 Tir 77 

777 = 

(2.6.1) 

1° caso: 

Si en la fórmula (2.2.2) hacemos :L- r>..11=17,1x) con tn< n , obtenemos, 



= 
6, e-1 	

2 	;1, • (7.,-/)  
' 	- • - (2..)0 -1- iL) 
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Debido a la fórmula de Rodrigues tenemos que 

d.12 	 rtn 

-2 r 1,2,1X)=  
 / 	Nrn 

Ci X I 	 Z...rn/77/ arx ft'"? L X 	= 0 /7? G Y7 

por lo tanto la integral resulta ser igual a cero. Sirn>n, tomamos 

f(X)= Pr(X) Y seguimos el mismo procedimiento, obteniéndose, como es de 

esperar, el idéntico resultado; por lo tanto 

,Li 

f? /.(4)77;,.k)e¿dt = ° 
:-.. 

/77 -yr/ -7 

2° caso: 
	

/7-• -=- 

Si f Cyf = 

 

n - x2 917,-t .2c 
.af 

entonces 

+1. r 
1 

/7,< :)1»-( 

+A. 

, /7 
X .9 ->Z-J107/J2. 

Para calcular la integral del miembro derecho, hacemos el cambio de varia 

ble z =- 

ti 

6 

- rl~o 
(z y? 1.)I  

de donde: 

(7.4! Z 
(17.0  - 	 

Z_J;" 71- -10./ 	7✓7 t1 

  

  

   

2 217 ‘,/ 92. 
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Hemos obtenido así, ambos resultados requeridos. 

Ahora demostraremos que dada una función, ésta se puede expresar como 

una serie de polinomios de Legendre. Es decir, dadaji(x) siempre es posi 

ble escoger 0.0, 	 tales que 

czo,"7„ .) 	 . 	(2,7e-axi -t- - - 	 (2.6.2) 

Para determinar estos coeficientesóitc, 	 multiplicamos (2.6. 

2) por defléx) e integramos. Por la propiedad (2.6.1) tenemos que 

-ti 

fr•,---7 
8.2700.7C(›Or,L5c _,_ <ir, 

rt727-1-S_ 

de donde resulta 

(2.6.3) 

con /77 = 0, _1_, a, 

3. Funciones de Bessel 

3.1 Coeficientes de Bessel 

Los coeficientes de Bessel de ordeno, —7)1(x), se definen como el coe 

41. 
ficiente de 	

77 en el desarrollo de la función exponencial a: 

En otras palabras se define a JAN) por medio del desarrollo 

= 7 Cy 
I 	_r 

Z_s 11K,FC- 
/7 

(3.1.1) 

llamada la función generadora para los coeficientes de'Bessel. 

Si desarrollamos la función exponencial en serie de potencias, obtene 

mos que 

1XC~-z, cc .r a") Cr- 
> 

a' rl
/1.9 n't S 
	 21-3-6-35 .1   <:0 	s T=0 	Sro 
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de la definición (3.1.1), j5,(x) es el coeficiente de -¿en este desarro-

llo. Si/2 es cero o un entero positivo, encontramos que 

	

ro 	 n/ a-5 

J/714 
(-"tIr 	

Xi7  er, 
	4 	r 4 	y  

• s 07÷5)/ 
(3.1.2) 

	

s=0 	 s=o 

Ya que .9(xyl-) es idéntica con 

derar la función generadora como 

nosotros también podemos consi- 

A ; 	 jil.(  ) 	)19 
O 

 

la cual, cuando n es reemplazado por -n(entero negativo), es equivalente 

a 

	

0,51-,9 =2 (7i) L.71„6,1)Lt 	 (3.1.3) 

Igualando potencias de iSn  en (3.1.1) y (3.1.3), nosotros tenemos la rela-

ción 

J,;(x)= 	L/1„ (x) 	 (3.1.4) 

A partir del desarrollo en la serie (3.1.2) pueden encontrarse fácil-

mente relaciones simples para los coeficientes de Bessel. 

Por ejemplo 

' (x) 

  

2. (3.1.5) 
c./ ( 

tenemos además, como resultado de derivar ambos miembros de esta ecuación 

con respecto a x y hacer uso del hecho de que ¿,7,2121;;/*$)1=4/¿9-.11,L-5)./,  

que 

 

—7 	S/7 

R -i76()] =  	 ;C.  
07-4_7-.5)./  5 =o 

ajn 

a-X 

la cual comparada con (3.1.5) muestra que 
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d? 	,-- Lz 	x (ir, (4. aLt (3.1.6) 

Si escribimos este resultado en la forma 

[ n,./7,.c,)41 = 	 (7 73 

vemos que si 227 es un entero positivo menor quen, entonces 

CL 
(3.1.7) 

Similarmente, podemos establecer que 

r  	,  -y; 	, 
y  LL (X) 	— 	Lit; 7‘.,_ (11X) 

etcX L 

lo cual es lo mismo que 

(3.1.8) 

 

resultado que puede generalizarse a la forma 

) ,72 [ r 	
4 ( 	 r ,•L 	 f: X) I 	,) LIJ-7 /2 (7.2 

.X Ler" 

en particular, tenemos la relación 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

que muestra que el coeficiente de Bessel 35-.59 puede obtenerse de L.7;(z"). 

Otra propiedad importante de los coeficientes de Bessel, puede tam-

bién encontrarse del desarrollo en serie de potencias (3.1.2). Su compor 

tamiento atañe a pequeños valores del argumento z. 
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-n 	
)5 

xtLi(x) = 	 5107*s» 
seo 

j-".5 

2./r 

(-1 )  
5! Lin 71-5).1  

tenemos que 

( ) 5 	 2:2-5 
O 

= 	 - 

por lo tanto resulta 

T ()=X C.-117 (.)= 	- o 	 2" (3.1.11) 

en otras palabras, para pequeños valores de x el coeficiente de Bessel 

4.777) se comporta como 7-174.57./. 

Si en la función generadora (3.1.1) hacemos el cambio de variable 

t=e ` , obtenemos la relación 

e 	e 
(3.1.12) 

que puede escribirse, con la ayuda de la ecuación (3.1.4), en la forma 

ix..5-527 e 
= Jo  (9 -é- 4 l...);(x)5efi ;— 2-j; ¿x)2c.-2 

Y- 2. -L„)736:)Scf7,30 	 typ ih- 

; 
,),77,>9 7-- 	> ,t4dn(92.c-2 /7„/776) 

/72 

cc 

>  jY yr) 7 L (95 en (lin 1-  j) e 

(3.1.12a) 



co 
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por lo tanto igualando las partes reales y las imaginarias obtenemos que 

,/*),(L..„, (a- „,e) (3 . 1 . 13a) 

i= 7_ Y 
	

) 
	

(3.1.13b) 

Nuevamente, si en (3.1.12a, 3.1.13a, 3.1.136) cambiamos 4') por L — Eá ; se 

obtiene 

(3.1.14) 

= 	) - 2.e 	:_,;(x)22:.5 -"e9 	(3.1.1I4a) 

5:¿.- /-7 Cx2/-2.; 	= 	..) 
	

7-. 	 (3.1.14b) 

Las fórmulas del (3.1.12) a (3.1.13b) se cumplen para todo valor de e Y .2c. 

Si multiplicamos (3.1.13a) por 	 y (3.1.13b) por s.: 	e integra- 

mos con respecto a e de G a/7 y hacemos uso de la fórmula 

/ c-4:. e ti) 
o 

, /7 

obtenemos las fórmulas 

 

en/a.kr r cr& (3.1.15a) 

/7 

215)¿¿2 	£5? byw-) (3.1.1519) 

ya que de las propiedades periódicas de las funciones trigonométricas se 
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sabe que la integral de la derecha de la ecuación (3.1.15a) se anula sin 

es impar, mientras que la integral de la derecha de la ecuación (3.1.156) 

se anula si i7 es par. Entonces, por adición para todo valor entero den, 

tenemos 

07,;(y) =Á= 
27 

, 	.4, 
2 c 	j G 	0.0's C),5/J.7(;r) 

la cual es de la forma 

27- 

J f (.)=+- (2,,>:.,,,,,.,,_,,,,,, 
a 

(3.1.16) 

Se ha representado así al coeficiente de Bessel de ordenn como una inte-

gral, que se conoce como la integral de Bessel y que es de gran utilidad 

en la física matemática. En particular tenemos que para ), =c 

,7 
(3.1.17) 

o 

3.2 Relaciones de Recurrencia para los Coeficientes de Bessel. 

Si derivamos: la función generadora (3.1.1) con respecto az, se en 

cuentra 

(..LL 
— 
	 — + 

que es equivalente a 

r 
\ 	-7 

1/27 / (-212  L 

‘_/_ /7 

=--(0 

cr 

J;2(X)t 	 (x)--LÍ = o 

   

   

Igualando coeficientes de r obtenemos la relación 

(j);(/) =(x. ) — 	 (3.2.1) 

Por otro lado, si derivamos (3.1.1) con respecto at, resulta la ecua 
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ción 

I C • 

(-t i-) 	 _ \ J7_7,3 (x)1 / 
• 

que es equivalente a 

r-z) /2-2.t }J;7- L) - 	, non(x)7. 	= 0, 
=-w 

igualando coeficientes de & /7 se obtiene la relación de recurrencia 

= (3.2.2) 

Sumando (3.2.1) y (3.2.2) obtenemos la relación 

ti 1 -; 	 ,7;,-.1 (X) - 2 T.  (1,X) 
	

(3.2.3) 

restando la relación (3.2.1) dj (3.2.2) obtenemos 

x ,7-,-//x9= 	 (X) 	 (3.2.4) 

Si hacemos n= -  en esta última ecuación, se tiene el importante caso espe 

cial 

	

Yo` x) = - 	(x) 	 (3.2.5) 

Ahora, si en la ecuación (3.2.3) tomamos n=2_ , encontramos que 

= 	)— 	) 	 (3.2.6) 

Derivando ambos miembros de (3.2.5) con respecto a x y haciendo uso del 

resultado (3.2.6), tenemos 

	

/77/(X) = - 	jicx-) 

la cual, como una consecuencia de (3.2.5) ,puede escribirse como 

(3.2.7) 
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quemuestraque.-- 
4f 
 =J;(52) es una solución de la ecuación diferencial 

2.z 

x 	 = O 	 (3.2.8) 

Se puede demostrar de una manera similar, que la función de Bessel 

ti/77(x) satisface la ecuación diferencial 

(í2 2.)71Cerc) 	 (3.2.9) 

De la ecuación (3.2.4) encontramos, como un resultado de derivar ambos 

miembros respecto ay., que 

Y. cid:'/(x) --/` jr,;(x) = if7 L/X)— LT/2*,  (x) 2(1)71.s_ 

ahora, multiplicando por ,i (3.2.4) 

..7-1(X) — 	x  r, xJ /717:7V-4. (() 

cambiando en (3.2.3)n por nti, tenemos 

f7 1X.) (221--.{.)..-71777‘s (X) = X 47 (_/XL) 

por lo tanto 

(3.2.10) 

que muestra que ,„7:,,át9 es una solución de la ecuación diferencial (3.2.9) 

suponiendo ti entero. 

3.3 Ecuación Diferencial de Bessel 

Mostramos (sección 3.2 ecuación (3.2.10)) previamente que cuando n es 

un entero, ,..51(x) es una solución de la ecuación diferencial de Bessel 

(3.2.9). Ahora examinaremos la solución de la ecuación cuandon no es ne 
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cesariamente un entero. La ecuación diferencial de Bessel es de la forma: 

 

oca- .7' = D.  (3.3.1) 

 

Esta ecuación tiene una singularidad regular en el origen, de modo que se 

puede proponer como solución 

(3.3.2) 

Resolviendo la ecuación diferencial, es decir, sustituyendo (3.3.2) en 

(3.3.1), resulta la ecuación algebraica 

(1-3 7/<"-...-1.7_ /5-7 ota x/i 
= 0. 

Á=c 
(3.3.3) 

Esta función debe cumplirse para todo valor de X y esto se verifica sola-

mente si el coeficiente de toda potencia de x es idénticamente cero; es 

decir que debe cumplirse el sistema de ecuaciones 

a) a, (Az  - /7 7) = 

(3.3.4) 

Si tenemos que 	, la ecuación (3.3.4a) se verifica sí: 

1° caso /.1=i1 ó 

2°  caso A= -17 

Mientras que (3.3.46) se verifica solamente si ct,„=o 

Si tenemos que Q1= o la ecuación (3.3.4b) se verifica si": 

3°  caso 	6 

4° caso k,=-/7-ti 
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que también puede escribirse de la siguiente forma 

r=0 

(--/))72-  1"ar  
r! 	 a) • • 	1-) 

(3.3.7) 

119 

en tanto que (3.3.48) se verifica solamente si o— o . 

Finalmente la ecuación (3.3.4c) se verifica si los coeficientes se 

construyen con la fórmula de recurrencia 

= 

1° caso 	A = r, 	o  c 	 = 

Con estas condiciones, la fórmula de recurrencia (3.3.5) toma la for- 

ma 

(3.3.5) 

O 	= - - - _ 
)(‘ 

(3.3.6) 

obteniéndose la solución 

2°  caso 	 az -7-1" O, 	= o  

La fórmula de recurrencia resulta, para este caso 

ami ;  
n - 

(3.3.8) 

Con estas condiciones se obtiene la solución 

= ao 	!I_ 	 _r 	___ 2:__l  ____ _ 
- 	Z • 4 / (a), - 	-t) 

zr 

2. • • • 2 •-(zr7-2.,) • 	(7/2-2_,--) 7  

 

r?-í) 

  



— s. 
(3.3.12) 

6 

-fltar 
 	• 	  

= 	• aarr! (17-3_1:17-z) • • • 07-1--.) 
r1=o 

(3.3.13) 
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que también puede escribirse de la siguiente forma 

  

-n1ar 
ac,  

7r.(7-4m•-z.)•••(n-d 

 

J'= 
 

C=C 

(3.3.9) 

3°  caso /2 = — 2 , ac =o, asT o 

La fórmula de recurrencia toma la forma 

(3.3.10) 

y la solución correspondiente es 

74-1_ 

 

- 	• 

	

¿':(-7 	 y(t ,C1-?)¿iyi 

   

L 
k - 	y-. 	 • (aritcir) 1  « « 

que también puede escribirse en la forma 

+ Lr.  
(--!)

r
o- x 

?•-• 	C/ /27-L)07 t71) • • • 
r=0 

(3.3.11) 

Comparando esta solución (3.3.11) con la solución (3.3.7), se ve que 

difieren a lo más hasta una constante multiplicativa. 

4° caso /3=—/7—j) 	C4 = 	 o 

Con estas condiciones la fórmula de recurrencia resulta 

la cual da como solución 

= X R+ z  
(n 7- -z) 	L-L •y(2-x}-zyi:L.7-59

-t- 	7- 
-I • • 4112.17-3j- • 

	 41 	
ar 
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que al compararla con la solución (3.3.9) vemos que también difiere hasta 

una constante multiplicativa. 

Hemos obtenido en esta forma, como soluciones linealmente independien 

tes de la ecuación de Bessel las series (3.3.7) y (3.3.9); vamos ahora a 

determinar el intervalo de convergencia de estas series. Tenemos que 

= 

por lo tanto las dos series son convergentes para todo valor de X . 

Cuando la constante ú0  en (3.3.7) se escoge como 

A 

- 

la solución toma la forma 

(3.3.14) 

Comparando esta serie con (3.1.2) vemos que son de la misma forma, ya que 

f'(174-1):=/-1./ cuando n es un entero pisitivo o cero. Si hacemos que la 

serie (3.1.2) defina la "función de PcLsel de primer arupo de orden/9" 

aún cuando/9 no sea un entero, podemos escribir la solución (3.3.14) en 

la forma: 

? = 

Similarmente, si tomamos el mismo valor de a 	en la serie (3.3.9), 

esta se vuelve J-_„(x). Por lo tanto la solución completa de la ecua-

ción de Béssel, cuando r9 no es un entero es 

- - 

- 41  Ac75-; L2d 
/ 

- (3.3.15) 
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Cuando n es cero o un entero, tenemos, de la ecuación (3.1.4), que 

las soluciones J,(x) y ...21)7(g) no son linealmente independientes. Por 

lo que debemos determinar una segunda solución para cuando fi sea cero o 

un entero. 

Si, es una función que cumple con la ecuación diferencial de Bessel 

Y ,dc----,..);(y) , entonces por (3.3.1) 

.-1( 	X 	t—  (r 2—  ,/ a) id = O  

1 y '-•47 	(d 7 — 1771) - ' -= 
• 

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por , la segunda poi y 

restandolas, obtenemos 

/ 

pero como 

"- 	") 

n 

z 	o y / 

 

entonces 

 

por lo tanto 

Z  donde,B es una constante. Dividiendo entre y L¿`, tenemos 

integrando esta última, obtenemos 

(1-7V 
= 	-/- 7, ----E- 

donde A es la constante de integración. Consecuentemente como „„ic= .7)164 



10 

10 

0 5 

-0 5 

-1 0 

Fig. 4 Variación de Yo (K) y YíLt) con x. 

Fig. 3 Variación de Jofr.) y J (e) con 

Yo(x) 
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= A J;) ) 	(1,7 (k2f J, 

  

 

(3.3.16) 

donde A y8 son constantes arbitrarias, 2,-,Iso ya que por definición 

no es un múltiplo constante de “/76>C) . 
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Sustituyendo la serie (3.1.2) en la integral, ésta toma la forma: 

, 	3 	 I 	
.. .)).7,< 

. ( a ri 	_z_  a ,  ÷ __LzP_ -t- ha  x -/- AL X 1- .171_ z 
___ 	, 	. ... , 	, 	z  

- 	2..)91-_L.. 71- 
X. it L.Ttbd 	X 

a
z  b _ _Aur  a  (cc  

?../7 x 	az - 	e 

Sustituyendo esta expresión en (3.3.16), obtenemos una segunda solu-

ción de la forma 

donde ac, 

n(17-)(ac-eCy X 7- b.) 4-  /7-  ({.(1:c 	x 	e 	. . 	(3 -3 .17) 

C, , Cl , C a ,... son constantes definidas; la constante bo  es 

arbitraria y su valor puede escogerse de tal manera aue nos de la forma 

más conveniente de la segunda solución. La que generalmente se acepta co-

mo la forma usual, se conoce como función de Neumann y se denota por YJW. 

Es suficiente recordar que la segunda solución de la ecuación cuandon es 

un entero, se comporta como 	cuando x es pequeña y contiene además el 

término k9c-9x , por lo tanto Y17(20-1.-00  cuando 	Y-0 . En términos 

de j¡(,1')  y u) la solución general toma la forma 

y= A07769 1- a> ; bc) 
	

(3.3.18) 

3.4 Formas Integrales para las Funciones de Bessel j)(Y) . 

En la sección 3.1 ecuación (3.1.16), se encontró una forma integral 

para ,T)1(X) , válida si t9 es un entero positivo. Ahora deseamos encon-

trar en esta sección, una segunda fórmula integral. 

Sea 



k 19  
) 

que es equivalente a la fórmula 

)7 ---1" 
Q & -1í 	 t, 	 (3.4.1) 
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en la que y - 	Si desarrollamos el término exponencial en potencias 

crecientes de 	, vemos que 

I = (f).-.)5  
• s 

5=o 

Las integrales que aparecen en la serie anterior se anulan si 5 es un 

par ar , 

en- 

tero impar, mientras que siS es un entero 	 las integrales tienen 

el valor 

• 

fl-id-1- .t.L) 
_6( 

o 

por lo que 

o- 
a r 

> • '_- 
1 =

> 

, __-f) Y 
, 

C 

y aplicando la fórmula de duplicación de Legendre para la función gama 

(Rainvi 1 le, 1960: p. 18) r(HE)CLI.E ="a":5-11-76)-t-47.) 	 , tene- 

mos 

r n(n+r - 	2_¿-r  r=o 
Se sigue inmediatamente del desarrollo en serie (3.1.2) para jo(y) , que 

ts 

X 

  

Ci-t`)(1'. 0C-0 61.9-b (3.4.2) 

Y 

o 

en particular, para )7=0 : 

1L3 

a 7,7 	_ 	•¿._ 	• 
0 

(3.4.3) 



)-¿
-n 

Y .7 /7= —cr. 
N „7.; (2) -t 

1 S 

I ---Cr ,  5= -cc 
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El resultado (3.4.2) puede expresarse en diferentes formas por sim- 

ples cambios de variable. Si hacemos 1= 	, obtenemos la expresión 

integral 

 

n 	 zn 
Cc-e& (3.4.4) 

 

 

o 
y si hacemos el cambio -{rzsci76.-: , obtenemos 

_ 	xn zn 
-.5,- 22c9e•Q 00/6, . (3.4.5) 

o . 

Las fórmulas particulares para n=0 son: 

¿1/2. 	 i7/2__ 

f 
2 	... 
n  - - 

o 

3.5 Fórmulas de Adición para las Funciones de Bessel jr,(x), 

(3.4.6) 

La fórmula de adición para las funciones de Bessel, nos relaciona fun 

ciones del tipo L.3-,/¿Xty) con funciones ,-/-L5r) y t.T5 (T) • De la defini-

ción de la función generadora (3.1.1), tenemos 

s 
L  
. 	 2._ 

" a t x ty,)  (1-1_ 	) - t 	c--7. 

en esta ecuación, el término de la izquierda puede escribirse como el pro 

ducto de dos exponenciales de la forma 

a x(-6-4) k 

sustituyendo en este producto las series apropiadas (3.1.1), encontramos 

que 



igualando coeficientes de -E
n 

 obtenemos la fórmula de adición 
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(3.5.1) 
rrz—cr,  

Para que esta fórmula contenga solamente funciones de Bessel de orden 

positivo, escribimos el miembro derecho de esta ecuación en la forma 

JJ-(x)..7n-r J 	LLICI„.:),7;77-r 	
cfr  (x) J fi 	

) 	
/7 r\ r =o 

cr  

+-t- • 9,1r él) 
C=i_ 

Y finalmente 

a-, \ , 	r 
3-1(X -99 = > J--,--(9,1:7-r(y)* ? 6.0r LiT(X)37-1+1-(-)± Jrn-r(X) 

r=o 	 _..›. 

3.6 Integrales de Funciones de Bessel 

 

( 1( 3 . 5 . 2 ) 

En esta sección evaluaremos integrales de funciones de Bessel, que a-

parecen con mucha frecuencia en aplicaciones prácticas. 

De la ecuación (3.1.6) derivamos la relación 

oG 

nj-bdi 
. 
	

Jo 

si /1:›Ci 	2:177-7(Y)-->0 cuando 7. 	, así que el límite inferior es ce 

ro y obtenemos la integral 
IX 

»nin-i_Wa 	cg-r?  (cc) 	67> o) 	
(3.6.1) 

r= -r 

OD 

r=n+1 

por (3.1.4) el primer término puede escribirse como 

-1. 

(--1-OrcJr x /7- ) J r 	— )= 
-cc 

_d r 	(x) (.7;? ,,- (-7) 
y--=L 

similarmente, el tercer término es igual a 

(y) 
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la cual, por un simple cambio de variable, da el resultado 

'  J (rn  J„-L65f.),-fr = 	J a) !1 D 

o 

6.7>0) 	(3.6.1a) 

donde a= 'Yr . Un caso particular de esta expresión que es de uso fre-

cuente, se obtiene si hacemos en la ecuación (3.6.1a)/9=AL. En esta for-

ma obtenemos la integral 

Sr 	= a 	tels (c) . 	 (3.6.2) 

o 

Otros resultados pueden obtenerse a partir de (3.6.1a). Por ejemplo, 

haciendo uso de la ecuación (3.1.6), podemos escribir que 

(t. 	 a 
ra  

Jr-  L '1-3; (L 1-) I  dr 

integrando por partes, el miembro derecho de esta ecuación se transforma 

en: 

j-rdi(' da/r-
o 

la cual se reduce, en virtud de (3.6.1a), en 

a 	
3 
j a ) 	J, O:(4; 

ahora, por la relación de recurrencia (3.2.2), tenemos la expresión 

asl que finalmente obtenemos el resultado 

a 

f 	 7 
J-) z (2  5 

o 
cié 

(3.6.3) 



— cz 
(13 	= (-1 )if Qa 

/7 
o 

/7 
2.15.xe.c-a c. 

eran& .0-7P = 

o o 
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Combinando (3.6.3) con la ecuación (3.6.2) obtenemos la integral 

fr(c.f ..--ri)J;(n)cyli- = 	j: (a)- f J ( a), 
o 

(3.6.4) 

Evaluaremos ahora integrales de otro tipo. Considere la función 

.19 

donde pl es cero o un entero positivo, a y h son reales y positivos; si la 

integramos alrededor de un circulo en el plano complejo con el origen co-

mo centro y radio unidad, se encuentra que 

2/7 

1 	
n 

cio.2 Pe de  _  Z /7 (i 'In   ,F-./7-4-i-/- - a  
a-  i a er a <az  + 61  L 	b 

o 
Pero de (3.1.14) 

/7 

(_2 	Z.XC..:•2.(-,  

Entonces, sin es cero o un entero positivo 

=  (70n 	)7 0  ,Q7,- Z 64- c -18)X _  (-O
n 	ec-2 "29 

"Qc - 	--lb c.tr-c,  c-- 
o c 	 o 

Por lo tanto 

,f-ux e j;1  ax)cec 1 	Raz*.ty- - a in 
(3.6.5) 

Vo.?-+ bc1 	b 

y en particular si r7=-49 
tO 

%,Q J1(1),,c),-tx 
o 

    

  

2.7-1 	 (3.6.6) 

  

Si hacemos que 



o Va  .7._ b z 

rr 

(bX.) erté 	= O 
ro  

je  (by)Sc.n x 
(3.6.11) 
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1111(1)  = b 

	

(3.6.7) 
O 

y en particular, si brri_ 

oo 

,f71/76)ctic j-, 	 (3.6.8) 
o 

Nuevamente, cambiardo en (3.6.5) C. por cLi .y si a yh son reales y po 

sitivas 

,)77  	_ 	 — jai  TI  
V h 	L 	b 	J . 	(3.6.9) 

Si b2-> Caz  , se sigue de (3.6.7), que debe tomarse el valor positivo 

de iv12..L-0_ 27-1  ; si b <61z podemos poner 

i\lba-aa 1  = S'\./ az- b 
la cual se reduce a la cuando b es cero. 

De (3.6.9) deducimos los resultados siguientes: 

1- a (b.2.4)&s, a,:e'ectit.  

rn 

'7 
rj;) (645 2.17 x 

(3.6.10) 

Otro conjunto de fórmulas se obtiene como sigue. La integral 
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X 	077 (Z}.2.)‘& 

o (3.6.12) 

es convergente si mi-n-o , rn c L, a real y positivo. Con la ayuda 

de la fórmula integral (3.4.4), se obtiene 
ez: 	 /7/2  

n 

T - 
- I- 2-1  

2_77 

e 	 o 

en la cual n 	. Cambiando el orden de integración y aplicando la 

fórmula 

cc 

1 . 2- -1 ai 

(-ha t . t 	al  is 

o 

= róJC0i." j-/72.) 	< < 

(3.6.12a) 

(3.6.12a) se transforma en: 

2 -7/27-i-j_9(2po  z h72y7j-n) 
nctir07-1-t.) .2.nam  1= 

T.4 

✓ . .7I7 -,,77 	). 
--t& 

en la que rfil<n<1. Para calcular esta última integral hacemos uso de 

la ecuación 
/7/ 

2.1 aro. 	5c-,92±t/7-s0 	,/3..«.? 7, 72) — 1-1")77-V1?)  

o 

resul tando 

-7.1771/2)n,.2-1
-Y.4-72?-7-1-(9  

pero como 

71-77 

1-7 	 2- ) ( 	a 	2 

Y 

r(f)r-a-,2) = 11 (17L);u:c (l-2/7-) 
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tenemos finalmente que 

rr 

?"--LJ7a.x) 	= 
/r7at K7) 

(3.6.13) 
am  %(s 7“, 7 1)-1" 7 .) 

donde /77 	Kn<=1L, a real y positiva. 

La fórmula (3.6.7) se sigue de (3.6.13) cuando m=±; ésta es válida 

para nS -1. Si/Y-in-Oentonces 

r 

j 
o 

 

/7 
- (3.6.14) 

 

la cual se cumple para 79><), a real y positiva. 

3.7 Desarrollo Asintótico de la Función de Bessel 

En ciertos problemas físicos, se desea conocer el valor de una función 

de Bessel para grandes valores de su argumento. En esta sección deducire-

mos el desarrollo asintótico de la función de Bessel 371(x) e indicaremos 

meramente el resultado para la función Yin(K). 

Tomemos la ecuación (3.4.1) como definición de la función JXx). A-

plicando la teoría de funciones de una variable compleja se puede demos-

trar que esta definición es equivalente a: 

'Lb') =
rs 

(3.7.1) 

donde L.t  es la línea recta ,,?{-e.)=- -1 en el semi-plano superior complejo 

t y La  es la parte correspondiente de la linea recta 	-fr A.. Cambian 

do la variable t por ,zz= 	(7.1.-t.„) en la árimera integral y por 
	= 

.-ixti.-±) en la segunda integral, vemos que 

F 11- d. t  (y)7  (3.7.2) L/77 txJ = 



(3.7.4) 

,r 

(.7 

()?,)r) 

j 

donde 

/177(x.) -= 

 

co 
4 	i: X - (IL  a 71-  .1") / 71 	 A. 	n  _ --

a
- 

-/-2. 41- TV La  
a a 	 ceix 

0 
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-* 
y !n( x) denota su complejo conjugado. Desarrollando 

(.1 	

.) 47 - 

por el teorema binomial e integrando términos a término, encontramos que 

, 	A- - 4-tr i i 	=- 142 :: \ - -4 	dr 	1 4 	-,-‘.‘.. N 
, 	.. ) _ - n 	, ‘... 	(2...) 	-. -M.../r (n  .1-  2-.11'.  

/ 	 (3.73) 

	

V 	 rRx)r rre 

donde icK)r  = c.,-Á-fri-) 	(,<+/-_,)„=_It_t
- f")
' 
 Si adptamos la convención de Han - 

fYx) 

kel de que: 

 

- r7),- (n -f--27 )r _  

t
-1 

,P 

El) (h X) 

 

en la ecuación (3.7.3) y sustituyendo el resultado en la ecuación (3.7.2) 

encontramos que para grandes valores de x  , el desarrollo asintótico de 

la función de Bessel j5---1:4 es 

Cr 
ir  

r=c 

El correspondiente desarrollo para la función Yr1W es: 

o_ 
y, (x) ,--,-, \, ,,j--x:  I•52/7 I: IC 7. i/ -,.. n -.71.1 ) I a 	r 	 . 	-1-  - 	i  - 	• 	( -4-) (i..<_i )  

/ 
1  ./ 1--1 	til.20 Z-1  r =C 

--\ 	{-i)
r 
 ( li z9R-i)  1 

4 -= c‘  

(3.7.5) 

En ciertos problemas basta usar las aproximaciones siguientes 
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/ a - - 

1,1n (X) rd 	
n -Th9 

(3.7.6) 

»77) 

YU>d r.it\I-22 %L--1  /!/!-H1, . (3.7.7) 

3.8 Los Ceros de las Funciones Bessel jr/t7,:x). 

Ahora deduciremos algunos teoremas relacionados con los ceros de las 

funciones Bessel L727(7.). 

La función Bessel j5;:,t), satisface la ecuación diferencial 

(X) 	 - 
	

)= 0 

si hacemos 

W/95-7-/V77-2. 0, 

obtenemos 

ti-74.it) /- 	-1  j (2-
9 
 -E 
3  

Similarmente, para 

x 
	 = 

tenemos 

--/ 

("c  ri 

z 
Si multiplicamos la primera de estas ecuaciones por riSt J/1 C zf 

la segunda por 	 y sumamos las expresiones rasultan- 

tes, obtenemos 



(17(5f . -0,17, 	zt) — 

)T„( ser ) ',I- 
,- 	)7 	 =o. 

L
-

2 

—y;  

(3.8.1) 
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( 	01_0-1/ 7 1 
 -é - 

51c177 /  (C.0 l_177 (11-e) flZ-1,7(j.: ti,7 (5Cizt) 71  

	

* 	 g ){,J,;(1<5;_ct),Z;á„-t9 = o. 

Los tres primeros términos juntos, son iguales a la derivada con respecto 

a -I: de la función 

— • 

Si esta función existe bajo el intervalo (c)i) , obtenemos, integran 

do esta última ecuación de O a 1 . 

El valor del término dentro del paréntesis cuadrado vale cero para el li-

mite inferior y (3.8.1) toma la forma 

kif-7;2/(41)1f; 	z,-Tni(c-:31;4:72 (csa-- 	 = 
o 

(3.8.2) 

De esta ecuación, podemos dar cierta información acerca de la distri- 

bución de los ceros de ljn(x). 

Sea 	un cero de 3722Cx), diferente de cero. Hacernos que 51= 	y 

—* 
que 	 , donde 5 denota el complejo conjugado de E . Por lo tan- 

to, f y 
	coinciden solamente para valores reales de 

sin es real, ,Tr,W toma valores reales para x real. Los coeficien-

tes de la serie de potencia (3.1.2) son reales; entonces, si ,T,7(r) se 

anula, j-n ee9 también se anula. Si en la ecuación (3.8.2) hacemos 
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4-7/n3"Li-h() = O 	la expresión dentro del paréntesis cuadrado 

se anula y el segundo término se vuelve 

= 

donde se supone que 75s-4- 0 ; como la función de Bessel no se anula idénti- 

camente, f -&1,7;10,&)in 	o 	entonces debe cumplirse que 

---/g-rXi-,=c= o , lo cual implica 

13=1 
	y 	=,- 

Por lo tanto 	es real o puramente imaginario. Paran real la función de 

Bessel t7;9(y_) tiene solamente ceros reales o puramente imaginarios. 

Para investigar los ceros puramente imaginarios de las funciones Be-

ssel, considérese el desarrollo en serie de potencias 

L719M 	 
2: 1 

./  9  (12-5  --- S=-0 

la sustitución x =oí , a real 1-- o, nos I leva a 

Lb  2 (x)  _ ( 
/-7027-5 X'? 	/ si-  z 

Como n es real, /jy-5/-± es positivo para toda S con un número finito de 

excepciones y como la función gama toma valores positivos para argumentos 

positivos, todos los coeficientes de la serie de potencias son positivos, 

excepto quizá para un número finito al comienzo de la serie. Para gran- 

'N's  
des k21, las potencias altas prevalecen y como (7-_ -) )5-0 	para a. 

t2  tenemos 	(x) 
 > ° 	

para valores sufiCientemente grandes de ICt1 
I. 
 Así 

T»(x)  los ceros de la función 	
2c1/ 	

pueden ocurrir solamente en un intervalo 

finito del eje imaginario; entonces, como se trata de una función entera 
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j27..  
trascendente, 	

15  / 	puede tener solamente un número finito de ceros 
n 

puramente imaginarios. 	JAIN9  no tiene ceros puramente imaginarios pa 

ra n>--1_, ya que en este caso, para toda s 

/'9-5" -i- 	0 

/-7 	 0 

Asti, todos los coeficientes de la serie son positivos y el valor de 

la serie misma es positiva. En particular para 17==qii... 	no hay ceros 

puramente imaginarios. 

Hemos obtenido el resultado: Paran real 	 , ,T7(x) tiene sola 

mente ceros reales. Para cualquier valor de Y) , 377(x) tiene solamente un 

número finito de ceros puramente imaginarios. 

La función Jrn!x)tiene una infinidad de ceros reales, para todo entero 

real positivo n . 

Añadiremos unas observaciones acerca de la posición de los ceros rea- 

les de las funciones Bessel. 

Sean real; si hacemos 

Ji)(x)  = 
7 1.1 L-177 Y)=  -"/ 

entonces, sustituyendo en la ecuación diferencial de Bessel, obtenemos 

zr"-/- (7-)74- ) 	14- 	= 
	

(3.8.3) 

Si g  es un cero positivo de 
2r#, para x=r,la ecuación diferencial to- 

ma la forma 

S L 7 	- = o 

y por lo tanto 

7.7-t0 irk)-r- O 
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o sea 1,4169 y 2/74 son de signos opuestos. 

Sean dos ceros positivos sucesivos de z-tX) asT que 

-il-k.X957±0 Para 	<2"(< '7„, • Por el teorema de Rolle, debe haber un 

número impar de ceros de z-// entre É, y 	consecuentemente, 2-1/41) y 

zrtt_) asT como 	y 	 son de signos opuestos. Por lo tan- 

to debe existir un número impar de ceros de 22-  entre 11 Kz , pero por el 

teorema de Rolle este puede ser solamente uno, ya que un número impar de 

ceros de2riestá entre dos ceros adyacentes del- y por hipótesis, 	tie 

ne ceros entre ?: y1:4  . En efecto-vt iene precisamente un cero entre 

En otras palabras, entre dos ceros positivos sucesivos de-ir/ hay 

solamente un cero de r". Los ceros positivos de:ir-yr/ se alternan; lo mis 

mo es cierto para los ceros negativos. 

En la sección (3.1) ecuación (3.1.8) se encontró la relación 

a? J77 (X) 	 (7) _ _ 

Xn 	 x/7 

como los ceros de lry ri se alternan y como además 

_ _  72? - - 4 ,),(..)  
/7 

entonces todos los ceros positivos y negativos de7ry ¿r'son también ceros 

de in(x) y J;.;.-LC,X) . Además encontramos que los ceros de j'IX) y 

1_2-9,,_1(X) están alternados. 

_t 
Para 	 /7= a  encontramos que 

     

L.T__L(y.) = kj-l/ rX (-1'2  X 	(X) = 

Los ceros de estas funciones son respectivamente: 



— 

C, " /7, z_-  Z/7, . . 	/72/7, . 

Para )9=i, 

,71(x) - pi,17-152.7 	-*J7) 

y los ceros de esta función son: 

it-7  /7, • 
	

(/22 	/7. • 

Para t7= a, 

cs--1 

- /-7/ 5(2/7  (2: - 7!7) 

siendo los ceros de esta función 

'3  7 , 	/7,  -11   /7 • • • , 677 Y- '4-.1)4; • - 
/ 

3.9 Las Integrales de Fourier-Bessel 

Deduciremos ahora un teorema análogo al Teorema de Fourier. Nos refe 

rimos al Teorema de Fourier-Bessel y lo enunciaremos como sigue. 

Para, tvEr:112/ , donde, y3 son reales positivos, 95(r) continua 

excepto para un número finito de discontinuidades y si tiene solamente un 

69 

número finito de máximos y mínimos y si además »>_1_ 	entonces 



zzat.:1-(;:g=-- O 

e 

70 

1---[0(n“olf 9<o-o)] 70.<Y<. 

co 

feexj xj 0 0)(1)67),L(xtr)tz 
Ir (r-Fo) 

( 3 .9 ,1 ) 
= 

O 	 O < r 	, 

Para demostrar este teorema, considere primeramente <t = (.7,94-X) y 

= jr?  (154 , que satisfacen respectivamente las ecuaciones 

// jr—L — , 
.0z)

u- o 
 

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por 71'lr, la segunda por 

restándolas e integrando de O a h , se obtiene 

f ii-x(a fr,--__A2-9.7„(zz 5-r---,,,U 297 dx,  -/- fr 2V 

o 

es decir 

6 

1X 	

717 

t1771/ 4)J;1@-1* - 	11  z. R.rj:6-41?(F7-1- XJ211;76-41; O.2X)i 

J L 
o —o 

(3.9.2) 
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Si n>j_ , tenemos que el miembro derecho de la igualdad se anula para 

X-r, ; entonces 

%fi if_26-x)zgo,ucek  

t—- r- c 
o 
	[rtiCfri?)‹.7,;(,M)— d5'4.7:0,-,OZ 	( 3 9 3  ) 

Usando la fórmula de recurrencia (3.2.4) tenemos finalmente que: 

h 

f71-17(rxkl:7 0,:c„)tii • = _., 
o 

(3.9.4) 

£91/ 2)Lóti.-)-  [11177*.3.6-1 / 2.M-7(Ph)j 

Si ahora sustituimos en el miembro derecho de (3.9.4) los desarrollos 

asintóticos de Ji(x) yjtjx), resulta 

en 6-4 - 	n70 (r/ 	-47/7) — y 	"n 

— / c,:,.--,  L r +f.) h - níij+ .5,?.70-.-1-.A 

{ (..,- ;2 [Iiii-r.)-miii-E0-"c-  20"-)--  )12)-  - 	' 
• 
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x 3-7 	(I, á-4 	= 
o 
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De la teoría de las Integrales de Derichlet se tiene que: 

&222  0(X) 5c2)1(,41 "dafx = eod. 	, 

	doc - 
ce
9, 
	 X -r 
ez 

-0a--el a < r 

con a 5 	 (7) finita y continua, excepto para un número finito 

de discontinuidades finitas y si tiene solamente un número finito de máxi 

mos y mínimos. 

Entonces, si Vfl,) satisface estas condiciones para 	✓ p 	mul- 

tiplicando ambos miembros de (3.9.4) por y094) , integrando den af y 

tomando el límite cuando h tiende a infinito. 

í <i--  

Ofr-i-r 	 r 

O 	 “2-cr--92 ó r 

Además si 0(r) satisface la condición de que 

/(r),1-/7- 

sea absolutamente convergente, el orden de integración puede cambiarse y 

el teorema está probado. 
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3.10 Funciones Hankel 

Hemos visto que las funciones J5726,9 y yr,(,) son soluciones lineal-

mente independientes de las ecuaciones de Bessel (3.3.1), pero en ciertas 

circunstancias es ventajoso definir, en términos de ellas, dos nuevas so-

luciones independientes y estas son 

(3.10.1) 

- 	)- Ynot) (3.10.2) 

llamadas funciones Hankel de primera o segunda clase respectivamente o 

funciones Bessel del tercer grupo de orden n 	Ambas funciones satisfa- 

cen la ecuación (3.3.1) y por lo tanto, una solución general será 

7 /Afro ) b ces ) 

	
(3.10.3) 

donde A ye son constantes arbitrarias. 

Inversamente, a partir de las funciones Hankel obtenemos que 

	 H (' ) 
• n  cM) 
	

(3.10.4) 

Y? 

f- 
(.73 

) =- 	HY)CDC9  nr) C/Xi (3.10.5) 

Estas funciones están definidas tanto para valores reales como para 
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valores complejos. 

Vimos también que paran no entero, una solución general de la ecua- 

ción (3.3.1) es de la forma 

7 ALZ;(x) .e..71/7(x) 

En este caso las funciones de Hankel toman la forma 

0,) 	• 

HA lx)= 	 
E  

Q. (17(2-) (-,)1  
(3.10.6) 

1- 7 
n(t4= 	 scn 	O- 	- J-7 2  txi (3.10.7) 

Inversamente 

o) 	(L), 

1269=2111,7 cz) t H n (x) 

  

 

(3.10.8) 

  

F /2/7z O/ 	-,217i (27 
J-/)c9  = 	 n (X) + a, fin  (y) 

(3.10.9) 

De la relación (3.10.6), tenemos que: 

i77: 	 n7i r 	 -1 917/. 
(x) 	a ti-n(4 	 a' ,ii(x)- in  (4i L 	 j 

por lo tanto 

H_(A)(1) = pn, z/11)(x) 
	

(3.10.10) 

y por un cálculo similar, a partir de (3.10.7), obtenemos que 

(a) (&) 
I-  ti? (X) -= 	Fin (x.-) (3.10.11) 

Es conveniente tener los desarrollos asintóticos de estas funciones, 
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ya que son de gran utilidad y los determinaremos en forma directa a par-

tir de los desarrollos asintóticos de las funciones f7(x) y )5,(x) 
que fueron deducidas en la sección 3.7 fórmulas (3.7.6) y (3.7.7) 

Hn 
O) 	

_ 
dj,(4 	)/2(x) I t.- 

de donde observamos que el desarrollo asintótico de iitY(X) 	es: 

(/)I 	z(z- zny7 - 4-11) 
(x)=Tirr a 

y en forma similar 

(3.10.12) 

(3.10.13) 

3.11 Funciones Esféricas de Bessel 

En ciertos problemas físicos, deseamos resolver la ecuación de ondas 

en coordenadas especificas, la cual tiene la forma: 

at  II_ aqF  

rz r 
	 &75 _ 	 z Z,Tr_ _ 	Saz? 

TCs-ine-dok: 	 1-7-,..S2,2 4-,9 a-04-z - --9: -3—ter 

Si suponemos una solución del tipo 

511-  r(8,v)Rove 

encontramos que Rér) debe satisfacer la ecuación 

rktailt 	2- L1172_ (__CL)  ' 	)  )72 1:7_ o 
1r1 	r 	 e.a 

Si hacemos el cambio de variable jp=fr , ésta se convierte en 
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# a 
 ?.? 
ri,e 	-ei-e — = o 

(3.11.1) 

la cual se conoce como la ecuación esférica 	de Bessel. Sus soluciones, 

llamadas funciones esféricas de Bessel, Neumann y Hankel, están ligadas 

con las funciones Bessel por la relación 

,C7 ( = T.,?';17 
	

9) 	 (3.11.2) 

En analogía con la ecuación de Bessel, tenemos como solución de la e-

cuación (3.11.1) 

L70,  ) 	92,) 	l'ilze  •:„ ) (3.11.3) 

La función 	es una solución regular en el origen, llamada función 

esférica de Bessel, la seaunda solución 77;29) , llamada función esférica 

de Neumann, tiene una singularidad enr=0 . 

Las funciones de indices más bajos son: 

p  	 
V s. 	- 	 -2 

( 

(3.11.4) 

  

/7z 9-9= -5 rzia) p 
_J 	_1 

  

Sus formas asintóticas son respectivamente: 

  

7 

j
o 

r 	4 
72.90') p-*000 	 (17-9 i.)/7 j • 

(3-11-5) 
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Tenemos también otro tipo de solución, las funciones esféricas de Han 

kel del primero y segundo grupo, definidas respectivamente como: 

lidy) = 9,) in_cy) 	
(3.11.6) 

4,
(z)(,),)  = 	— ¿key). 

Para los indices más bajos, las funciones esféricas de Hankel del pri-

mer grupo son: 

. 
117c 

. 
hi  f) = z: 

Los desarrollos asintóticos de (3.11.6) son respectivamente 

///:7)(29 	 ¿H-f(y-J.,1271 
.< 	p 

he  y 	 
(a),

)  
	¿Cy- (27L /71 

CC,  

Otras propiedades de las funciones esféricas de Bessel, pueden dedu-

cirse a partir de la relación (3.11.2), con ayuda de la teoría desarrolla 

da anteriormente para las funciones Bessel. 

3.12 Funciones Modificadas de Bessel 

La sustitución x. Zé , transforma la ecuación de Bessel a 

(3.11.7) 

(3 .11 .8) 
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6.7?7.{z_y.„ ,_ o  

f-t 	 ‘74/ (3.12.1) 

Una solución de esta ecuación es 

  

i/7 
• 

L1/4/171.7= .2 c  n  
a / 117* i) 

  

ji 
	,÷ 

• • 	
(3.12.2) 

)71-5 	•  

  

    

es usual, sin embargo, tomar en vez de ésta la función 

(19- 	 t—n  Tn 	 4  C21 9S  • 
/ 	- S I /2 r )S 

17=c  
 1r/Sti//-Y/7,+--,11 	(3•12.3) 

7=c 

la cual se conoce como la función modificada de Bessel del primer grupo. 

Si)? es un entero positivo, se sigue de (3.1.4) que 

fi9= ¿nclin(zr.)-= -(- 77 	/7 ,  TE/ = 	27( 	 i7(-0 	 (3.12.4) 

Similarmente, se deduce de las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.8) que 

cf7   r — 
,t L  

J. 
= L. ,  

(3.12.5) 

J--r? 	 (-4 	—.17=-  í • Li )  - 	
(3.12.6) 

También se pueden deducir fácilmente, a partir de (3.2.1) a (3.2.5) las 

relaciones 

= (3.12.7) 

n  
"j" 	

• 
- / 7 	• 	 -41 	 4, 1.7,7) (3.12.8) 

(3.12.9) 

-77) 	Ir7(-á-) -1-  1L,i rd-fri-t) (9.12.10) 
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E (-0 = 	(-t) 
	

(3.12.11) 

Sin no es un entero Jr_-_,,fro es una solución independiente de (3.12. 

1), es decir la solución es del tipo 

y= A1,7(tz),,- 	 (3.12.12) 

mientras que sin es un entero _r_n(-) es un múltiplo de 27),(-E--) ; una 

segunda solución será, por lo tanto, yl,(:-p) . Sin embargo es más usual 

tomar como segunda solución la función AWt---) , definida como: 

(3.12.13) 

cuando /) no es un entero. Esta función, que es una solución de la ecua-

ción diferencial, se conoce como la función modificada de Bessel del se-

gundo grupo, que posee la propiedad de tener un cero al infinito sobre el 

eje real positivo. 

Cuando )? tiende a un valor entero, tanto el numerador como el denomi-

nador de (3.12.13) tienden a cero. La función P/ /1̂(19 se define entonces 

como el límite de esta razón. Ahora de (3.12.3) 

	I (-é) .-_- „ - - - ; (7—L9 S 	 
a_s 

J 
&/-7 	 / 	J)I-Y/7-/-5,-J) z_ 

donde 

a‘„--,17(z-/-' -1- ) J-LX 

Nuevamente de (3.12.3) y como 

/7-17 -7-s -I-- 1)/-1() 	— ,„,40.2_5)  

tenemos que: 



CC 

16:  )-.07' 
(th.) 	

/-7,7_  ,51,n ál-  5_2/7 
5 i'L)(

7 	

/7 
5=0 

80 

1 

• / -7(5i-i.)/7-ni-s+±) 
5=-,1 

por lo tanto 

+ 
-f 

S.:: o 

5- e: 

Ahora, tomamos n entero igualar, tenemos 

)/7 

)-5,>-17 (7? --5.2/7r7(12-  S 	ec 72 0 7.-5)/7(2i 	- )125  

/71-1(51-_1) y 

n  \ r=7 ,, 	', S .--. 

1-. 

sr. __ 	 r (S -1-  -1- ) 	a  

7,7_5ric  

L.,c,  
s7----- 	

A_ 	(_., \ 171-25 
-i-  \ 

/----‘ 1-751-i)/7927,-5 I- i.) 1 0 	
7,75) 

Sin es un entero positivo 

	r  

7") 	 
1%)]  

KVh4- 
2: 2 /2/J 

s 	,íes zs - _ (04, (t) 7  _37> 1)+1 

) 	 (3.12.14) 2-  -7--  

	(1"" I 	7175) + r(521-_5,1 
5 62 -.5)! 	 1 s = 

En particular, cuandolr es un entero positivo 

(r) = 	Y 



fi 
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donde 	 i+ 	-;.1 
	

y r- C.J.792., (constante de Euler-Ma- 

sheroni). 

Entonces 

Cc (± \?..s 

C-5./.) a  a) Q75")  • 
(3.12.15) 

   

Una consecuencia de (3.12.13) es: 

	

11 /4/  --n 	= 	(19 

Si en (3.12.9) sustituimos -ñ por n , tenemos 

t1:17/d= n.27-„(t)/- 
si a esta ecuación le restamos (3.12.10) y lo multiplicamos por 

resulta 

	

btr, (7) 	i7deñ(é))-.L.,:ti4± ((-) 

Si en ésta cambiamos Yi por-JJ y aplicamos (3.12.16) 

trA (19 = /7//5 (t)—  t Py-/-s(t) 

A partir de (3.12.17) y (3.12.18) se encuentra que 

216-1?(-¿9= 

l<069 =- /\/_(,-7) 

/7 ir -r? 
{t kn (t'A-  - 

(3.12.16) 

(3.12.18) 

(3.12.19) 

(3.12.20) 

(3.12.21) 

, 	- 	() 
	

(3.12.22) 

2-at  K1 = xn÷sit.)- 
	

(3.12.23) 
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3.13 Algunas Propiedades de las Funciones Modificadas de Bessel 

a) Teorema de Adición para las Funciones Modificadas de Bessel del 

Primer Grupo 

Si en la función generadora para los coeficientes de Bessel, ecuación 

(3.1.1), cambiamos x por iz y -E por -2.± , ésta se transforma en 

2_#x(zi t--9 	
(3.13.1) 

_cc 

por lo que 	 • 

(2Á 	t 

-z7-6-f—Fir 

(i)t r. 
s=-cc 	r1-tcr 

Igualando los coeficientes de t.4, obtenemos la fórmula de Adición 

-6z)i-,-,-5-íz-) 
	

(3.13.2) 
= -Cr 

siguiendo el mismo procedimiento usado en la sección 3.5, ésta se escribe 

COMO 

or  
/ 	

\ .., 	
i T 

1 el c-t ‘19= ..__ /1.5{/01;,-.5.4.-) Y - 2 (rdjs  [rstu)15-2,-.5 (c) * in  *5/.101; (U9 1 (3.13.3) n  
5 -, 0 - 	 s --, 2. 

b) Expresiones Integrales para 15n(X) 

A partir de la expresión integral (3.4.2) y con ayuda de (3.12.3) te- 

-= -CC 

t 

nemos 



..CG- 	x .1 X 
,z a V - Z = O (3.14.1) 

  

83 

1 

LVx) = 	"-A-/'C21-4 
o 

(3.13.4) 

	X
I? 

--- n-y  -1619 TY177--2 
eaLA CxeL.:20),San ni9 ale 

(3.13.4a) 

In cc) = 
z '1  1_77  

•ilki,ES717 ext o( 

 

21)-'/-Y-±)/ -7(52 -jr) (3.13.4b) 

De (3.1.16) y nuevamente con ayuda de (3.12.3), resulta 

/7 

I7¿9/ 
ir " 

/7. fr7 
.2_ 

O 

e (i L5.17E - ñCO 2  . 	 (3.13.5) 

3.14 Funciones Ber y Bei. 

Si en la ecuación diferencial modificada de Bessel (3.12.1), hacemos 

/7=z0 y cambiamos t por x-Nrin ; la ecuación toma la forma 

Dos soluciones independientes de esta solución son /0(x^fr) y A(KNFI'). 

Los términos en el desarrollo de I,26Y/11-9 son alternadamente reales e 

imaginarios. La parte real y la parte imaginaria de esta expresión se de 

notan por bu- z y bc,:x respect ivamente, asT que 

Lix\in = htiri&í X 
	 (3.14.2) 

donde 



La expresión análoga para keirNi2 ) es 

Xe á 	= itur z f i 4,2 z ; 

comparando con (3.12.15), se encuentra 

30 4- 	. 
M = 	 , a 	a 	z.• y • 17 	z. 	••• 2_ 	Z 	z•y 	2  - c 	 {(a5 

=C 

ill) c.]:  
5 c" 

-01'„) 	z- - 

4-177-12rz — 
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t_5 
)  (3.14.3) 

zsn 
/ 

(3.14.4) .01;i2- 

(3.14.5) 

(3.14.6) 

z = 1 — -x  - 7- 
,CM7  5 j x  — 
/  
5=c 

 

 

X- y 
y 2 (-1- 
2) 

 

y_ - y'--& 

 

(3.14.7) 
71-  z: — 	x 	 

z 	
z±-.  y 	(1_ -/- 1'1 -I— -71.9 

Se puede verificar sin mucha dificultad que 

z 
X 

o 

1-2.1.1?bea 	AK--ir X 

(3.14.8) 

(3.14.9) 

I
X- 12.  er c.& = 
	

(3.14.10) 

1/
,  

z Ae.i x ,ó. = - x Re_r Z - 
(3.14.11) 

o 
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Desarrollos Asintóticos para las Funciones Ber y Bei. 

Si o < Amp e < z , el desarrollo asintótico de Loca) puede escribir-

se en la forma 

	

A_ 4 	
a a 	--z   _ 	• 3  

	

v24 € 	 .i! 	' 	(E 6.)“ 

	

-(- 	 _{ 	I 	s 	 
- T vap V- g.,  I 4- 	

a- 

	

, 7--) 	 5 L7 4 _ 

	

\i'ai 	L 	 E t 	i?e€:?-7 1c)‘_-kiV 32)16 E 
• 

_ 	 ±3  
- (2-21/0 	+ -.., 

	

E 	3t-.5( 	
4_ 

_12 8 z 
NI

2_,  ' a 	• \ 

	

Si x es real positivo, y como N; z = cc:12 	 -= 	(I+ 1...) 

tenemos que 

( fX <  

	

) - 	- "227) 	 3- -A- 	 2..51(ít-s.)  
8 	 8 VF 	_té x 2-  3t 	Pvr2-,7  

1--- 	afi  (e,,t2c 7C" /Ser? 0?..) 

	

-1-2.6 X V 	j 1\12-n-X 

donde 

	

_ - 	4 
oc = _ 

'Va 	8 	'V - ' X 	J_G- 	J8iiry:57-11 

_  x 	 2_5  

	

N[27: 8 \FP 21 	38Y N, T.: 

Por lo tanto para estas expresiones para DC y` . 

fi 
	 Jr 7 	
<1 

_ 	 
'Van x 

(3.14.12) 

13 
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- >e „fr:     Scoo< 
f \I-2,J7x (3.14.13) 

Similarmente el desarrollo asintótico de diP.V.“) es 

 

7 — -T±. 	 • z_ 	 z-  
/c) 

 

 

cuando X es real y positiva 

  

  

Aarx = r f — E :2 ax: 
(3.14.14) 

(3.14.15) 

donde 

/  _ 
NT: 8 e fi'z ±6xc- 

r z 3f;75  -2( 

lea) 

—7 
/ 

Kotx) 

2 	3 

Fig. 5 Variación de lo (t) y Ko (Y) con X . 

5 

4 

3 

2 

1 

o 



3 

2 

1 

6 

Fig, 6 Variación de bci(e) y bar  (e) con y 

estas expresiones de K y ó se obtienen de ex y 	, cambiando en estas el 

signo de x . 

4. Funciones de Laguerre 

4.1 Polinomios de Laguerre 

Los polinomios generalizados o asociados de Laguerre C(x) se defi-

nen por medio de la ecuación 

(9-i-c1(2/D 	 /:5; Wres, 
	

(4.1.1) 

/7=0 

que es la función generadora de los polinomios generalizados o asociados 

de Laguerre, en la que n es un entero no negativo y x real positivo. 

Si desarrollamos la función exponencial tenemos 

exp( 	 — _ 	(--ns xsrs  r 	s  1/4 _ ry5 
5=c  

87 
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Expandiendo (&-m) 	 , podemos escribir esta expresión como 

      

r) 	" 

 

S 	2/> 	l9? 
r=o 

 

  

Usando el producto de Cauchy, la doble serie puede ser escrita como 

CC - 
-7  \ \--7  Ei) 

Z 5! 
/7=0 3=0 

( 1-0;  )..7=sn 

ú7-5)! Jr  
y ya que 

(1*0( 	 — 	7-.7 _.-t+ 	3._) • • 	 5 n _ _ 

= 	{u‘.7H5)"' (5‹..*[))(1 _4-1-ssiS = 	 °l 
S.  

tenemos, por comparación de los coeficientes de y en las dos expansiones 

en serie de la función generadora, 

cr. 

;__‘ 5/ (i?-ó)!L_LY GY3s 
s=c  

(4.1.2) 

Observamos que jjx /x) es claramente un polinomio de gradotg Y el co 

eficiente de X.
° 
es (i,i-n)m/ni 
	

ya que é.±2,,= 	, el término constante 

para el caso oc=to es 1 . Este caso, L /7(y) , es definido como el polino-

mio de Laguerre de grado n , y está dado por (4.1.2) con o<=0 como 

> 	- 	; (so- cri—s) l =, 

(4.1.2a) 

Una expresión alternativa para L/ót)  , usando los coeficientes bíno-

miales, es 

(n) (-1)->e  i 

	 k 51 si 
= 

(4.1.2b) 
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De (4.1.2) pueden obtenerse fácilmente los primeros polinomios de La-

guerre, que son: 

L: (9 = 	— 

LZ (x) =-- ja 	-frod(z_ +-cc) - (z cx) 	4-za, 	
(4.1.3) 

Lac:.` (x) - 	(4_+,9¿ 	,4 — 	(5-t-cx) x 

, 	/ - 	z. 
LO 71- a)- --4"-X. • 

24, 
Obtenemos además que 

/ :X ir 
) _ 	-i-CX )n  1-,47 	n ! (4.1.4) 

Ahora bien, a partir del Teorema de Leibnitz para la enésima derivada del 

producto de dos funciones, sabemos que: 

x-e<ex di) r x~ntcc-
„,..> 

t7/ a?..;tn L` 	j 	/7! / sio7-5)! 	Lo: y 	
rx 	 y 	 (4.1.5) 

Por otra parte, podemos demostrar fácilmente que: 

5 77-5 
X -e<  a 	7 n-i-a) (.1.:•(x)n  

de-s (X i (ii-9, 

sustituyendo estas dos relaciones en (4.1.5) resulta 

-a x 	6(.17*"(2,-x 171 	 f
= 	

s 09-5) I (.1_ 7i- );)5.- S-2---o 

comparando este último resultado con (4.1.2), concluimos que 

	

-o( 	y9 ' 
”) (4.1.6) 

que es la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre. 
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4.2 Fórmulas de Recurrencia 

Obtendremos algunas fórmulas de recurrencia para los polinomios de La 

guerre, a partir de la función generadora (4.1.1). Si derivamos ambos 

miembros de la ecuación con respecto a r, resulta 

°dr 
r7=-C 

la cual puede ser escrita en la forma 

ce 

COCÍ 	 j 2 L 
PC. ( 

X)i-
n 
=

*r) a 
(/2+-1-)L Cx)rig. n„i  

/  
i:=C 	 n=c 

Igualando coeficientes de e?, tenemos la relación de recurrencia pura 

cx 
(1:12):•'• 07.7-0()L.,,,i  69= o (4.2.1) 

De una manera similar, derivando (4.1.1) con respecto ax, obtenemos 

L—t 	 = 2  
/3=0 

Multiplicando por (t-t) y comparando coeficientes detn, tenemos 

n-± _; • 

Derivando (4.1.1) dos veces con respecto .3.-7C, tenemos 

- a  

094 .0 
ax  
`-t• 2 1 „ 	-t 	 L 	(x) Y- 

(9( — j — — 	 L 6,10 2- 	L 	= „t 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

Ahora, derivando (4.2.2) con respecto a Y, resulta 

(4.2.4) . o?x), "1' 	L ( 
17  
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si en esta última ecuación cambiamos 	porn,Liy la sustituimos en (4.2.2) 

obtenemos que 

r2z 
 Z- 

I  01 	

- 	

7Z. a  
Z_ 	 Z_ x- 	 c-L,C 

 

_t (x)-#1-Itt(x). (4.2.5) 11- 

 

Sustituyendo las relaciones (4.2.2), (4.2.4) y (4.2.5) en (4.2.3) y cam-

biando n-j_ poril se obtiene la relación 

9z 
"Y O, 	/ C/ 1 1-P:1  f a( 	1 . 	/ t 	/ 	 ,22‘  _n  (ex; 7-  )2 	I.XJ= O (4.2.6) 

4.3 Ecuación Diferencial de Laguerre. 

La ecuación (4.2.6), para 1.,;,c. , nos muestra que .V= in(x) es solu-

ción de la ecuación diferencial 

Ck 
t 71-  — 927 +45 = ° 

para /3=/2 (entero no negativo); a esta ecuación se le denomina ecuación 

diferencial de Laguerre. Ahora deseamos encontrar la solución de esta e-

cuación en una forma más general, es decir, cuandof no sea necesariamen-

te un entero positivo sino una constante; para esto hacemos un desarrollo 

en serie, alrededor del punto regular singular x=,1, de la forma 

2=c 

Sustituyendo esta serie en la ecuación diferencial, obtenemos la relación: 

(t7,--u 	x 	 - (t. 7,- .1)] (?;‘, x 	=-- 0. 
2=0 	 .1=c 

Esta ecuación debe cumplirse para todo valor de x y esto es posible sola-

mente si el coeficiente de toda potencia dex es igual a cero. Es decir 

ir& .3 (4.3.1) 
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que debe cumplir con el sistema de ecuaciones 

(k-,¿-.232-ax 
o bien si hacemos .1-1=j 

(4.3.2a) 

Mt,"4-2..)ct,/fs  = (kti-24)c 	 (4.3.2h) 

para que la ecuación indicial (4.3.2a) se cumpla, debemos tenerA=0, ya 

que c2,=-0 nos lleva a la solución trivial. Entonces la fórmula de recu-

rrencia (4.3.26) se reduce a 

= 	a 
e 

la cual nos lleva a la solución 

(4.3.3) 

= 	 fi(19-1:)ya 	 - • ci,j-r-t-i)  
(zDz - Cr, 01 	Z 

que puede escribirse como 

(4.3.4a) 

 

K;  

/ é/2)-r» Cr! ) 2- 
	 (4.3.4b) 

r=o 

Determinaremos la convergencia de la serie (4.3.4b) 

•:;:_ 	I 
I 	

1 y = o 
'el' 	I 	 G. 7, j) 	•-• 

serie converge para todo valor de x. y por lo tanto la 

En ciertos problemas físicos nos interesa una solución más particular; 

cuando/9=71, un entero no negativo, la serie se corta, resultando un poli-

nomio y si además hacemos 0,-r-± , el polinomio resultante es precisamen-

te el polinomio de Laguerre de grado í1 . 

y = Ln(z) 
‘,/ 



f
-t- 	C__ 

, x (f- 9-  .1--c I-  _t-l-  ) 
(.1 	 a/  ; ;C = (Z-7.90_-  r 

o 

ev 

tr 
4,27=c 

x in(yj z,  (4.4.2) 
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Resumiendo: tenemos que la serie (4.3.4b), que es solución de la ecua-

ción diferencial de Laguerre (4.3.1), se reduce al polinomio de laguerre 

de grado/9 cuando la constante/r9 se iguala a un entero no negativo /9 . 

4.4 Propiedades Integrales de los Polinomios de Laguerre. 

Mostraremos que: 

L„(9 »7 k 	 fel 	
»? 	 (4.4.1) 

-= tl 

Por la definición de la función generadora, ecuación (4.1.1), tenemos 

que 

xt 
-r a 	e - = 	 ? cx)L )t" n x r 

7), ir? =C 

multiplicando por a- x  e integrando entre los límites 0 cuco , con respecto 

a X , obtenemos 

la integral del miembro izquierdo de esta ecuación se evalua fácilmente y 

su resultado es 

ce, 

 

r) 	(1--0(i-r)  
ci-tr) 

 

  

 

(4.4.3) 

O 

sustituyendo este valor de la integral en la ecuación (4.4.2) 

cr  

iftr 	= > t firni 12--XLI7 (9L)„ (JactX 
nal =C 

(4.4.4) 

Por otro lado, tenemos que 

oc, 
A. 	 n 

_t--tr 7: › , ({19  = 	tarnirnm ) 
n=c1 	ilin=c 

(4.4.5) 
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sustituyendolo en (4.4.4), resulta finalmente que 

e 47 (X)--in (X)G197_ jnin  

o 

que es precisamente lo que deseábamos probar. 

Las funciones 

(4.4.6) 

- 

ni 
	

(4.4.7) 

cumplen con la condición 
• 

ir- 
1.0(x.)qin(x)9•9;r==á/un 	 ' (4.4.8) 

o 

y forman, por lo tanto, un conjunto de funciones ortonormales. 

5. Funciones de Hermite 

5.1 Polinomios de Hermite 

Los polinomios de Hermite 1-1,-dx) están definidos para valores enteros 

den y todo valor real de x y r por medio de 

cc  

(7 
= 

(5.1.1) 

que es la función generadora de los polinomios de Hermite. 

Podemos usar la función generadora para escribir fb7,,,y) en forma suma 

toria expandiéndola en una serie de Maclaurin e igualando coeficientes de 

-n 
. Comenzando por escribir 

C-vio (axr 

cc, 

(2_,x 	, —7 	)7? r  
/7/ 	 ! 

=o 	n=o 
Usando el producto de Cauchy, definido como 
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a n 

• antn 
	hnt _\, / 	an-177 bm 

.1_ )7 

ri= o 	ri=0 	 ti= o f77 = O 

y notando que 

an , ( 2 x)
o 

A„ (-_017/ 2-  , (77/a )./ 

h a 	, 	n 

tenemos 

?n/ 	h-17-1 
M'(X)  =\ 

an-/-77 b 	
(-1) (aZ)  

n   
777 =: 0 	 )97=0 

pxy- 
donde/V es el máximo entero par ..-.5;t1 . Haciendo ti7=-2Á obtenemos el poli- 

nomio de Hermite, de grado )7 , 

k 	n-LA 
(-J) ni (z  y) 

M-ik» //, (5.1.2) 

=0 

Examinando la ecuación (5.1.2), vemos que /1»(;í) es un polinomio de 

grado/1 en X. 

Desarrollando esta suma, obtenemos 

n-1 	- 0-7-2 '- 	n-v /h)(4=_ ( ty-,  	 „707-  ) _kii 	(„) _ 	(5.1.2a) 

A partir de la fórmula (5.1.2a) podemos determinar fácilmente los prime-

ros polinomios de Hermite, que son 
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Ho(x)=1 

iLli (4= 2t){. 

Hz tti := V X1---Z 

/73(9=  e x 3.- 3-2-x 
	 (5.1.3) 

y- o 

15 	= dZ y =1(-O x 3  12,e' 2: 

Se sigue, ya sea de (5.1.1) o de (5.1.2), que 1-4761.9 es una función 

par de x paran par y función impar dex para n impar; es decir 

Hf7(9 = (-1)-2  11)7(/) 

	
(5.1.4) 

De (5.1 .2) se sigue que 

(0) = 
(-_O (z

-n
)! 	

f (17) 
7.1  

(5.1.5) 

/ 	
(O 

/7 
	- 	)

n 

 
n aritiA 

/-1,1  

 

(5.1.6) 

 

Si escribimos la función generadora como 

) = 	 --X)aJ  

al derivarlan veces respecto a r obtenemos 

c2ez 	 tep (r-_2 	fy X 	,) 	u  

	

1) 	
ti 

(X' 	
n 

rn 	 _1 I 	 2." 	L 	- drn ft,sis 
.;=c 

además 

	

an 	
,195 	- 

	

arn  	 )r = Ha (x) 7‘. 	CY) -/ 	>ri  1-/,7 ,z(x) -F 
5=0 

y por lo tanto, haciendo r= o obtenemos que 
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za fin _er  
/---/nLy1= (-s) 

Ce;C 

que es la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite. 

(5.1.7) 

Los polinomios de Hermite también se pueden expresar en la forma inte 

gral 

ni  j a(zzr-ra) 
Hntd - - n42_ 	 Cer (5.1.8) 

donde el contorno encierra el origen del plano r y se integra en sentido 

positivo. De (5.1.8) obtenemos, usando el contorno r-.(2_2:19 , la represen-

tación integral real, 

6U (2- e-a -4 2E) V2i)-2( Z_XSZ/ 7 e-52./7 2.fi -ne,)jcee k r 	, 

(5 1.9) 

5.2 Fórmulas de Recurrencia. 

Algunas fórmulas de recurrencia se deducirán directamente de la defi-

nición (5.1.1) para la función generadora. Si derivamos ambos miembros 

de la ecuación respecto a x, obtenemos la relación: 

Znitfilaxr- tr z)= 
n =c 

(Y) n 
7-2.1 

r  

que puede escribirse en la forma 

a- 	 co  
z 	

r
nt-i _\ 1-1,7(X)  ,.n

/ 	• n! 	/ 	n/ ' n=c, rv=0 
igualando coeficientes de rn, obtenemos la fórmula de recurrencia 

Z nkin-±(X) = Hyl)(X) (5.2.1) 

De una manera similar derivando (5.1.1) respecto ar e igualando coefi- 
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tientes de r, tenemos 

2_ Z Ab7td = 

Eliminando 2/289-ti(x)  de (5.2.1) y (5.2.2) resulta 

Hr; = X fin (4- 1-Imi(x) 
Derivando esta última relación respecto az, se tiene 

(5.2.2) 

(5.2.3) 

11)-1(2:)= a1H117(41-2 Z/11/4(t)-/-iii-iti(X). 	 (5.2.4) 

Ahora en la ecuación (5.2.1) cambiando'? por r7-fti 	y sustituyéndola en 

(5.2.4) obtenemos, por último, la relación 

»in  (4- 2-2cHri 15L)-t- an Hn (9= o 	 (5.2.5) 

5.3 Ecuación Diferencial de Hermite 

En la sección 5.2, ecuación (5.2.5), se demuestra que y= Iin(l) 

satisface la ecuación diferencial 

 

-7- 
Zxj 

= (5.3.1) 

 

cuando d, es un entero no negativo r? . A esta ecuación se le denomina e-

cuación diferencial de Hermite. 

Proponemos como solución de esta ecuación la serie 

,--, 	
i---< 7 .7.5.=¿ 

que al sustituirla en (5.3.1), obtenemos las ecuaciones indicial 

liar 

Y auxi- 

h) aihcht_t).0 
(5.3.2) 

y la fórmula de recurrencia para los coeficientes 
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= (5.3.3) 

Si en la ecuación indicial (5.3.2a) suponemos que 	-7L- 	, entonces clara 

mente los valores que cumplen esta ecuación son 

= a ± 

Si k=o (5.3.2b) se cumple para todo valor de a1. 

Si 1;=.1 (5.3.2b) se cumple solamente si c..=0 . 

Ahora, de la ecuación (5.3.2b), si suponemos que airto , la ecuación se 

cumple para 

/1 =0,-A. 

Si '11=0 (5.3.2a) se cumple para todo valor de Ro. 

Si P.=-21 (5.3.2a) se cumple solamente si ao=0 

Por lo tanto tenemos tres casos por resolver fz=0 , 4-1 Y -1 

1 °  caso 	h= o 

La fórmula de recurrencia (5.3.3) se reduce a 

a 	 a 	 (5.3.4) 
(71+-Z.)Cki-±) A 

En este caso la serie contiene tanto potencias pares como potencias impa-

res de x, esto es: 

= 	-Faz_ x 71- 	a‘r  x z-ri „)+(a_tx a.5 2( 

que se reduce con ayuda de la fórmula de recurrencia (5.3.4), a 

s — 
__ a, 	 azccax-zy, 	,r_aryiv-z)(Kriliei.-wi-a) Lr.L 

61r)./ 
 

*...-/- 
r 	, 

+as 	 2z 6<-_0(?-3)  
3! 	5., 	2 

(5.3.5) 

af(ry._ ri ):fr - 3). (o< -2_r  
(zrti)! 
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2°  caso 	ckt= 0 

La fórmula de recurrencia es 

) 
)1- a 	-1-2.)( 	3) 	) 

(5.3.6) 

si hacemos el cambio de notación 

azr = Aar±1. 

la fórmula (5.3.6) se puede escribir como 

ahora si hacemos 	 , obtenemos 

= 2(2'-x)  
" 	(X+ )(117,i) A 2L, 3/5, .. (5.3.7) 

que es del mismo tipo que la obtenida con A=0 . Por lo tanto, la solu-

ción en este caso es solamente la parte de la solución (5.3.5) en poten-

cias impares de X, diferiendo de esta a lo más por una constante multipli 

cativa. 

30  caso 	 0.=0 

La fórmula de recurrencia toma ahora la forma 

(5.3.8) 

si hacemos el cambio de notación ct i_.rti  a-  A zr , la fórmula (5.3.8) pue-

de escribirse como 

A (U-2-) i`a,  ----- a (I( 	A A-A. 
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haciendo 	 , obtenemos 

_2.0.1-1x1 A 
A X+2. 	0:+2.)().1 -1-) .A.'= 0, a1 ... 	(5.3.9) 

que es nuevamente una solución particular de (5.3.5). La solución gene-

ral es entonces (5.3.5). 

Examinemos ahora la convergencia de la serie (5.3.5). Puesto que 

la la serie es convergente para todo valor de x . 

Usaremos la notación, 

L 

ir 

rx  _ 	 r 
,) 

es decir, 

(Z)= a 
'(14) 	_r  ir 

L 
(5.3.10a) 

r=c 

";-17.0j= as 
0-1-> 	 ,r 	

.11-.117 	

(5.3.10b) 

- 

la solución general es, entonces 

y (),) 72 ¿.(x) 
/- 

Notamos que si c)<= 	 un entero no negativo, entonces ",,iLx-.)11e- 
v 

	

ga a ser un polinomio de grado ain, y si cc= 	 :;:z.(1.) llega a ser 

un polinomio de grado 1774-.1— Esto es verdad debido a que 
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-k 
t1~k 

 

 

= e<-1 ki -1-2.) 
Á = 

  

O< = 2)9 

      

      

= Ci7f i IZXn 	ki (n). 

Entonces sioc es un entero no negativo en (5.3.1), una de las dos solucio 

nes, /211.1 o 	, será un polinomio de gradooty la otra será una serie infi- 

nita. 

Si en (5.3.10a), 0C es un entero par!) y tomamos 

Y si en la solución (5.3. 10b) , c< es un entero impar n , y tomamos 
(/-i)  

Que= (--i) a 	al'?" 
! 

la solución polinómica en ambos casos toma la forma 

ltn A 	
17-2- 

(X) laX) 	 I 	 (7(n1X/7-2307-3).Z4 
	.. • 
h—V 

A 	eZ.Ki 	-1-- 	 ( Z! (5.3.11) 

que es el polinomio de Hermite de grado!) dado en (5.3.2). Por lo tanto, 

;Cix)=--- /11,-,(5) 	 (5.3.11a) 

Una ecuación relacionada con la de Hermite es 

-2C't 7L 2-1)0 = o 
k 

(5.3.12) 

ya que si 'hacemos 

   

    



Evaluando.  la  integral del miembro derecho de la igualdad 

itfa 	
cc 

	

ax(r-z)t- - )a¿X7  =a. 

2J-é o, 
	

r_t y- 
cex-- 	

' • 

2_ y [sfxi /i„,,,. , 
„, 	, 

f  7_ (r) - (t-)r_• ) X 
x  mi 

Ain=c -ct 
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la ecuación se transforma en 

	

CI ' • ?~)- 	ZSC = 

que es la ecuación diferencial de Hermite. Por lo tanto la solución de 

la ecuación (5.3.12) es 

x
t 

	

7 = 	¿s  //n(9 . 
	 (5.3.13) 

Esta solución se conoce como la función (ortogonal) de Hermite y es de 

gran interés, Ya que aparece en ciertos problemas físicos. 

5.4 Propiedades Integrales de las Funciones de Hermite. 

Demostraremos que: 

cc 
o 	 17 129 

- CC 
	 2f 7! `\•f /) 

	
/9 = /77 

	 (5.4.1) 

De la relación (5.1.1) tenemos 

2,c'zir-x.y1  y2-c xf '7.- -7_8214 

	

(7-X1r- rt-.) cz_x -E --ti* - ) 	 cir  
Q . 	c 	= e 	a 	= 

TI: / r ) 
1-1,07 (X)  -J. nt 

£ J »71 
g.. 	 tí =0 	 Y/7=0 

-X 

	

si multiplicamos por C11.„ 	e integramos con respecto a 7:1 entre los limites 

—w a w en ambos miembros de la ecuación anterior, resulta 

(5.4.2) 

si hacemos el cambio de variable 



cr 
r x  I rn.J..y11 

n! 
7;m- -  
'0 
y en consecuencia 

cc 

/ rnt /716/9  rn 
n,n7= o . 
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(x - r - tJ 

la integral resulta 

o bien 

= i7 a  2.ft = tif7 	rt 	\\ I"n7  7 17  n 177 f 
.n 

I 

	

/ 	LL n ! 	'vil/ 	t- 	',ir' • 
#7=-0 

Sustituyendo este resultado en (5.4.2), obtenemos: 

CC 
Iz 

Q.. 
x 
 f in 5)-ty,Cx ) t. = n a n •\1/ )7,n1 

que es precisamente lo que deseábamos probar. 

Otra integral que se utiliza en la física matemática es 

CC 

1
z x 

X12. /-476J/1/77Ajdx (5.4.3) 

que puede evaluarse en una fórmula similar. Ahora, en lugar de (5.4.2) 

podemos escribir 

o3 	Z 

r"t m  
n,,n 	

Fir)(41-1-dx,),2-7,r. 	  = 
n. /2)! >  -00 

= vy.,(r±t)(Lzrt.  

Desarrollando la exponencial e igualando coeficientes de r"-E'n se obtiene 
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cc 

f X j.--X z 1-in (x) 1-1 in tc)dx = nfir (2,n-1t).? (5,,?, n-.2. + ¿Trh--2)16,77 ny-s). (5 '4 '4)  
—co 

La integral se anula paran=rny también cuando n yrn difieren en más de 

una unidad. 
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III. APLICACIONES A LA FISICA 

6. Aplicaciones delas Funciones Hipergeométricas 

6.1 Trompo simétrico 

Deseamos calcular los niveles cneroéticos de un cuerpo rígido en rota 

ción, que tiene dos de sus momentos de inercia principales iguales y so-

bre el cual, no actúan fuerzas externas. Su posición en el espacio se 

describe por los tres ángulos de Euler 9,0 yyr-, que se muestran en la 

fig. 7 Gyirt, son las coordenadas polares ordinarias del eje del trom-

po, mientras r, es el ángulo que mide la rotación alrededor de su eje. 

Y 

Fig. 7 Diagrama de los ángulos de 
Euler. 

Se demuestra en la mecánica clásica, que la energía cinética del trom 
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po simétrico, la cual coincide con la energía total en el caso del movi-

miento libre de fuerzas, está dada por la expresión (Goldstein, 1950: p. 

164) 

T= 	 -TitS ev z-e. 
	

1-3 (lir 71- dc.-2 e 96)a 	(6.1.1) 

en la que Ti  representa los momentos de inercia iguales e 	el momento 

de inercia alrededor del eje de simetría. O bien por 

/ eov 	6)) 	3-39 r 	
(6.1.2) 

r  11 	o 

jr4,5¿svi5. 11- 13 (1-j-19 

en-a 

El determinante de esta matriz tiene el valor 

Az 7) = 

O 

13Cra9 

13 

 

(6.2.3) 

,fl= [9./w I = 	 (6.2.4) 

Reemplazando en (6.1.1) las derivadas parciales con respecto al tiem-

po, por sus correspondientes expresiones en función de los momentos canó- 

nicos 	Pes .= 
= 	se obtiene el Hamiltoniano del trompo simétrico li- 

bre 

o bien 

=/0
e 

 y_  /fr, 	es- _c57'  	p 
Z- 	 z-iii-Sen 	 1' (6.2.5) 

  

9
-u Ao, 

Í 	
ice.4 Pv (6.2.6) 

   

con 
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o 

 

eCti.e 
5722119 	1i-Se72“o 

 

 

(6.1.7) 

e C 

_L.3 	I‘L-1.2,•?`e- 

-41-1  Podemos verificar por multiplicación directa que 	 r 
ch. 

es decir, las matrices (6.1.3) y (6.1.7) son reciprocas una de otra; esto 

nos permite considerar a2 4c )\ como un tensor métrico. 
í; 

Para pasar al problema cuántico, asociamos el Hamiltoniano al opera- 

dor 

ha  
- Sir '777 V 

en el que el Laplaciano de nuestro problema debe expresarse en el sistema 

	

de coordenadas e , 	, 	. 

La expresión del Laplaciano en coordenadas generalizadas es 

- 

	

_t 	s) 	,r-  7 -- 	-11.ii 	 (6.1.8)- ,-) 
Va 	3cl) 

¿., 

Tomando _y y 5-a  delas expresiones (6.1.4) y (6.1.7), se encuentra que 

el operador Hamiltoniano del trompo simétrico libre es 



N= 	/2,2  : 	r 	a (   (3z- 

8 /-/- L _r_Szn 9 aG ped
e) r  _z15¿-:/77-9 

  

(6.1.9) 
( 	

Goas Jec-3,e  	 
1.5.Ew 2-0) a 	rssey/-6; do r 

Por lo tanto la ecuación de ondas del trompo simétrico es 

 

  

)    , 	ertfe  	 
.2 e 	 - 

5c1/7(9 	 de 	5;2/7 &/9 (395 	
_ 

' cx-dr/a ra 
(6.1.1o) 

ect2 e aa 17) 	527'm Ti  -f- o  
senz-e a0ar 

 

Los ángulos 0 y y no aparecen en esta ecuación, aun cuando aparecen 

derivadas respecto de ellos; son coordenadas cíclicas y entran en la fun-

ción de onda en la forma 

069)2. a 
y- 	

(6.1.11) 
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en la que M y k tienen valores enteros .. Sustituyendo 

(6.1.11) en la ecuación de onda (6.1.10), resulta Para a(6) 
	

la ecua- 

ción 

7 a, 
	 ce (/ 	A2& ) . F 	

-7- 
cg,s2  r,  
1 

1:32 

(6.1 .12) 

	

cne A.914—  877i97-EC 	 o
Sena& 

Tenemos que er--c> y e47 son puntos singulares en esta 'ecuación. Para de-

terminar la solución de (6.1.12) Es conveniente hacer el cambio de varia 
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ble 

-Z- 	/ 
9(3)_ 7729 

y al mismo tiempo tomar 

„R. 	Pz7.577-2-12.  
/5 2- 	175 

resultando la ecuación diferencial 

(6.1.13) 

(6.1.14) 

- 	 -11zE(1--&) 
(__L-2-_ti_dtL: .7 _ [x_  im  	-AY-1-1T = o 	(6.1.15) 

Los puntos singulares están ahora en -E.° y-&=1.. Haremos un desarrollo 

en serie alrededor de cada uno de estos puntos para obtener las ecuacio-

nes indiciales que fijen el mínimo exponente det en las series. Si se 

hace la sustitución 	(:f )= -L-S,(79 	se encuentra que 

mientras que la sustitución 7-1-r-)=(c--!-Jis ,Z7//-1--rj 	da el valor de 

para 5' 	Por lo tanto la solución aceptable para jn& ) es: 

14-:_41 I 
	

vvvil /-té) 	 (6.1.16) 

en la que ( ) debe ser finita en1=-0 y :=1. Sustituyendo (6.1.16) en 

(6.1.15), se obtiene para Fii/C9 la ecuación hipergeométrica 

cd 

e-t-c-  
(6.1.17) 

en la cual 

= 	+ 

KAM I 

= 2 7t-— 	X-114 I 	.11(—/. 	-21:11<-1-1)11 	-2,11?-411+ J .  
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Aplicando a (6.1.17) el método de solución en serie, la fórmula de re 

currencia para los coeficientes es: 	[véase ecuación (1.4.4)] 

(6.1.18) 

La serie hipergeométrica diverge para 7.1=1 y el único modo de eliminar la 

divergencia es que la serie se corte en un punto, reduciéndose un polino-

mio en*. orden! . La condición para que esto ocurra es según (6.1.18) 

que 

(6.1.18a) 

Definiendo 

je 	--,1-1K-H4I+—/v1 	 (6.1.19) 

e introduciendo en (6.1.18a) los valores de/ y .6 , se llega a la siguien 

te fórmula para los eigenvalores del Hamiltoniano del trompo simétrico li 

bre 

Az   ,I_J-(71-D 
ELTKA4 = ¿Wang Ss  

4 

:77) 

 

(6.1.20) 

   

Comoj es igual o mayor que el más grande de los dos números cuánti-

cos IK I y jM I , su valor es cero ó un entero positivo; tenemos así los 

siguientes valores para los tres números cuánticos. 

= 0, 

O, ± 
	

(6.1.21) 

/11--- O, 	±J 

De (6.1.20), observamos que la energía no depende deM ó del signo de 

K; por lo tanto, dado jr, la degeneración de un nivel es 2.41+1 6 
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dependiendo de si K es cero ó diferente de cero. 

Las funciones de onda en término de las funciones hipergeométricas 

tienen la forma 

TTcp:A1 ( 91}119  = cl  lit)  
-1-1X+14 	-i-it(p-.) 

67. 
(6.1.22) 

en la que 

t 	Ccu 

Y 

i-74'57' -Al I  91-€1; cd1:411 fe X-41  j--)1 	(6 1 23) 

/VA/4 L .±-5 /7¿'( 	P.W,11-7F/(1-41/)0/(-111! 

6.2 Niveles Energéticos en un Pozo Potencial. 

Se desea determinar los niveles energéticos para una partícula en un 

campo potencial de la forma: (fig. 

V' — 
	vo 	 
eckt2 1/ 2  2-/XX 	

(6.2.1) 

El espectro de energías para eigenvalores positivos es continuo, mientras 

que el de los valores negativos tienen un espectro discreto, por lo que 

se considerará solamente este último caso. La ecuación de Schradinger es 

para este problema particular. 

,— 

	

( 	
\lo  

- O 	 (6.2.2) ,lyi-2. • hz é: 
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Si introducimos co tal que 

7p- = 	
[JJ  

C7c-c2 /25-0< 	
dw = ¿L'ex) 	 (6. 2.3) 

donde 

32_ /i 7/7 
5 = 	-ft 	71 	o<  zha 

obtenemos la ecuación 

— 	n (0<x) ‘''-/2 	 - 	(6.2.4) 

Esta ecuación puede reducirse a una ecuación Hipergeométrica, haciendo el 

cambio de variable 

Zdz 	 (6.2.5) 

y llamando 

E \Fan-7E 1 -17- 
hcx 

obteniéndose de esta manera la ecuación 

oezo ice e_ 

 

2-)a, = o 	(6.2.6) 

 

V(x) 

-yo  

Vó  
Fig. 8 	V = 

etc Az cf.r 
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Se observa en (6.2.1) que la energra potencial Vt...;) es una función 

par de la coordenada. Entonces la ecuación de Schradinger (6.2.2) no cam 

bia cuando se cambia el signo de la coordenada. Se siaue que si 17/16z) es 

una solución de esta ecuación4r-(X) también es solución y coincide con 

7.742‘) hasta un factor constante: 	1-7x)=- (Zial) 	. Cambiando nueva- 

mente el signo del , obtenemos IT/(x)= e.7-37)-(X) 	, por lo que e -= 	. 

Por lo tanto, cuando la energía potencial es simétrica (respecto a, =./3 ) 

la función de onda de los estados estacionarios debe ser par [3757X) 

lirr(-4] 
	

o impar [ 	 (x)] . Como e„,21,0,:x es una función 

par, la paridad deF es la misma que la de 6900 . Las soluciones parti-

culares par e impar (enx) de la ecuación (6.2.6) son: 

u), = aF„ 	 --I • t- 
(6.2.7) 

Wi= ( ; a  , 	-,- F  5 - E 4- -5- • - 	- ) 

(cuando x cambia de signo 	permanece igual, mientrastirr-Sznbxx cambia 

de signo). Para que yr= (..tv ) GC1  se reduzca a cero cuando 

ais  debe ser tal que tienda menos rápidamente a infinito que la función 

( 	
- s 

--+13.) 

en un punto reduciéndose a un polinomio, por lo que el parámetro 

at_e_t_s 	debe ser un entero negativo o cero. Por lo tanto la fun- 

ción hipergeométrica es un polinomio de grado-4.54€ yiír tiende a ce- 
_ _t e  

ro como cuando 	 Similarmente para y,  c1-/-r„) 

la condición se satisface si- 1 5 4e -.ft es un entero negativo. 

Los niveles energéticos se determinan por la condición s-e=n , re 

sultando 

cuando 	 Esta condición se logra siWj se corta 
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-a. 

32-/7/72 (1-1L :jri)  7L 	--,61)11--5_271/0 

oc=1/21  
12= 

(6.2.8) 

Existen un número finito de niveles, que se determinan por la condición 

e>C) . Es decir la condición 

2./9 	
P\fi 

321 2 M/e  
0<z.v5z. 1 (6.2.9) 

6.3 Penetración en una Barrera Potencial por Electrones. 

Sea una barrera potencial definida por la ecuación 

A E 
V y) = - - , 

- ) 	- 

_z_trx  
= —2   2 (6.3.1) 

en la cual x es la ccordenada cartesiana yA,13 y -2 son constantes. La 

gráfica de esta función para varios valores de A ye se muestra en la fig. 

9. Vemos que para grandes valores negativos de X, se aproxima a cero y a 

un valor constante /N para grandes valores positivos. El ancho de la re- 

gión de transición es, prácticamente, 3Y. 	Cuando 16 í es mayor que 1/N1 

el potencial posee un valor extremo en 

Fig. 9 	Gráfica de la función V(r) . Los números 

sobre las curvas son valores de- - 



A( .11  
e  (6.3.5) )7)3_ !-- 

; 	) 
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)9 rie+A  X m  = — ;  
J-5 -A_ 

(6.3.2) 

cuya altura es 

V(X/n)= = 
TÉ3 

 

(6.3.3) 

 

En lo sucesivo se supondrá .t3>-0 , por lo que el valor extremo es un máxi- 

mo. 

La ecuación de Schrbdinger, de este problema es 

 

9 	<gil' 

	

- 
h- 	C- ; 	) 	iZ 

 

(6.3.4) 

 

= 0 

cambiando a la variable e , definida por la ecuación (6.3.1), 

Para estudiar la solución exacta, consideremos primero su comporta-

miento asintótico para grandes valores positivos y negativos de X . En 

ambos casos el potencial es prácticamente constante y per lo tanto su so-

lución deberá ser ondas monocromáticas de De Broglie, a una primera a-

proximación. Para grandes valores negativos de X , la longitud de onda 

será A = h 	tz-)  1.7  para grandes valores positivos --V= //' tamo::: _An%/z. 

Puede suponerse Sa.,„41 , pues el caso contrario, no presenta mucho interés. 

La solución puede especificarse con mayor precisión, si nos limitamos al 

caso en el cual los electrones inciden sobre la barrera de 2 = -co 	; si 

es así habrá una simple onda (transmitida), 
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/7ix  

  

 

f: (6.3.6) 

para grandes valores positivos del" y dos ondas (incidente y reflejada) 

para grandes valores negativos de X , 

x  
tIX ac.‹ = 	(- 	 I) , 

La solución exacta tendrá que reducirse a estos valores para grandes 

valores de X.. Proponemos una solución 

'r=  'HI)i'll.(11.7(1CM19 

	
(6.3.8) 

sustituyéndola en la ecuación (6.3.5), obtenemos para 03(./..—r 
	

la e— 

cuación 

r- 	• • (6 3 7) 

rika  

(i-C1  4" ti  t  z_ 4 

r- 
c.:1-c:: (i. t.,: — 2» 5 -I-- 2. 5 ) -r- , 

_i_ — 1 
Jak.)-?," _ 

[-.1-  ZjNe II- 2&( - ¿id 
	

'n'ea  (Ay- a - al=)1(3:(1-4-vr) = o 

	 (6.3.9) 

y haciendo el cambio de variable 	 , (6.3.9) se transforma en 

L 

7 9 , 
A 

(6.3.10) 

t7  

que es la ecuación hipergeométrica, donde los valores eie,.x 

por la ecuación (6.3.6) y (6.3.7) son 

1 

d.lc/ 	 al. e 

Yis dados 

(6.3.11) 
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donde 

andh7.e- 

e es la energía de un electrón cuya longitud de onde de De Broglie es 2:41, 

el ancho total del potencial. 	La solución de la ecuación (6.3.10), en 

términos de las funciones hipergeométricas es 

), - (6.3.12) 

donde 

La solución total de la ecuación de onda resulta por lo tanto 

7jr-  = (1 -Z' — 	7-  11.  ,)(6.3.13) 

La función 97-, se aproxima a 	) para grandes valores de 	, ya que 

zici 	b ; e.; e = 	Para 	pequeña, la función 	no puede determinar- 

se al instante, ya que :,-E-1í:2,,b;(/;1) diverge; es necesario recurrir al 

proceso llamado extensión anali7ica Y expresar. en términos de series 

que converjan para pequeños valores de Esto lo podemos realizar 

con ayuda de nuestra ecuación (6.2.1), resultando 

zz.,K ;:i3 1- 
(6 .3 .14) 

o.-/?-6).-11-ac:“ }  7.• 
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donde 

r(1— a-A,il-7  
- XI r Ek-f- 	y-c 5 

(6.3.15) 

oa=  	-) (2.Í_0() 

r- 	c•-t 	 ,i-ó)J 

series de la parte derecha de la ecuación (6.3.14) convergen cuan 

<4. , esto es cierto cuando k !< 

valor dee-l-puede medirse de (6.3.14) y resulta ser exactamente 

a la ecuación (6.3.7) con 	y CQ.  definidas por la ecuación (6.3. 

Las ecuaciones (6.3.13) y (6.3.14) definen así a la funcióntoara 

todo valor real de X ; se puede mostrar de una manera rápida que se ha sa 

tisfecho la cuación (6.3.5) y que es finita, continua y posee derivadas 

continuas en todo el intervalo; es por lo tanto la función de onda del 

problema. 

El coeficiente de reflexión se define por la relación 

y tiene un valor, 

.0 ft -  

47= 

en nuestro 

ri C.+ 	urs 

a_s 

caso, de 

it•-; - 

2_ 

(6.3.16) 

(6.3.17) 
r +¿ fc5 	 rs•--,2 2 	--, 51 

ya que 

/72: icx )  ___ A  

/-Y-2 icd 	3- 

En la evaluación numérica aparecen dos casos que deben distinguirse, 

real ycl imaginaria. Estos dos casos son separados por la condición 

5=C ; como8 es en general del orden de magnitud de E , el caso S real 

Las dos 

do 	 
—1 

de 	, el 

igual 

15 ) . 

Para pequeños valores 
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corresponde a una barrera potencial cuya región de inhomogeneidad es an-

cha comparada a la longitud de onda del electrón incidente, mientras que 

una cS imaginaria corresponde a una región delgada de inhomogeneidad. 

Si ó es real, los argumentos de todas las funciones gama tienen la 

forma 	 donde ?res real. Como 

fi'#) 
2_ 	= 

entonces 

1/2  [17(d -, 
	 )j 

(6.3.18) 

h 5  ger! 
er:./7 	7-75)11 em-9. h k J(5 

Si c5 es imaginaria, ambos, el numerador y denominador de la ecuación 

(6.3.17) tiene la forma 

con/L=4= . Como 

 

- 

jr-j ci ;ir( 

entonces 

fi 	
2021') 	 (Ya [177 

7*1 	 (6.3.19) 

Las ecuaciones (6.3.18) y (6.3.19) son idénticas si recordamos que 

= 	1_2. 17 1S I] 
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cuando& es imaginaria; la derivación separada de los dos es necesaria, 

ya que irci.t.,Lizr) I no es una función analítica. 

6.4 Coeficiente de Reflexión en una Barrera Potencial. 

Como un segundo ejemplo de coeficiente de reflexión, tomaremos un po- 

tencial de la forma 

VCX)= 	 

que se muestra en la figura 10. 

(6.4.1) 

Vi x)  

ve 

x 

Fig. 10 	V(x) 
// (271" 

Para este caso la ecuación de Schradinger toma la forma 

Ve 

Vr.  (6.4.2) 

 

Deseamos encontrar una solución que tenga la forma 

donde 

t= A ezkax 

pa _ 2.11 _ A gynCc_--vo) 

a.fr-vveng 	ce 



yik es una constante. 

Introducimos una nueva variable 

— (i—c(x  

la cual toma valores de —coa.0 ; y proponemos una solución 

Cd(1.)))  
cifr  

(6.4.3) 

dondec2.9dehe tender a una constante cuando 	(es decir cuando 

X--->0). Haciendo la sustitución de (6.4.3) en (6.4.2), encontramos para 

£49(1) la ecuación hipergeométrica 

• 1 	- 	 LIL  - 	 T.'  (.41---k_Lr5(  LOCO -=•• O 
(6.4.4) 

donde 

— 

siendo su solución 

    

(Á:cc = vc; (z 

   

	 E?) 
(6.4.5) 

   

cuando 	, la función tiende a 1 , es decir cumple con la condición 

impuesta. 

La forma asintótica de la función yr, cuando 7:—*-0)(es decir cuando 

la deduciremos a partir de la fórmula (6.2.4), resultando 

ktkt Z-Áz 	 
td(C 	 aa(--e) c<  

(6.4.6) 
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donde 



(A2,.1-A9)/r-ti  4,-/-kz_  
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- 

(6.4.7) 

az= r(i  - k) 	 , 

sustituyendo estos valores en la función de onda (6.4.3) obtenemos 

aa(--  a_t(- sJ 
(6.4.8) 

	rz:z,z 	-¿Az, t.-  
ai  o_ 	+ o, e 

El coeficiente de reflexión 

1 2- 

- 	., 

lo calculamos con ayuda de las fórmulas 

obteniéndose que 

1) = xr./x) /-7):),c(11 -r) =  // .52/7  i-tx. 

(,c,  di/J[5('0:7 A 
_ 

/ • 

(6.4.9) 
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7. Aplicaciones de las funciones de Legendre 

7.1 Carga Puntual 

Supóngase un elemento de carga 
S

- , localizado en un punto Er- t  sobre 

el eje E de un sistema de coordenadas cartesianas, cuyo origen está en O . 

Se desea expresar el potencial debido a la carga 	en cualquier otro pun- 
t 

toi° , en términos de las coordenadas de A)  con respecto al origen O . 

Las coordenadas cartesianas de r son x , 	, 	, pero como el campo es si 

métrico alrededor del eje Z, , será suficiente localizar r en términos de 

las coordenadas polares r y e (fig 11). 

Fig. 11 

La distancia de 	a P es n y por lo tanto el potencial en P es 

fi  
0 	— -5,7e ra  (7.1.1) 

suponiendo que el medio es homogéneo e isotrópico 

rz.= (rz-÷ C Z zr-5: 
	

(7.1.2) 
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Se tienen dos casos por considerar: Y"-Cr y r >t- 

Primeramente cuando r<lit', escribimos (7.1.2) de la forma siguiente: 

—a 

k= 	+ CH4-  24 er'a 	
(7.1.3) 

El miembro derecho puede desarrollarse por el teorema binomial cuando: 

C > ?-s,cfSCe•261C 1 
S 

si además 	 • 

  

 

< 

   

la serie que resulta es absolutamente convergente 	Si los términos de la 

serie se ordenan en potencias crecientes de 
1 

 , tenemos que 

= 	[1 r 	, (f.) (41 	e  
	

(7.1.4) 

Comparando este resultado con las ecuaciones (7.1.3), tenemos que los coe 

ficientes de las potencias crecientes de— son los polinomios de Legen-

dre y por lo tanto, (7.1.4) puede escribirse en la forma abreviada 

cc 
— > a 	- r n 

ls Cr 
(7.1.5) 

n=c 

Como el valor absoluto de los coeficientes 137(2,46J) de C.-ff nunca son 

mayores que la unidad, entonces el desarrollo converge siempre que r< 

Por lo tanto, el potencial es 

cC 

f'.̀. (ce) = gyfél 	RI (er.L2E) 
	

(r< r) 	(7.1.6) 
/7=0 

Para r>t,'"' el correspondiente desarrollo se obtiene intercambiando 
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r y r  en las ecuaciones (7.1.3) y (7.1 .5) 

_sr_ei.r el 
 

G. - L 	
a 

 

_ 	 
-jai) n  

	

r; 	 - 	,Pf? 
/7-=0 

Así, el potencial resulta 

02 
± e-1 	\ - 	 9  

116;9 	
.11 

	

.) — 	)-‘ 

=0 

(7.1.7) 

>r) (7.1.8) 

>?;' 	(7.1.9) 

7.2 Distribución de Temperaturas en un Casquete Esférico. 

Considere una esfera hueca, en la cual la superficie externa r-.)-1 

debe mantenerse a una temperatura uniforme Li  y la superficie interna 

r=zra  debe mantenerse en alguna distribución arbitraria de temperatura 

t =Ice) 	(fig 12). Se desea encontrar la tem7eratura estacionaria en 

cualquier punto entre las dos superficies que limitan el casquete esféri-

co. 

Y 

Fig. 12 

Esfera hueca 
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Como so es el ángulo entre el eje x y la proyeccón de r sobre el plano 

, debe notarse inmediatamente que el campo ¿e temperaturas en este ca 

so es independiente del ánguloy,  y por lo tanto la diferencia de tempera-

turas 7-1i7t9)-= t-ts. , debe satisfacer la ecuación diferencial 

r da ky- 	sen 	e de t5L.r7GÍ:-)-der) - o 

y las condiciones en la frontera 

T= o 	 erg 	1-= 

T = Fte) 	Qn 	rr.-- re  
donde Fr(6)=f(e)-- •ti.. 

Aplicando el método de separación de variables, 

1), resultan las ecuaciones 

	

— 4̀11R 	= 

	

r cc/ 	r- 

1127-  	- 7a.c9 	(tí' 
a-79  a 	( 61 	72e,  = 0 

r  

(7 .2 . ) 

(7.2.2) 

T=RCr-)0(0) en (7.2. 

(7.2.3) 
r o 

(7.2.4) 

donde)? es la constante de separación común. 

La ecuación (7.2.3) es una ecuación de Euler, cuya solución es (Ford, 

1955: p. 76) 

R 	 ear -(a7÷-1) 
	

(7.2.5) 

donde 7,77.=)-77Ó0-2111). 

La ecuación (7.2.4) puede reducirse a una forma más conocida por el 

cambio de variable I=rd'izig. La ecuación transformada resulta ser 



it s".__ 5 	m (in+ 1)0 = O ects  
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que la identificamos como la ecuación diferencial de Legendre. La solu-

ción general de esta ecuación es como sabemos 

6re = gin (i3-961) r Cin((2,,,-) 4) 

pero como la solución debe ser finita en el origen, desechamos el segundo 

término de la solución y nos quedamos solamente con los polinomios de Le-

gendre. La solución general de la ecuación (7.2.1) es por lo tanto 

\ 	dein (1-6 /9 *1)) A???  ‘12, :1.2t9) 	 (7.2.6) 

Aplicando las condiciones en la frontera (7.2.2), notamos primera-

mente que para y-. r, , los términos en r deben anularse. 

Entonces 

"-= 

y 

= A 
fi 

a 

;2=C 

Ahora en r= t-2, los términos en r deben ser la unidad, para quer sea 

solamente función de 	, a lo largo del radio interior. Esta condición 

se logra fl ilmente multiplicando fu-9 por 1. 

  

; es decir 
Cr-) 

 

= 2_ 

     

(  
• ift 	 rn ‘ +I 1 

1— 	1 	/ 	rn-i 
 
raf_f 	 ) 
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Así que 

>  Arn 1-2.171+i_ 1,-.12_nn 	(r jrn-4-1  

t- al-n-1-i. 	 — 

	

r 	827Ó20:2d 	(7.2.7) 

la cual satisface, claramente, (7.2.2). 

Si en este problema icé) es alguna f(e0159, entonces la Ain debe esco-

gerse de tal manera que satisfaga 

Erg  

Ír(atto) => A/27 9/27 (e t2. 
b9=C 

la cual es un desarrollo de la función arbitraria J7-62 a.0=f6Ina,e;_t_4_, 

como una serie de polinomios de Legendre. 

El coeficiente Ande esta serie, está dado en la ecuación (2.6.3) 

COMO 
*.1 

A,- anrif 	r)ceo  
—A. 

ó en términos de la transformación 

= 	

(=C1..-.J 

± 

 

f

ir 

A u? 	2-ina-fr-  / 12177(2,7-,2 6 9 Rerj n25:deri e ce, s( . 
o 

De donde nuestra solución final completa es de la forma: 

rarn+i 

in+ 
- I r a 

ti 
/ 
L 

11- 	Pra  eor, 9) • 
/29=C 

(7.2.9) 

leoae)/rYci-Q- 

o 

Ejemplo.- Calcule el campo de temperatura t(r-,(5)) , en un casquete 

r/7=C 

(7.2.8) 
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esférico dondeJG-, 	, teniendo una distribución de temperatura a lo lar 

go de la superficie interna de acuerdo a -117(w2p.)=1000.0.2,
a
é 	y una 

temperatura uniforme sobre la superficie externa de tj._=-- 05c . 

Solución.- La integral en la solución (7.2.9) en términos de 

está dado por: 

/7- 

22,2„.? 615c.,-7p (170 	?I en ac) la,ce 
o 

En la sección 2.2 , vimos que este tipo de integrales tienen como so- 

lución 

Para 

7-,  (i)"m  _top 
anitni 

t 
rn 2rn 

(e: 	 

= _10Ef acCe1-  = aee 	3 
-1 

Para /t?=1 

ti 

= 

Para ng -= a 

.0
2! f = 

Para valores mayores que n2=2, las integrales se anulan. 

Por lo tanto tenemos como solución 

L = . .s
1(0(1  1-flj  7  03 / 	 L (7.2.10) 

La ilustración del campo de temperatura para este ejemplo está dado 

en la figura 13. 
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Fig. 13 

Campo de temperaturas en un casquete esférico. 

7.3 Esfera Conductora en el Campo de una Carga Puntual. 

Sea una esfera conductora de radio r1  , cuyo centro está localizado 

en el origen de un sistema de coordenadas. La esfera está sumergida en 

un dieléctrico homogéneo e isotrópico, de constante dieléctrica G. En 

r=d. está localizada una carga puntual 9 . (fig. 14). Deseamos en-

contrar el potencial y la distribución de carga sobre la esfera. El po-

tencial en cualquier punto fuera de la esfera, es la combinación del po-

tencial 00  debido a la carga /  y el potencials, debido a la carga indu-
cida sobre la esfera, esto es: q = c:c +cti  

El potencial inducido 0,, debe cumplir con la ecuación de Laplace, la 

cual, en coordenadas esféricas, está dada por: 

_I_ 	(r 2,- 
czar 
	-a- 	

(7.3.1) 

fa:Saneda ()O rk5o4r7Le 
(5,7 -2e2-7  -9 + 	- 



- Z= 5 5 -_ r2  
--- ' --- -- — 	I r .-. 	. e)  

Fig. 14 

Esfera en el 'campo de una 
carga puntual localizada 

en 	=S .  

En este caso, como tenemos simetrla alrededor del eje 	, la ecuación (7. 

3.1) se reduce a 

ír . 	 , 	A- 	a 01 \ 
ar 	raSmo do (5-̀217e-ae 2 = a. (7.3.2) 

La solución de esta ecuación es, como vimos en el ejemplo anterior, sec-

ción 7.2, ecuación (7.2.6), 

co,  

= > 	 hn7rn-1)/q1Cdo-aC); 	 (7-3.3) 

17=0 

pero como 	, debe tener un valor regular al infinito, es necesario que 

an =c 	, entonces el potencial debido a la carga inducida sobre la es- 

fera, está dado por 

Q f= > 	rit)71,7 s „<eois69 	 (7.3.4) 
n=0 
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0 (ni  e) = 	[ 	 Y Ea   
97r. 

÷ 
bn  (   

CC 

(7.3.6) 
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En la sección7.1, se encontró que para y-c. 	, el desarrollo del Po- 

tencial Q5a  en coordenadas esféricas, está dado por 

cc 
/ ,n = _t 	= 

(7.3.5) 

      

Por lo tanto, el potencial sobre la superficie de la esfera r= 
es 

Ahora 4 es una constante y como (7.3.6) debe cumplirse para todo valor de 

9 , se sigue que los coeficientes de )97(J-.14 deben anularse para todo va 

lor den mayor que cero. Los coefícientes.41  se determinarán así del con-

junto de relaciones 

bc= 7;0, 	if vfle_, 	' = 2,- ilm, 
rznti 

6n >a) (73.7) 

Para cualquier punto fuera de la esfera 

A. 	F.  
° -5976z rL 

Cr e. 	y 1,„2..flti 

4117ea , 	en*A- 
n=c• 

  

(7.3.8) r  n 'LL 

Para determinar la densidad de carga, calculamos la derivada normal sobre 

la superficie 

cr 
( c-)á 	_ 	 

077,-±) 	n 	 (7.3.9) d r/r= 	lítiez 	 5_. , 	(e/12,9) ___ 

de donde la densidad de carga inducida resulta 

lacy) a»  
r= -Cr?*i)  P  L. 

• ín1 ts 
= 

Pn( - l,,,e) c  - 5  rs  
(7.3.10) 

La carga total sobre la esfera es 
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/7 217 	 ii 

--11-Wria5 ,2176,a2ociy--= rsleVaff t°'-) &de 
0 0 

Ahora, en la expresión para la ortogonalidad de las funciones de Legendre 

	

/87(C5-0-20/972¿erac9.5e-ieceC — 	Jnfin 
o 

tomamos 	, Po(e5)= i , resulta que 

 

-5/ffeariOs  (7.3.11) 

 

El potencial sobre la esfera, es por lo tanto 

= 	 g-  -sell   + e, nt 	01E2.  

b_ representa un exceso de carga que ha sido colocada sobre la esfera 

aislada. Si la esfera está a tierra, ¢5  es igual a cero. 

8. Aplicaciones de las funciones de Bessel. 

8.1 Solución de la Ecuación de Ondas en Coordenadas Cilíndricas. 

En este problema nos interesa encontrar la solución de la ecuación de 

ondas en coordenadas cilíndricas para un potencial eléctrico escalar V . 

La ecuación de ondas es de la forma 

57zki(st) SZ  az  V( -, -O  o  
dt- , , 

que en condiciones estáticas se reduce a la ecuación de Laplace VIS/ = O . 

Si suponemos una variación armónica en el tiempo, es decir 

(7.3.12) 



icot 

la ecuación se transforma en 

V7 2V * V= o 
	 (8.1.1) 

donde 

n a 	a = 

CC) = 2.171- 	(f =ken-c. c./7c 

CL = 

,it = 	 7zi.c7tic.4. 0112i mealic 

e  = 	 d'idd-ctric& 

Desarrollando la ecuación de onde (8.1.1) en coordenadas cíli.ndricas, 

tenemos 
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azv  
dr -̀ 

dy 	t da v/  
r ór rL ay a  

a'\./  _ 
- r- y (8.1.2) 

Usando el método de separación de variables ‘,=)?(1-) 07,(z) 	, la e- 

cuación resulta 

a:Y 	_I rx.72 	 ceZ  Z 
7“  -= 

R 
(8.1.3) 

El término de la derecha de la igualdad depende únicamente de a por lo 

tanto, se sigue que anbos miembros son constantes, de lo que resultan las 

dos ecuaciones 

a2 	— 	= o ce-a - (8.1.4) 
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1"2" é/? rzór7a7,792)=- 	-a2z5- 
R dr' R 	 1) uy 

donde—m2  es la constante de separación. Nuevamente en la ecuación (8.1. 

5), el término de la derecha de la igualdad depende únicamente de y , 

mientras el término de la izquierda depende de r ; por lo tanto, aplican-

do el mismo argumento anterior, obtenemos las ecuaciones 

(8.1.5) 

.1.22-65 
ege,  Ti =. (8.1.6) 

ra  ce59 	,9g/q 

	

z r cer 	a  flg 132 a  r -  na]p=.- 
(8.1.7) 

dondedes la constante de separación. 

Nos resta determinar las soluciones de las ecuaciones diferenciales 

totales (8.1.4), (8.1.6) y (8.1.7). 

La solución de la ecuación (8.1.4) es: 

(8.1.8) 

podemos también ver fácilmente, que la solución de la ecuación (8.1.6) es 

(1) = e, ea¿znio 	ey,507/75r. 	 (8.1.9) 

La ecuación (8.1.7) es una forma de la ecuación de Bessel, ya que si hace 

mos el cambio 

Crna v-,75,"1  

ésta se vuelve 

(8.1.1o) 

Y2 	 Ced/2  ),1? 

rete --- 	 tta 
(8.1.11) 
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que la reconocemos más fácilmente como la ecuación de Bessel, siendo su 

solución 

R = 	eZ, (kr) -I- 	Yn (kr) . 
	 (8.1.12) 

Se sigue que la solución general de la ecuación de ondas (8.1.2) es 

V -= (e..1 afit  +caQ_ mit)(C1,32,1:2116r Cfr-9)7 y') [e3-41?))1Le&Kffiji(8  

Las constantes e,, e z ,CJ5 , etc., así como los valores dem yi9 se determi 

nan para cada problema específico por las condiciones iniciales y por las 

condiciones en la frontera. 

8.2 Vibraciones de la Membrana Circular. 

Una de las aplicaciones simples de las funciones Bessel, aparece en 

la teoría de las vibraciones transversales de una membrana plana circular. 

Por el término membrana entendemos una lámina delgada perfectamente flexi 

ble, de densidad uniforme y supondremos que se mantiene en un estado de 

tensión uniforme mediante una fuerza conveniente aplicada en su frontera. 

Cuando la membrana se desplaza ligeramente de su posición de equilibrio y 

se suelta, ésta ejecuta pequeñas oscilaciones. Nuestro propósito es estu 

diar la naturaleza de estas oscilaciones bajo ciertas suposiciones, con 

el fin de simplificar el análisis. 

Se estudiarán solamente vibraciones transversales y supondremos que 

la tensión permanece inalterada durante el movimiento; además si E=0 re-

presenta el plano que contiene a la membjraha en su posición de equilibrio 

y si 
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define la forma de la membrana en cualquier instante, supondremos que 	 

Y 
;30  son tan pequeñas que sus cuadrados pueden despreciarse. 

Considérese una sección elemental rectangular de la membrana (fig 15) 

Ter  

Teb 

fl..T. 15 

Las fuerzas se deben a la tensión uniforme ' (por unidad de longitud) en 

la posición de reposo. Si la sección elemental se desplaza en la direc- 

ción 	, perpendicular al plano x; , se producirá una fuerza de restitu- 
P 

ción debida a la componente Z de la tensión en la membrana. 

En el punto A:7"-c 	la componente de esta fuerza es 

'T' 	, 
ox 1-,z, 

y sobre el punto x es 

_ 	a 
95E 1x 	. 

La suma de estas fuerzas es: 

En forma análoga, la fuerza de restitución en la dirección 	es: 

„2, 	ceeicé,' 

La fuerza de restitución total es, por lo tanto 
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T(`).E  ax ,  

Igualándolo al producto de su masa por su aceleración, se obtiene como e-

cuación de movimiento 

/ (113:1  y-kt_ZT)a:5,(a7m. = o-- 	- 

a 	- 	ata ‘ '̀''-'52  

dondeo- denota la masa de la membrana por unidad de area. Dividiendo en-

tre roer, , resulta finalmente la ecuación de ondas bidimensional: 

donde 

(31-2 	ZZ,  3_ Z 
a X. r"  á V :C 	C:r.  ata 

da— dr  o—  • 

(8.2.1) 

(8.2.2) 

Cambiando de coordenadas rectangulares a coordenadas polares la ecua-

ción (8.2.1) se transforma en 

aLZ 	2.7 2Z + 	E. Á- 43z-Z- 
ata 	\dra 	 Je t  

(8.2.3) 

Ahora suponemos que la membrana es circular y está acotada por el crr 

culo de radio r=a; debemos encontrar una solución de (8.2.3) tal que sa 

tisfaga las condiciones iniciales 

z It=c = 
f (17 e) 	

(8.2.4) 

atlt=c
= ¢fr,e) 
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y que en r=a , i=C para todo valor de t . 

Resolveremos la ecuación por el método de separación de variables; es 

decir, suponemos que E=RO9C-71(eynt), con lo cual resultan las ecuacio-

nes 

cezr  
dr

z cd = o (8.2.5) 

   

(8.2.6) 

 

dea 

 

na )R  --- a 	- 	(R r 	—_ 
(Z:r 	r 	 0 

(8.2.7) 

Cu—  donde - --r-  y n2. 
son las constantes de separación y 	¿C ' • las solu- 

ciones son respectivamente: 

T = A coaccit T asei7cut 
	 (8.2.8) 

e (L.,-2/7& 
	

(8.2.9) 

= E 17 (kr) F Yr)(kr) 	 (8.2j()) .  

La solución debe ser uniforme y finita en el origen, esto hace que n 

sea entero y F= O . 

Por la condición en la frontera se tiene 

(11-7 Cha) = O 	 (8.2.11) 

Esta ecuación tiene un número infinito de raices reales 	 ,  

etc. Asignando a h los valores 	 tenemos para cada Y) las can- 

i(r) 	L(l) 
tidades asociadas P ,.,,,h'.5 ,... Las primeras cuatro raíces de las 
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primeras cinco funciones de Bessel aparecen en la tabla 8.2.1. De las 

condiciones anteriores determinamos 'a solución 

=> 	(Ar) ein. /70 	h.,ú')et 
	

5 ,2 .,--weeoa /zs02)  
et 

 

(7,, ' coa nesenArat Scannescnk2))(z 

(8.2.12) 

)tin 0É-n)r) 

donde An›, 6n,s 	ens ,104.5 son constantes arbitrarias. 

Tabla 8.2.1. 

s= 	1 s = 2 s= 3 s = 4 

n = 0 2.404 5.520 8.654 11.792 

n = 1 3.832 	7.016 10.173 13.323 

n = 2 5.135 	8.417 11.620 14.796 

n = 3 6.379 9.760 13.017 16.224 

n = 4 7.586 11.064 14.373 17.616 

De la condición inicial £1= jc- cr,e) 	, resulta 

2£7 (-,a)= 	(A„ 	-7L az 55wne)4(Ap),-) 
	

(8.2.13) 

Esto es un desarrollo de courier-Bessel (Gray, Mathews y Mac Roberts, 

1952: p. 91). Se puede demostrar que los coeficientes están dados por 

217 a 

An,s=  ilaajn,c60:scú 	jr(r,o)eLw-7 . (47(4,orcer' 
c o 

al a 
(8.2.14 ) 

az  _ ir a  a(ksaidefro;  ey.5,2ime J (ltr)rd2r 
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Á. donde hemos escrito por simplicidad L'.5  en vez de As. 

Como jhasa.)=.0 , se sigue de (3.2.3) que 

J.,-; 645a) = 37-7-..t(ks 
Por lo tanto podemos sustituir jrnEs(ksn) en vez de j>";0,50-), en las ex- 

presiones para An,s y LI,Is 

Si la condición inicial sobre (& 
a
E-) 	es 	r,- e)L-7-. o todos los 	
t

coefi- 

cientes CA5 y 2),,5 son cero. Sin embargo, si suponemos para mayor gene-

ralidad que la membrana está inicialmente en movimiento, resulta 

/r, -= > Are,  (emÁ  ect -a n'a *A5 	 /20)147  tp.-n'sinjol (8.2.15) 

que permite obtener los coeficientes e45 

Ahora estudiaremos un caso particular de vibración en la que las con-

diciones iniciales son 

7-.AJ7(kr)ei-n/76 

¿a 
c3t 	

= o 

(8.2.16) 

Este tipo de oscilaciones tienen como solución 

21." Arkesjdk5)9e(2M9C2c C2 Jis Cijá 
	

(8.2.17) 

donde ks  es la -s-ésima raiz de ,7");(kso)= o . Estas oscilaciones reci- 

ben el nombre de oscilaciones normales. 

Cada elemento de la membrana ejecuta una oscilación armónica simple 

de periodo 

  

(8 . . 18) -21 ,, 
kse ks r 

y de amplitud 



(8.2.21) 3 I = —

fe 

kr, Q, • • 

&Cies- re) eoz,_ L-2e 
	

(8.2.19) 

La amplitud se anula si 

1---/ksr)= 	o- 	epa. ne = 0 
	

(8.2.20) 

La primera de estas ecuaciones se satisface no solamente cuando r=a, (en 

la frontera) sino también para 

consecuentemente existe un conjunto de 	-1) círculos nodales, concéntri- 

cos con la frontera. 

La segunda de las ecuaciones (8.2.20) se satisface cuando 

e  = 	) 	3!I 	 Cern- 	. = 2_r) 	 an 
(8.2.22) 

por lo tanto hay un conjunto den diámetros nodales dividiendo a la mem-

brana en 2.n regiones iguales, cada uno de los cuales vibra en la misma 

forma. Se observará sin embargo, que en cualquier instante particular dos 

regiones contiguas están en fase opuesta. 

SiAs-Asa representa la s-ésima raiz de jili(x)=. Q , el periodo 

puede escribirse en la forma 

2,7-cc 	= 	/7M  
-¿Ab-  y 7, 	2_7 7' 

(8.2.23) 

donde/VI es la masa total de la membrana. Esto muestra muy claramente co-

mo el periodo crece al aumentar la masa de la membrana, o al disminuir la 

tensión a la cual está sujeta. 
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n= o s=1 	n=2 s=1  
/cc,,,, 49 u 0 	,,¢44,44efirAD 	Q-721: = ••55/ain 

/7=2.. 
?vizi  = 2.. i_DC-a). 

b=o s-= 2. 
Woz  = Z.2.96Woi  

17=1 S•=2. 
Leif = 918c4,1  

n=i= 3 
°1.  = 2.52-wet 

Fig. 16 Nodos (líneas nodales) de una membrana circular y 
sus frecuencias en términos de la frecuencia fundamental. 
Los segmentos sombreados están en fase opuesta a los no som 
breados. 

8.3 Ondas en el Agua. 

Cuando se lanza una piedra dentro del agua, las ondas que se producen 

forman una serie de crestas y depresiones circulares concéntricas, en las 

cuales ni sus amplitudes ni las distancias entre las crestas se mantienen 

constantes. Lo que se observa es un rápido decrecimiento de la amplitud y 

un incremento de las distancias entre dos crestas contiguas. 

Para analizar este problema, se reemplazará la piedra que golpea a la 

superficie del agua por un disturbio regular: en r==o un pistón cilín-

drico de radio r', se sumerge una distancia .e y se retira súbitamente en el 
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instante t = O . 

Suponemos que las ondas son periódicas, de modo que, la dependencia 

en el tiempo se expresa en la forma G --íaft  1, 	. Además, el movimiento de 

la onda se describe con respecto a la superficie de equilibrio. 

Introduciendo coordenadas cilíndricas nir ,z ( r positivo hacia 

abajo), el potencial 	cumple con la ecuación de Laplace 

- 	-a-Ó-  4- j. 82-d) 	 = r crt 	d(.77- 	az`- 	
(8.3.1) 

Si suponemos simetría circular,( no depende dey y se puede suponer 

que 

 

— /tez': Af r t2 

 

 

(8.3.2) 

 

donde 	es el número de onda 

 

A _2 (j) zr- 2./7 

 

(8.3.3) 
& 

es la longitud de onda y7 el período. 

Sustituyendo (8.3.2) en (8.3.1), obtenemos para r) la ecuación dife-

rencial 

'T  
a; Al a- -1L  ¿Cr T f = 0 	 (8.3.4) 

Si hacemos el cambio de variable X9-= p , la ecuación se transforma en 

cí 	4  00g,‘ 
c / z J 	

*f = O 	 (8.3.4a) 

que la identificamos como la ecuación diferencial de Bessel de orden cero. 

Como la solución que es regular enj7=0 (r=r0) , es la función de Be-

ssel Jo (j) , tenemos 
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j7CO-1)=.:Jat) 	
(8.3.5) 

Sustituyendo (8.3.5) en (8.3.2), obtenemos como función potencial 

-7> Ot 

	

=A ti; 0'40- 	 (8.3.6) 

Esta fórmula satisface la condición de que 4'-->G cuando E---tco. La 

representación (8.3.6) contiene tres parámetros A ,ca , 	donde A de- 

termina la amplitud de la onda para .;_t= p ; tantoA como la frecuencia 

cd dependen de la forma particular de la excitación. Estas dos cantida-

des pueden escogerse libremente en tanto que el número de onda k debe de 

terminarse por su relación a w; de acuerdo con (8.3.3) 

	

A - 3 = v 
	

(8.3.7) 

que es la velocidad de propagación de la onda. 

	

Para la determinación de 	, usaremos la condición para la superficie 

libre. 

	

/2"-t ° 	 (8.3.8) 

o sea que la presión atmosférica se toma como cero. La presión/2 y el po 

tencial 	(potencial velocidad) están relacionados por la ecuación de Eu- 

ler, la cual usaremos en la forma integrada de la ecuación de Bernoulli, 

(Sommerfeld, 1971; p. 170) correspondiente a este problema particular 

	

at —
L) 
	

(8.3.9) 

donde! es la densidad y U representa al potencial gravitatorio por uni-

dad de volumen, tomado en la superficie. Como E se toma positivo hacia 

abajo, tenemos en general que 
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(8.3.10) 

Sea ra------17 la ecuación de la onda. donde ti es función de r y t (n-

positivo significa una depresión, una)7 negativa significa elevación de 

la superficie). 

De (8.3.9) y (8.3.10) tenemos 

&E 	7)2' 

	 (8.3.11) 

'De acuerdo con la ecuación (8.3.6), la forma detl debe ser: 

	

47/ 	- 
— zlch.)t. 	

(8.3.12) 

La constante o_ es en general compleja, ya que incluye amplitud y fase. 

Si se suponen desplazamientos pequeños, tanto a como A son de magnitud pe 

queña. 	Si sustituimos (8.3.6) y (8.3.12) en (8.3.11) se tiene 

	

ittAa Ay? 
	

(8.3.13) 

Desarrollando Q en potencias de k y despreciando productos 

etc., la ecuación (8.3.13) se simplifica a 

24uA=g2cL 	
(8.3.14) 

Esta es una relación entre A y a , pero no es la relación requerida 

entre A y ai. Esta última se obtiene introduciendo una condición cinemá-

tica. Estipulamos que la velocidad de un punto dado de la superficie de-

ser igual al de las partículas de fluido que llegan 

componentes de los dos movimientos, tomados en la 

la superficie, deberán ser iguales ya que un movi-

miento de la partícula en el plano tangencial, no cambia la fase de la 

superficie. Si denotamos la velocidad superficial por‘fy la velocidad 

be, para todo tiempo, 

a ese punto. Las dos 

dirección normal n de 
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de la partícula por ir , la condición es: 

147=205 
	 (8.3.15) 

La componente z.r,A, expresado en función deCT es: 

22); --g 

si A es suficientemente pequeño, se pueden hacer las aproximaciones 

()5 _ 	 (8.3.16) 
¿ti 	az 

Y 

á/7  Vn  for at  (8.3.17) 

entonces, (8.3.15) se transforma en 

ar? _ 	 (8.3.18) 
— az_ 

Sustituyendo /Z y§ , de las ecuaciones (8.3.12) y (8.3.6), obtenemos 

--71/2_14==ka. 
	 (8.3.19) 

Ahora, comparando (8.3.14) y (8.3.19), obtenemos la relación 

A  — 	= _ 	c) (  
TV, 

(8.3.20) 

Se concluye de (8.3.20) que: 

a) Hay una diferencia de fase de-17.7 entre la onda a y la ondaA. 

Si A se escoge como una cantidad real, lo cual es permisible, a. es pura- 

mente imaginario. Tomando la parte real de C obtenemos 

A co-i, cat cío Chr.)(2:/e 
	

(8.3.21) 

y la ecuación (8.3.12) se reduce, debido a (8.3.20), a 
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2( - -L4-2  A J; 6,:zd5,,7 wt 

1 A (.7,;(b)sei 

  

(8.3.22) 

b) La relación entre k yte es, por (8.3.20) 

Lúa  "="5.9Á 

Introduciendo la velocidad de propagación, obtenemos 

(8.3.23) 

    

__--z..,./ 	 == 	) 	 ,---1.2. _ ou 	 <9. 	 (8.3.24) ;^ vy'7:77-  

La velocidad de propagación depende de la longitud de onda. Las expresio 

nes finales para /7 y 	, son así 

- fw 	
(8.3.25) 47= al-{/42. 

(8.3.26) 

donde cuir=Nhk'. 

Las condiciones iniciales sobre la frontera son: 

7,1/4.1-/A o <r< I'o  

)s r < cc . 

Ia = (8.3.27) 

Aplicando la Integral de Fourier-Bessel (ecuación 8.2.1), ésta se puede 

expresar en la forma 

/.5 

= jkoci: c?,,-,frooujp (z1).  

o 

Para evaluar la inteoral sobre 	, usamos la relación (3.6.2) 

(8.3.28) 



/J. 

= 

sustituyendo este valor en (8.3.28), tenemos 

= -64(4191-1-11(4 ' 

	 (8.3.29) 

o 

Los valores den y 
4) 
 , para cualquier instante t>0 son respectiva- 

mente 

- kfarl  
= 	9c11a re) e, Y ¿gil 

Alt 

L.. 	 a-co9(x.aro
9T 
	 cPk. 

El cálculo de estas integrales, aunque directo, no lo incluiremos agur 

por ser demasiado largo. 	(Sommerfeld, 1971: p. 195). 

8.4 Un Pozo de Potencial Cuadrado Tridimendional. 

Supóngase un pozo de potencial cuadrado de profundidad finita en el 

cual el potencial es 

VO-) = 9- 1/2 
	

(r> cc) 
	

(8.4.1) 

V(r) = o 
	

(r< a) 

Deseamos encontrar los niveles energéticos que corresponden a un de-

terminado momento angular Je , los cuales se obtienen resolviendo la ecua-

ción radial que resulta de separar la ecuación de SchrÓdinger en coordena 

das esféricas. La ecuación radial que resulta por este método es: 

151 



152 

oez 
dr

, CrgJ = ra[E-Wr) 	16-R) 
(8.4.2) 

Momento Angular Cero.- Si 	el problema es idéntico al problema 

unidimensional. Dentro del pozo, la ecuación radial es 

da frp 	77 E  0-RJ= 	{7-1?.±) a?/ - 2 	1-
)= 	

5a  

cuya solución es 

Bel(r) --= AeL"-LAr 
o sea 

(8.4.3) 

, 	 859mAr  
r 	r  

Escribimosgioen esta forma en vez de la forma exponencial, porque 

debe ser finita en r=o , y podemos asegurar esto al hacer A=0. Por 

tanto 

=  ziszn kr  
(r<r 	a) 

Fuera del pozo, la ecuación radial es 

z c  dz 	(i)C ) - - 	a 	(r/e3 &T' a' 

(8.4.4) 

Para un estado ligado(4-7.-540 es negativa, asT que la solución debe ser una 

exponencial que decae, por tanto 

ecl-ter 	(,-)› o ) 

)22 (d= Co otr  

con o( definida como (2.727(14,-LE9/41ía) 	- 

Las condiciones de continuidad de la función y su derivada en r= a 

(8.4.5) 
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(8.4.6) 
/ (c2) = Ra(a) 	

e1(x)  = cyWilr) 
=a. 	0 rtel. 

  

9C 
e 52.0 ka, 	

C. 	
135anka Biz, cacbiza 	ee,  

-oca 	-xcL 

22- 	 a 	 ct 

las cuales conducen a 

Ald)(0_ - o< 	 (8.4.7) 

Niveles Energéticos.- Los niveles energéticos se determinan a partir 

de la ecuación (8.4.7) por métodos numéricos o gráficos. Daremos aquí un 

método gráfico. Hacemos los cambios de variable °=Ja , kr-occ-i_ con lo 

que (8.4.7) se transforma en 

- 	
(8.4.8) 

con 

amlhaz  (8.4.9) 

 

Graficando 	contra f? y tomando la intersección de las curvas (8.4.8) y 

(8.4.9) para una vóri.l.  dada, encontramos los niveles energéticos deseados; 

como 	y)¿  están restringidos a valores positivos, solamente se necesita 

estudiar las curvas en el primer cuadrante (fig. 17 ). Es claro que dada 

una partícula, los niveles energéticos dependen de los parámetros de la 

energla potencial a través de la combinación Wa,2- . Se encuentra que no 

hay nivel energético a menos que 1491>  /72-t 	;'y que hay un estado liga 
&/2 

•  do st 7 ' t  < vea -c.  a 	X4-zi7a  
8,77 	 8177 

dos si Majz  < ve 0_2. „C  Z_571-:77 a  
5.07 	 8/n 

y así sucesivamente. 



Will
■  ' al

no  

a 

1111 
MUR 1 

Mil 
-E- 

a  

7' 

o e c- =,-7,-,, Sr, z- 
- 

■

't  111=15 
x.31 

f---7  

j 
 5 

L

-S 

A 

Ea 

a 

2 5 3 . 4 	5 

Fig. 17 Solución gráfica de la ecuación 8.4.8 para tres 
valores de Ve 2i. La linee vertical punteada es 
la primera asIttota de in-3 u-ts . 

Solución con -e arbitraria dentro del pozo.- Para valores de 2. dife-

rentes de cero, partiremos de la ecuación radial original (8.4.2). Si ha 

cemos el cambio de variable jp=hr , donde 4 está definida por la ecua-

ción (8.4.3), la ecuación para rca , toma la forma 

z diff,es  -ft _ 	R = o e  2- 
(8.4.10) 

que es la ecuación esférica de Bessel y su solución es 

/e_t= Ale 99 71- 	 (8.4.11) 

Como la solución debe ser regular en 	o , debe tenerse .6=0 , ya que, 

como sabemos4q) es irregular en 	 entonces 

/(9.1. = A :' J6&) 
Solución con E arbitraria fuera del pozo.- La ecuación de ondas para 

toma la forma (8.4.10) si hacemos el cambio de variablef=io<r , 

donde te< está definida por (8.4.5). En este caso, el dominio de defini- 
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o 
o 

(8.4.12) 
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ción, no se extiende hasta el origen, por lo tanto no hay razón de porque 

no aparezca 2-12(f) en nuestra solución. La combinación lineal de ó7;?9,) y 

de n297) se determinará por su forma asintótica, la cual debe decaer expo 

nencialmente para valores grandes deje' . Si vemos los desarrollos asintó 

ticos de las funciones esféricas de Hankel (8.3.8), podemos concluir que 

la solución deseada es la función esférica de Hankel de primera clase, 

ya que esta da, para grandes valores dey , una exponencial real decre-

ciente. Tenemos por lo tanto que la solución para r>0... es: 

Rz. = Bhfr (icx = ¿i726.or..)] (8.4.13) 

 

Niveles Energéticos.- Los niveles energéticos se obtienen aplicando 

las condiciones en la frontera (8.4.6) para las funciones /2549 ; es de-

cir, que las funciones sean uniformes y continuas en r=--ct . Con ayuda de 

las fórmulas (8.3.4) y (8.3.7) con „é= 0 , obtenemos la condición (8.4.7) 

Para 	nuevamente con la ayuda de las fórmulas anteriores y haciendo 

también las sustituciones 12::-.,k(2_, )(7_,.ol_cc, obtenemos las condiciones 

ectf s  _ s _y_ 	 
iZ a  

(8.4.14) 

Las ecuaciones (8.4.14) pueden resolverse gráficamente por los métodos in 

dicados para 1.0. En general se encuentra que no hay degeneración en-

tre los eigenvalores obtenidos de las soluciones de las ecuaciones (8.4. 

8) y (8.4.14) para varios valores de 

El valor más pequeño del/1903-  para que exista un estado ligado con.e.iL, 

es mayor que el correspondiente valor delkaa  para .2=0. Esto es razona 

ble desde un punto de vista físico, ya que la interpretación del término 

.2 en la ecuación de ondas radial como una energía potencial, sugiere que 
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una partícula que posee momento angular, requiera de un potencial atracti 

vo más fuerte del que necesita una partícula que no tiene momento angular. 

Por lo tanto, la mínima fuerza de pozo potencial cuadrado 1/Do!'requerida 

para ligar una partícula de momento angular orbital 	, crece monótonamen 

te con 92 . 

8.5 Conducción de Calor sobre Superficies Aumentadas. 

Con el propósito de facilitar la transferencia de calor entre una su-

perficie y un fluido que lo rodea, se acostumbra aumentar el área de ésta, 

por medio de salientes; a las superficies así modificadas las llamaremos 

superficies aumentadas. 

Considérese una saliente recta de perfil triangular de area )\-...eSce 

(fig. 18) y de conductividad térmica uniforme k . Suponemos que tanto el 

coeficiente de conductividad ,4 , como la temperatura 	del gas ambiente 

que rodea a esta saliente, son uniformes. Representaremos porT a la di- 

Y 

Fig. 18 
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ferencia de la distribución de temperatura -b,i'Jr) y de la temperaturatl, es 

decir 

T = 	— t 9 	 (8.5.1) 

Se puede demostrar que 7- debe satisfacer la ecuación (Schneider, 1957: 

P. 75) 

(8.5.2) 

donde 

/V 

 

(8.5.3) (8 .5 . 3 ) 

  

Si hacemos el cambio de variable 

ocgx 
	 (8.5.4) 

con 

oc = ?/l/Va. 
(8.5.5) 

la ecuación (8.5.2) se transforma en 

 

  

r  
2. 'V.- 	 °- 	 = O (8.5.6) 

  

que es la ecuación diferencial modificada de Bessel de orden cero, cuya 

solución es: 

T.,. A 	= A—To Cez/vV25-Z7 ) 	 (8.5.7) 

La constanteA se determina de tal manera que -1-  satisfaga la condición en 

la frontera 

T= 7; 
	

¿'7 	= CU; 
	

(8.5.8) 

tenemos entonces que 

7: = A 1-„(2.A1w) 
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de donde 

7;  
A— icuicd) - 

 

(8.5.9) 

  

y finalmente 

ty, 	(&A/1\U 	z 

Ca-Akj) 
(8.5.10) 

  

La cantidad de calor disipada, por la superficie de la saliente recta 

triangular, está dada por 

a) 	 49 
ali7J  

	

g = ?") 77,-CX — 77,(72A1/4_9 	_E,ÍZ/V 1\ 'coz' )ctx. 
1 	

(8.5.11) 

o c. 

Para calcular esta integral desarrollamos la función /7,, en la forma dada 

por la ecuación (8.4.3) e integramos término a término 

Cr_f 	 t.c) 

10. 	g37.X 

= w41-  /V ZbL) 	 .11 	
- .) • 

Si comparamos este resultado con la serie 

(7 Na) = 	(.1 N'Id' 	N  'VIL! 411  
2_ 	-1-  9,  

tenemos que: 

.C49 

— 
fro (z41E)71)£X = /1/  /1 (ZA/cd) 

o 

con lo cual obtenemos finalmente 

(8.5.12) 

=  2,117-0-  is(2./vw)_ 
/5/ 	ro (zAir.<) 

(8.5.13) 
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9. Aplicación de las funciones de Laguerre. 

9.1 Respuesta en la Banda de Baja Frecuencia de un AmplificadorRCen Cas-

cada. 

La figura 19 muestra el circuito de un amplificador RC. En la mayo-

ría de los casos, en particular en el nuestro, la salida del amplificador 

está conectada a la entrada de otro circuito. 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                

el  

                

                

                

                

                 

                 

                 

                 

               

                

                

                

                

                

                

Fig. 19 Amplificador RC 

Supondremos que la impedancia de entrada del circuito de carga es predo-

minante capacitiva; esto se muestra esquemáticamente en la figura 19 me-

diante el condensador 

El circuito equivalente se muestra en la fig 20 . En éste se inclu-

yen la capacidad distribuida de alambrado C,,,, G capacidad de salida del 

tubo Cel y la capacidad del siguiente circuito e..Z. Como deseamos estu-

diar simplemente la amplificación en la banda de baja frecuencia, los e- 

fectos de las capacidades ea  , 	son despreciables en comparación 
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con los efectos que producen las resistencias, así que pueden considerar-

se como circuitos abiertos y omitirlos del circuito equivalente; el cir-

cuito se reduce entonces a la forma que se muestra en la figura 21. 

La amplificación está definida como A=-55nEzn (transconductancia o 

conductancia mutua del tubo por la impedancia mutua de la red del circui-

to equivalente). La;,, es característica de cada tubo, por lo que necesi-

tamos calcularz„, para poder determinar la amplificación. 

Fig. 20 Circuito equivalente del amplificador RC. 

Fig. 21 Circuito equivalente del amplificador RC para bajas frecuencias. 
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Considérese el circuito Pi general, que se muestra en la figura 22. 

Tenemos que 

E=1i = ( 	Z_ 3 ) 
(9.1.1) 

(9.1.2) 

De acuerdo con la ecuación (9.1.1) 

 

rL = 

 

(9.1.3) (9.1.3) 

  

Sustituyendo estos valores de las corrientes en (9.1.2), la corriente to-

tal resulta 

1-7= EC-77, 3/ (9.1.4) 

-r 	

1s1 

E 

Fig. 22 Circuito pi 

El voltaje de salida EI es: 

(9 .1 .5) 
E, = 1a7  = Ea  7L—E3 

Por lo tanto la impedancia mutua, que es la razón del voltaje de salida a 

la corriente total, es 



7, 
Za 71-  t.s. 	

n 
 _7_  

-7 
i.  7  Z-17 -'--7 
	(9.1.6) 

7± 3 

En particular, en nuestro problema tenemos que 
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Zín 

/el  
	 = • in 

‘Li  C 

por lo tanto 

;2 

	 /Ceri • ) 

	 () - 6C 71-  R ) 7e  1 /5& 	 :5 	(zeivve. 

Si definimos 

eicl 	  

f  c. 

la impedancia mutua toma la forma sencilla 

(9.1.7) 

(9.1.8) 

El término /i es la resistencia total que aparece en el circuito y 	se 

le denomina frecuencia de corte en la banda baja. Consecuentemente la 

respuesta en la banda baja es 

5 
- 477 3 CUL (9.1.9) 

donde Arn=- -- -,9C es la respuesta en la banda media. 

Si n amplificadores idénticos se conectan en cascada, la amplifica-

ción total es 

(9.1.10) 
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Como la amplificación total es la relación del voltaje de salida entre el 

voltaje de entrada 

Ar6)  (s)  	 
Fz (5) oa.̀  a i (é) 

donde Z significa transformada de Laplace; entonces 

./(2,0(%) = A 7- () ✓(2z C<T_L 	 (9.1.11) 

Si el voltaje de entrada 17.21/49 (como una función de tiempo) se supone 

que es una función escalón unitario 

€2il-é) = i i-A /coi- 	o 

entonces, la transformada de

/

Laplace de esta función es 

 

por lo tanto, el voltaje de salida resulta 

27? 	&JAY ) 

aplicando las transformadas de Laplace, tenemos que 

(9.1.12) 

.1_ 
	—.a 

(5-frais.)n 
	

¿/7 —A-)- 

sustituyendo este resultado en la fórmula (9.1.12) tenemos 

.19 	/7-.1 	n 	 J 

2°20(6) Arn S  c>/ 	 (1-1-1.‘  (27—.43 
(9.1.13) 

De la teoria general de las transformadas de Laplace tomamos la fór-

mula (Jaeger, 1953: p. 14) 

, 

z  ce  1»c{)  = s AZ! (-t-)
ité- A 

La cual es válida si todas las condiciones iniciales son nulas. 

(9.1.14) 
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En nuestro problema podemos considerar que todas las condiciones ini-

ciales son nulas, por lo tanto, si hacemos 

6/1.) = 
¿ 
	Lcaf 

r2-411 Q 

obtenemos 

y 	= 

= (9.1.15) 

Ahora, si en la fórmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre 

o) 
	, fórmula (9.1.6), hacemos el cambio de variable X= 

w1-6 y sustituimosn por 77 	, resulta 

_  	(t ri-± --(C).19  t. 

que comparando con el resultado (9.1.15), se observa que, 

(Zo(t-E) 	a"'"--  L», úog-&) 
	

(9.1.16) 

A partir de esta fórmula y con la ayuda de los resultados (4.1.3), po 

demos conocer el voltaje de salida ec,,v para un número cualquiera de pa-

sos de amplificación. 

Para: 

-= 	2,J-é = A, Q.-̀j  'TE" 

n= 3 	 - 	 02-1 

/7 	 AA - 	 üdd-) 3  

(9.1.17) 
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y en general sustituyendo la fórmula (4.1.2a) en la solución (9.1.16) 

n 	, , 1.1 
57 (-I) 	-4)/ 	k -a y& 

ao{-6) =q  »? 	 07-1-k).1  Ck!)z (tut) a' 	 (9.1.18) 
A=0 

10. Aplicacionesdelas Funciones de Hermite 

10.1 Oscilador Armónico Simple. 

En el potencial del oscilador armónico simple la partícula ejecuta pe 

queñas vibraciones en la vecindad de la posición de equilibrio estable. 

En esta posición el potencial V(x) debe tener un mínimo. Para toda \lec) 

continua, la forma de la curva en la vecindad del mínimo -que es la que 

interesa para las vibraciones pequeñas- se puede aproximar a una parábola. 

Así, si los ceros del eje x Yde la energía se encuentran en el mínimo, se 

puede escribir 

1/ 44= e-1_ 	 (10.1.1) 

donde e es una constante. Una partícula cuya energía potencial tenga es-

ta forma experimenta una fuerza armónica de restitución F=-<31.1/4/X=-Cx. 

La mecánica clásica predice que si la partícula se desplaza una distan-

cia xa  del punto de equilibrio, al soltarla oscilará sinusoidalmente al-

rededor de la posición de equilibrio, con una frecuencia 

= 	 12- Zil Vifl 
(10.1.2) 

donde in es la masa de la partícula. Además, la energía total de la par-

tícula es proporcional a xl'y puede tomar cualquier valor, ya que zas ar 

bitraria. Sin embargo, la antigua teoría cuántica (postulado de Plank) 

predice que E sólo puede tomar alguno de los valores 



(10.1.3) 

Predicciones de la Mecánica Cuántica: 

Especifiquemos el potencial del oscilador armónico simple (10.1.1) en 

términos de la frecuencia clásica de oscilación (10.1.2). Tenemos que 

VCxJ = affd-7,// 2—  X 	 (10.1.4) 

La ecuación de Schródinger independiente del tiempo correspondiente es 

6 

7174  a... u' 
¿y» a2,< 

V-  // 21-17? -1)?- 
z I r= E 

  

U.7721.7 (z.77,97 2- 	- _ 
X j r =0 /7 

(10.1.5) 

Definamos 

 

o< = z/7,271://í, 	/5= Z,97.E/71í 	 (10.1.6) 

y la ecuación se puede escribir como 

reZ47_ 
t(,; -7-- <a- .< 7-ixa) r = o 

Es conveniente expresarla en términos de la nueva variable 

(10.1.7) 

F¿tvf-J:7 	 (10.1.8) 

para que la ecuación de Schr6dinger independiente del tiempo tome la for-

ma 
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(10.1.9) 

 

c,‘ 
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Debemos encontrar solucionesT(Uque sean continuas y estén acotadas para 

toda 	, desde -cc hasta *cc . Las soluciones que obtendremos satisfa- 

rán automáticamente la primera condición. Por otra parte, se debe tener 

especial cuidado en que t(¿.,) esté acotada cuando 	 . Para esto 

es conveniente considerar, en primer lugar, el comportamiento de 4E(5) 

para valores muy grandes de M • 
Para cualquier valor finito de la energía total E y para grandes valo 

res de k'I , la cantidad /5,/lx es despreciable en comparación con ra  . Po 

demos escribir 

(10 . 1,, 1 0) 

La solución general de esta ecuación es 

jz 	- ea/z- 
--- A (2.e / 3 a (10.1.11) 

Ya que la función (10.1.11) debe estar acotada cuando 	'[—.m , se debe 

tomar 

A = o 

Así, para pl muy grande, la función propia deberá tener la forma 

1.7.(0=  3,27  712-, 	 w 	 (10.1.12) 

Lo anterior sugiere la búsqueda de soluciones a la ecuación (10.1.9) de 

la forma , 	

§-re) = a //27-1(b 	 (10.1.13) 

válida para toda 	. Cuando iyi ---,roo las funciones MC I) deberán variar 

lentamente en comparación con a 

Sustituyendo (10.1.13) en (10.1.9) obtenemos, para 11(x) , la ecuación 
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	 21- 
 ce,  
0C/Y 

 , o< 	
__*)//, o  t,   

(10.1.14) 

que es la ecuación diferencial de Hermite. 

Como vimos en la sección 5.3, para un valor arbitrario de F  ty.., tanto 

la serie par, ecuación (5.3.10a) como la non, ecuación (5.3.106), contie- 

nen un número infinito de términos. Como veremos en seguida esto conduce 

a soluciones inaceptables. La fórmula de recurrencia para cualquiera de 

las dos series (par o non) está dada psor (5.3.4), que para nuestro caso 

debe escribirse 

Nc<  - ah  cy  

Ahora bien, de la relación anterior puede calcularse el cociente entre co 

eficientes de potencias sucesivas del' para k grande, resultando 

ah„vi/oc  	_ 
CLA — ckt_LiCiti-23 	m‘. - 

Comparando este cociente con el correspondiente en el desarrollo en serie 

de la función a , que es 

e 

Para h grande, el cociente entre los coeficientes de potencias sucesivas 

de es 

_i_/(/: 	i)!*  _ 	(kg)!  _ 	Ch/2.)! 	 1 _ a. 
ch/z -7L _01 - CA/a ±Xk/z)! h/z7L1772. A 

Observamos que los dos cocientes son iguales. Esto significa que los tér 

minos de potencias grandes de 	en la serie para Q sólo puede diferir de 
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los términos correspondientes en la serie par de /-/() por una constante 

. En el caso de la serie non para H(tJ sólo podrá diferir en 	, 

donde 11.1.' es otra constante. Pero cuando 1111--30c, las potencias de orden 

bajo en 	no son importantes para determinar el valor de cualquiera de 

las series. En consecuencia, concluimos que 

M'O = aexal 	A" 	, 

Ahora bien, de acuerdo con la ecuación (10.1.13), las soluciones a la e-

cuación de Schródinger independiente del tiempo son 

= 

de manera que si la serie de/1(V contuviera un número infinito de térmi-

nos, 4 no sería el comportamiento de estas soluciones para WE---  

A 	 P.27?- 
1-1(t) = acxe,- 	7“ asx' 

Esta solución diverge cuando H-3.00, comportamiento inaceptable para 

una función propia. 

Sin embargo, se pueden obtener funciones propias aceptables para cier 

tos valores de /6/ct . La serie se reduce a un polinomio (véase sección 5. 

3), si el coeficiente del-1 de la ecuación diferencial (10.1.14) es igual 

a dos veces un número entero no negativo 	, es decir que 

— 1 = 2/7 
	

17= 0,i, a, ... 

o bien 

(10.1.15) 
= (Z/7-Y-3)1°C. 

Por lo tanto, sólo se pueden aceptar como soluciones de la ecuación (10. 

1.14), los polinomios de Hermite de grado /1 

H(S) = Fin (). 
(10.1.16) 
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Con una solución de polinomio para la ecuación de Hermite, las funciones 

propias correspondientes 

= e 	
/ 
	

(10.1.17) 

mostrarán el comportamiento aceptable de cancelarse cuando 111..--4.00, ya 

que, para R21 grande, la función a. 	varía mucho más rápidamente que 

el polinomio 1-67(5), de manera que determina completamente el comporta-

miento de la función propia. 

De hecho 

-117(C cc e 

en concordancia con la ecuación (10.1.12). 

Existen soluciones aceptables a la ecuación de Schradinger sólo para 

los valores de/g/cx dados por la ecuación (10.1.15). De acuerdo con (10. 

1.6), esta cantidad es igual a 

A  =    = ?  
A- a Z/7/72?' izi 

o bien 

= (121-  4)//7-0, 	17=c, 
	 (10.1.18) 

donde y es la frecuencia clásica de oscilación de la partícula. Se ha em 

pleado el número cuánticon para designar los valores propios. Al compa-

rar la ecuación (10.1.18) con el postulado de Plank (10.1.3) sobre la 

cuantización de la energía, encontramos que.los valores propios predichos 

por la mecánica cuántica están corridos por la cantidad {-ho . Como con 

secuencia, la energía total mínima para una partícula ligada en un poten-

cial es ZI0=1- 41-h17. Esta es la energía del punto cero para este poten- 
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cial, cuya existencia es requerida por el principio de incertidumbre. Es 

interesante hacer notar que el postulado de cuantización de Planck para 

el oscilador armónico simple conducía a resultados erróneos por la cons- 

tante aditiva 	. Esta constante se cancela en la mayor parte de 

las aplicaciones del postulado, ya que sólo es necesario conocer la dife-

rencia entre dos valores propios. 

La función propia normalizada para nuestro problema es 

l;7 	= Ny e. 	Nn (1) 
	

(10.1.19) 

donde /N  es la constante de normalización. Además/7(1) debe cumplir con 

la relación 

siendo 3122I'd el complejo conjugado de 17,A1 que en este caso es igual a 

§7;7(I) • Por lo tanto, con ayuda de (5.4.1), obtenemos fácilmente el 

valor de la constante de normalización 

IVA/  Grri 1  211n 1.) 
	

(10.1.20) 

resultando entonces: 

1 	, 

(;) - ( 	uf  an I 	-fr d- 	Ni 7 (e) 

	
(10.1.21) 

Las funciones propias se pueden expresar en términos de X mediante la 

substitución 	 , aunque ordinariamente conviene dejarlas tal como 

están. Ya que a / 	es una fundi¿n par, la paridad de la función pro- 

pia coincide con la del polinomio de Hermite: par para n par y non para 

n non. La función propia correspondiente a la mínima energía tiene pari 
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dad par, como también es el caso para el potencial de pozo cuadrado. En 

la figura23 se representan las primeras funciones propias. Las líneas 

verticales indican, en cada caso, los límites de la región permitida clá-

sicamente. La densidad de probabilidad cuántica para n= ±o , así como la 

n.0 n.1 n.2 

1 1 
—5 +5 —5 +5 —5 1 Ir 	

E— 

Fig. 23 Las primeras funciones propias para un po-
tencial de oscilador armónico simple. 

densidad de probabilidad predicha clásicamente para una partícula con e-

nergía total E/0  se muestran en la figura 24 . De acuerdo con la mecánica 

clásica, la velocidad de una partícula que efectúa oscilaciones armónicas 

simples se hace igual a cero en los extremos de su movimiento. En conse-

cuencia, la partícula pasa la mayor parte del tiempo en la vecindad de 

los límites de la región permitida clásicamente, y la probabilidad clási-

ca de encontrarla en un elemento del eje ke-  se comporta como lo indica la 

figura. Destaca inmediatamente la naturaleza de la correspondencia entre 

las probabilidades cuántica y clásica cuando /7---*ce . 

'Ahora determinar-Ornas la probabilidad de transición de un estado n a 

un estado nl. Esto es 
OD 

X,)72 1/59 r XQX 

 

-t-z-  • 
Abvilivi 	¿-"cek (10.1.22) 

 

o 



01(0 010 (0 

P clásico 

-6 -4 -2 0 
	

4 6 

Fig. 24 Ilustración de cómo se acerca al límite 
clásico la densidad de probabilidad con 
un potencial dé oscilador armónico sim-
ple. 

El valor de esta integral lo tenemos calculado y está dado por la fórmula 

(5.4.4), en la que vemos que)11/07  es cero excepto para 777=/7,,1, tenemos a- 

sí que: 

fin, nts = rrs 	 (10.1.23) 

X  h 	t\I LIZ!  
(10.1.24) 

Lo cual muestra que en el oscilador armónico, las transiciones ocurren so 

lamente entre niveles energéticos contiguos. 

10.2 Oscilador Armónico Perturbado 

Usaremos ahora el método de perítúrbaciones para resolver un problema 

ligeramente más complicado. 

La ecuación de Schrádinger es: 

173 
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(10.2.1) 

y suponemos que es posible desarrollar el HamiltonianoN, en términos de 

'un cierto parámetro 2 , obteniéndose la expresión 

Escogemos Na de tal forma que 

Ft-yro_ 	03p, 

pueda resolverse directamente. Esta se llama la ecuación de ondas para el 

sistema no perturbado. Los términos )2.17/ 	
„ 
, 
n 

son las llamadas per- 

turbaciones a primer orden, a segundo orden, etc 

La Teorra de Perturbaciones a primer orden nos proporciona los siguien 

tes resultados 

H=116 ±1--/' 

(10.2.2) 

srk= ¿P-Ac 

en la cual 
gh = E' =-L-Tíz/  

N (10.2.3) 

ésta última expresión dice que: la energía de perturbación a primer orden, 

para un estado no degenerado de un sistema, es el promedio de la función 

de perturbación a primer orden en el estado no perturbado correspondiente. 

Considérese un sistema cuya ecuación de.Schrbdinger es 

-ax - bx 	 (10.2.4) 
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Vemos que sic_ y b son cero, la ecuación de SchrÓdinger toma la forma del 

oscilador armónico, cuya solución se encontró anteriormente. Si o. y ti 

son pequeños, podemos tratarlos como perturbaciones y escribimos 

= ax 	 (10.2.5) 

necesitamos, entonces, evaluar las integrales 

E_~ = in x3 
-4c) 

4.1 - 4 
41(:X 71- 	z yri, c-t5 

_ cr, 

(10.2.6) 

COMO X
.3es una función impar y V, 	in  son funciones pares, la primera 

de estas integrales es cero, asique la perturbación a primer orden debi 

do al término cz7C3  es igual a cero. Para calcular la segunda integral 

hacemos uso de los resultados obtenidos para el oscilador armónico sim-

ple; si sustituimos para 375-7cla ecuación (10.1.19), obtenemos la integral 

ct- 
jr  :irírc* y 

n 	ya  a:x 
—/1111 a- Z. „o  

— ya 	fri 17 (SI/ 5 ce-  cfr 
(10.2.7) 

(10.2.8) 

Ahora de la fórmula de recurrencia (5.2.2), tenemos que 

VinA9)= Z Hins(1) -/-  ni/n-1W 

así que aplicando esta misma fórmula a lign#4. y a riqn-A. , obtenemos la 

ecuación 

tiinér.)= 	 f-_-»47(9 	 (10.2.9) 

Por medio de la fórmula de recurrencia (5.2.2), hemos expresado a ll'ij-17/1.) 

en términos de polinomios de Hermite con coeficientes constantes. Ele-

vando al cuadrado obtenemos una expresión para l'
&
il,;
z 
 (/), la cual nos per 

mite expresar la integral de (10.2.7) en la forma 

fQ /1.-42(19/-ó779,9.5 7  znt1/47 cí-»,m 
-cc 
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que ya se había calculado en la ecuación (5.4.1). Evaluando las integra-

les por medio de esta fórmula, encontramos para." la expresión 

= 	A41 [ 	fi*  2-  
< 5/2' i‘ a 	G7#2)./ 61-2*11t) 29./  7L;laári-t1)a¿n-a(27-2„11  

donde /4 es la constante de normalización paraibtd, que al comparar con 

(10.1.21), se obtiene 

[NN = (77.91tv 
2. 

 

(10.2.11) 

  

Sustituyendo (10.2.11) en (10.2.10), obtenemos 

= „,,c3  (zna-i- 2/7  7‘ 

La energía de perturbación a primer orden para este sistema, es por 

tanto 

E 	ah 7. (6n -71- 2/7 
	

(10.2.12) 

Así que la energía total (a primer orden), tiene un valor de 

= E°  + E /  = -7- --k>22  	_L)  Az  A  c79,7 	
ina  7) 

(10.2.13) 



IV. CONCLUSIONES 

1.- La solución de algunos problemas de la física clásica, así co 

mo también de la teoría cuántica, se facilita grandemente con 

la utilización de las funciones especiales. 

La postulación de la función generadora para cada una de las 

funciones especiales, siempre conduce en forma abreviada, a 

la ecuación diferencial que satisface. 

3.- La obtención de las soluciones de las ecuaciones diferencia-

les de cada una de las funciones especiales que se trató, se 

hace por medio del método de solución en serie (o método de 

Frobenius); pues este método conduce por lo menos a una solu-

ción particular, si no es que a la solución general. 

4.- Un método general para desarrollar conjuntos de polinomios or 

toconales, está basado en la fórmula general de Rodrigues, de 

la cual se obtienen relaciones ortogonales generales y ecua-

ciones diferenciales generales. 
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