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FREFACIO

El presente trabajo puede utilizarse en cursos de matem&tica aplicada
cuya cobertura abarque las funciones especiales y sus aplicaciones, parti
cularmente aquellos dedicados a problemas con valores en la frontera de -
la fisica matemdtica e ingenierfa.

Se analiza la fundamentacidn tedrica de las funciones especiales que
aqufi se trabajan (Hipergeométrica, Legendre, Bessel, Laguerre y Hermite),
con el fin de obtener un mejor entendimiento de las ecuaciones que gene-
ralmente aparecen en las aplicaciones fisicas que involucran de alguna ma
nera una determinada funcidn especial. Este andlisis, aungue breve, se
hace en detalle para la obtencién de las soluciones de la ecuacicn dife-
rencial de cada funcién especial, asT como también para las propiedades
mas comunes e importantes de cada funcidn, a saber: férmulas de recurren
cia, representaciones integrales, Tormas asintbticas, propiedades de orpg
gonalidad y otras. Ademds se trata con propiedades exclusivas de cada
funcion,

En el tercer capftulo se estudian varias aplicacicnes de las funcio-
nes especiales a la flsica. Tales aplicaciores comprenden prablemas des-
de la fisica cldsica hasta la teorfa cudntica, as! come también aplicacio

nes en la electrénica.






CONTENIDO

PREFACIOQ

INTRODUCCION

FUNDAMENTACION TEORICA

1.

Funciones Hipergeométricas

1.1 La serie hipergeométrica

1.2 Férmula integral para las series hipergeo-

geométricas
1.3 Férmulas de recurrencia

1.4 Ecuacién hipergeométrica

1.5 Relaciones lineales entre soluciocnes de la

ecuacién hipergeométrica

Funciones de Legendre

2,1 Polinomios de Legendre

2.2 Foérmula de Rodrigues para Pn(x}

2.3 Férmula integral de Schl&fli

2.4 Férmulas de recurrencia para Pn(x)

2.5 Ecuaciodn diferencial de begendre

2.6 Propiedades integrales de los polinomios
de Legendre. Funciones como una serie de
polinomios de Legendre

Funciones de Bessel

3.1 Coeficiente de Bessel

3.2 Relaciones de recurrencia para los coefj-
cientes de Bessel

3.3 Ecuacién diferencial de Bessel

X

Paginas

19
21
21
25
26
27
29

38
40
40

45
L7



Pdginas

3.4 Formas integrales para las funciones de Be-
ssel Jpn(x) 54

3.5 Férmulas de adicién para las funciones de
Bessel Jp{x)} 56

3.6 Integrales de Funcicnes de Besssel 57

3.7 Desarrollo asintético de las funciones de

Bessel Jh(x) v Yp(x) 62
3.8 Los ceros de las funciones de Bessel Jn{x) 64
3.9 Las integrales de Fourier-Bessel 69
3.10 Funciones Hankel 73
3.11 Funciones esféricas de Bessel 75
3.12 Funciones modificadas de Bessel 77

3.13 Algunas propiedades de las funciones modi-

ficadas de Bessel 82
3.14% Funciones Ber y Bei 83
Funciones de Laguerre 87
4.1 Polinomios de Laguerre 87
4.2 Férrulas de recurrencia 30
4.3 Ecuacidén diferencial de lLaguerre 91

4.4 Propiedades integrales de los polinomics de

Laguerre 93
Funciones de Hermite 94
5.1 Polinomios de Hermite 94
5.2 Férmultas de recurrencia ‘ 97
5.3 Fcuacidén diferencial de Hermite 98

5.4 Propiedades integrales de las funciones de
Hermite 103

xii



11, APLICACIONES A LA FISICA

6.

10.

Aplicaciones de las funciones hipergecmétricas

6.1
6.2
6.3

6.4

Trompo simétrico
Niveles energéticos en un pozo potencial

Penetraci¢n en una barrera potencial por
electrones

Coeficiente de reflexidén en una barrera
potencial

Aplicaciones de las funciones de lLegendre

7.1
7.2

7.3

Carga puntual

Distribucidn de temperatura en un casque-
te esférico ‘

Esfera conductora en el campo de una car-
ga puntuzl

Aplicacionesde las funciones de Bessel

8.1

8.2
8.3
8.4

8.5

Solucién de la ecuaci®dn de ondas en coor-
denadas cilfindricas

Vibraciones de la membrana circular
Ondas en el agua

Un pozc de potencial cuadrado tridimensio
nal

Conduccién de celor scbre superficies zu-
mentadas

Aplicacionde las funciones de Laguerre

9.1

Respuesta en la banda de béja frecuencia
de un amplificador RC en czscada

Aplicacionesde las funciones de Hermite

10.1 Oscilador arménico simple

Xiti

Paginas
107
107
107

113

116

132
125

125

127

135
138
145

151

156
159

159
165
165



Pédginas

10.2 Oscilador arménico perturbado 173
V. CONCLUSIONES 177
V. BIBLIOGRAFIA | 179

xXiv



I. INTRODUCCION

El planteamiento matemdtico de los problemas fisicos se hace, general
mente, en términos de ecuaciones diferenciales parciales cue gobiernan el
comportamiento de las cantidades fisicas que intervienen. El problema se
reduce entonces a buscar las funciones gque son scoluciones de estas ecua-
ciones y que satisfagan, ademds, ciertas cendicicnes en la frontera de la
regién en consideracién.

Puede SQCeder que en ciertos sistemas de coordenacdas, estas ecuacio-
nes diferenciales parciales sean solubles por el método de separacidn de
variables. En tal caso, pueden resultar uns o varias ecuacicnes diferen-
ciales totales, cuya solucién no se pueda expresar en términos de funcio-
nes elementales. En este caso se definen nuevas funciones (funciones es-
peciales), que son las soluciones matemdticas de estas ecvaciones; las
propiedades de éstas son indispensebles para la intcrpretacién flsica de
los problemas.

El estudio de las propiedades de las funciones especiales puede rea-
lizarse por medio de procedimienios muy varizdos. Aqul se realiza por el
método de la funcidén generadora, que tiene quizé&, un poco més de generall
dad si se compara con otros métodos. Se pestula ta funcidén generadora pa
ra cada una de las funcicnes especiales que se estudiarén, y a partir de
éstas, se obtendré&n, ademds de aigﬁnés de sus propiedades, la ecuacién di
ferencial que satisfacen. La cbtencidn de las soluciones de estas ecua-

ciones se har& por mzdio del método de solucién en serie; pues este méto-



do nos conduce por lo menos a una solucién particular, si no es que a la
solucién general.

La finalidad de este trabajo es la de proporcionar una éyuda a los es
tudiantes de fisica que se inician en el estudio de las funciones especia
les. Se pretende dar, de una manera compacta, la mayorfa de las propiteda
des que aparecen con mayor frecuencia en los problemas de la fisica y de
analizar estas propiedades de la manera m&s simple posible. A través del
presente trabajo se intanta mostrar cémo estas funciones pueden utilizarse
en la discusién, tanto de brOblemas de fisica cl&sica como de problemas
de 1a teorfa cusntica. El plan gerneral del contenido es presentar la tqé
ria de las funciones de la manera antes mencionada, para luego demostrar
la aplicacién de esta teorfa mediante problcmas especificos.

De cada una de las funciones especiales se establecen ciertas propie-
dades como son las férmulas de recurrencia, las representaciones integra-
les, las formas asintéticas, las propiedades de ortogonalidad y otras. A
dem&s ce tratard con propiedades exclusivas de cada funcién. En las fun-
ciones hipergeométricas se encuentran las relacicnes lincales entre solu-
ciones de esta ecuacidn que expresan una serie hipergeométrica en térmi-
nos de otras dos linealmente independientes. Este tipo de relaciones se
pueden emplear, por ejemplo, para la determinacién del coeficiente de re-
flexi6én en problemas de barreras de potencial.

No se pretende de ninguna manera abarcar toda la teorfa de las funcio
nes especiales, sino de ilustrar de manera general, la gran aplicabilidad
de estas funciones en las diversas ramas de la fisica y el porqué de su
importancia. Para todos aguellos interesados en analizar otros tratamien

tos y ahondar en el estudic de las funciones especiales, se aconseja con-



sultar libros especializedos, algunos de los cuales se citan al final de

este trebajo.






IT, FUNDAVENTACION TEORICA
1. Funciones Hipergeométricas

1.1 La Serie Hipergeométrica
A la serie

= e ot s )
1+ Iﬁ{—x_ PR Sl I A

ot

I

. e i 2 )
g A ) X 7

A+

L PPN S A R

tAde ..5"3'.(:'-,-__1')9‘,_2’) - “.1.1)

se le denomina serie hipergeométrica v es 1a gencralizacidn de is serie
geométrica

+

e A -

cuando en aquella hacemos er=i y =¥

La serie converce para ixi<9 s5i &
no es cero ni entero negativo y diverge para lxi>a ; mientras que si [xl=4
la serie es absolutamente convergente si¥ >«

Converge cuando a=-n
siempre que ¥yotss-A.

A la serie hipergeométrica se le scostumbra denotar por

2'/:';"' (’A’//:J‘ a’). X)
Si introducimos la notacién

(1.1.2)
(x); = Hltra)inme) - EXs7-a) = _L_i:"z‘_’_)_ (1.1.3)
S ) 4 .
podemos expresar a la serie hipergeométrica en la forma
a0, x) =) L idn o (1.1.4)
Sre nlwd. A
De ia definicién (1.1.4), tenemos:

whe (X8, 2 )= Z}Z(/;fﬂ.,‘d"; x )

(1.1.5)



Una propiedad muy importante de las series hipergeométricas se sigue

inmediatamente de {1.1.4); si derivamos ésta con respecto a = obtenemos:

-
e
alx =

(an ey (47 0 PP T
Cordnladn Z Cdrits Godprre

e A1 Dy d x

o~
/".L (ﬁ;f,:/d;- x/} = Z T
rima CemRl )

por medio de la igualcad, (<), .. =ogwis) podemos escribir el miembro

derecho de la igualdad en la forma

x>
B T R e
iy

27

& 7= nl o _1,/‘” X ;
asi que
— Ol R
whu (8 8 ) = _;,&;E CHwa Are ;e x) (1.1.6)

Nuevamente de (7.1.4), tenemos
L»f;.('-—t‘,ﬁfa'“‘c‘j:i (1.1.7)

por 1o que, resulta de (1.1.6)

lr":'-.\'j—‘.-:fz (j“(“/._f’ 3 x )] - _3;5;___ (1.1.8)
- T e &

Muchas funciones pueden expresarse en términos de las funciones hiper

gecmétricas, por eliemplo:

O 3 ;?* r":- -~y .
1§ .—R) - = _‘-..(—//, /‘./f’;—,?,’,)j i L{Z.T*P._) 2—&/__‘1 {__J___J ._g} x/]j
/}?ﬁ‘\-);/):.:: f—:__.'_ — ﬂ i _— o Jo \-’Z/z . : Fa
(’7/ '% J ) YarZ ;n) 4é,_1+/7, ‘—%—'—“
D=0 L == Lt -+ 4
Lr’,(pt) .r', _f_ , )} /L/f(j_/ C--,X.) /_C{/ /-} )?+ L)__}___x :

1.2 Férmula Integral para las Series Hipergeométricas

Encontraremos unz expresién integral de las series hipergeométricas




para obtener, por medio de ésta, otras propicdades. De la definicién de

las funciones beta (Rainville, 1260: p. 18)

; - -4 Py T,y s
B, 07) -fx Ca-2) ok , Blinn) = ._.’./_.Q:_"..)nr_é_ﬁ:\;
Fg

N rridri)
tenemos usando {1.7.3) que
P . -
ULn _ BlrAzreor) o oL e
= e AP o
Caln GO =) IRy R T Lt

. e
- . 3 e - . [ gt s
_:_/["_:l _,x’/.)- 4 . X_/"’ — - . T NG ,),-‘—‘ s ( T _f— = ‘L/'T = p
f,{/ L et o X - :*_) I ol
i“w=C ) .
A9
que puede escribirse como
— ) . {T > A N s Y
— L - [ . s - - M - B e T
Sl B N E e L L . N T
‘/)k/JV/J._,,‘) ) — ~ o/ f—u_.)
[ L=

y usando el hecho de que

o,
(2tinm Cxt-) 1 _ N\ —_iif e ke
n! YA Y A AR

e

M

:

se obtiene fTinalmente Ya férmula integral

i
4 3 e - - od
- [ Fi= S -
2falo o) me e T T T
‘/J‘_/ ;o :/ R A - ’- Ty,

I

vélida si Jxl< 2 y¥ynNg.

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

Una aplicacién de (1.2.3) es, por ejemplo, escribir series hipergeo-

métricas con argumento unitario

A
~ . . 4 T, -
. _— —_ S S ——
.’_/—.i.("u/‘)‘) ,—l-/) = j', ) S ey ™
a

1l

(1.z2.4)



si F-w—p>0 , F>0 .. De (1.2.1), expresando la funcién beta en té&rmincs de

funciones gama, se obtiene el Teorema de Gauss

S e o )= LA f) (1.2.5)
il —ex ) /—’(J’—/é)

Ahora siot=—_p, Un enterc negativo, tenemos

Tt ) o o
e i S ST - -
AL % &=rdp TG T T (22},
asT que la ecuacidn (1.2.5) se reduce a
P ) = 2=, " (1.2.6)
P

74
que se conoce como el Teorema de Vanuermonde.
Se puede deducir a partir de la formula (1.2.3), relaciones entre se-

ries hipergeométricas de argumento x Yy aquellas de argumentoT’f—i—.

$i hacemos Z=t-¢ en la ecuacién (1.2.3) y como

M~ 4 —ot . _ =1 -
[.L-—x(i-—é)i = ¢-x) |i+ ,f)/_ ;l
tenemos
e L
a-x)" jim ¥ S~ ( x ”
2/ (P55 d’;x)=m (1~2) i Li_ ~ -1 Z’.J et
[

y aplicando la relacion (1.2.3)

dé—x)"d

RIS S Cr3 Rl .
AT AN & '{,'/«;Cj),)-, 55/1 C‘o/"/ﬂa) B(J'Aﬁj;/’l&l J’—/F’/ J‘_, }-i-i-)“

de donde obtenemos ’

. — o
Sl sy, X)= (a-2) /% (oc,(r-,ﬁ/- X x{‘l (1.2.7)

y por simetrfa la relacién



Vs . B -7- A 1
.3/‘: VS I /.,}f da-x) :./C:. 4)'.”»‘_”[5,',3’ ey B (.l -2-8)
Usando la relacién (1.1.4) y la ecuacién (1.2.7) con x reemplazada por
?fj_ , tenemos

L P
L T R Y .___’}_"___) - S Y /‘/:' Syt _3 )
2 / s - = L___'.“")»,) ol ‘// & £

- U gt
VERCIVEIR SR SEF NS el Qo a ) (1.2.9)

1.3 Formulas de Recurrencia

A las seis funciones

S SRV D I VALYV B D S ST S )

tas 1lamaremos fTunciones contiguas a :Fii“>/j?ff¥}- For brevedad usare-

mos las notaciones

o : — _ s .
2/ () A s re g k)

asi como

-

2 A, :Jé;ég;J, A S -)s para las otras cuatro de
las seis funciones contiguas a . /..

Gauss probd, y seguiremos su técnica, gue entre /4 y dos de sus fun-
ciones contiguas, existe una relascién lineal con coeficientes gue son fun

ciones lineales de > .
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Si denotamos por

CS;-; = C’d),7_/r'j)n }:i’)

2Ly ),
entonces
_l}'.‘j
aFa = S,
=L
Y

Como, ex(mpal, = (mpmiiialy; ¥ Comarrillog)

las seis funciones contiguas a -/~.

PR LA S — .
. JA(D(—J—Z___ (9‘-)17 6}3-

en la forma

ol o
— e - - B
Yy (D(-"-):Z o 5”/ Z./..:L ’:"“—‘lp)__.; fl—n ey TS
si=e 5=
=% _c_'!__?
— ~ 7 . - ~ - __'i- . .1
;/‘4.[;62+)=L——%ﬁdn ; Z/:'(F_/_.}_;'f,_,__+’,7—6171 (1.3.1)
=S smn
Faal ) Vo ¥
2 SRR IR ol S
21l R =D T W2, T
retal 1=

Emplearemos también el operador e:Cx

7

ticularidad de que 6x =nx".

Como

£

;i) ; este operador tiene la par-

(¢ ’,.__.‘,,:/):V/C:_L = }__ Cuk 7 )3, p

¥i =5

se tiene con ayuda de (1.3.1} que

(1.3.2)

(8+ o) /s = XaF s lets),



CEF ) fa = ol (o)

(Ewe—a)efy = Et) 7 (0)
De {1.3.2), (1.3.3) y (1.3.4) se sigue inmediatamente que

(i) ad = o /% (o) -~ 20 F (o )

(=) £ )2/, = ot A )=y n Do L =)

dos de las férmulas de recurrencia.

Ahora, considérese

— ‘Y—r it --‘__‘le 4 (}-1/] &r
. _ LN Y . e s o}
Paa = P iZenlfion w N L Cf ez,
A § ,,{/(’),) A — ¥, : = L
AlEm . =Sty ),/(-) /):
A ’ R VE
entonces
o . ) 5
— A S S P =N
o — u N N NEE
Ot SN Py dn
=g
como

R OeTo)
(&4 )

(o o 7 )8 4070
— R A L P - § o
St A7) (cw.:’“f &

la ecuacién (1.3.7) resulta

ia . er
7 Ly v " —
€. == _S_ L A N S I Al . C Y - S

-
L =] A=c b =

—7
s ¥ T

que puede escribirse en 1a forma

. . = =) r-A)
(_’.-)-’-,)C;ZF;: K"}T“/‘T—r})x i +*}lhﬂ'xﬁ(a/‘f").

De (1.3.2) obtenemos

(=200 = ~ (-2 ) 5+ orlamx), S (x +)

11

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

que combina con (1.3.8) resulta otra de las férmulas de recurrencia
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- F ]

E)-L + (/f;*d'))(_%‘ﬁ = o= f:.:_—););/:;_(":x )= - ; p ;E_ (X—f-)
(1.3.9)
Aplicando el operador € a la serie ./, {«-) , obtenemos
&, (eionlAn T (w-a), /)
A Y = —_— - = N _- S (e PR A
Ee/a (X ) 2— Cﬂ*.l).’{l:‘)yﬂ ~ L oy (_,/)A
= TG T ST
que puede escribirse como
— = /_/'1’ L
Co o (=)= axﬁLLL%iT;:jrén, (1.3.10)
pero tenemos que
3 - & 271
de donde, la relacién (1.3.10) se transforma en
o _‘.[ -J) = fo—a = ———q(;‘(-""!’;th':;)h N7 X
)A;ELdL E) )i%; et
que en vista de {1.3.1) resulta
BoFi ) = (n—a) XS5 ~—"””ﬁf f/m) (1.3.11)
Si en {1.3.2) cambiamos ot por (w-:) , ésta se transforma en
5../:.: ff'*‘.} = i.t'-*-i.);/:_-i = (e -J-);/C: (-’*‘j - (1-3-12)
De (1.3.11) y (1.3.12) se sigue que
(8mp ) = A =)= e )
‘ A e e R IOy (1.3.13)

Similarmente, como = y 5 pueden intercambiarse sin que se afecte la

serie hipergeoméirica, escribimos
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Cimxdehl = Falp-)- 5%, (re) | (1.3.14)

Hemos obtenido cinco f6rmulas de recurrencia (1.3.5, 1.3.6, 1.3.9,
1.3.12, 1.3.13); por combinaciones convenientes de estas cinco relaciones,
pueden obtenerse otras f6rmulas de recurrencia. Daremos a continuacisdn

una tablz dtil de éstas:

(a) (o) = = ./ - e ‘-‘;r"?"_/i
(b) Cormd v 2)ofFa = X ol a v )= (6m1)y /5 (5
(C) " - p— L arm it W2
Lox = o7 —d’,‘.):ﬂ_[ F = A= L k) ﬁ":‘éjl—“:‘fi‘) PEVIR Ry
(d) _i—)c.,) = Er.,—_n_‘x—)'ét"%y'laf"_._k ) "‘)
g es )
(e) =X/ = o Falp) - T L )
(f) (2ot~ g LS IR, = Rl x )s oL Lo — o i ()
(q) (.x—/g—a’)zﬂ = X (L= x)efa (i) - (a’—,ﬁ)z..z:lgg—)
(h) =R = (- e )T () = B - ) Fa (5 )
(i) (iim o)l - e )/, = (oo Do Fo )= (30— 5 )0 /55 (-0
() [ -0t (o] 7 = (mit)o o oo )= Gt Moo oo 5)
(k) [af =a + i 7{)7_],;,/: =l B ) - (S ) (/—J
(T) - A
(£ + ez ]efa = file-x) /alps) - L5 “‘;/ 5 ‘/‘3>7_f* (5+)
(m) (;(‘:?_\J’f"»i)z_/:'.l :/324/::1. (/7’1‘-) - (_’c"—iﬁ)‘-_,/:; (J*—_)

Lemrit Cmo-tax]o Py = (5-5), Fa (52D = (omt)is-x ), /o (o)

[y-24 o rpvtm2dn] o= lra)ison) iy ) L2222 PN
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1.4 Ecuacién Hipergeorétrica

En ciertos problemas fisicos se desca resolver la ecuscién diferen-
cial

7y - !
S IS S S SRy S (i.4.1)
o Vg /

— s

donde los pardmetros «+ y & son constantes. Esta ecuacibn se conoce €O
mo la ecuacién hipergzométrica, Se encuentra que tiene puntos regulares
singulares en s=¢, ==, 3=:0; entonceses posible encontrar la solucién de
esta ecuacion, haciendo un desarrcllo en serie alrededor de cada uno de
estos puntos.

a) Desarrollo alrededor del punto»=o.

Proponemos como solucién

£

B o Fa
7 = /_\__‘ sy x (1.14.2)

s

.

Sustituyendo esta serie en la ecuacidn (1.4.1), obtenemos la relacién

oo
£

T, Ford L_(_7 P
; (it A o)t -2 2 )y X - L DN RS - -G
A= A=o

Esta ecuaci6n debe cumplirse para todo valor de x y esto se satisface so-
lo si el coeficiente de cualquier potencia de x es idénticamente cero; es

decir debe verificarse el sistema de ecuaciones:

ok LX) = (1.4.,33)
P L F k) A e 2D o
..J-./.‘-—: —_ - - - — ’-.
R st L) ) b4
ST ¢ (1.4.3b)

S7 en la ecuacién (1.4.3a), llamada ecuacién indicial, se tomag #0, €S-
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ta se verifica solamente si

1° caso k=0
2° caso ho= oAy
1° caso L =0

La ecuacién (1.4.3b), 1lamada férmula de recurrencia para los coeficien-

tes, toma la forma

. ,’_I_‘ _.L) P f‘) )
Qs = 22z, o
g ooy AL (1.4.5)

(1.4.5)

LS o R G s )17 2 P SN U S S
” r! Flaa)--- (rst -4) X T’”,J

La serie dentro del parentesis cuadrado es la serie hipergeométrica; por
lo tanto, esta soluci6n se puede escribir en Ta forma

;__;*:‘:z;_i_/—: (,x)/gl/- ij) (1.4.6)
2° caso o= 4y '

Con esta condicién la férmula de recurvencia toma la forma

Lx= g A B2 S 1)

%i""—'* = 5+ ){;4—2:.,—3’) d/‘ (1.4.7)
si se hace el cambio de notacién siguiente:
o = 4, /?':/-”;-IJ.,;_ 3 2= oy
la ecuacién (1.4.7) se transforma en
(5 =o'+ R)
Qipyg = — a, (1.4.8)
/1‘—"1 (a s‘-_i.)(?-"‘a"") ;?
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*

que es del mismo tipo que la férmula de recurrencia (1.4.4); por lo tanto,

la solucidn es
L . , - _
AT fs X sl =V +A, fd+ A L8 %), (1.4.9)

¥

La solucién més general es entonces la combinacion lineal de las dos solu
ciones particulares, es decir

— . -y _'A._G‘/ — 7 . _ P
5= Aha (x5, 8 )+ Ay’ e loers, A 2= x)  (1.4.10)

[

b) Desarrollo alrededor del punto X =41

S7 hacemos el cambio de variable ¥ =21-x, la ecuacidn (1.4.1) se re

duce 3
r< . T A
- a3y . : - . - Yay
LY A —_ [ .- - ‘i T Y .4 o fomm ~ R
LRSS ‘:'} “;fﬂ_ r L_;A s “_..L)g (—‘\.1 / o 7 _1.’)“: 1}. 7 *ﬂ)’ — O

que es idéntica con la ecuvaciodn (1.4.1), con & igual a X423 -rsriy X i~
gual a £=4—x. Entonces se sigue de (1.4.10) que la solucidn requeri -

da es

S Y 7 2”_‘}"._/: A .
5= Anfa b, B opp-d'ra; amp )+ Bla-n) " 2Falemx o formytra e 1.4.11)
14

c) Desarrollo alrededor de x=co.

Proponemos como solucién

vy A2
7L G
A

1= cual sustituida en la ecuacién (1.4.1), da la relacién

(5.5 LT
) LA/ ; -f—A . —~A -4
;ﬁ(!ﬁv’/lwe.,}-,{'f/l—fja,l/( Hf“""‘ (/*2)5/31‘-/\“3/7#1)6&% =0
=L =
Anslogamente al caso a), debe cumplirse el sistema de ecuaciones
G ifmw )L )= (1.4.12a)
RO LS LRt Y. (1.4.12b)

d"‘f‘ . - . a ’
_/," * (/‘_..,L:).*:X +..‘f)t//3-1‘:; ",61".1.) lj



17

Para que la ecuscion indicial (1.4.122) se cumpla es necesario que

'

Li=o & /{*:/(

1° caso A =ot

La ecuacién (1.5.12b) toma la forms

s, =

’ -

o = D(‘ = :OC".G(‘.'-:‘.,) 1_"/"': Mo AT 4

la féraula de recurrencia se corveirte en la ecuaci®n {(1.4.L4), asT que su

solucién es:

2° caso A=y

La solucién puede obtenerse por analogfa con la anterior, resultando

;_;,.:v = x7. N R Ry =)
La solucién general es:
= AT et s g s AN BTl s a1y
Ahora demostraremos que ecuaciones del tipc
e .
O3 %A +z:?,jf;:f:fj RN ,‘L,;,:;)l;‘;‘i—_’— ey =0 (1.4.14)}

pueden reducirse a la ecuscién hipergeométrica. Para esto cupondremos
que las dos raices & y £ de cx‘f/aszi)son diferentes,

5i en la ecuacién (1.4.14), hacemos el cambio de variable

_A S
o= L =
l-

se obtiene la ecuacidén diferencial

+ 2
. -
(_L _ .z \i_o’ L + | 7L Leer 2 |y —
= R £ e T b fdg Ty SO
J {
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gque es la ecuacién hipergeométrica con:

C = A4t

. C_""’-_ LQ_ = _3’
bH—r

z_f:_:'ﬁ(_/ﬁ,-'

Existen algunas relaciones entre la ecuacidn hipergeométrica y otras ecua

ciones muy utilizadas en la fisica matemdtica. A continuvacién obtendre-

mos algunas de estas relaciones.

Si introducimos una nueva variable &£ , de la forma

2= =(4-E)

—

y Ta sustituimos en la ecuacién diferencial hiperceométrica, ésta toma la
forma
. =y —J":‘-,/ . -
O i 1+va4_a¥—¢«g¢?+i)gjﬁr—-XQ?==O- (1.4.15)
OS’ b 4 Ct s 4
Si escogemos las constantesw, g yY como:
=Fpd, =L, 2=
L . 2 =1
la ecuacién (1.4.15) se reduce a
EEs o
zye Y LA , :
£ - L —e 3 IR A f) e — o~
(1~ )ﬁ,?__‘.._ S fibei)y (1.4.16)
s
que se conoce con el nombre de ecuacién diferencial de Legendre.
Una solucidn particular de esta ecuacidn er
\
—_ s , s
e = e - ALE
AR IS A AP VA ,). (1.4.17)

Una ecuacidn que se conoce como la ecuacidén de Tschbyscheff es
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7 (1.4.18)

que resulta, cuando en la ecuacién (1.4.15) hacemos

ox = S = T s e Y=
Ve {Er7 ﬂ)) & =
y su solucibn es
a2 b= _;j(,_ IS R AT o R P 4 F .
;S"/L’/ "‘/\z_;_; Ki, R = :/'75"[r){‘-.‘d‘:i*,)‘r_‘f;\{‘f,+'i~;ﬁ'-“'*".-____}”—z’, (1-!‘}-?9)
L-E

[

el primer término de 1a solucidn es un polinomio y se conoce como el po-

linomio de Tschbyscheff de grados.
1.5 Relaciones Lineales entre Soluciones de la Ecuacisn Hipergeométrica.

Las series de la solucion (1.4.10) son convergentes si {x{< 4, es de-
cir en el intervalo ~4,%) | mientras gue las series de la solucién (1.4,
11) son convergentes en el intervalo Cc,l) . Existe, por lo tanto, un in
tervalo (ﬁ;j) , en el que las cuatro series convergen y como solamente
dos soluciones de la ecuacién diferencial son linealmente independientes,
se sigue que debe existir una relacién lineal, vdlida sio<yw<d , entre
soluciones del tipo (1.4.710) y zntre las del tipo (1.4.11). Es decir que

deben existir constantes A y© no nuias tales que

Y N A S T SNy ObY = i-x) +

) 2t = 7 ,
o Sia-x ) XZJLZ(é;uég—%?j;ﬂdm78fuvp£zx)

Si x=p, tenemos
A= Az.-’:.- {.'._}1”;_}}"‘-\ At A ,{) 2 R P;__(d"fu;u R = 3’-“«——/"' - _'ﬁ-)

y st X =4{
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si suponemos que 4 %2 >S5

Con la ayuda de la ecuacién (1.2.5), tenemos que

A _ ST T o - )
FE— R T 5)

y ademé&s
Y . kY ) .
A [ty )7y + /;’_',’,,'Zf-‘:f..:,?;fﬁz'“,'.:' Vil - )
Flef=3 =437t —2" ) T e T s

resultando de estas dos Gltimas relaciones

o o AN s )
-{’-'-)7’{/.)

sustituyendo los valores de A y £, encontramos finalmente

~—.r
7 =

- . ST T
‘.L/“gfzx,/qjé\‘jx_):/'--'/’/'- i AR

TE Sy Cofoal
T )T 7

AR YT s ) AL S
R R S \ .
=, . [ _»L.j = f L idew ¥

7 f-‘-"'*-)iﬁ[/i’)

Si reemplazamos x por-—en la ecuacién (1.5.1) obtenemos

e oy T e
sz“-"_/ ,--)-.-/E-' 4 "‘7_{.’, N

2 Fa (o, oy A) = ST ~x =) — . i
7aey z) FHE=) [ =5 ) L'/_'L()‘,’/ / rd-, LT 'f(“] 5.2)
f"(o‘)/'*(dqf—/,ws J /2 HER dua e _ .
f—(li)f‘ 5 X) 2 A - .;7_1',-.-‘*-:A—~r-,—'—‘—;2‘
Ahora, debido a la ecuacién (1.2.7)
_:Lu —_ O - . — r .
aFale, B 4" T X 2 24707, L -x)
por lo gque, sustituyendo esta Gltima relacidn en (1.5.2), tenemos

. P N /o i 2
uf‘;(“‘,f},’t’/x_/H )/ )

Fdma Jis ) ’g‘ - a>’“3f1’“f/ J+1,A)J

WA LIV o P & o=

(1.5.3)

7"(—):);7(/’/3) X (4’5‘ J 2/ /a;ﬂi‘ﬁ*—u()'r)’.ai_/f:.f._i/‘ _LF):)
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don&a;(r(Z‘Yi>f>m¢ﬁ-

Se puede demostrar, de una manera similar, ta relacién

o e 3 e Y= LN ) S - ‘ 1 .
EA A (_.g o8, X = /*’L//f,‘)/"’t",x —::)“ {;);) 2-/—_1 C:,,:’d-f-_l —d7 —/";‘J- ;-.) i

(1.5.4)

que expresa a -/~ /<, -3 ) como una serie que converge para 17:t>i.
Todas estas relaciones son tipicas entre soluciones de la ecuacién hi
pergeométrica (1.4.1). Si se cambia la variable independiente, en esta e

cuacién, por cualquiera de las sicuientes:

ta ‘ecuacidn se transforma en una del mismo tipo (pero naturalmente con di
ferentes pardmetros). La ecuacidn (1.4.1) tiene asi doce soluciones, dos
para cada variable independiente. Ahora, cuzlquiers de estas soluciones

puede expresarse en t€rminos de dos solucioncs fundamentales, como de ltos
tipos de las ecuaciones (1.5.,1), (1.5.3) vy (:.5.4); se tienen asl veinti-

cuatro soluciones de la ecuacidn hipergeommétrica.

2. Funcicnes de lLegendre
2.1 Polinomics de lLegendre

Los polinomios de Legendre /(»), se definen por medio de la funcisn
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generadora

i~

MO, r)= (=23 + 75 =L foinr” (2.1.1)

n=z-o

Demostraremos primeramente que el coeficiente ,7-») de ;77 es un polino-
izgulierdo de

Desarrollande el miembro

mio en , precisamente de grado

la relacién (2.1.1) tenemos

R = N (et , 242
(1-car i) =) e ixr-rT)
c=¢ El)
34 —L,, “ Z P L
=3 > =) 2Y e X Y.
: = TS
L2l fe=o = /._:‘/) /’._..l )f
Se sigue de (2.1.1), igualando los coeficientes de y" , que:
(]
e # /
=5 . ) e e
Snix) =) L LTItk (2.1.2)
N y },f __:_'-J, )/ /L

\ « e . N ) .
donde, mediante =5 se expresa el maximo entero S‘%ﬂ La ecuacibn

(2.1.2) muestra que /:/w) es un polinomio de grado }7 en . Desarrollan-

do la suma, resulta

) _ (’:—IT“)‘/ J'?“ Sl - ) - e % rj _,}, Tes )’ L;-) 7=y
/,7(%) Z.ngf’f"?;’)z' [ ST =) & ’ R SO ‘(:.’J-".;‘) >“ e (2.1 -23)
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Los primeros polinomios de Legendre se evalGan facilmente a partir de 1la

retacidn (2.1.2) & (2.1.2a), vy son

[ax) =

RV R & R
P )= T axs 55) (2.1.3)
S A s -
¢ = ~E RSN =
Fyin) g (3% x g 3/)
4 P = by
/)) (/) g {\..‘-Lj_)n‘- - 'f("(—/-i-& e _’L:SX—)
- = 4 .2 .
/i(;.):—,g— (234 % =345x" # £05%x° -3) &
Si en (2.1.1) reemplazamos ) por -y y; por—;7, el miembro izquierdo
p XYir P
no cambia, entonces
Forl=>t) = (=1} s () (2.1.4)

de lo que se concluye que [f,/¢) es una funcidn par en ) parays par y una

funcidn impar en x para /i impar.

Ahora, si en (2.1.1) hacemos » =4, obtenemos



(4«
s -1 v
Tier) T=) ] futr”
17 =C
como el desarrcllo de
i’/‘}/_).‘_:/\"}’,;'}

se sigue gue

(2.1.5)

P (2.1.6)

o
"
|
SNr
il
l N,
LY
—

A
_—— e
Vg z £ N
4 frd o 4 A
{'__-'-V—,.) = /  lifo)y”
=
pero como
A
—_— L
Z. — Ky 1 P v
P ) T2 SR s 50 lnet) e
= 7/ - —— ER T }
5= - Ll 2
entonces
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Finas (6)=0 , A, ()= 18 (an-1) . (2.1.7)
o ¥ €

resultado que también puede obtenerse f&cilmente a partir de (2.1.2)

Derivando ta ecuacién (2.1.2) con respecto a x, tenemos

=

£, 6= Z 2 (i r ) o el (2.1.8)
i=0 g,“/ [t Cimzpims )
y de (2.1.8) se sigue que
()13 5 taneid)
~’7 (K) C /j_/?+_n_ (0)"‘“ YR &; 4 (2.1.9)

2.2 Férmula de Rodrigues para /) .

Cuando n es un entero, se tiene que

S5 RECGampt

FI=0

r Iy
2 T (- / =
(== _’x_)n = Z S _'{‘).__ 41! Zsi~Ek

si derivamos este resultado /7 veces con respecto a », obtenemos

r,-\]
=7

A ’Zf)n— )

A -4L) = 2 (mp-ag ) =
Ax wrln=£) aezp)f

P

=l
y dividiendo ambos miembros de 1a ecuacidn por 2"n! , resulta
. ]
7 Lo
—_i—/ ; ] C?’ ".i_) = \ _1) FEi—if Ll TR
2'nl Lx = 27 AL (el =20 0]

LE—=Fs]

y por la definicién de /hix), ecuacién (2.1.2), tenemos que

Pl )= »f',?/ Alr (x .{) (2.2.1)

que se conoce como Ta férmula de Rodrigues para los polinomios de Legen-

dre,
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La férmula de Rodrigues es de gran utilidad para la evaluaci6n de in-
tegrales definidas que contienen polinonios de Legendre,

Considérese por ejemplo la integral
- L
T=_[ jessizden, (2.2.2)

sustituyendo la férmula de Rodrigues podemos escribirla en la forma

+4

/7
_ﬁz—h—_—“ﬁ”/ff()d W (Pf _i)

integrando por partes tenemos

" -+a

B 8

i
L= fm)fr*ﬁ(x —1)

r/J—_/}_
- /7/ [-/ZX) d—/ﬁ -4 L}f’——i)d.«)!

I
?
i
4.4
la centidad dentro del paréntesis cuadrado se ellmina para ambos limites,

por lo gue

+41
n M -
L == - (xz.__{_} 7{ {(‘)')(ii)(.
cw »"}_/ p -
e

continuando este proceso, encontramos finalmente gue

T = /—_l.) j (yz“ui)nf e iy, (2.2.3)

2.3 F6rmula Integral de Schiafli
A partir de la férmula de Rodrigues (2.2.1) y utilizando 1z férmula

integral de Cauchy, para la enésima derivada de una Tuncién analltica,

, ~
[ . / //’J-/ fr-&“) - !
T x )= vV rels U
AXTT Y 2 =X /
&

donde ¢ es un contorno que rodea al punto X=y, obtenemos la férmula

4 r
— = | 4
/?f ()c) “f,-. (_—_,_n\t-[ P ,()"*"‘ J_;
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que se conoce como la T6rmula integral de Schldfli para los polincmios de

Legendre.

2.4 F6rmulas de Recurrencia para A

Las f&rmulas de recurrencia, son relaciones que conectan funciones de
Legendre de diferentes grados con sus deriQadas. Estas formulas las dedu
ciremos a partir de la funcidn generadora (2.1.1)}. Si derivamos con res-

pecto a v ambos miembros de esta ecuacién, cobtenemos

& H G ) &

L, r. Wy ’ v Si=t

ar = i i e =2 =5 (2.4.1)
= e PT=0

que puede escribirse en la forma

e

-—‘7
{x—1 )/ A )r” = (',_i*ax,f—/—f"l)é, STty Il

= Foo=

lgualando coeficientes de ¢, obtensmos la relacidn
XSH) = P o) = it Joes o ) = Pt i) = rimi ) e s led 710
la cual se reduce a
d?%i)/%+ﬁéi)“(?ﬂ%i}xfiﬁa)%mﬁﬁkﬂﬂk):o. P (2.5.2)
Por otra parte, si derivamos ambos miembros de Va ecuacién {2.1.1)

con respecto a2, obtenemos

QHx, 1) _ ) s .
e N N s oA 2.14.3
Sx (imzor+ 7 7E = L Fir D) ( )

ri=c

donde

Pf LXJ— z"), /'/f&)
combinando (2.4.1) y (2.4.3)

/x‘—r‘)z Al Cdr” = i N6 )"
=0

e



28

lgualando los coeficientes de r’n, obtenemos la relacién

I ) = i) = nhae). SIS0 (2.L.4)

De la igualdad

2 (rH) = fxr)-2Llar)

o X

sustituyendo (2.4.1) v (2.4.3) obtenemos la ecuacién
Pt = 000 + 2L )= 0. (2.4.5)
Derivando (2.4.2) con respecto a X obtenemos
e d /5l ) = (2 raa D D= (hir 105 51 Ox Y i P n U )= 0, (2.4.6)
De ( 2.4.4) vy (2.4.6) eliminando /3!x%)obtenemos la férmula
/<:;¢_{)5) —'/?ii ()= (2 ) ) (2.4.7)
Sumando (2.4.4) v (2.4.7) tenemos
s lo = 2 00) = vz )l ) (2.4.8)
De (2.4.4) y (2.4.5) eliminando fﬂ:;(x) , obten=mos la relzciodn
(x5t )P0 )= 112 i) — 1140 i), (2.4.9)
Derivandc esta Gltima relacién se obtiene que
(=3B )2 G )= 2 Pl = =k Al e Y= 5ot 5 4 o (2
sustituyendo en &sta el valor de f%:nékﬁ , ¢ado por la ecuacién (2.4.%)

y rearreglando términos, resulta

W A

(-'_'..'Xa)/‘; i )'c ' j',,[)‘)%/;.H//‘,_,.j_‘)/f)“_(x) =¢ (2"4'10)
la cual nos muestra que los polinomios de Legendre son seoluciones de la

ecuaciodn diferencial

-l —

—7)‘1I'L"_~} ‘;;;{"-T"ﬁal?bx ;i:O (2_1{'11)"’

“

para 7 entero; esta ecuacidn se conoce como la ecuacién diferencial de Le

gendre.
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2.5 Ecuacidn Diferencial de lLegendre.
En lasecci6nanterior se demostré que /3(x) es solucién de la ecua-

cién diferencial de Legendre

Z_)_‘_{f_j_ -7 AV“‘_ PP
{4~ O S f'n:n+1i; =g (2.5.1)

&

cuando /2 es un entero., En esta seccidn determinaremos la solucidn més
general de esta ecuacién. Proponemos una <olucidn en potencias crecien-

tes de = , alrededor del punto »=¢, de la Torma

N bor A (2.5.2)

A -3

<7 B £ Az - i"‘ . ) . i -~ Y
Dl DY —4) -/ Q\Uﬁ%giifizﬁ{%fffA)“ﬁﬂJj%jJT—:o
A =0 PE-Ta

Fsta ecuacién debe cumplirse para todo valor de - y esto se verifics so-
lamente si el coeficiente de toda potencia de » es cero. Es decir, se de

be satisfacer el sistemz de ecuaciones:

G RER-1) =0 e A= =) {2.5.3a)
G bifed) = e Q=2 (2.5.3b)

g s . . DI .
@y = LA 2 i) 5 G dd . dse (2.5.4)
4 '-:':-f.‘r_-;;' w1 A -,""_;—7’-?. J 7 /j/ )

Si en 13 ecuaci6n (2.5.3a) suponemos que g, #¢,' entonces claramente las
soluciones de esta ecuacidn son:
=0 L

Si /A=0, (2.5.3b) se cumple para todo valor de ¢z,
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Si f=4, (2.5.3b) se cumple solamente para Q= O
Ahora, de la ecuacién (2.5.3b), si suponemos que 2,70, la ecuazcidn se
satisface para los valores de
rR=0 -4
Si =0, (2.5.33) se cumple para todo \-/a1or de .
Si f=-14, (2.5.33) se cumple cuando ¢, = o
Entonces tenemos tres casos por resolver: A=g, - y —L
1° caso, fo=p

La férmula de recurrencia (2.5.4) toma la forma

T Vs r e A,
Ceprn EITL TN (2.5.5)
’ 7

De la serie (2.5.2) vemos que la solucién es

fr — z " = cr+]d
Z'— (/Kl(- 4—(?5_}_’ # .. +£(_"l,_/",;—f—- )-f*((fL} S N \',3'-_5,» f.:.}" -f—'--’) (2-5-6)

y tomando, con ayuda de (2.5.5),01,,-)/(_‘.‘{4L como constantes arbitrarias

7 : X e LA

M= 2 ‘— - AT B gl Mt b2 Y
/ i z7 7 Y

LA X b2 3 oS e M= 3 e 7 X 5
..’L a.l Lx — fv{.,._-‘:l-,B._.}.n._f._._L)\. + R .\_.47_,? < * L‘-{l"’"ii 1:’) ‘..
) —nnaldlin Al (2 g A2 2 ) e i p) B
& e ) &

(Ers)!
ﬂ"“‘ PR

.
i

I

-

La cual puede reescribirse asf
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o,
wo=ce |4+ O %2 _Grere2 et Ypea) e iniorit) -f»"-l
7 s CerD! £

(2.5.6a)

ce,
FELX [j_ h } EL) s Y3 )eee (2041 Y7002 Y4 ) oo (7o) ?J]
L (Z_)’—f*.i)/

=41

2° caso, =41 con @i=0O

La férmula de recurrencia toma la Torma
&g, =2 A=)t nr2)
0 g_,-:LZ.)(;;'f‘ﬁ)

la solucién serd ahora solamente en potencias impares de ¥ de la forma

- . e p. 2
/' :"tfc.’_'v;(— -{-(’{’:/C -/..TL({)_Z_r‘/: -‘J_"

4
Si hacemos el cambio de notacién
CorE Arrys

la férmula de recurrencia toma la forma

A —-n ) s AT A ) A
Ac)"f’i)‘f“a - _()-;-,”nlﬁ'-...)f/f)v"..a.-r-") ""’
N - v

ahora hacemos 5”::j1+1_ , entonces

7

i;%/7) 3T A

A‘? g — L [ J_L E ) A j/j. :_.'., .’.fz-:b‘_f s (2-57)

Comparando esta Gltima f&rmula de recurrencia (2.5.7) con la férmula de
recurrencia (2.5.5), vemos gue son del mismo tipo con la diferencia que
la ecuacién (2.5.7) es Gnicamente para los coeftcientes de las potencias
impares de X ; por lo tanto, tenemos que este resultado es solamente un
caso particular de la solucién (2.5.6).

3° caso,f=-fcon w&.=o0

La férmula de recurrencia resulta
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(o, = LAy =G 2d)
/ [ . T

i

"

j‘g}’-i) 7
y la solucién es de la forma
N RS LY . .
a_'i ! C{—::.): T—al‘j):- G 7"(({2‘,'1:_1 ): - .
si se hace el cambio de varizble
ﬁ;»'-ﬁ-ﬁ = f/“\c-_r

la f6érmula de recurrencia se transforms en

A R O R Rt O I
f//"_'..):““c:_ - ;“ £ -

¢ ;e )
-5 A "/
si hacemos ;=._: , ésta se convierte en
s
Y, fal J
A L. {7 —.-’7)L; -.'-/?.——_'_) ; L, ( 8)
Iy Y f, 73 A,f’ Som s A, 2.5.
0_ (f? -p-__L)L’: "_‘-/ ;I' 2_4. i PV

e L .~

Vemos nuevamente que resulta un caso part cular de la solucién (2.5.6a).
Entonces 1a solucidén mé&s general es 1a que se cbiuvo en el caso L=0,
es decir 1a solucién (2.5.6a).
Para que el método de sclucién en serie sca aplicable, es necesario

que la solucién sea convergente. La serie converge sf

Pero el valor de

que se obtiene inmediatamente de (2.5.5), tiende 2 1 cuando{;l—,cc , por

lo tanto la condicién para que (2.5.6a) converja es que XE(J_» es decir,

que FKI<-1 .
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Por conveniencia usaremos la notacién

- > r ‘
/_1 = l_i _J:_Zf-_i) 720072 ) -éﬁ-w'+;)M+iJ§?+3)'-‘ I g —1) o zr:l (2 5. 9)
=4 (zr)f

o r .
;j_‘{_ =2, l:i +Z (=) {r=4)in-3) {rimzpy #3i)lne2 e d ) - (ne2r) Xzf‘l (2.5.10)
r=a (zrea)! -

que convergen si ]x[(j_. Veremos ahora si es posible construir una solu
cién que sea vélida para |x|>1 .

Supdngase una solucién en serie en potencias decrecientes de 2 , de

la forma
:// l=C‘CZA>L

de la que obtenemos, siguiendo el procedimiento anterior, la ecuacidn in-
dicial

Lo [/e&é-u)— ﬁ'[/?f—i)] =0 (2.5.11)
que se cumple para

R=nn & f=-r—s

y la férmula de recurrencia

) (g Jil—5 -2 )
{dirg = T -

4 ¢ /c—f'ﬂa)(,lz-j‘—_{,b;f?cn.é_«;}
Py o

7 (2.5.12)
1° caso: FA=n

La ecuacién (2.5.12) resulta

= Lr=4)0r-5-4)

U rz . 7 Ay
7 gj“+z)(/j—(:n+1) 2

que da como solucién la serie
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L= gex’ [i__a;_é’-';ccﬂ_i_)__ E il A ) X3 ) 5
/ -Z‘,(E.ﬁf:,-’_) el (L/7“_‘_)(Ll( .J)
1) iy > s i —Zr
A) siipim g Muzmz)ene (p3-2im 4 2 )ri—2r 2 5) 2+ " x
P (T —E o= ) - L ymd ) (T =8+ 4]
que también puede escribirse
e , , -
o =a. X {iw‘- E ) s iz 2o Giniamr 2 00520 5% o (2.5.13)
4 I SF LIy LNy e b =)
2° caso: A =-y7es . .
Tenemos que
-~ s AT ;) ? (.7)
B .
S —r~Ahur;*5J P
la solucidn resulta ser
~pi I (4 )i, =00 -2 Cridmn Ger Vs Zrd )
o TR g A R) G L B ) 5,
Pl iy L A i) LN CE AN )
£ friralvir s - (i) —r,
ot .—/)/ ,) 2(/7’:;-?—’3-..""_.'..‘-' ‘z R
23—, N G LY (Bl ™ o s
o)
o i .
G A __~ﬂmﬁﬁﬂlgzﬁ@1 7“” (2.5.14)
g o C s DL e L AE) - Laeiem e T

Las dos soluciones (2.5.13) y (2.5.14) son independientementa y por lo

tanto, su suma representa la solucién general de la ecuacién de Legendre.

Se puede demostrar fécilmente que estas series convc;rgen para ix|>i'
Hemos obtenido dos soluciones genere;!e;s de la ecuaci6n de Legendre.

Lla primera (ecuaciones 2.5.9 y 2.5.1¢) converge para fxj<1, la segunda

(ecuaciones 2.5.13 y 2.5.14) converge pars Ix|>41 . Sin embargo, para



35

ciertos valores de los coeficientes, las series se vuelven polinomios,
los cuales permanecen finitos para todo vealor finito de x.

La ecuacidn 2.5.9 se reduce a un polinomio cuando 77 es un enterc po-
sitivo par o un entero negativo impar (o cero).

a) Sean pary positivo: n=zr , (2.5.9) se vuelve

_ul"l
7= A [_’L _Mf_—élx& £ At E pla=2) e Efrrs) e (2v-2) X rl
2! st J_

Por otro lado {2.5.13} se reduce, bajo estas mismas condiciones a

AN
grax|1-Za 7t (e nf
afzsr-z) rlr=z)- - &Cn+i)~-éy?ng}x

Estas dos soluciones son equivalentes hasta una constante multiplicativa,
que se pone de manifiesto si multiplicamos la sequnda por el factor

n
C1)2Gim2) 2 d) e (2 1)
2t

b) Un procedimiento an&logo, hace ver gue sij} es impar negativo
(2.5.9} es equivalente a (2.5.14).

¢} Algo semejante ocurre con (2.5.10) vy (2.5.13) cuandon es un en-
tero positivo impar y con (2.5.10) y (2.5.1%) cuando » es un entero nega-
tivo impar.

Puesto que ya hemos establecido relacionss entre las custro solucio-
nes, nos limitaremos a estudiar (2.5.13) y (2.5.14). Si la constante 4.

en {2.5.13) se hace igual a

a = . Cen)! _ (zr-a)lin-3)-c- 4
c Zhlr (}?‘/) 2 . }_}!

el polinomio de grado 1 que resulta es el polinomio de Legendre Ax) .

Por otro lado, si en la solucién (2.5.14} hacemos
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YA R
It

-
R T I 2
- Czriv2)]

con +7 entero positivo, la serie que resuita se denota por (3, ¢x)

10 !
Prix)
n=t
=2
0sh .
nz3
’ 0.5 075
0 625 — |10
=t
8.5
Fig. 1 Variacién de Fni{¥)con ¥
que también puede ser escrita asi
Yqi 2 )i fne 2 )
— Za A7 ). [y N —0— _
Q)= ) S 5 TR (2.5.15)

vz rlizmapzy 401

[ R r

valida para ;)(1>_’,_ .

Fcta serie infinita se denomina funcién de Legendre de' segundc orden.
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0.5
Qn[x)

0.4 1

03

01

00

¥ig., 2 Variacibn de @Qnlk)con x

Cuando 1 es un entero positivo (2.5.13) es un polinomio vy (2.5.14)
una serie infinita. La solucién general de (2.5.1) es, por lo tanto, la
.combinacién Tineal de laé doé. Es decir,

/f-—’: A0 + &R 0x) M=o a2

Cuando 2,7 es alglin entero positivo impar, la solucién degenera en

(2.5.16)

’

(2.5.14) .. Para ver esto, supongamos que 2m =24 -1, entonces el denoming
. r-zk .
dor del coeficiente de Xx se anula y lo mismo ocurre para todos Tos
términos subsecuentes. Para eliminar esta indeterminacién, se multiplica
la serie entera por (t-p), lo cual ceusa que todos los términos de orden
mayor que 17-2/£ se anulen, mientras que los otros permanecen finitos, en-
. . . -2 R —ri=4 . .

tonces la serie comienza con la potencia X = X y una inspeccidn
muestra que es idéntica con (2.5.14). En este caso, nuestro método nos
proporciona solamente una solucién particular que es una serie infinita.
En forma andloga, cuando 2n es un entero negativo impar, (2.5.14) degene

ra en (2.5.13).

En la mayorfa de las aplicaciones, la variable X aparece en la ecua-
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cién (2.5.1) como el coseno de un &ngulo; como por otra parte las condi-
ciones fisicas del prcblema imponen la restriccién de que la sclucién sea
finita en todo el dominio de definicfén de la variable x, incluyendo los
extremos =*4 , resulta de lo anterior que tales funciones existen sola
mente cuando n es un entero positivo © negativo. Pero cuando 7 es un en-
tero, basta considerar las solucicnes (2.5.13) v {(2.5.14), ya gue las o-
tras se reducen a éstas. Mas aﬁn, Se pﬂede mostrar que sustituyendo en
(2.5.14} o por —u72+4) se obtiene (2.5.13). Basta entonces considerar so
lamente 11 entero positivo (6 cero) y tomar (2.5.13) como solucién. Finql
mente, como (2.5.13) con la constante debidamente escogida, es el polino-
mio de Legendre /A,/x} , decimos que: en los problemas fisicos donde » =
ceni 3, la Unica solucidn convergente de la ecuacién de legendre para to-
do valor de la variable independiente, es el polinomio de Legendre de gra

do 7 .

2.6 Propiedades Integrales de los Polinomios de Legendre. Funcién como

ura serie de Polinomics de legendre,

Mostraremos que:

44 =
i e 4o
- o i (8 2TFE AT
3 ) P o )i = ﬁ } (2.6.1)
- . | T4 =N

1° caso: 1= 3
Si en la férmula (2.2.2) hacemos £ =k ) coOn ;< 7, Obtenemos,
por el resultado (2.2.3}, cue

+4
. (-4 ) - v 4 .
Jﬁénﬁl)F%lei?i: . (x==4) <R f i
-4

- - o.M
z it s
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Debido a la f6rmula de Rodrigues tenemos que

27

_ LA
/ Py #7 /’/1 74) - H d"{fX si a7 "—f-)

<,
por lo tanto la integral resulta ser igual a cero.

fod=

Sirfi>ps, tomamos
Fo(x) Yy seguimos el mismo procedimiento, obteniéndose, como es de
esperar, el

idéntico resultado; por lo tanto

2° caso: o= ).

o ’
Fed=tal x)

T Y =

HJ,(M_ 0 ) i

entonces

+4. +1.
:_ o - —_ i’:‘/?,)_’/ 3 T
=%

A T

Para calcular la integral del miembro derecho

hacemos el cambio de varia
ble = = coad

+4 4L
- 2 SoL o T )
/= {__’._—X‘;-'/.,«/ = 21 Lo & = 4 =S CsL 7>
- _f 25 {&1’/1’-‘) 4
-z [
o]
S ed
_Z' — el (/ /) /’?-—'5-0
(2114 4.}
de donde: .
+ 4
S lpeo) = S 2T -
L 2% ) Cerrt-10! an+41
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Hemos obtenido asf, ambos resultados requeridos.
Ahora demostraremos que dada una funcién, ésta se puede expresar como
una serie de polinomios de Legendre., Es decir, dada‘flx) siempre es posi

ble escoger O, Qus--+ Qps--- tales que

FOD= Q00 + Calfalo)t - -+ Anfhi) + - (2.6.2)
Para determinar estos coeficientes Co, i, .. (Fpy..., Multiplicamos (2.6.

2) por An¢x) e integramos. Por la propiedad (2.6.1) tenemos que

.C/ {_. <I/J
ﬂ (7) X') e = A F LR

de donde resulta

+1
O.,;;—, - _a"i‘?‘?;%[/?)?(f{)izfz.)f{ft (2-6.3)
4 7

con /27 =0, 4,2,...

3. Funciones de Bessel
3.1 Coeficientes de Bessel

Los coeficientes de Bessel de ordenry, J,{x), se definen como el coe

! cog
)

ficiente de +7 en el desarrollo de la funcién expanencial &

En otras palabras se define a Jo(¢) por medio del desarrollo

% &, .
;Cx,f) =g~ = > Lot (3.1.1)

1lamada la funcién generadora para los coeficientes de 'Bessel.
Si desarrollamos la funcidn exponencial en serie de potencias, obtene

mos gue

ﬁ%xfé—’f) P

= = o)’ & x)t N N (__/1)‘ =
e —Z\ Z'rr'l_s-: Zd:‘_é.ﬁs./ ZZ F/Pf‘ ‘
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de la definicién (3.1.1), Jnlx) es el coeficiente de ¢ en este desarro-

1lo. Sit es cero o un entero positivo, encontramos gue

St 5 e
o) = > 5’0?46)’() “az{ Z (ﬂm)r/j?‘) G.1.2)

Ya que/gégfv es idéntica con &[gj_~éi) nosotros también podemos consi-
74 R -

derar la funcidn generadora como
- , __a y »}
/ﬁf%f- 2 T X} F

ey,

la cual, cuando /i es reemplazado por -3 {entero negativo), es equivalente

a
g x,8) =) 1) T (x )t (3.1.3)
& 7= -0

lgualando potencias de €7 en (3.1.1) y (3.1.3), nosotros tenemos la rela-
cién
T &)= 1) T, (x) (3.1.4)
A partir del desarrollo en la serie (3.1.2) pueden encontrarse facil-
mente relaciones simples para los coeficientes de Bessel.

Por ejemplo

T -§ﬁ'._;)ﬁ..szrz;r J_\/rﬁas

tenemos adem&s, como resultado de derivar ambos miembros de esta ecuacidn

con respecto a x y hacer uso del hecho de que (. ir25) uhfb)f:é?%bhiTHS)!,

que

-
" —

L[] = AR )

2 sl - rs)!

la cual comparada con (3.1.5) muestra gue
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_a_d_ H pra— 1 o a
e Lz‘ Tp GO | T~ s ().

| (3.1.6)
Si escribimos este resultado en la forma
4 47 FA/?*-"]— 5T T )
I e L . = Y - \”?‘-’
i L/( JLlx ) S
vemos gue si 7 es un entero positivo menar que n, entonces
R B )
= = | x ") = i (3.1.7)
L o
Similarmente, podemos establecer que
| "? Aoy
e 7 J()-;)} L]/-}-f-;,_ {XJ (3.1.8)

/

o cual es lo mismo gue

~ = Pl
/i e N ‘ ez \
o L - - D e S0
L) i) = =07 e ),
'~ ;__L‘X// L 3
- H - s
resul tado que puede generalizarse & la forma

3 N7 7 PR
(.4——'_'{?_‘) L ;L];t))l o ?C'/ ﬁJ;’?x‘ﬁ:(;{)x (3-1-9)
-

g O 4

en particular, tenemos Ta relacién

e ‘{_j‘ A -
T n )= 1) \t{/) L () (3.1.10)

que muestra que el coeficiente de Bessel Jr7>) puede obtenerse de ./ ).
Otra propiedad importante de los coeficientes de Bessel, puede tam-

bién encontrarse del desarrollo en serie de potencias (3.1.2). Su compor

tamiento atafie a pequefios valores del argumento x
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— S o ) s
KT o) = > ) =

S/ 5 )‘/ a IS
S=0

tenemos que

acm NT __pmad® 2T
A O -%l Slinpes)t 27t
por lo tanto resulta
A L
T x =
reso I e

W (3.1.11)

en otras palabras, para pequefios valores de % el coeficiente de Bessel]
7
/

LZ}QX) se comporta como X< af37f.

Si en la funcién generadora (3.1.1) hacemos el cambio de variable

f:@ze, obtenemos la relacién

. e
LS & .

7 =

4 =) Jiete (3.1.12)
1= —an

que puede escribirse, con la ayuda de la ecuacién (3.1.4), en 1a forma

pu—

Tolx) 4+ 2.7 205 &

N
(l

ke 3.\,7; (:?f..)Gc.'Q 2..‘::‘

* 2T C)Sin B0 F 2T ) G2 Ve 4.

(3.1.12a)
[-E’ ' 1
= Jx)+ za L T (x)Ceafzme) +
Jr=A

o0
7 22 ), Tppmien (Senem+4)6
perrye
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por lo tanto igualando las partes reales y las imaginarias obtenemos que

£y

Con Csized= BED+ 2> . Ty (2 )0a2(er8) (3.1.13a)
1= a
Sen(x55E)=L Y T s GISEmes)e  (3:1-130)

Nuevamente, si en (3.7.12a, 3.1.13a, 3.1.13b) cambiamos & por‘iiw-@ ; se

obtiene
AL - _ ‘i. . 7
= k) é ) 2T Tl i G 6D (3.1.14)
PR
el TSl = Uil ) Tl I aEC A F T i3 S -, (3.1.1h3)
Sir (e Cen €= 2 a jlnde = 2 T e )0 28 .. (3.1.14b)

Las f6rmulas del (3.1.12) a {(3.1.12b) se cumplen para todo valor de @ y x.
$i multiplicamos (3.1.138) por :,56 vy (3.1.13b) por ., ;2 e integra-

mos con respecto a & de & a 4 y hacemos uso de la Térmula

7 ;

}‘: - T IR = Ny FrilZ wwm s cuodt = “‘-/_ J "
[ & i At
& P

. 4 . - ,
‘],;; N R B SR FO e WO PP Rt {;z/av e 5‘"”"’) (3.1.15a)

e ; —__‘L_( -y ~
Tnie) =) Swilx oo s ) G diav)  (3.1.15b)

yva que de las propiedades periédicas de las funciones trigonométricas se
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sabe que la integral de Ta derecha de la ecuaci6n (3.1.15a) se anula si /7
es impar, mientras que la integral de la derecha de 1a ecuacidén (3.1.15b)
se anula si /7 es par. Entonces, por adicién para todo valor entero de/7,

tenemos

i

-7-
JH(PL’,) J[E_/J(_):,J_/ £y oers aiE A—Scrif xS f'i)jr riiei f)}”" :

Ta cual es de 1a forma
s
gj‘éz)"‘“ﬁ;ﬂ;GA’l udﬁéyﬂv?C)ﬂqé _ (3.1.16)

&
Se ha representado asf al coeficiente de Bessel de orden,? como una inte-
gral, que se conoce como la integral de Bessel y que es de gran utilidad
en Ta fisica matemdtica. En particular tenemos que para /i =¢C

i

L]c\.frx,): ?j’—-—f&mj [}/ S c;_)b.:_;a (3- 1. 17)
a

3.2 Relaciones de Recurrencia para los Coeficientes de Bessel.

Si derivamos: la funcién generadora (3.1.1) con respecto aX, se en

cuentra

que es equivalente a

cxXT

%Z J;Ecx)z_n.—'-i_ ‘];()/)_éh-d_“! “Z J;,"ﬁx)f /?_;

K== - A=

iguatando coeficientes de " obtenemos 1a relacitn
T = T (2D Sa (%) (3.2.1)

Por otro lado, si derivamos (3.1.1) con respecto at, resulta fa ecua
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cibn
N A LS .
4 A ) Ex (e - %) =N e
> Z(i + ’(:?_)Q_ L }7-//;()1)‘{-
VA ™
gque es equivalente a

L) (# it m ) )~ D ndnt)E = 0,

[
==l ;=T

RS

ri—

. . 1 . . .
igualando coeficientes de € se cbtiene Ta relacién de recurrencia

att 7 o a
_.;/_r(_’/l. (x) = L/);-:L i')5/} 7 Srea (2 (3.2.2)

Sumando (3.2.1) vy (3.2.2) obtenemos la relacién
X TGl ) 5 K Jmn (30 = 42 T, (), (3.2.3)
‘ i 8
restando la relacién (3.2.1) dém(3.2;2)_obtenemos
W 7 .
2 T )= 1Tt )— e T, . (%) (3.2.4)
Si hacemos 7= en esta Gltima ecuacidbn, se tiene el importante caso espe

cial

/

o )= = T20) o (3.2.5)

Ahora, si en la ecuacién (3.2.3) tomamos ;7= , encontramos gue
J;;a—):‘z/x.)*;;;,_g.@_) (3.2.6)

Derivando ambos miembros de {3.2.5) con respecto a @ y haciendo uso del
resultado (3.2.6), tenemos

T e ) = = T o) - Ta (x)

la cual, como una consecuencia de (3.2.5) puede escribirse como

J:’(x)%‘,%i/:,(x)*h];(x)‘—_g ' (3.2.7)
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que muestra que -z= J/>) es una solucién de la ecuacién diferencial
//
72-,_. 1 7y
GE T yE g =0 (3.2.8)

Se puede demostrar de una manera similar, que la funcién de Bessel
Ja(x) satisface la ecuacién diferencial

AR (_1_._
e T Tx

] ,
n a
Z.‘)/A{:O (717 2srbero) (3.2.9)
De la ecuacién (3.2.4) encontramos, como un resultado de derivar ambos
miembros respecto a X, que
I —_— / —_ )
2y (%) + T lx)=rdy )= Tpps (X)= X Tiqpq ()

ahora, multiplicando por n1 (3.2.4)

4 .
n TR &) =L=T0x) ~ 9 Tpea (x)

cambiando en {(3.2.3) /7 por »+4, tenemos
s s
X Trrpn )+ OD141) Tirra (x)= X T
por lo tanto

z

X T 4 T )= L2 T e je x Tpoi) © (3.2.10)

&

que muestra gue J-/¢) es una solucién de la ecuacién diferencial (3.2.9)

suponiendo N entero.

3.3 Ecuacién Diferencial de Bessel

Mostramos (seccidén 3.2 ecuacién (3.2.10)) previamente que cuando N es
un entero, Jn®) es una solucién de la ecuacién diferencial de Bessel

(3.2.9). Ahora examinaremos la solucién de la ecuacién cuando /7 no es ne



48

cesariamente un entero. La ecuacién diferencial de Bessel es de la forma:
A N
SR T AT (X 0%) s =0, (3.3.1)

Esta ecuacién tiene una singularidad regular en el origen, de modo que se

.puede proponer como solucién

& A4 D
9‘:12(2;,% ) (3.3.2)

hY

-

"
b

Resolviendo la ecuacién diferencial, es decir, sustituyendo (3.3.2) en
(3.3.1), resulta la ecuacién algebraica
gg‘“( _ I E} ArA ) & frA+2
STk o) ~rfiaa T T ) g x =0. (3.3.3)
;{':C'L - A=C
Esta funcién debe cumplirse para todo valor de X vy esto se verifica sola-
mente si el coeficiente de toda potencia de x es idénticamente cero; es

decir que debe cumplirse el sistema de ecuaciones

A {44(/:1;1)—/7 =0 (3.3.4)
D papeey= P = 0

Si tenemos gue 2,22 , la ecuacién (3.3.4a) se verifica si:
1° caso L=/t 6
2° caso A= -7
Mientras que {3.3.4b) se verifica solamente sf a,=o .
Si tenemos 'que a,;= 0 la ecuacién {3.3.4b) se verifica sf:

3° caso A=i-1 6

4° caso A=-s7-4



en tanto que (3.3.4a) se verifica solamente si @, = o .

k9

Finalmente Ta ecuacién (3.3.4¢c) se verifica si los coeficientes se

construyen con la foérmula de recurrencia

7 2 -:_- R — -~ J e ————
A t"j-.{*fjr-‘ -H-!(V/—f—/;-’i’-—)?)

1° caso R=nm, Qe ™ C, L. =0

(3.3.5)

Con estas condiciones, la férmula de recurrencia (3.3.5) toma la for-

ma

R )

o =t

A WJ?rar'A2+J}

obteniéndose la solucién

% 2 LY
/,4‘ — e [ ra e
4 X gy
& .?‘.{-_.47".2_) "‘f[' ) ?"‘r’-_); SAT N-)
, I L, r
.._-:—) e o A)) e .

M AR 5\‘_}’{",_?_/’7 -fvx?-j - _.}Ef? - Jiii)I
que también puede escribirse de la siguiente forma

n+2ry

o
*5 /—f)rrz P
” A1~ c.uf ————— e
/ r=o I". (i’]._.)(nf-,?-) (_ﬁ.‘.a )

2° caso A=-p

, Lo F o s =&

-

La férmula de recurrencia resulta, para este caso

a,"_a: (7» .
- ()fZ},-J? -z

Con estas condiciones se obtiene la solucitn

-7 Z. 7/
2= 2y, WIS, S Y &/
/y 2 X [* 2021-2) T 7 AE=2 Nzrr—5) T

ar

- d = l T
Z2A 2 (zn-2) mzr) ] (r

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)
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que también puede escribirse de la siguiente forma

oY
= —Fit-ar
%:> - (o X (3.3.9)
e 2 et Yoi=Z ) (rm i
£ e Volri=a -2, ) (rr-v)
3° caso R=pm-4, Q. =0, Q1 F O
La férmula de recurrencia tomz la forma
/‘2 ,
g = — rd (3.3.10)
{Ljte PSS [ PRI B W
. ;
y la solucién correspondiente es .
;o _J"i[_ ' > Z. " Y r
L= N ii e S e - L sl S [y ,,:f,..____ __2:.._.__ e e
i ST+ ) o FlinriNdsiry) VS L ey (Lf+¢.) - (Zri# cJ’)
)

) n At

e Xrez)

-
H—l (..&

f¢r)

Comparando esta solucién (3.3.11) con la solucién (3.3.7),

difieren a 1o mas hasta una constante multiplicativa.

bP==p—4, de=o0  GiF0

4® caso

(3.3.11)

se ve que

Con estas condiciones 1a férmula de recurrencia resulta

(3.3.12)

PY &y

ja cual da como solucién
—r7 - < 4
t,f‘v — . -, _1_ _— ) -- _?‘:;, _.J_ s .
: “.x [ . (r.n-Z.) T & VENT ) gy FARRTAT
6 ,
XL - +2r
:‘,;:;y = ‘_’Lq -z e
¢ o 22l Cr-adr-2) - p—1m)

Car{en-2.)---r-ar)

(3.3.13)

(rz4)

]

o]
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que al compararla con la solucién (3.3.9) vemos que también difiere hasta
una constante multiplicativa.

Hemos obtenido en esta forma, como soluciones linealmente independien
tes de la ecuaci6én de Bessel las serfes (3.3.7) y (3.3.9); vamos ahora a
determinar e! intervalo de convergencia de estas series. Tenemos que

H
.{'.‘_;_i l‘w — C.‘ .

- )
s

,{2&'/‘/’. !t ’;152
‘._>L‘1:‘I [

-

por lo tanto las dos series son convergentes para todo valor de X .

Cuando la constante i, en (3.3.7) se esCoge Ccomo

A

Lo = —omyy T
LT
ST )
1a solucidn toma la forma
" JPN
77 i 7t g8)
it X e
AT oy L T T N {3.3.14)
AL /—‘.i) SN B SV S
F=<

Comparando esta serfe con (3.1.2) vemos gue son de la misma forma, ya que
reita)= ! cuando » es un entero pisitivo o cero. Si hacemos que la
serie (3.1.2) defina la ""funcién de RBeusel de primer grupo de ordenn'
atn cuando /7 no sea un entero, podemos escribir la solucién (3.3.14) en
la forma:
P I )

Similarmente, si tomamos el mismo valor de @. en la serie (3.3.9),

esta se vuelve gi;1Cz). Por 1o tanto la solucién completa de la ecua-

ci6n de Bessel, cuando » no es un entero es

yw= Adn(X)+ 5.1, ‘x ) | (3.3.15)
/:";
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Cuando y7 es cero o un entero, tenemos, de la ecuacién (3.1.&), que
las soluciones Jn(x) y JFxndx) no son linealmente independientes. Por
lo que debemcs determinar ﬁna éegunda solucién para cuando 7} sea cero o
un entero.

Sié? es una funcidn que cumple con la ecuacién diferencial de Bzssel

Y <= J.(>) , entonces por (3.3.1)

% ; z : -
2£x<'+,gzc'+ £ x —17‘)4£=U
2-" ;‘// ,};_ ): :_!4- - () /r"- .- _ 0

.-‘”

ot

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por- , la segunda POF 2L Y
restandolas, obtenemos

e Fd . //) I R R ,'(//!}__O

/Lf;’l{ — AL TR i f =

pero como

entonces

::.["" it — 1y el — ,_ ; e
Y %?/ﬂ‘;%éj] /(// /wt)f éuarfﬂ.)_@

por lo tanto

;5§?ﬁ4¢—29344;%: 2
73 p

donde B es una constante. Dividiendo entre }’éﬂ, tenemos

7 _ ol ax

donde A es la constante de integracién. Consecuentemente como ¢ = Jnlx)
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o — 7 - L’ _,.,Jf::.%_____
/ Agf/;()f)'f' 5:];.&1) .l’(j;'f“()f) (3.3.16)

donde A y /3 son constantes arbitrarias, S# ¢ ya gue por definicidn

no es un miltiplo constante de Jnd¢) .

10 . . . - e - . i

06} .
04t 3,0} -

02t}

i 1 4 1 _t L ! t

Fig. 3 Variacién de dol}y J,(x) con k.

1 0 T “r T ¥ T ¥ T T

Yoix)
0 5 - Y1(x) -

-05¢t

4 ] i ] Il

-1 0
: Fig. 4  variscién de Yi(x) y Yilk) con ¥,
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Sustituyendo la serie {3.1.2) en la integral, ésta toma la forma:

24 o 2 = L5 7.
— R L b X b b X +-t)ax
jlfdr(z() (2‘” A a

- G - Qs _ 4 L Sy 4212@% _!212£fau
&nzaf? - 2%2‘4 atéJXT ‘5‘,‘7“ a + '?

Sustituyendo esta expresién en (3.3.16), obtenemos una segunda solu-

cién de la forma

Jz;)(’zo{nx fb)-/- e E O 4) (3.3.17)

donde 4., C. , C;,,(la,... son constantes definidas; la constante b, es
arbitraria y su valor puede escogerse de tal manera que nos de la forma
més conveniente de la segunda solucién. La que generalmente se acepta co-
mo la forma usual, se conoce como funcién de Neumann y se denota por }rilx).
Es suficiente recordar aque la segunda solucién de la ecuacién cuando iy es
un entero, se comporta comojﬁﬁfcuando X es pequefla y contiene ademds el

término £ x, por lo tanto Yn(¥)—-c© cuando 2:—> +¢ . En términos

7

de Jnte) vy Ynl¥) 1a solucién general toma la forma

#=Adpix) + BYnix) (3.3.18)

3.4 Formas Integrales para las Funciones de Bessel Jn{x) .

En la secci6n 3.1 ecuacion (3.1.16), se encontré una forma integral
para Jnd{x), va&lida sir es un entero positivo. Ahora desezmos encon-

trar en esta seccidén, una segunda férmula integral. '

]

Sea

I_f(i 2)" 0, a%
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en la que VL}"%E . Si desarrollamos el término exponencial en potencias

crecientes de ix£ , vemos que

Las integrales que aparecen en la serie anterior se anulan si 5 es un en-
tero impar, mientras que si S es un enterc par 21 , las integrales tienen

el valor

r

44
J— - =

(i"/‘)h 2 Tzc;’.’z.c-_—. (e m) T+ E)

- e rea)

o

por lo cue
N LA e
7 = > e 2T e BT )
P il SO )
y aplicando la férmula de duplicacién de Legendre para la funci6n gama
(Rainville, 1960: p. 18) /-(‘:“j)(_,.f),’: &:rr"!/—’(f"‘f'ét) , tene-

mos

S zr
I = ) T )S )
— T nsr+ 4) 28T
Se sigue inmediatamente del desarrollo en serie {3.1.2) para Jn(x) , que
£24
/— n )?--é- et
A Z X
S 0= (1-t%) Q@ At (3.4.1)

/

/_’(“')/ »*7-“)

'.

que es equivalente a3 1a férmula
+1

~ 1 1
(.I?()u) = ML?x"*.i. '—7(__“__)/—1,’],/ _‘__)j i ;) '&-‘Q &"'é',)a?{— (3-"1.2)
y en particular, para /i=0 :

+4
— ooz xt) 3
(]c—-()i)— ;—,‘j NG eE o AL (3.4.3) -

o
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El resultado (3.4.2) puede expresarse en diferentes formas por sim-
ples cambios de variable. St hacemos +=go2 £ , obtenemos la expresiodn
integral .

_//_
. n {,
Inl) =7z -ﬁ/i)f leresy Cod (xarno)Sen e (3.5.0)

C‘

y si hacemos el cambio f—-c . obtenemos
E)7 £
i

. n ’
. o X ix) ~
(./J; (x) = A A [T ?Tj;_i 2 (57 G)C’c'éa Cé . (3.4.5)

+ 5
g .
Las férmulas particulares para =0 son:
i/z e
2\ 2
VZYZ):'?ifgﬁMZCﬁﬂlh£3:J{jiidé Sei )8, (3.4.6)
& [}

3.5 Férmulas de Adicién para las Funciones de Bessel J,(x).

La férmula de adicién para las funciones de bessel, nos relaciona fun
ciones del tipo J;;C\’-/-j) con Tunciones J_,r—{x,.} y 'J—Sf') . De 1z defini-
ci6n de la funcién generadora (3.1.1), tenemos

cm

toxe i -F) &
“ / . (’A—L ){—
F=—cr
en esta ecuaci6n, el término de la izquierda puede escribirse como el pro

ducto de dos exponenciales de la forma
4 . i .:.JL'_ o f _—‘;'.Q)
= x{t-=+ = F ()
2 ) gt

sustituyendo en este producto las series apropiadas (3.1.1), encontramos

que
,;‘L/;a?){-” ?_Z_)_J;(XJJ;(;){”
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igualando coeficientes de'frj, obtenemos la f6rmula de adicién

L];;(Y /) i (x)J—_,-u_) (3.5.1)

=D

Para que esta f&rmula contenga solamente funciones de Bessel de orden

positivo escribimos el miembro derecho de esta ecuacién en la forma

rz_—“g]-(x}jn -5+ TJ(}’) e r/) +r>n+ J,»OC) - r\z?')

por {3.1.4) el primer término puede escribirse como

=4

= e
> ) T ) ey (2)= ) (0) T ) T ()
PRl ) =2z

similtarmente, el tercer término es igual a

(2

§ L];?-H'Cx)t]—r‘ ’) }j /—i) -_];;+rC/C)J(7‘)

=4
y finalmente

L];‘I(X 1";) = 2_\ Jr(X)Jf—r/)‘:" 7(1) LJ;(X)JH-N (})'f“ erﬁt)u !79(3 5-2)
r=o

):f.

3.6 integrales de Funciones de Bessel

En esta seccién evaluaremos integrales de funciones de Bessel, que a-
parecen con mucha frectencia en aplicaciones précticas.

De la ecuacién (3.1.6) derivamos la relacién

o7 o
u/iz'ﬂjz_j_(x)zdz = E?fll;éxé}
o )

fad

si 1i>o Intf,;[):)—*() cuando x-—>»n, asf que el Vimite inferior es ce

ro y obtenemos la integral
o

A Tres 0= < T ) SN
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la cual, por un simple cambio de variable, da el resultado

o
frnJ/:—i(‘_z:"(,JLl’Z’" - a (_];-?(tt;o._) (f’-’)‘O) (3.6.]8)
o

donde & =/ . Un caso particular de esta expresién que es de uso fre-
cuente, se obtiene si hacemos en la ecuacién (3.6.1a)1=4. En esta for-

ma obtenemos la integral

&

ff£(§f')c€?” - LT lF, (3.6.2)

Otros resultados pueden obtenerse a partir de (3.6.1a). Por ejemplo,

haciendo uso de la ecuacién (3.1.6}, podemos escribir que

g%

a
¥ - . T 3
j‘l"J T.‘":'_r"),l:';ﬂ —\f"“’ L o 'r. T /.")i‘a/}n
WAL - = LT . LE
Eoor o vrte y

- 4
[ =
integrande por partes, el miembro derecho de esta ecuacién se transforma

en:
X

2 Jga)- [ ra o

[

la cual se reduce, en virtud de (3.6.1a), en
LJ (‘é ) N—aa J (Z !

T a0 = ; 9, ;

< = e )’

ahora, por la relacién de recurrencia (3.2.2), tenemos la expresién

i) =i J, () - T (Za)

asT que finalmente obtenemos el resultado
a

fr’J;(g-r) r*’*:‘g"ii {Jo(év-)f' f( -;T‘—fé,—)J;(ga)] (3.6.3)

[}
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Combinando (3.6.3) con la ecuacidén (3.6.2) obtenemos la integral
a

ﬁ(az’—rz)\]c(f)’jafr = 44 T Gca)-24 J /5 a). (3.6.4)

(4]

Evaluaremos ahora integrales de otro tipo. Considere la funci6n

w1
7.

j f&-u(".""nb

donde 7 es cero o un entero positivo,@ Yy H son reales y positivos; si la
integramos alrededor de un cfreculo en el plano complejo con el origen co-

. mo centro y radio unidad, se encuentra gue

247 T "
e pede - _2ji¢i)" INaER - a
a-ibaae  Nat+b* L b '

(4]
Pero de (3.1.1%4)

SPRLL Tkl E -
Jn L/X) = “‘é;izg—'[(?, AT A g B
-

c
Entonces, si 1l es cero o un entero positivo

an
fa L \],-? (b&)’l.,)g_ _Q)_‘_f ’-—-*f’jzbf Fhx e Orarr 1}@ —

4]
Do 2
Y e ) Ci'._z/”f‘(l}-fa/ (a-ibe C)?Cﬂ;; — {—z) g 2763 /4_},9 )

7 a-Zhoec e ©
o
Por lo tanto
. ax ( 4 WatigT-a 1" (3.6.5)
— L ) b,{ ) - a + s — . -
J¢ In ) = e ]

y en particular si n=o

—_—ax i 1 )
I Tolbr )k =i (3.6.6)

Si hacemos que A0

St hpnewne sug
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A7 36D
o

y en particular, si b=4

(40
S Te)ai = 1. (3.6.8)
a

Nuevamente, cambiardo en (3.6.5) o. por@Z 'y sia yh son realés y po

sitivas
oot i)

TR oy g -:H__._fiﬂ______i_' S |
f@ 7 ()l et | b 1.  (3.6.9)

)

[

St A5y a2 , se sigue de (3.6.7), que debe tomarse el valor positivo
de :\/'52'_@2—' s si ba< 6?,2 podemos poner
- 2 . :’.-«_._--_-;-,v_.____l
N B-aZ =7y a*- p?
la cual se reduce a 7@ cuando & es cero.

De (3.6.9) deducimes los resultados siguientes :

- i , -
f J‘J ‘/b '1‘) Gogeiy Ax = ‘*"';f:"!'r:-:_:—('“
N EE -
; 2 5 (3.6.10)
o > bT> of
fL]c_:(lM)CSoJ7 2 XK = O
‘cj —
X —
fjj (ba)Coz axeide = O |
2 2
-4
? “ 4 ' (3.6.11)

]

e
! J; [5})54’1 QXox = _'GZ? :':————H-b—;—l_

—

Otro conjunto de férmulas se obtiene como sigue. La integral



Fad

I ijm—i J—;7 ((L;v:.)aéc'

(44

_es convergente si MENDO, rn<—.~z— , a real y positivo,

de la férmula integral (3.4.4), se obtiene

T > fh -'n a rr =1 ”//2. 27 7

jrawmy [~ ‘ l \1 ErS ot “+ ) , 21:2 Axin- . - S' 9 ( ..

- P(%)!ﬁ(nwhé-)L?,ij ‘U‘fc (Poxeri)omr BLe
o o
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(3.6.12}

Con la ayuda

(3.6,12a)

en la cval /i>~< . Cambiando el orden de integracién y aplicando la

férmula
C( "

: -4, P ;5 =y
fc‘zm:z’:-t & = [ ) Coa ! EiT ) Al e}
[+

(3.6.12a) se transforma en:

I3

I

St = et

, A
I_—_—_ 2! (12 Cod z ﬁ///‘;f;/f})jc\_ 2N, ., eI

Ry GER I

a

& e

en la que pi+ri<<A. Para calcular esta Gitima integral hacemos uso de

la ecuacidn
45

Zri—a -4

Z.I (j/,rﬂ,m S Ol = S = F‘-{;”/)/_’(/'?)

o

resul tando

i -, . LA=i-n
I = AUy s T i i) T *“)

FEED27 07 77 (g £2200)

pero como

AIFrF-A
Sl ) = _%...__.____p(quzu:aj L IR
/R Ay A A

Ve Y el = 77 GerlC ( FisT
p/f /—2) /f el E;J.//)

L TR
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tenemos finalmente que

r

N A=A g 77 220D
fx”"“J@x)a?x= am, C ln_)),n (3.6.13)
5 a”/m(e+137)

donde /7+=mM20, /?’?<%, ¢ real y positiva.

ta formula (3.6.7) se sigue de (3.6.13) cuandosri=4; ésta es valida

para /7> -4 . Si/m=0 entonces

J—’;ﬁ” =L (3.6.14)

la cual se cumple para 7y1>0, Q real y positiva.

3.7 Desarrollo Asintético de la Funcidn de Bessel

En ciertos problemas fisicos, se desea conocer el valor de una funcién
de Bessel para grandes valores de su argumento. En esta seccién deducire-
mos el desarrcollo asintédtico de la funcidén de Bessel J,'_j(JQ e tndicaremos
meramente el resultado para la funcién Yni{x).

Tomemos la ecuacién (3.4.1) como definicién de la funcion Jafx). A-
plicando la teorfa de funciones de una variable compleja se puede demos-
trar que esta definicién es equivalente a:

Il = &) UL t“)ﬂ- "a“.fftv:f —t“)f“df“ﬂf} (3.7.1)

ITE T
‘—L,L

donde L es la lfnea recta A&)=-1 en el semi-plano superior complejo
t y Lz es la parte correspondiente de la 1fnea recta A&-)=+41 . Cambian
do la variable t por «c= fx{1-t) en la primera integral y por A=

=-¢x{a-t) en la segunda integral, vemos que

In O =N\|F [/’;'200 v'—/}:(x):ll (3.7.2)



63

donde
[# 2]
. L Ly _L_
. _ 4 X={ZN+F)Ae s
)= 2~ Q" .« (++ u.) 5@
o

y jxva) denota su complejo conjugado. Desarrollando

I

Pi——=
N ul( -
- SA

por el teorema binomial e integrando términos a término, encontramos que

. L e
- - Pl Txko- ":.: '—’_"_.:—;"I? <N ; = - e
Inld=2q ’ y H_”)ﬁ%ﬁ‘;” e (3.7.3)
. £ i rliex)
donde (o) = <li+4i) - d4+>L)—~ijSiif; Si adptamos la convencién de Han-
[£

kel de que:
(é;— - f?)z( i +”§T) roo— Lfj._t;)r ()

en la ecuacién (3.7.3) y éustituyendo el resultado en Va ecuacién (3.7.2)

encontramos que para grandes valores de 3, el desarrollo asintético de

la funcién de Bessel Jnlx) es

JCK)N fi L_- L )
T (3.7.4)

N PSRRIy
— —_E:’__.. i 2,,,‘}.}“-__._;_,}’{1/ - -
%7&) \'//?J ;_5 T2 ya 777
r=c s
o . (3.7.5)
- . —_— . N :—_{_) (} :—f. e
7 {/)_—E" rm'—m//) T ,_"‘I‘)‘:"ji“‘y_ )_—|
r=c R -

En ciertos problemas basta usar las aproximaciones siguientes
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In (&) ~\7x t (emb i - 57) (3.7.6)

Yv(x) ~ 5211{%""'*-1:/?/?—_‘:'—!7), (3.7.7)

3.8 Los Ceros de las Funciones Bessel Jnix).
Ahora deduciremos algunos teoremat relacionados con los ceros de las
funciones Bessel Jn(x) .

la funcién Bessel J x), satisface la ecuacién diferencial

__/// 1 ;o -
Il =Tl (""JLZ‘ Jnx)=0

5i hacemos

x =&t E, = ensTAnTE £ O

!

obtenemos

L]},(é:_ )”” Jn (‘9_1__6) ( ; _f-{/?,'-“-f)':b .

Similarmente, para
X = f(lf} ;‘-‘_'; = O ITTATTE L,

tenemos

o) w e ) v (o) Tl

Si multiplicamos la primera de estas ecuaciones por clj&‘qué‘ft)

la sequnda por —-gaf\)ntaiu) y sumamos las expresiones rasultan-

tes, obtenemos
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£ “-(j‘-? (&“ L_)L//? C‘::‘_'C) Q J;/'(/;;_?" )J (.. _)

# Bady CEat)Tp(Ect) ~ Eeda(Eet) Tn(Eat) +
(25~ § S)tTnlact) Jalsat) = 0.

Los tres primeros términos juntos, son igueles a la derivada con respecto

a7 de la funcion

9 .J {« t‘)JrL E.t) - 4.5 Jn(f-‘z »)Jﬁirﬂf)]
Si esta funcidn existe bajo el intervalo (q}_ , obtenemos, Integran

do esta Gltima ecuacién de @ a i .

s J_,(r AT = L T E A T E f)}i ~

{
-\_,__ )fh Lzr‘«--/.i L)L})’}(gg_n_)u_.. =

El valor del término dentro del parénte’sis cuadrado vale cero para el 11-

l—""'—?

(3.8.1)

mite inferior y (3.8.1) toma la forma

.75 o (o) B NI 5 )j: TEATEDH =0 (3.8.2)

De esta ecuacién, podemos dar cierta informacidn acerca de ia distri-
bucién de los ceros de Jnlx).
Sea & un cero de Ji(x), diferente de cero. Hacemos que Ja=35 Y
~ \.—* t + -
que &.=¢& , donde E " denota el complejo conjugado de £ . Por lo tan-
to, £,y £. coinciden solamante para valores reales de &.
$in es real, Jn/x) toma valores reales para x real. Llos coeficien-

tes de la serie de potencia (3.1.2) son reales; entonces, si Jn(E) se

anula, J},(Ev también se anula. Si en la ecuacién (3.8.2) hacemos
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t/;(‘g__)=~jf?(g@) =0 la expresién dentro del paréntesis cuadrado

se anula y el segundo término se vuelve

(§:€.

-
o

ci'{' = 0

’t&

donde se supone que ; como la funcidn de Bessel no se anula idénti-

camente, ffl'jfr‘f'f“')] Sl K , entonces debe cumplirse que ¥ = &

_(g.bf"‘)(g,;.é#) O » lo cual implica
s # 'sa____u:ﬁ&
§=¥ y $T76&
Por lo tanto X es real o puramente imaginario. Paranreal la funcién de
Bessel Jné() tiene solamente ceros reales o puramente imaginarios.
Para investigar los ceros puramente imaginarios de las funciones Be-

ssel, considérese el desarrollo en serie de potencias

He) 4 } = ,
,Z”. - 27 : *7(/ -:".“-,J-j__)

la sustitucion x=at, c.reai;to , NoS Heva a

Jplx) 4N ( 2 4
X7 27 L S’ VAl Iy

Como 47 es real, /7+5+41 es positivo para toda S con un ndmero finito de

excepciones y como ta funcién gama toma valores positivos para argumentos
positivos, todos los coeficientes de la serie de potencias son positivos,
excepto quizd para un ndmero finito al comienzo de la serie. Para gran-

-
des |a_|, las potencias altas prevalecen y como (%‘9 >,O para o.# 0

tenemos iE;:i> para valores suficientemente grandes de |Cz.! . Asi
A
los ceros de la funcién il% pueden ocurrir solamente en un intervalo
prd

finito del eje imaginario; entonces, como se trata de una funcién entera
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-

e, . .

trascendente, = ;;—- puede tener solamente un ndmero finito de ceros
P

puramente imaginarios. _:Eiigl_ no tiene ceros puramente imaginarios pa
x)} -
ra n>—1, ya que en este caso, para toda s

PS4 >0
S i S+ 40

Asf, todos los coeficientes de la serie son positivos y el valor de
la serie misma es positiQa. En particular para =G4, --. no hay ceros
puramente imaginarios.

Hemos obtenido el resultado: Para 7 real >—4 , Ja(x) tiene sola
mente ceros reales. Para cualqguier valor de ", Jalx) tiene solamente un
ndmero finito de ceros puramente imaginarios.

ta funcién Jafx) tiene una infinidad de ceros reales, para todo entero
real positiva 17.

ARadiremos unas observaciones acerca de la posicién de los ceros rea-
les de las funciones Bessel.

Sea y; real; si hacemos

Lf;fg =Y uz;ﬁf):=5’75,7

entonces, sustituyendo en la ecuacién diferencial de Bessel, obtenemos
2yt CGAFL) A xT =0 (3.8.3)
Si & es un cero positivo de 2r’, parax=% la ecuaci6n diferencial to-
ma 1a forma
Eorg)+ £(3)=0

y por lo tanto

e+ vi(&E)=p
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o sea YUHE) vy Ui ") son de signos opuestos.

Sean g}_ y §}J§>§£} dos ceros positivos sucesivos de ¢=¥x) asft que
X )FEO pere & < X< E, - Por el tecorema de Rolle, debe haber un
nimero impar de ceros de u~" entre £, y &, ; consecuentemente, (%) y
1rﬁagi) asi como Zﬁ@i) ¥ ZTQ{L), son de signos opuestos. Por lo tan-
to debe existir un nfmero impar de ceros de ¥ entre £ y&., pero por el
teorema de Rolle este puede ser solamente uno, ya que un ndmero impar de
ceros de 2~ estd entre dos ceros adyacentes de 27"y por hipbtesis, 27'no tie
ne ceros entre &, y£,. Enefectowv tiene precisamente un cero entre ry

Y. . En otras palabras, entre dos ceros positivos sucesivos de1™ hay

2

solamente un cero de ¢i~. Los ceros positivos dev'yi 'se alternan; lo mis
mo es cierto para los ceros negativos.

En la seccién (3.1) ecuacién (3.1.8) se encontré la relacién

& Inx) = T 00 L
& 27 it

como los ceros de 7y v~ ’se alternan y como ademés

/= S 2 , 27 = ~ JQA—Wf’)
Pl rad

entonces todos los ceros positivos y negativos devy ¢/ son también ceros
de JnG) vy Jore{x) . Ademds encontramos que los ceros de Jnlx) y

21 (X) estén alternados.

4 A
Para === ,/1="7  encontramos gue

fﬂ_____

_—ﬁ
J_..—_(?f, =/ —//{ d';ix, J(X)' //;_’ Sen X

Los ceros de estas funciones son respectivamente:
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oo+ 3 = e z 7-,«—'-4‘) —
f_g_’-——g__/"j'}:“/ ’ y - ‘50'2""‘ —/ .
Y
oz T2 7
Para h=1,

S o= //,:. S (- 7,//)

y los ceros de esta funcién son:

£ _
G GH G - 7+ D I
Para /7= &,
”“‘7
X 5@’7 X - _:"/7)

siendo los ceros de esta funcidn

3~ 7 -
T -7 2L

1 (/77+ 27, -

3.9 Las Integrales de Fourier-Bessel

Deduciremos ahora un teorema andlogo al Teorema de Fourier. Nos refe
rimos al Teorema de Fourier-Bessel y lo enunciaremos como sigue.

Para /"Sr\g . donde/n yg, son reales po;;iti{ros, gd(f) continua
excepto para un ndmero finito de discontinuidades y si tiene solamente un

ndmero finito de méximos y minimos y si ademds /7> 4 ; entonces
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ﬂ | Z(@irro)r dgo-o)] p<r<g
o F ) F Flr+o) r= s
jcf?f'f?’l.’jﬁféﬂ)t]/_?(kf)tjf-)éﬁ')df =< (3.9.1)
Z - = &r-o0) r=g
O 0<r< s & I>e

7

Para demostrar este teorema, considere primeramente ,,u:':-z]né’x) y

‘ﬁ—an(f’x) , que satisfacen respectivamente las ecuaciones

Multiplicando la primera de estas ecuaciones por X%, la segunda por XL

restdndolas e integrando de O a A , Se obtiene

4 " )
f Lx (1{ ”Z"'-:,/{Zﬂﬂ) + (L(. 'LL"—.—/&_’?‘Q_‘{ :@L’ £ 6/‘2‘_ ';“z-\)fl*;}é’c"i—"fffl( =
0 - =
es decir _
b 4
7 - y i ~ ~2.
fﬁh_@u ~ 2L )]M = ,(fz_, z) itk
&) ’ o y

- , A
Xl Jnlpada = J;f—“m;;[ S T Gx) - fJ—,mz)J,;g:z)_l (3.9.2)
—rel’ i)

o
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Si n1>4 , tenemos que el miembro derecho de la igualdad se anula para

X = ; entonces

A

, . 4 ,
fx%‘*"%%)ﬂ' = e WZéf/a)(Lng-@onJf;gﬁ)] - 5:9:3)

[~

Usando la férmula de recurrencia (3.2.4) tenemos finalmente que:

4
[t -

o

(3.9.%)

= — [ﬂh/’;”w D)~ rhdy ., (m)J,—,ga/y )]

$i shora sustituimos en el miembro derecho de (3.9.4) los desarrollos

asintéticos de J(x) Y J,.¢x), resulta

4 e fZ F
— === = [ e S~ -
-— 't - R j f — j _ — — ; .
- A } j,_ CQ.UQ Ot ey ,r,..f/l),yf;f()'/x— 5 -‘2%—/7/7):, =
- 4 4 ‘Y o.or —
= ?-:_’ ey T[\[—lﬁ_ {—uz.z [+ P)h-nil | +'.S«}? {f~r)fi}

+ F{&n [:(;f:f-r)—-nf—ijl -.‘-.fi;'x?(/"—'r' )/)}-J
f .

e P i =-_4, -
H i_—r’?//)‘-»\.“.‘ (Jﬁ 4/4‘—*;";"// - 'Z///{) e
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De la teorfa de las Integrales de Derichlet se tiene que:

- Sar .
Lom g0 S et = 0
(78
A -
Lo [ g2l i = [r’f’t*'—:’f) e -—c)] a<r<h

x =i

S —= 020

(72

con zsx<h , Fix) finita y continua, excepto para un ntmero finito

de discontinuidades finitas y si tiene solamente un ndmero finito de méxi

mos y minimos.

mul-

#(s) satisface estas condiciones para ,.x¢= ,

Entonces, st (/. o

s—(_f g F;

tiplicando ambos miembros de (3.9.4) por F;égp) , integrando de<ﬁ,azm y
. o ’

tomando el 1fmite cuando /2 tiende a infinito.

i -
= GO0+ gl ra<r< (?
& 0 - & f
s . L % @()"f‘(") )"3“&/.—;5
\j/f‘?f.i’ >) xt]}—?s'}?,zj(];h/}’z)g:{({/: o= < ) { P
: / = glr=a) =g
’/.L = 5
o e WA
L <L) / o /r

Ademds si i) satisface la condicién de que

[

ﬁ FOrlr

. A4 ,
S
sea absolutamente convergente, el orden de integracién puede cambiarse y

el teorema estd probado.
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3.10 Funciones Hankel

Hemos visto que las funciones Jy/x)y Yn(x) son soluciones lineal-
mente independientes de las ecuaciones de Bessel (3.3.1), pero en ciertas
circunstancias es ventajoso definir, en términos de ellas, dos nuevas so-

luciones independientes y estas son

e L _ (3.10.1)
/f7,/, (o= S )+ 2 K’;(’X_)

(i - . . '
Sy )= Sl )= Vi ox) (3.10.2)

11amadas funciones Hankel de primera o segunda clase respectivamente o
funciones Bessel del tercer grupo de orden)y) . Ambas funciones satisfa-

cen la ecuacién (3.3.1) y por lo tanto, una solucién general serd
(r) - el
7 AHp )+ B Cx) (3.10.3)

donde A y 8 son constantes arbitrarias.

Inversamente, a partir de las funciones Hankel cbtenemos que

)= 5 I/‘/ /—/{7‘”&) (3.10.4)

. T W \,:_};,'“
o) ==L Hiloo-Hyy 60| o)

Estas funciones est&n definidas tanto para valores reales como para



74

valores complejos.
Vimos también que paranm no entero, una solucién general de la ecua-
cién {3.3.1) es de la forma
? = ALZ?(;’—) + BT 0)

En este caso las funciones de Hankel toman la forma

/ﬂ/):)- L —0//.:J7(A) Jﬁkl)—l (3.10.6)

\S-c./?/"//

(3.10.7)

Hi )= = 5| € Tn )= Tne)]

Inversamente

Jx-?(k)““ aLHn Ct) + /—/é&)(.t)] (3.10.8)

fire (1) —12772 , 2
T ) =4 10+ @7 )| o

De la relacién (3.10.6), tenemos que:

S

) nis e T
/7/_,7@):..—3@)7_(@ L) =T, —-—-—~J 7 - Jn{;JJ
por lo tanto

F i \)
HU( )= Q m /ffl(x) (3.10.10)

vy por un. calculo similar, a partir de (3.10.7), obtenemos que

H.py 0=

Es conveniente tener los desarrollos asintSticos de estas Tunciones,

ﬂ// z

() .
[ ) (3.10.11)
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ya que son de gran utilidad y los determinaremos en forma directa a par-

tir de los desarrollos asintdticos de las funciones Jo(x) Y Yhix)

que fueron deducidas en la seccisn 3.7 formulas (3.7.6) v (3.7.7)

7
S = [J,,(x}Lz) )] -
f\/:—_:} Goilx—+ z*——/)a*"‘“r:x ¥ =il - -20)
7 L_ A 1y / I ==l prad ]

(e}
de donde observamos que el desarrollo asintdtico de A (x)  es:

»

2 e 2T =570)
Hn &) = »\/, a (3.10.12)
y en forma similar
cz), 51 -ié&v%ni—ﬁ%ﬁ)
/‘/n () =n //;?2' (3.10.13)

3.11 Funciones Esféricas de Bessel

En ciertos problemas fisicos, deseamos resolver la ecuacién de ondas

en coordenadas especificas, la cual tiene la forma:

T, 2o ER N SSN- V/ i WPUPNE- S bt 1...__3 -
_ng Ty ag + FEE e (Svre 5 ) TR 5T Er

Si suponemos una solucién del tipo
T Zewt
Yr=ye R

encontramos que A/(r)) debe satisfacer la ecuacion

fi‘”/’ 2 AR -Z/—f’+i)) -
,’/‘,,-.,.. * r »‘_)’"‘ ST G.Z" !,2- R - O-

Si hacemos el cambio de variablef:%’?—r , ésta se convierte en
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dlp® J’ fﬁ’ (3.11.1)

la cual se conoce como la ecuacién esférica de Bessel. Sus soluciones,
11amadas funciones esféricas de Bessel, Neumann y Hankel, estdn ligadas

con las funciones Bessel por la relaci6n
7
ﬁ’fp)‘\”" Ff‘—j’) (3.11.2)

En analogfa con lz ecuacidn de Besse1, tenemos como solucidén de la e-
cuacién (3.11.1)
/Yf *fj" - /’/?f ;) (3.11.3)
La funcién_?:jyﬂ es una so]uc;on regular en el origen, llamada funcién
esférica de Bessel, lez segunda solucién fl?gf) , Hlamada funcién esférica
de Neumann, tiene una singularidad ean::C).

Las funciones de fndices mds bajos son:

7 P /2 . } C?c“‘e .
P - Tl 7 _ - _:_.:F;J_L_
J f

2

<[

79"

N

‘J’i Fooceadp - s < ey [
}.i(j") = ,!' EE JP = 27 f,) == 7:{ _—;5*7‘ (3.11.5)
? - 2 40 =
’z (/ J— )&/7 5t fely)=—( G2~ 0, —555p
f Y/ L T .j

(3.11.5)
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Tenemos también otro tipo de solucién, las funciones esféricas de Han

kel del primero v segundo grupo, definidas respectivamente como:

Agmy’) = /;o 2 2'17;97)
' (3.11.6)
/éﬁ:‘/,/" /{/Jr/'— Cf?(J[}

Para los fndices m&s bajos, las funciones esféricas de Hankel del pri-

mer grupo son.
‘rt . 4 “Jf)
¢ (.//) =-->Z
K cipr=-+

(1)
he ()= ?'(/ / )C/ (3.11.7)
/f( 7,

v
JCZ

los desarrollos asint6ticos de (3.11.6) son respectivamente

(s, £ 2 [: ""E’r/-('?‘—.i,)/-l_:l
/5 ~) > =),
Ve J (3.11.8)

5@ 4 Tilp-Fret )]
he <p) = »a S

Otras pr0p|edades de las funciones esféricas de Bessel, pueden dedu-

cirse a partir de ia relaci6n (3.11.2), con ayuda de la teorla desarrolia

da anteriormente para las funciones Bessel.

3.12 Funciones Modificadas de Bessel

La sustitucién x =% , transforma la ecuacién de Bessel a
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Z ;e L >
AR 4 LG - (Pt )y =0
&

e s (3.12.1)
Una solucidén de esta escuacidn es
.o L4
S g N i , L > T
/= =l I e Sl P P + -12.2
‘Jgtlb) & ) EL T EN R I R N 2 7 (3 )
es usual, sin embargo, tomar en vez de ésta la funcidn
S Y I = N+ zs
— tr N AT 4 /Y
de T R ¥4 —
In(t): 2 J—,-u.t) Toaty i 2 ‘>__ -’ff-’-*i_)s - /'—‘{br'_fjfﬂcf?r‘-b:l-_i_) CZ-— (3. ]2.3)

la cual se conoce como la funcién modificada de Bessel del primer grupo.

SiJ? es un entero positivo, se sigue de (3.1.4) que

, Y . : VDT g cfF e —
_[-ﬂff/ = CI’L]—_/?{/EC_/) = En{“—-v} J‘ﬁ‘-{"/" =2 ‘—27(4 f;}: -—!-H(f) (3 1 2-14')
Similarmente, se deduce de las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.8) que
AU, n- . 7 - )
R i_tr_ﬁn(t;)] =T 7—'{f7'_‘L i/"!) (3°12‘5)
4 e 1 2 A
e [f LpG=C LnralE). (3.12.6)

También se pueden deducir facilmente, a partir de (3.2.1) 3 (3.2.5) las

relaciones

2L (2= Tpos (5 Try oy [+ (3.12.7)
> ) i + '
“-‘f‘.‘-’n _Z_}',v i"l.): I}‘]-f_i ﬂ{/"_ —ij?‘."_’f_(i{u) ) (3-12°8)
_-i-i_.?}?f )= T A (If:') -~ 3 IpdY ) . (3.12.9)
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I )= "T. 8 (3.12.11)
Sin no es un entero Z_,/4) es una solucién independiente de (3.12.
1}, es decir-la solucién es del tipo
Y = ALptt)+ BI-nlt), (3.12.12)
mientras que sijq es un entero 7 _,/4) es un miltiplo de IHt£) 3 una
segunda solucién serd, por lo tanto, }Gy(ﬁé) . Sin embargo es m&s usual
tomar como segunda solucién ta funcién g pvJ , definida como:

-

Ko ld) = — T-p (&)= Tnie)] (3.12.13)

_)‘LJ(///( [

cuando/s) no es un entero, Esta funcién, que es una solucién de la ecua-
cién diferencial, se conoce como la funcién modificada de Bessel del se-
gundo grupo, que posee la propiedad de tener un cero al irfinito sobre el
eje real positivo.

Cuando i tiende a un valor entero, tanto el numerador como el denomi-
nador de (3.12.13) tienden a cero. La funcfén Kni~) se define entonces

como el limite de esta razén. Ahora de (3.12.3)

X Ji4-2.5
LT )= &u(f)é,( )- > e B ) Ferrs)

=0

donde
g[f‘(; Jm——— G T 41)
/

Nuevamente de (3.12.3) y como

s +1)/76015) = B2 5)

tenemos que:
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I R TA
— Sy S (/? ST
Loy )= et ( ) ST 5 )2 +
/7 (5
s=0 A

LSl 4 +Z5
7 Z/\ LS T 54 4) (-_)

por 1o tanto

,} - PR R ;‘_{,u 1\'\_._7 ’,—-‘,/ -“,JSLJI,(‘,,,.()// + //7"5)_//((!.{/!7-—<-)/
Irovantl AN 64 ——Imﬂt“z{',){::?f"(a -+ /
C)H X 87 ./" - {,:_5\ 7 /_’(_) +1)
or
" N7 2GS
_{_ /-é /{, i} _
t ) FEreealz) Qe
5= i

Ahora, tomamos ;) entero igual az, tenemos
y

., s f’?\"—v i _ —ﬁ""/‘:
,___é__ I_/; t‘) f._u/"t—){cf - ,; /“‘_f.) > i) £ 05=5) {_)
37 ‘:_f___:_\ F(-S‘f‘i)
e \)7+2,s
. _i
- N ?
’ c‘:‘_j r?"‘——)/— 295 414) _ZD(\S).
s A
Sin es un entero positivo
T a7 |
= Tt
Yi)= —2on Lot/ Lnte)|
Vs 2. 2 17T
. LTE —~71+ 25
R S VY o B SN TP 7=t EEDY/ A I
Lo i }/-.TLC.,/ 2 < st z (3.12.114)

£ /.t Y?-f*as-— T T s ~
7”'"’*) a> 5/G7+§)/(2f !_E%)’T qw’hj)J

En particular, cuando v es un entero positivo

lﬁ(r) = da)-¥

SIFES
/
6,
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donde ¢¢ri=a+5+5+... +% y ¥=¢. 5732 (constante de Euler-Ma-
sheroni).
Entonces
. - & 2S5
Aﬁ(%)‘—‘—ﬁ/c‘)[&;(—%f—d’_’—[— Z éoa(—g—) s (3.12.15)
=2

Una consecuencia de (3.12.13) eé:

K-nlt)= K& (3.12.16)

Si en (3.12.9) sustituimos -»; por 57 , tenemos

C 7,08 =nT-nlt) '+ I 0. (?)

. R . /H
si a esta ecuacién le restamos (3.12.10) vy lo multiplicamos por EXIY
resulta

ELn(t) = riKn ()~ 4 Ky o (2) (3.12.17)

Si en ésta cambiomos # por-n y aplicamos (3.12.16)
TR E) ==K () =T H—(T) (3.12.18)

A partir de (3.12.17) y (3.12.18) se encuentra que
2K ()= =[Knsslt) + Kpes 1)) (3.12.19)

/ L
Kol(t) =— Ko () (3.12.20)
"‘lr ~77 -i Y ;

;_L;[‘t /(n/“o_)_;“—“‘“f /’<;7+1C?'f)' (3.12.21)

,?(’ii;[t,?%‘/”{ﬁ}:"tnkn—i (t) (3.12.22)

SR Ko = Kpea ()= Kinea (). (3.12.23)
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3.13 Algunas Propiedades de las Funciones Modificadas de Bessel

a) Teorema de Adicién para las Funciones Modificadas de Bessel del
Primer Grupo
Si en la funcién generadora para los coeficientes de Bessel, ecuacién

(3.1.1), cambiamos x por 7x y € por -¢%, ésta se transforma en

Lt e t) =
)=L T )t” (3.33.1)

*

por lo que

L p
>A Tp(u+=)t" = G

11E -

Igualando los coeficientes de T, obtenemos la férmula de Adicién

o
Lplu+e)= Z Ls{e) Ty si77) (3.13.2)
) S=—x

siguiendo el mismo procedimiento usado en la seccién 3.5, ésta se escribe

como

an
%3ﬁ & -
T__ﬂ’(ﬂ"‘ ¥7)= 7 Is(eidIn.ste)+ / (—'i)s [-I:SL’--“)Inf-S(V)TLI;‘H—s[“)I.s(U‘}j (3.13.3)
5= 5= !

b) Expresiones Integrales para Ln{x)
A partir de la expresién integral (3.4.2) y con ayuda de (3.12.3) te-

nemos
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.,v

Inf)= a”‘iF(i)F(n++s—)ﬂ ) Canhotide (3.13.4)

A

- Xﬂ f&;/ . 5 Zﬂg <
Lnte)= g iy g e ereaedser o (3.13.40)
&

/
p /Z” i a7 ] Zz
Lnte)= 2T )/ TOitE _j e e) e Gele (3.13.4b)

De (3.1.16) y nuevamente con ayuda de (3.12,3), resulta

V4
s
L&) *—‘i-;/:&’)— (0 ( L2Ss1E = re)Se (3.13.5)

o

3.14 Funciones Ber y Bei.

St en la ecuacibn diferencial modificada de Bessel (3.12.1), hacemos

Nn=0 v cambiamos € por x~7' ; la ecuaci6n toma la forma

(3.14.1)

S
i £

Dos soluciones independientes de esta solucién son L(xn3) ¥ KolXN7T ).

Los términos en el desarrollo de Tolxii ) son alternadamente reales e

imaginarios. La parte real y la parte imaginaria de esta expresioén se de

notan por Aurx y bcix respectivemente, asf que

1

L.GeNZ )= borx +1bei x (3.14.2)

donde
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o = f X I A N earda®
AL_J X—_i 2)2_ ‘}’d‘f—a‘_"yzéd‘g"‘ _—2—‘%‘(;‘;’—!% (31’*.3)
STo
z & pla Le ﬁ_f,L_ z
xRy e A e - 7“)( )
25 25 4mes T 25 Y5 £ fles+ 4y} (3.14.4)
La expresién andltoga para A,(x~/{ ') es
KeeNT )= Ru x + Lhai {(3.14.5)
comparando con (3.12.15), se encuentra
Loy x = ber x (a{"?iméy,z—a’) + - Thei x - (3.14.6)
¥ £
S SN X Sr oy A .:f—)-
25y (* 2) ST C A A
}ééi,?: = Aot .}.’/{7‘1 /X f))—-*-//[)_/ r +
2 ¢ ‘ (3.14.7)
P 4, 4y,
a za - &&_Ya_éa@-‘/‘_‘é_"’f‘g)"f‘
Se puede verificar sin mucha dificulitad que
Z
A ] i (3.111.8)
X LDV et = 27 X
4
~ /
j}i/fl?ix:cfjt =-xberx (2.14.9)
0 ' '
= .o
; -~ f—
z
. a el /
Y hei vy =—xRer X. :
3.14.11)

o
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Desarrollos AsintSticos para las Funciones Ber y Bei.
Si o<amp &<-E | el desarrollo asintético de T,(z) puede escribir-

se en la forma

“ A 3“

tenemos que

. 4 _1L i+z , 1-7 2 25 ({r1}
Fons ==y }:- - - =T, C= -
Lo GNT )= ‘“/)L NI T ENZT T e x® T SEAON

N

- _Q._ .
1a5x S I ‘| = (ot + ESenec)

cx:=-3L_.-_£Z._d__é;____ N S 2.5 .
N 8 ENZ X Llx™ S8YNZ XD

a = X +4- 1 _ 2.5 e ___-jé_.__ —_

FONY T BNz 38YNzT k¢ zen

Por lo tanto para estas expresiones paract y/ﬁ .

£
; Z. {3.14.12)
2 =t
A_‘f.l '\/“;—;?—‘—1 Crri el
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S

f,
L Q.
DG ¥ =——=F—— Se el
Nazx (3.14.13)

Similarmente el desarrollo asintético de ./ ) es

YA Y VA VR S S T it
olT/=NTZF l_ 1lege P 2ligrE)E Stie=w)® ' |
cuando X es real y positiva
L D (3.14.14)
é@f"x =5 '2‘)7 @ Ciwud < P
/. Il, i Of, .
Re:x = \ —_’-f—/ Q& Sand (3.14.158)
LA
donde
X :—-—&,__—..—L-/:. - *—i‘_ ——%ﬁ,é___ e _")"..{‘r,____T,_ —
NZ' 8 T Nz dex= T Loz g
J:“ X - j-— .—L~~Z’5~:—'m~‘——kf:‘3w—~—. 2
N BN X T 384 s WS iR w7

0

Fig. 5 Variacién de Io{¥) y 4o(x) con k.
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ir— T T T T T
beilx}

ber(x)

-6 ] i t

Fig., © Variacién de bel(r) ¥y ber(r) con ¥ |

1]

estas expresiones de 3 yd se obtienen de Y/, cambiando en estas el

signo de x .
L4, Funciones de Laguerre

4.1 Polinomios de Laguerre

- - 1 4 ) 0 q -
Los polinomios generalizados o asociados de Laguerre L,;¢{Xx) se defi-

nen por medio de la ecuacién

o
I
s = . /_.._ff.._)__ o, ¢
(e-r) " axp(-ioF) = __;; LS cor” (h.1.1)
n=ae
que es la funcién generadora de los polinomios generalizados o asociados

de Laguerre, en la que ;) es un entero no negativo y X real positivo.

Si desarrollamos la funcién exponencial tenemos

T X0 N (=1’ 2°r*
(i—l’”) W(_W): Z_\ Sléi-r ST+
S=¢  °
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-5-w-a e .
Expandiendo (i-y) , podemos escribir esta expresién como

oy f—u f____”“'aub%s)f:“_
(1-r) C,L/{ ) L L 50

Usando el producto de Cauchy, la doble serie puede ser escrita como

o Al
\ﬁ[i—v ("f_) x> fif—ot ,/_‘_f—] n
£ s

L..\ 5’ (J!"‘ _J
%o = 570
y ya que
(44X 4 5) g = MrtrsilorasS+t) o loqorsrn-5-14)

= (i) ot iaais o {aton
(ape i+ s

tenemos, por comparacién de los coeficientes de v en las dos expansiones

en serie de la funcién generadora,

43

L5 )= e it sa . (4.1.2)
ﬂ( ;_C‘. \5/(/?—\))!’_2'_1‘ L)’) X .

Observamos que Lj?ng es claramente va polinomio de grados) v el co

. o . .
eficiente de X es Ci+¢£hyﬁﬂ! ya que (£3,= nl , el término constante

fa
para el casoot=9g es 4 . Este caso, 147(x) , es definido como el polino-

mio de Laguerre de grado?} , y estd dado por (4.1.2) conei=0 como

L “Q'\gth}’ﬂ o (4.1.2a)
J_IC‘L - AR "c.f (//“e-)/ : Hhees
=g

Una expresién alternativa para [ ,;/») , usando los coeficientes bino-
- 1

miales, es

AN ) LT s
L= ;i (?) ey (4.1.2b)
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De (4.1.2) pueden obtenerse facilmente los primeros polinomios de La-

guerre, que son:
o
Lotd=1,
4
[ )= +o0t-x

L(; (x)= %’_“ (i+o Mz rot)- {2+ )y + ;2“12;

(4.1.3)
L5 &) =5 Gra) et u)(Eo) —2 (2445 -0 %
*é‘j(:ﬁ"'&v)l ~———2,.
Obtenemos ademds que
4 ’
Ln /C)Z *-(:—‘i_%l’]—- (ll.IiI)

Ahora bien, a partir del Teorema de Leibnitz para 'a enésima derivada del
producto de dos funciones, sabemos que:

o , -
pY gZz_gfﬂ i

o<f _"‘\ /
! ax” i

pa ST

Gasmd

(-2 ”1 rirex
ST e b1,
7ot @ I s X ] ( 5)

CL}::

—x  Ft
A

Por otra parte, podemos demostrar facilmente que:

27 onre ) as s
--_-_ﬁ. __.':__, /— _ ,
Xﬂ- ( ) (i‘)"y)" / G /_ - é,i) 4
sustituyendo estas dos relaciones en (4.1.5) resulta

a L r:( ( 174-0(@—9 ) (—j_) (44 esS
17! P & slin- s tivoys ™

comparando este dltimo resultado con (4,1.2), concluimos que

— e ’/7}/ ! o
Lo ()= xmcz e s ) (4.1.6)

que es la férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre.
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4.2 F6rmulas de Recurrencia

Obtendremos algunas f6rmulas de recurrencia para los polinomios de La
guerre, a partir de la funcién generadora (4.1.1}. Si derivamos ambos

miembros de la ecuacién con respecto ay, resulta

—S—O(r P e r 'l \9;_’ P
(i-v) Q_)_’J/D(—iﬁr {(-_:—o{):;—r}-xﬁ ) IS ok

n=c
la cual puede ser escrita en la forma
L/ ? 627 = n t Ve N X
L(.u-aJ(i—f)— x| L L xor = {(4-r) L&?+1)Ln+i(,x)rn_
iT=¢ 1=

igualando coeficientes de €7, tenemos la relacién de recurrencia pura

Criei)l () ™ lemtmm=z)] S0 ) & Greol gy =0 (5.2.1)

De una manera similar, derivando (4.1.1) con respecto a %, obtenemos

_}F(i_r) J]‘/\( ) it ;*j_“)), LMLn(x)f

2i=o 1=

Multiplicando por “2-¢) y comparando coeficientes de¢”’, tenemos

- -

[‘ A.i()C)_LL- LZ_;,_._»i(_l) L,‘(\}“/J (lI.Z.Z)

Derivando (4.1.1) dos veces con respectoc aX, tenemos

U%L*) a2 Lypag # Oirt)"Sm [ O) +
(4.2.3)

+ (x-1- cf——uﬂ)*

{}

e o
Ll a =G,
Ahora, derivando (4.2.2) con respecto a x, resulta

"
S

“ ﬁC.-- ‘:Q;Z' =
‘1:-': ﬁi/?—_‘L (X) - Z. Z_) —.'L(,h"— ‘-_zi’i'l Lﬂ (X,), (llz.‘-l)
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si en esta dltima ecuacién cambiamos 7 pors+4iy la sustituimos en (4.2.2)

obtenemos gque

Z o e z )
;_‘C%Z imui ()= jEKa_ Lop-a Ck')“Zi,J;L?_i O )+ Lnof_,-_ &, (4.2.5)

Sustituyendo las relaciones (4.2.2), (4.2.4) vy (4.2.5) en (4.2.3) y cam-

biando y3—4 por s se obtiene la relacibn

7 & 7 . f=4
P f;gr £ l) + (c f—-i—x)fi,—"/j )+ Ny x)=0 (4.2.6)

4.3 Ecuacién Diferencial de Laguerre.

la ecuacion {4.2.6), paraot=¢ , Nos muestra que & = {,2%) es solu-

-7-‘//

citn de la ecuacién diferencial

%y .

w2 ey, (4.3.1)
X FEt (- )5 =

para B=n (entero no negative); a esta ecuacién se le denomina ecuacién

diferencial de Laguerre. Ahora deseamos encontrar la solucifn de esta e-
cuacién en una forms mds general, es decir, cuando £ ne sea necesariamen-
te un entero positivo sino una constante; para esto hacemos un desarrcllo

en serie, alrededor del punto regular singular x=2, de la forma

£¢

N 7
Fwd
= > 624.}:
)’ N
¢ A=p0
Sustituyendo esta serie en la ecuacidn diferencial, obtenemos la relacién:

Q(:_’ | 3 -t
>_J Lﬁ—(ﬁ%l)]ﬂ;txﬁ' =0,

A=C

bt -1
i )2z’
=0

Esta ecuacién debe cumplirse para todo valor de x y esto es posible sola-

mente si el coeficiente de toda potencia dexes igual a cero. Es decir
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que debe cumplir con el sistema de ecuaciones

L2, = o
(k.3.2a)
Chrd)*ax + [ p-Crea-0)a,
o bien si hacemos -4 -”f
hijes) asus = (ht DA, (.3.2b)

para que la ecuacién indicial (4.3.2a) se cumpla, debemos tener A=p, ya

que Q. =0 nos lleva a la solucién trivial. Entonces la férmula de recu-
rrencia (4.3.2b) se reduce a

Qi =B (4.3.3)
jﬂ‘ (/1‘*) Cg

1a cural nos lleva a Ta soluci6n

] F AlA-1)
;;4 [ /qx_,z.%zﬁu_z. (1) Vilhie 1(,4)“. red). _!,“'] (4.3.43)

que puede escribirse como

_ /i)r / e

Determinaremos la convergencia de la serie (4.3.4b)

%Z%n

1
C c’.z'z'-r‘—_i — ,L(/?’ ! f
S \’)’l l(j?‘ Eh/‘i o

y por lo tanto la serie converge para todo valor de Xx .

En ciertos problemas fisicos nos interesa una solucién mds particular;
cuando B=37, un entero no negativo, la serie se corta, resultando un poli-
nomio vy éi adem3s hacemos @2.=4 , el pbl}nomio resultante es precisamen-
te el polinomio de Laguerre de grado /7.

7= LnlX) (4.3.5)

&
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Resumiendo: tenemos que la serie {4.3.4b), que es solucién de la ecua~
cién diferencial de Laguerre {4#.3.1), se reduce al polinomio de lLaguerre

de grado /7 cuando la constante /2 se iguala a un enteroc no negativoJ? .

L.4 Propiedades Integrales de los Polinomios de lLaguerre.

Mostraremos que:
Fre)

/2" L] 2% ) = { f’ 27 FE N (4.4.1)

Yy
[

Por la definicién de la funcién generadora, ecuacién (4.1.1), tenemos

que

xT rd]

7] i-t Q 1-r _ (j_-.f?)(_i-;"‘)z L;-;Cx)LmC?f)t"riﬁ

L n=C

multiplicando por @-x e integrando entre los limites @ a &>, con respecto

a X , obtenemos

P ol 7 =
—-x it —- - ) 7 : _
f@ FTET A e = (1t (:_—r‘)§ t”r’ﬁx@_wg_,_&);& (4.4.2)
— . ‘ 141 7

o AnI=C %

la integral del miembro izquierdo de esta ecuacién se evalua fécilmente vy

su resultado es

ol N S

ﬁ—x 14 -Z 7{'.{,——}‘),57)& - (1~ !(j__r‘_)_ (h.4.3)
g {i~tr)

o

sustituyendo este valor de la integral en la ecuacién (4.4.2)

. o '
-_if'%;-_z Z tnfmﬁdk/—n (x){ ;n (X ) . ‘ (h.h.4)
nm=c P

Por otro lado, tenemos que

o
4 " §*
1-tr “n§ &)= ) s (h.4.5)
=

rrn=c
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sustituyendolo en (h.h.4), resulta finalmente que

b6
ﬁ; J/—/?(X)L[’/? ();)19?)- — f)rn ¢ )
[
que es precisamente lo que dese&bamos probar.
Las funciones
"‘“")1 PN
Boto) = L) (4.4.7)
cumplen con la condicién
r :
ﬁn&) Fonlx )l = &, (4.4.8)

o
un conjunto de funciones ortonormales.

y forman, por lo tanto,

Funciones de Hermite

5.

5.1 Polinomios de Hermite
Los polinomicos de Hermite Hir(x) estan definidos para valores enteros

de n vy todo valor real de ¥ y y por medio de

(5.1.1)

O, r) = X (-t )= sl on
ﬁgﬁ&;;) Q%yﬁf’aci e ;?if };/ }

A=
que es la funcién generadora de los polinomios de Hermite.

Podemos usar la funcién generadora para escribir Andv) en forma suma

toria expandiéndola en una serie de Maclaurin e igualando coeficientes de
r‘n H H
Comenzando por escribir

} .
rarey= e
X0 2xr=1r =2> -
¢ /9 R !’)/ 2_\ !

Usando el producto de Cauchy, definido como
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ao oo o Q?

by n _ by
Zant > bnt - /. >ﬂ_‘ an—mbmi ’
r=0 5i=0 rize M=o

(ﬂ/a)’ SVl

bn= O, N Lrpar
tenemos
Y N1
__B_(Z__ > a, b 1) (z.2) ,
117 Ly
Y= o o(’”/)’(/?—)?z)’

)71
donde A/ es el mé&ximo entero par €77 . Haciendo fn=2A obtenemos el poli-

nomio de Hermite, de grado j7 ,

] f-2k
LA ) = -1) 27’(.27) (5.1.2)
=0

Examinando la ecuacién (5.1.2), vemos que /-7’;1(;':) es un polinomio de
gradoh en .

Desarrollando esta suma, obtenemos

H;)/X):(&Z) _Q/f?_——i.l ) ,Lm%lgix)ﬁ'im (5.1.2a)

1

A partir de la férmula (5.1.2a) podemos determinar fécilmente los prime-

ros polinomios de Hermite, que son
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Hox)=1
Hilx)=2x
Halzx)= ¥x*-2
Hatx)= Ex~12x

(5.1.3)

Hs) = 3237 46023 # 420 x .

Se sigue, va sea de (5.1.1) o de (5.1.2), que A} es una funcién
par de x paran par y funcién impar de » para 1 impar; es decir

[ nlx) = 1) Hinte) (5.1.4)

De (5.1.2) se sigue que

/L/_n(O) (—4) (’r))f s epailo)= 0 (5.1.5}
' eneid!
Hineel0) < 45 oy Lo, ) =0 (5.1.6)

Si escribimos la funcidén generadora como

mh;b)txm?L = /~ z%PHY —u 1)J

al derivar?ar? veces respecto a r obtenemos

i_

} L It ) z%/)fﬁzx)’

(_)c/'(x“)d 7 2P [—Lr x)

ademis

Z Blx) s = Hul)+ riHn: & )11-5/—[%2_(;:)7&...

y por lo tanto, haciendo = obtenemos que
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2. 77 _ 2 -
G = (-i)ha"-ifﬁ@’z (5.1.7)

que es la Térmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite.
Los polinomios de Hermite también se pueden expresar en la forma inte
gral
2xr—r*
2 )

/
H/’) O-): 2_77'2' j‘_ PREEEt ia (5.1.8)

donde el contorno encierra el origen del planoy y se integra en sentido

- A 8
positivo. De (5.1.8) obtenemos, usando el contorno "= , la represen-

tacidén integral real,

; ,
Hi () =‘§Zf"“9°@*‘3“‘“‘?"@“&9 (@oatexsene—sunzere) |de (5 1.9)

5.2 Férmulas de Recurrencia.

Algunas férmulas de recurrencia se deducirén directamente de la defi-
nicién (5.1.1) para la funcidén generadora. Si derivamos ambos miembros

de la ecuacién respecto a X, obtenemos la relacion:

<= 4
n=c o

que puede escribirse en la forma

[ o] ?
pd n+4
2 S Hal) vt S i)
: 1) )
n=c n=o

t

igualando coeficientes de ¥, obtenemos la f6rmula de recurrencia

2NnHn-1(x) = /’fr; {x) (5.2.1)

De una manera similar derivando (5.1.1) respecto aY e igualando coefi-
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cientes de )", tenemos

CXflx) = ErfAn-s ) + fp s (XD, (5.2.2)

Eliminando Zf?f{ﬁii{x) de (5.2.1) y (5.2.2) resulta

Hi (x)= 2% Hidx) = Hss (x) (5.2.3)
Derivando esta Gltima relacién respecto a x, se tiene
", -
Hr ()= 2 Hrile) + 22 Hp )= Hfyes (GO, (5.2.4)

Ahora en la ecuacién (5.2.1) cambiandos? por /7+4 vy sustituyéndola en

(5.2.4) obtenemos, por Gltimo, la relacién

i, . *
Hi ()= 2xHb 020+ 2ntHn )= 0 (5.2.5)

£.3 Ecuacidn Diferencial de Hermite

En la seccién 5.2, ecuacion (5.2.5), se demuestra que 5= jfpix)

satisface la ecuacion diferencial

52
Cf} ¥ 2 ’.iyff ‘
e T axS T Ay =0 (5.3.1)
LEE LK 7

cuandoof{ es up enterc no negativo M . A esta ecuacidn se le denomina e-

cuacion diferencial de Hermite.

Propcnemos come sclucidén de esta ecuacidn ta serie

LY

Nadil )
™ fit A
g aaxtT
D
A=L
que al sustituirta en (5.3.1), obtenemos las ecuaciones indicial y auxi-
liar ' !
a) collh-1)=0 b) aik(/&-.ki):o (5.3.2)

y la f{f6rmula de recurrencia para los coeficientes
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_Elf ) - Eot
Qe = — .3,
Bt +2)MF+ 42 ) (5.3.3)

Si en la ecuacién indicial (5.3.2a) suponemos que g, , entonces clara
mente los valores que cumplen esta ecuacién son
b=01
Si A=c (5.3.2b) se cumple para todo valor de 4 .
Si k=4 (5.3.2b) se cumple solamente si &.=0&
Ahora, de la ecuacién (5.3.2b), si suponemos que &,*o , la ecvacién se
cumple para
fr=o -4
si A=0 (5.3.2a) se cumple para todo valor de @..
$i fL=-1 (5.3.2a) se cumple solamente si Qo =20
Por lo tanto tenemos trés casos por resolver £A=0 , +1 vy -4 .
1° caso A=0
La férmula de recurrencia (5.3.3) se reduce a
2{A-00) (5.3.4)

Qave = NiniD @

En este caso la serie contiene tanto potencias pares como potencias impa-

res de x, esto es:

— ' A L r L/ = g
:?’L B (u/&:"r‘({.:_l T der X 7L--.)"f_{.a.=_-x 43X 'J‘"..."]’!"\/—ZZJ'—I*_LX ™ +-)

que se reduce con ayuda de la férmula de recurrencia {5.3.4), a

> rd
PAS {i—%%xn BRELly e () SRR L)y
. g ! “ ! r_
(5.3.5)

I 2 , -
_ 2le~a) zLKx-u,w-a) s 2 o u‘ J) (Xoar+d) +
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2° caso R=1, a,=¢

La f6rmula de recurrencia es

__2Q~x+4)
Qrve ™ (A+-2)A+3) Qa,

si hacemos el cambio de notacién

Qzr = Azraa

la f6érmula (5.3.6) se puede escribir como

/‘\(,1.;-1)4-2, m:j A(M'i)

ahora si hacemos '=A+4 , obtenemos

e :_;% a{+ A o A'=41.33,...
A J.) ’

\ Rl

(5.3.6)

(5.3.7)

que es del mismo tipo que la obtenida con =0 . Por lo tanto, la solu-

cién en este caso es solamente la parte de la solucié6n (5.3.5) en poten-

cias impares de X, diferiendo de esta a lo m&s por una constante multipti

cativa.
3% caso A=-4, 0.=0

La férmula de recurrencia toma ahora la forma

&, o 2{A-a-s)
At T TURAEAD 3 %A

(5.3.8)

si hacemos el cambio de notacién Qareq = Azr , la férmula (5.3.8) pue-

de escribirse como

, 2(A-doe)
A(l-i)-l-a. - )(A+foj A}-—_-L
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haciendo A'= -4 , obtenemos

| A P - 2-()-"' Oﬁl :
A+2 (X+2) A +4) A

XN=p 2,4, ... (5.3.9)
que es nuevamente una solucién particular de (5.3.5).

La solucién gene-
ral es entonces (5.3.5).

Examinemos ahora la convergencia de la serie (5.3.5).

Puesto que

Z <. O
T Y, 3 S G0 — —
£ 34 4) Ao 4 A=

la serie es convergente para todo valor de x .

Usaremos la notacién,

1 zZ e P o= . P o z
/;’;(;; — L: '_‘L—;;;"‘Z ‘_-:,__U‘_‘.:ﬁ ,L’Y‘",_ _(—*_’;_-) e 4 {,—\”Z,.)---[D('g_] ‘T‘B..) JC r, h’
; L - '7! (” ’-)!
~ .
;, (z)zaﬂx 2/%=4). 3, 2 (,_-a_&t.(-z'f-f_ ,d)-f_;i_ O NN T D N
L .3' = 5/ e U {/}"-f/;)! X +
es decir,
Zm (-4 ) s (5.3.100)
42—+ Zr -23.10a
A (X = 2o —— '}";":j%*“" e
r=c ) )
g -
R LA i L. s /-I
Falx)= Qs Li) Jo-t) f-;, S el
i e A
Ly (zre )

- (5.3.10b)

la solucién general es, entonces

7= alx) +yf~/¢(x)

I24 &
Notamos que siOC= 217 , ¥] un entero

no negétivo, entonces %i(x) 1le-
v
ga a ser un polinomio de grado &7, y si &X= 2J7+ 4, Szlx) 1lega

p a ser
un polinomio de grado 2Z.77+4. Esto es verdad debido a que
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(= -4 f_i)é - (354*_,@ +1) = (r+1-k )y

o= 20 H=2+4

= r+i~-kXn+2a-k)---(r).

Entonces sioK es un entero no negativo en (5.3.1), una de las dos solucio

nes, ¥ o ¥z , serd un polinomic de gradoxy la otra ser§ una serie infi-

&

nita.

Si en (5.3.10a), % es un entero pary? y tomamos

=6 i) (_cL)!

y si en la solucién (5.3.10b),X es un entero impar /1, y tomamos
n-4)

Q.L: (‘i) = 2'/),

(n 1)/

la solucién polinémica en ambos casos toma la forma

/L’L’X)z CZX)n_ !70?“i)/a ) 7,__&/)?‘_1_)&./7 2.)07 j)(CX) + ...

i {5.3.11)

"

que es el polinomio de Hermite de gradoy) dade en (5.3.2). Por lo tanto,

/,'.‘-é'c’x): M Ox) (5.3.11a)

Una ecuacidn relacionada con la de Hermite es

?"
AT X" (5.3.12
A=  {4-x7 c)/ ° )

-l\

ya que si ‘hacemos

F=e

NIN

v
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la ecuacitn se transforma en

a’ ol
T T AL A AT =0
[ PR

que es la ecuacidn diferencial de Hermite. Por lo tanto la solucién de

la ecuscidn (5.3.12) es

L
;ﬁz:a *L%%ﬂ%)_ (5.3.13)

Esta solucién se conoce como la funcién (ortogonal) de Hermite y es de

gran interés, ya que aparece en ciertos problemas fisicos,

5.4 Propiedades Integrales de las Funciones de Hermite.

Demostraremos que:
oo

—x* L. c I E Y]
Q" HrmCIH bz = — (5.4.1)
e 2l nd w7 /=7
De la relacién (5.1.1) tenemos
L -
- 2t 4R PRI S - ey
_X!’-“ r )Q_d P ): Q}: == x) Q.} { ) /.{ (){) e > —*H"ZKX)th
AN (. wd
2 7=0 7I=0

si multiplicamos por @ e integramos con respecto a x entre los limites

-0 a ¢ en ambos miembros de la ecuaci6n anterior, resulta

oo

N nEm x5 (r- z)z? —x) 2-, (5.4.2)
>_.\ [j@ ) Mo D ﬁW:j;z Zx
PM=C "~
—ao
Evaluando la integral del miembro derecho de la jgualdad

7 xl—(r x)?“-—(t )5 z7 (x=r €)=
I:fa ) = @ J}Z“ Tk
—Cr

si hacemos el cambio de variable
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o= ta-r-t)

la integral resulta

N
o bien
Cg? P
= . :?)/7?::0

Sustituyendo este resultado en (5.4.2), obtenemos:

L

L { f a /%&)/407{X)6QX:| A <\ ) At

1,07 j%ﬂ?io
‘o
en consecuencia

o

fQ, H/H/)H/ﬁ(z = 2 /)!/ ” é‘n):n

Y

que es precisamente lo que dese&bamos probar.

Otra integral que se utiliza en la fisica matematica es
oo

h[ﬂlféfx'f#?;é&)/%ﬂ??éx)éék (5.4.3)

—
que puede evaluarse en una férmula similar. Ahora, en lugar de (5.4.2)

podemos escribir

[ a8

[f xe H”(""Hﬁ’(")‘“] LoE = J e ()

nm

zrt

= \/ﬁu‘*t)a

Desarrollando la exponencial e igualando coeficientes de r''t'™ se obtiene
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e

2
— _
X Q" Hnb)HmC) e =[iT(2" 77 S8 s + 2”&71:-.1'_)."6,,1,7*1)_ (5.4.4)
=0

La integral se anula para h=my también cuvandon ym difieren en mds de

una unidad.






111, APLICACIONES A LA FISICA

6. Aplicaciones delas Funcicnes Hipergeométricas
6.1 Trompo simétrico

Deseamos calcular los niveles energéticos de un cuerpo rigido en rota
cién, que tiene dos de sus momentcs de inercia principales iguzles y so-
bre el cual, no act@an fuerzas externas. Su posicién en el espacio se
describe por los tres &ngulos de Euler Q,Q y%[/', que se muestran en la
fig. 7 & ny‘ , son las coordenadaé polares ordinarias del eje del trom-

po, mientras Y7, es el 4ngulo que mide la rotacién alrededor de su eje.

Fig. 7 Diagrama de los &ngulos de
Euler.

Se demuestra en la mecdnica clésica, que la energfa cinética del trom
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po simétrico, la cual coincide con la energfa total en el caso del movi-
miento Tibre de fuerzas, est& dada por la expresién {Goldstein, 1950: p.

164)

7= “’z%l'iéav“%ILSENz'ésiav‘—“%__fs(}/f%&rzegﬁ)a (6.1.1)

en la que I, representa los momentos de inercia iguales e 7. el momento

de inercia alrededor del eje de simetrfa. 0 bien por

7= éﬁ.«:v;ﬂo‘i" eov f'iséﬂ 513 £, XSEV‘ (6.r2)

Ly O o \

ﬁ«u = Nz T.Sen'€ +T5Cedo 3l &
- (6.2.3)
\ o _7_:3(‘:(’39 I3
El determinante de esta matriz tiene el valor
2 — - Z
= | gws | = T2 1352070 (6.2.4)

Reemplazando en (6.1.1) las derivadas parciales con respecto al tiem-

po, por sus correspondientes expresiones en funcién de los momentos cant-

nicos fib==i§£;——, se obtiene el Hamiltoniano del trompo simétrico 1i-
éulL
bre

=L _ = (P = Py-grin) 4 =
= &Iil% i cTisen®e | i3 P (6.2.5)

o bien

LL D . ;
H=-% 9 Ll (6.2.6)

con
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1 ) O N\
) \
;/AG:_‘ O _.~..._:_i_ —_— — .___.__.é:g;@.g___
. | T.Saite T:5en“6 (6.1.7)
\‘ O - ga;ﬁi?__ L +h__££}2522__
\ L2526 Ls T.Sente

/
P . . . . . Iy AL
Podemos verificar por multiplicacidn directa que ,?xcuﬁ§ — C{44 ,
r,’ i .
es decir, las matrices (6.1.3) y (6.1.7) son reclprocas una de otra; esto
nos permite considerar a G e " como un tensor métrico.
&
Para pasar al problema cudntico, asociamos el Hamiltoniano al opera-

dor

2
._H./?___ zZ
S5 V'

/f::_

en el que el Laplaciano de nuestro problema debe expresarse en el sistema
de coordenadas & , ¢ , y&.

La expresién del lLaplaciano en coordenadas generalizadas es

5 9‘9» ’5 ) (6.1.8)

S
Vs 37 o= (17

Tomando’ﬁ y /?“D de las expresiones (6.1.&) y (6.1.7), se encuentra que

el operador Hamiltoniano del trompo simétrico libre es
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a
H=" &é’fm[r@é ac(i”%e)"'” 1 e adgzc- r

\\

7L(i o Cozte 2% aane__ A :l (6.1.9)
Is T1.5=n 0/ O y”‘z T25e G POy

Por lo tanto la ecuacién de ondas del trompo simétrico es

P ) 8% [1 L e )oTF
Swi 0 g I T s/ oy
(6.1.10)

T 7 C" d&_

2 Cez & azlﬁ v 5.7/“&/77735-.“_1‘ =0
Sente Sgdy F

Los angulos ¢ vy ¥~ no aparecen en esta ecuacibén, aun cuando aparecen
derivadas respecto de ellos; son coordenadas ciclicas y entran en Ta fun-

cién de onda en la forma

. Mm@ iKY
E[‘"‘—' Qis)a & (6.1.11)
en la que M y K tienen valores enteros O, *4 ,% 2. ,... Sustituyendo

(6.1.11) en la ecuacién de onda (6.1.1€¢), resulta para ols) la ecua-

cibn

- S 4 . .;.‘17/(;_;'_ - !F__iti:__. _f”_::ﬁ_j £ == kf -
- i AL é‘ { S ?.....é I
i@ et & g \Sen e 3

C{£.1.12)

-2 L2k - ﬁﬁﬁfg”ﬂé—fl@:o

Tenemos que &=0 ye=x son puntos singulares en esta ecuacién. Para de-

terminar la solucién de {6.1.12) Es conveniente hacer el cambio de varia



IR R

ble

-t

t’”=—£—(‘- O &) y @)= TH) (6.1.13)

y al mismo tiempo tomar

lm _Eir /77144— S (6.1.14)

e L3

resultando la ecuacidn diferencial

(1 — 2 41;___;/_; 2 (i A_E iM“'JV(c—T-—J)_}:] (6.1.15)
+ )Q % c) - L,l YIS T =0

Los puntos singulares est&n ahora ent=0 y€=1. Haremos un desarrollo
en serie alrededor de cada uno de estos puntos para obtener las ecuacio-

nes indiciales que fijen el minimo exponente det en las series. Si se

hace la sustitucién 77 )=+ (5t se encuentra gque .S“—”'-é,_—"—lr}:—/‘i’fl
mientras que la sustitucién 7 —J= ("—"LJ_S,"-I'Q.' =) da el valor de
»--_‘—‘__—K-.‘—Mi para S’ . Por lo tanto la solucién asceptable para 74 ) es:
.gﬂa Y \
Ty =T EM LB =) (6.1.16)

en la que ~¢¥) debe ser finita en?=po y?=4. Sustituyendo (6.1.16) en

(6.1.15), se obtiene para ¢~/ la ecuacién hipergeométrica

s NSl A~ 7
A=) E T A et ) Fes = o (6.1.17)
en la cual

Yy )

N
I

r

b = \kml + le-ntl + 2

¢ = 2w k5= pamlF e iDEH KM R k1),
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Aplicando a (6.1.17) el método de soiucién en serie, la férmula de re

currencia para los coeficientes es: [véase ecuacién (1.4.4)]

L Aot bi-e . ‘118
Q;?-/-_i = “:{{;-4,_1)(;-{_&) C’Z/ (6.1.18)
“ &

&
La serie hipergeométrica diverge para =1 y el (nico modo de eliminar la
divergencia es que la serie se corte en un punto, reduciéndose un potiino-
mio en € orden&j . La condicién para que esto ocurra es segtn (6.1.18)

gue

= ,r;-4)+ éw (6.1.18a)

£

Definiendo
— oy A I ey
J=, #Fum | A Ejsem | (6.1.19)
e introduciendo en (6.1.18a) los valores dgjf ybH , se llega a la siguien

te férmula para los eigenvalores del Hamiltoniano del trompo simétrico 1i

bre
AP 'j(}ﬂ) ¢ 4\
Eoom = 8% [ T K j_—”;“f—}’ (6.1.20)
\ !
Como J es igual o mayor que el m&s grande de los dos nimeros cudnti-
cos IK ‘ Y [ﬁ}l , su valor es cero & un entero positivo; tenemos asT los

siguientes valores para ios tres nUmeros cudnticos.

J=01iz2
A= ozl z2a, ... 2] (6.1.21)
M=ottt 22, 2J '

De (6.1.2D), observamos gque la energfa no depende de M & del signo de

K ; por lo tanto, dado J , la degeneracién de un nivel es 25414 & 4J+2
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dependiendo de si ¥ es cero 6 diferente de cero.

Las funciones de onda en término de las funciones hipergeométricas

tienen la forma

K S rrml 2oae
SZ-JAM(C & p)= Arz/? i ”]C_—t)a] "2 Gigp+ry),

S (6.1.22)
'a/r‘:(‘c]v‘-“zéj’—i)J— f’-/' e ’»1[ £)
en la que
¢ =tli—cme)
Y
M. RN ey ) (Jj_g_//f.r'/.’/f’ u_’/-{'v i/ | J(e 1.23)
T B7E T+ Jreptdl ==ttt 1! Gt 17T 2ER =il ]

6.2 Niveles Energéticos en un Pozo Potencial.

Se desea determinar los niveles energéticos para una particula en un

campo potencial de la forma: {fig.

N,
V =~ ey (6.2.1)

El espectro de energfas para eigenvalores positivos es continuo, inientras
que el de los valores negativos tienen un espzciro discreto, por lo que
se considerars solamente este Gltimo caso. Lz ecuacion de Schrédinger es

para este problema particular.

25 L 8t My 7o
LI?X—LZ' [ ﬁ"" l____ 7 L.’(:if]daxx y_ o (6.2.2)
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Si introducimos co tal gue

= ’ L) == 6.2.
? u.::z/"f’o(); wlel ( 3)
donde
4 :;5> ﬁ’ &6
( ) L+ = “,; )

obtenemos la ecuacidn

S *—;;c_;c’/wf?(mx)‘i“" ~"(_x: 55~ iﬁfng— = ¢ (6.2.4)

.:\A.L

Esta ecuacidn puede reducirse a una ecuacién Hipergeométrica, haciendo el

cambic de variable

-

. Z
é = S/t olx

y 1lamando

€ =N\-zmE Fi-
. frox

obteniéndose de esta manera la ecuacifén

N
E(x +§)M+ [ ~s)E e FEE

.)

(6.2.5)

_-_;-/_Ks‘a—éz)q_)zcj " (6.2.6)

Vo

T htax
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Se observa en (6.2.1) que la energla potencial V(&) es una funcién
par de la coordenada. Entonces la ecuacién de Schrédinger (6.2.2) no cam
bia cuando se cambia el signo de la coordenada. Se sigue que si }?’(’)c) es
una solucién de esta ecuacibn, 3['(—?:) también es solucién y coincide con
'i]fdx) hasta un factor constante: i[-'"f——x): C’.iﬁ(},’) . Cambiando nueva-
mente el signo de x , obtenemos Pix)= a“’*}ﬁ‘(x) , por lo que ¢ =%1 .
Por lo tanto, cuando la energfa potencial es simétrica (respecto a =0 )
la funcién de onda de los estad?s estacionarios debe ser par [U__"Of) =
'Z:-{'"(—x)] o impar [g’_{—x)m—?’(x)] . ‘Como eonlisee  es una funcién
par, la paridad dejf‘ es la misma que la de wix) ., Las soluciones parti-

culares par e impar (enx) de la ecuacién (6.2.6) son:

4 ’ -
whi=ofa (-Es+EE,~hs-f€ - 8)

4

(6.2.7)

we=VE o i s rEe st -bs-Fe s L)

(cuando x cambia de signo & permanece igual, mientras & =5z 2hocx cambia

|~

-
.

de signo). Para que 'ETJ': f1+ %) "¢, se reduzca a cero cuando &>,

)y debe ser tal gue tienda menos rdpidamente a infinito que la funcién
7

(14 &) cuando &—-sco . Esta condicién se logra sicdy se corta

en un punto reduciéndose a un polinomio, por lo gue el parémetro

-%-e ---“-ZS debe ser un entero negativo o cero. Por lo tanto la Tun-
, . . . . Ae_ A~ .
ci6n hipergeométrica es un polinomio de grado 55— & yﬂf tiende & ce-
-2€ : o S ks
ro como E’ cuando §—-——->oo Similarmente para Tifz {r_i,-l—(i-) »

la condicidn se satisface si—%js J--—Zi_—'é +::£-— es un entero negativo.
Los niveles energéticos se determinan por la condicién S-€=p , re

sul tando
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E:—JL o [(_L-F:ﬂ)?"\/i"f— f‘(—/"ﬁﬂ/ -J nN=04,2,...

(6.2.8)

Existen un ndmero finito de niveles, que se determinan por la condicién

E>0 . Es decir la condicién

on < f\/i e 3“’1/?;% -1 (6.2.9)

6.3 Penetraci®n en una Barrera Potenctal por Electrones.

Sea una barrera potencial definida por la ecuacién

— £=-g % (6.3.1)

en la cual ¥ es la ccordenada cartesiana YA, 8 y*e son constantes, La
grifica de esta funcién para varios valores de A y£ se muestra en la fig.
9. Vemos que para grandes valores negativos de X, se aproxima a cero y a
un valor constante A para grandes valores positivos. El ancho de la re-
gién de transicién es, précticamente, 24 . Cuando ,5 § es mayor que [A]

el potencial posee un valor exiremo en

v

Pig. 9  Gréfica de la funcibn V(r) . Los nfmeros

pobre laes curvas soo valores de '—B—'

A -
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L LA te
X — = _‘ § \0-3'2)
7=y 2_,,,.;-— A
cuya altura es
Iy V& ,
N ) = Vi _{ALR)T. (6.3.3)

V6
En lo sucesivo se supondrd 320 , por lo que el valor extremo es un maxi-
mo .

La ecuacién de Schrédinger, de este problema es

G’E.-‘-fr- — - - hy
A G St ) AL, B e (6.3.4)
Ax T a1 -g) U ame )T ! g “

- A Rt wed ~
- S s SET g TLAY O BE — i 6.3
§ ‘.’i'—'f*"‘" + £ el & T /1;, ;i,.__-g) i C2-& + A , v ( 'J-S)

Para estudiar la solucién exacta, consideremos primero su comporta-
miento asintético para grandes valores positivos y negativos de X . En
ambos casos el potencial es practicamente constantc y por lo tanto su so-
lucidn debersd ser ondas monocrcm&ticas de De Broglie, a una primera a-
proximacién. Para grandes valores negativos de %, la longitud de onda
serd A= ’?/éj?’.f)'/f:_, para grandes valores positivos 2 = }’fam’»;—s wA)}’/z‘.
Puede suponerse /=>4, pues el caso contrario, no presenta mucho interés.
La solucién puede especificarse con mayor precisién, si nos limitamos al

caso en el cual los electrones inciden sobre la barrera de X =-o0 5 si

es asl habrd una simple onda (transmitida),
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-.—/1, ) _ Z;‘S .

) = (&) /gzié (6.3.6)
para grandes valores positivos de X y dos ondas (incidente y reflejada)
para grandes valores negativos de X |,

2 _2iix

A -

Z.C'( _(_,{ )?
) + @@ = 4. ¢8) +aal-z)] w=- (6.3.7)

La soluci6n exacte tendrs que reducirse a estos valores para grandes

valores de x . Proponemos una solucidn
- 2
e o e PLE NS L4, (6.3.8)
g = (1-E) (2;'—_1) L"\(j_——‘g) 4
sustituyéndola en la ecuacidn (6.3.5), obtenemos para ajfjfﬁ:) la e-
cuacidn
- 2 r .
< A e (fri-e38 + 28 *i-—.i—f"?‘;; +
(1-2)° dirs Bt RESvES.

(6.3.9)

- =S /
+ a%6+2u—¥%+3ﬁ%£{h+5-&5ﬂ5qﬂ%rézO
he g4 TS

y haciendo el cambio de variable = = jy{iﬂg » (6.3.9) se transforma en

4 - i =g

SETTE N . . . R - ' .
e e T Ty SN B S SR IV Y
.__(._ *) __/,":-E:; 7 Ld.\—\-zr’\ [T 7 _.’) d ’a/c‘ i‘f.«_‘{::\__ +-

(6.3.10)

£ [aagﬁ e 2E + *’;h—’—’?fc (A +é?—;£):la,‘- =0

que es la ecuacién hipergeométrica, donde los valores de = vA , dados

por la ecuacién (6.3.6) y (6.3.7) son

e S

) i
z(¢7 A=5(54A )E (6.3.11)
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donde

L -
@ Srnk =

¢ es la energia de un electrén cuya longitud de conde de De Broglie es 2£,

el ancho total del potencial. La solucién de la ecuacién (6.3.10), en

términos de las funciones hipergeoméiricas es

{,‘L,!i— — V. /.L_—;Jf - N S G} . - o . = (6.3.12)
(21—t 2/ o (T aienyiz0) " T iy 880 S -n A I

e —,.{':"—d'}’:' 2-£ ::,'_E }Z;'_-—;).(EJ 3.1 3)

v

24
La funcién'y‘, se aproxima a s~7 ) para grandes valores de & , ya gue

— s .- — e -~ ~ . ~17 .
a1 ﬁuf’lajﬁr)“-j- . Pare I pesqueha, la funcidn %’no puede detarminar-
se al instante, ya que /a2, b6, 1) diverge; es necesario recurrir al

rocesc llamado extensidn analivica y ex resar U7 en términos de scries
p ) G

gue converjan para pequefios valores de

=1 . Esto lo podemos realizar
=

con ayuda de nuestra ecuacién (6.2.1), resultando

i, AP . , g ., . . £
T = o s ) (S ) L AL v i) — il os) v i E) +
ST e ’ (6.3.14)

2,7

S N
aim ) S S G i Sy m it eneed ) dio )
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donde

w2 i)
/—,[ 2 (-2~ ﬁ"é):l/_' L&+ Z(—C(*’.{S' f*é)_]
| (6.3.15)

[ (a-zdB) /(2 o<)
T S -y |

Las dos series de la parte derecha de la ecuacion (6.3.14) conﬁergen cuan

do [ —

. bt 4 -
<::_j_, esto es cierto cuando |3 ;<i"3ij. Para pequefios valores

de € , el valor de}f;puede medirse de (6.3.14) vy resulta ser exactamenfe
jgual a3 la ecuacién (6.3.7) con ca,yciz,definidas por la ecuacién {6.3.
15). Las ecuaciones (6.3.13) y (6.3.14) definen asf a la Funciéné?’para
todo valor real de X ; se puede mostrar de una manera ré&pida que se ha sa
tisfecho 1a :cuacién (6.3.5) y que es finita, continua vy posee derivadas
continuas en todo el intervalo; es por lo tanto la funcién de onda del
problema.

El coeficiente de reflexién se define por la relacién

e |® (6.3.16)
<z,

!
i

y tiene un valor, en nuestro caso, de

-+ r'\—- A l_i .x‘ L N_
£= /”% 25— T g ;_, el {6.3.17)
[ EHS /r*ciﬂ/ L2 2GS /’+{y)l

va que

En 12 evaluaci6n numérica aparecen dos casos que deben distinguirse,
S real ycS imaginaria. Estos dos casos son separados por la condicién

AB=C ; comoB es en general del orden de magnitud de &< , el caso & real



121

corresponde a una barrera potencial cuya regién de inhomogeneidad es an-

cha comparada a la longitud de onda del electrén incidente, mientras que

una ¢d imaginaria corresponde a uns regi6n delgada de inhomogeneidad,
Si& es real, los .argumentos de todas las funciones gama tienen la

forma 4 , 74, donde v~ es real. Como

z.
] o
r . —_ I EIN o
i/ﬁrtjl,u'f"wr")! =/ )a )
s
A& c") r o %
A = Ao f1 Ty
entonces

RS PSS
Lo ) s T

=Yy 2:/7(6- f-;?f---{)] {6£.3.18)

Si¢& es imaginaria, ambos, el numerador y denominador de Ta ecuacidn
(6.3.17) tiene la forma

;P,é-":é-'_z-zf’d)ﬁ(i‘,éﬁ.—‘?.?,“)i

Kyl

con =24 o, Como
—- ['f)‘{"’.'l‘; {\H:) L ’,’:‘(’Vi__._‘ ';1 ':’f’)j! r
L X
L
entonces
7 I-" '_’/—_./"--'_ui-fr-.-‘ "‘:J,ﬁ‘--i, 3
/i? — ___L"_{‘.",_/? LA fen /1) R Y s N (63 19)

oy, [ZL/T’:&;-E /?_J} = denladih ﬂ
Las ecuaciones (6.3.18) y (6.3.19}) son idénticas si recordamos que

=Cosizii81]

= —~
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cuandod’ es imaginaria; la derivacién separada de los dos es necesaria,

ya quel/“CAa+éyﬁl'no es una funcién analitica.

6.4 Coeficiente de Reflexién en una Barrera Potencial.

Como un segundo ejemplo de coeficiente de reflexién, tomaremos un po-

tencial de la forma

Ve ) :
= — N A (6.4.1)
que se muestra en la figura 10.
Vix)
Vo I _ ...
X
Vs
Fig. 10 v(xJ="7;—E;§7?
Para este caso la ecuacién de Schrédinger toma la forma
LU, 8iim/ Vi ) _
A2 A & L4+ y
Deseamos encontrar una solucién que tenga Ya forma *
7 4. .
"= Ae QUANDD X ——> co
donde '

Aﬁtz'%fz‘\}ahnc;:—\@>
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y A es una constante.

introducimos una nueva variable

&= —-CZNC(X
ta cual toma valores de -cc@a© ; y proponemos una solucién
oty
T '3 = cu(f)} C(6.4.3)

donde .53 debe tender a una constante cuando &-—=p {es decir cuando
X-—»0). Haciendo ta sustitucién de (6.4.3) en (6.4.2), encontramos para

(W) la ecuacion hipergeométrica

_é:/_i“g _'_‘_-___(-‘U (_.. jlf.i_ C_L g) —fL'(_/;f /\ yc)( J)@‘—):O (6.4."’*)

/§,=-§%ZW§xﬁé§1

siendo su solucidn

(6.4.5)

o P ek o PR

= (A, - EGzte); _aih; £

cuando ¥—+0 , la funcidn tiende a 4, es decir cumple con la condicidn
impuesta.
La forma asintética de la Tupcidn f” cuando I =~ = (es decir cuando

X —2-o0), la deduciremos 2 partir de la férmula (6.2.4), resultando

fe=ha ;batls (6.4.6)

. Zwm
W(E) = Asl-5) e O

donde
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Ay = [ “/J/( 2k 1)
F(-f—%&)ﬁ[—z_ﬁ_§£;+i)

(I = /ﬁ(&%@/‘f‘{;&*i) B (6.4.7)
AT ) 1

sustituyendo estos valores en la funcién de onda (6.4.3) obtenemos

¢ L - a'__ﬂz_?g_".[\'g_ Pt Lt Ra
- 8 . ol Bt
¥ s Hlawy T racy T
) - (6.4.8)
L F T ik —ifu
= (-1) 2 AR iy
El coeficiente de reflexidn
! e
0= 12
~ Ia‘-‘l-
lo calculamos con ayuda de las férmulas
[PGer )= 2 70%) ) )=
cbteniéndose gue
2
//. __/‘-
/\, Sk r//” :} (6.4.9)

/Q o - -
5@7/”/7 _fg,i,_ffi\!
. L 2 /J/
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7. Aplicaciones de las funciones de Legendre

7.1 Carga Puntual

Supéngase un elemento de carga 3t, localizado en up punto = ¢ sobre
el eje # de un sistema de coordenadas cartesianas, cuyo origen estd en ¢ .
Se desea expresar el potencial debido a la carga - en cualquier otro pun-
UD}Q, en términos de las coordenadas de A’ con respecto al origen O.
Las coordenadas cartesianas de # son x, y , £ , pero como el campo es si
I

métrico alrededor del eje £ , serd suficiente localizar A en términos de

las coordenadas polares I y ¢ (fig 11).

a2
. ra P
2:38 1
1
2] ¥ '
0 ! -
~ | y
\\\ I|
|
w
X ™
Fig. 11

la distancia de 8-a P es I's y por lo tanto el potencial en /7 es

piser= b 7.

suponiendo que el medio es homogéneo e isotrépico
]
o

Ye.= (r+ ¢ 2rf aaé)®, (7.1.2)
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Se tienen dos casos por considerar: Y <<U¢U y ¥V >T

Primeramente cuando r<¥, escribimos (7.1.2}) de la forma siguiente:

_ ) ey
= A (- 25 o] - (7.1.3)

El miembro derecho puede desarrollarse por el teorema binomial cuando:

() -2

<1

si ademds

"+ fome] < 1

ia serie que resulta es absolutamente convergente. $i los términos de la

serie se ordenan en potencias crecientes de —ga— , tenemos que
—;—:—LE_;.I_CQ;‘)G'—‘(L a./_*_i:ﬂz“é—:_:i. o 7 (71h)
. £~ % &) (T EJ

Comparando este resultado con las ecuaciones {7.1.3), tenemos que los coe

ficientes de las potencias crecientes de—g;— son los polinomios de Legen-

dre y por lo tanto, (7.1.4) puede escribirse en la forma abreviada

A _ 4N ey (7.1.5)
T, frtee= ) (r<?)
it=C

n
Como el valor absoluto de los coeficientes Frlrad) de f%; nunca son
mayores que la unidad, entonces el desarrollo converge siempre que r<:i§|.

Por lo tanto, el potencial es

” Q- 1 *C-C—; - —~ /f ,'7 ‘ N
£ine = oz ?L /?zéfi'ﬁ-f:)fg“ <) ((7.1.6)
=0

Para r>T el correspondiente desarrollo se obtiene intercambiando
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Iy & en las ecuaciones (7.1.3) y (7.1.5)

: e
R DY DR S I (7.1.7)
2 r Li+(r) E_ruqéj
s AN
4 :_){-_ P,»,,;@:_-:le)(;) (r>¢) (7.1.8)
- /’/=~‘9 7.1
Asf, el potencial resulta
€ _f. O:"—’ Fi
s N S 5 s Vi< ‘ L. -2
q’(fjé)— HE P >\ Evéﬁﬂ_“’:z{f.;}{);) (im>¢ ) (7.1.9)
=0

7.2 Distribucién de Temperaturas en un Casquete Esférico.

Considere una esfera hueca, en la cual la superficie externa 1" =}7
debe mantenerse & una temperatura uniforme {.'_1 y la superficie interna
r=r, debe mantenerse en alguna disiribucién arbitraria de temperatura
< =2f(9J (fig 12). Se desea encontrar la iemperatura estacionaria en
cualquier punto entre las dos superficies que limitan el casquete esféri-

co.

Eafera hueca
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Como « es el &ngulo entre el eje x y la proyeccédn de r sobre el plano
x&y , debe notarse inmediatamente que el campo de temperaturas en este ca
so es independiente del éngulo}rs y por lo tanto la diferencia de tempera-

turas 77(;8)= t—-t4 , debe satisfacer la ecuacién diferencial

2 4
"dara o T) +~——5me-a%é‘>‘w@§g: =0 | (7.2.1)

y las condiciones en la frontera
T = 0O & I'=ra
. (7.2.2)
7 =F en  r=nr
donde Pce)sfce)—fi.
Aplicando el método de separacién de variables, T= 2@ en (7.2.

1), resultan las ecuaciones

L,‘.“?.-.“_/Q L2 R s " (7.2.3)
Arc U r osr ;S R= o r=c

0@, Crad £&

[ o) ok i G =

age= * Sen€ pe e =0 (7.2.%)

donde J7 es la constante de separacién comin,

La ecuacién (7.2.3) es una ecuacién de Euler, cuya solucién es (Ford,

1955: p. 76)
R = o) 4 Coy ~7F L) (7.2.5)
donde 1 = m(fm_t)

La ecuacién (7.2.4) puede reducirse a una forma més conocida por el

cambio de variable §‘?=ézzg,9. La ecuacidn transformada resulta ser
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2N 2@ e
(1-% i,\,@ 254 7?‘-#/7’(:!"-‘—1)@'“’0

que la identificamos como la ecuacién diferencial de Legendre. La solu-

cién general de esta ecuacién es como sabemos

@\ = ('Oj‘n (E?L"J g) + @,/77 ((/ nd /))

pero como la sclucién debe ser finita en el origen, desechamos el segundo

término de la solucién y nos quedamos sclamente con Tos polinomios de Le-

gendre. La solucién general de la ecuacién (7.2.1) es por lo tanto

SGrE L)
7-_— '\ (/‘\/uf + /3//;[ et )/}{(UJQ) : (7.2.6)

Aplicando las condiciones en la frontera (7.2.2), notamos primera-
mente que para Y =r, , 1os términos en " deben anularse.

Entonces

eI F A
L = =Ami ’

S Ei L ~ It A
T = > Am(} rq—Hi_‘* '"'“); 1 {2 )

,7."=f_
Ahora en 1 =r. los términos en " deben ser la unidad, para queT sea
solamente funcién de € , a lo largo del radio interior. Esta condicién

se logra f¢ ilmente multiplicando ]CLf) por es decir

'i ]
F =2
/ri_:‘f’rf-:\._n.«;.n':-i-i / Y__)rﬂ-&‘i )

a))

\ rm+1 \ },z.ifﬁfl_rf.m-i-
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AsT que

~EMEE pam+ mMi+4
7_, ZAF)‘)( Zrmi+ A r{_r‘“ )( ) P)}?(@zé) (7-2-7)

257

la cual satisface, claramente, (7.2.2).
Si en este problema_fceq es alguna f(#=2£), entonces la Ain debe esco-

gerse de tal manera que satisfaga

0 .
/:7@019)F=:{:/ﬁﬁ?/ggyégaiéa
Cmi=C
1a cual es un desarrollo de la funcidn arbitraria f:a&ﬁjg)?jfaaxlegpﬁti,

como una serie de polinomios de Legendre.

El coeficiente Ande esta serie, estd dado en la ecuacién (2.6.3)

como
A, =22t @;(&)F(?’)c@“ =042, ...
—1
6 en términos de la transformacién & = Ga e
7
_ 2-)77+j_ oA - 5o
Am = 5 ﬁﬁ(@ﬂz(:’)lc(&?d 9)5@765{’& (7.2.8)
o

De donde nuestra solucisn final completa es de la forma:

/'gM+1 cmedl\ / 2itd
¥ r Yz
"C.x.‘f‘Z(m* %) kr_f_m+¢_ram+x)k re) /O/ﬁ(éo-:z@)'
m=C
P . ‘ (7.2.9)
- | Fr(Coa8) = (e ) Ser €r1’£:’ '
Fel

Ejemplo.~ Calcule e! campo de temperatura €(r;8) , en un casquete
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esférico donde {;-: 2. , teniendo una dictribucién de temperatura a lo lar
3 Al
go de la superficie interna de acuerdo af(&":aa):i(?@&&zz'@ = Yy una
temperatura uniforme sobre la superficie externa de €.= O %%

Solucién.- La integral en la solucién (7.2.9) en términos de

estd dado por:
+1

7= m«ffﬁ (€2 6) Cua’ 05607 = :mo P (E)E5 08

En la secci6én 2.2 , vimos gue este tipo de integrales tienen como so-

lucién

4

_ ) a0 =y
I B 2_7'!77’3 H? ' (§ -1-) 177 Lc:‘“ .
-4
Para jsri=g
+1
_Z:D — jOC—JfEagiﬂg - /é:(ﬁ
-4

Para m=4

Para = 2.
-4
- ..AOO oL _,"Z o {
I =22 e 1yls = 1Y
-1

Para valores mayores que =2, las integrales se anulan.

Por lo tanto tenemos como solucién

£ iTdald ey, bJ! /r /%G S-SR
L:'Tﬁoai TAT)T T4E i_ U*)J (m'b 1) (7.2.10)

La ilustracisn del campo de temperatura para este ejemplo estd dado

en la figura 13,
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Fig. 13

Campo de temperaturas en un casguete esférico,

7.3 Esfera Cocnductora en el Campo de una Carga Puntual.

Sea una esfera conductora de radio vy , cuyo centro estd localizado
en el origen de un sistema de coordenadas. La esfera esté sumergida en
un dieléctrico homogéneo e isotrépico, de constante dieléctrica €». En
Z=5>4 estd localizada una carga puntual 7 (fig. 14). Deseamos en-
contrar el potencial y la distribucién ce carga sobre la esfera. EI po-
tencial en cualquier punto fuera de la esfera, es la combinacién del po-
tencial q% debido a 1a carga 7y el potencial qz, debido a 1a carga indu-
cida sobre la esfera, esto es: ¢ = G+ ¢, .

E1 potencial inducido ¢, debe cumplir con la ecuacién de Laplace, la

cual, en coordenadas esféricas, estd dada por: '

(7.3.1)
N S O] 36?;
ra ar ( 7 t T ESae rZ5ane oe>"" g6 ) T risante !’”260}) jﬁ o

Y
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““-&Vlnﬂ
i
//
L7r
P
”
- @
- —}ﬁ‘\
Y
X
Fig. 14

Esfera en el campo de una
carga puntual localizada

‘en = =

En este caso, como tenemos simetrfa alrededor del eje Z , la ecuacién (7.

3.1) se reduce a

4 0 /.2 df, 4 S 7 A
FEor(r 3‘%*)* =ims sr (51655 ) = 0. (7.3.2)

La solucién de esta ecuacién es, como vimos en el ejemplo anterior, sec-

cién 7.2, ecuacién (7.2.6),

o
@.‘L - Z (an")}% bn/':n_‘i)ﬁ7(dﬂ-2_é); (7'3'3)
H=0

pero como ¢, , debe tener un valor regular al infinito, es necesario que

&y =C , entonces el potencial debido a la carga inducida sobre la es-

1

fera, estd dado por

) =Z‘)T{%QT‘A)7(G%9) (7.3.4)
. =0
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En la seccién 7.1, se encontré que para y<& , el desarrollordel po-

tencial @, en coordenadas esféricas, estd dado por

o

‘:—-:,L —15"_—_._;3-____5:_—_’ o _[‘__n

2 VHE, 17~ YHE, ¢ /%(&'4@)(15 ) (7.3.5)
=0 .

Por lo tanto, el potencial sobre la superficie de 1a esfera y=ra

es

& WPt I _
Qi"(l”i,e?):>‘ [7’7}—6;‘?"(“;}) "L?%IFE‘_JHJ(&XZE):QZS (7.3.6)
ey )

Ahora ¢k es una constante y como (7.3.6) debe cumplirse para todo valor de
& , se sigue que los coeficientes de /9;(@&-’.;?‘:“) deben anularse para todo va
lor de /i1 mayor que cero. Llos coeficientes ), se determinarin asf{ del con-

Junto de relaciones

S T S & R (7.3.7)
bc f1¢’¢ Yire : T ’ bn - e '”_;g_-,nr; (_ﬂ>0)
Para cualquier punto fuera de la esfera
. . : £, 2i+i
7/ rafe & > O Y X)) (7.3.8)
€2 12 r ez Lo gttt el s

n=c

Para determinar la densidad de carga, calculamos la derivada normal sobre

1a superficie

[+
od _ & N T , & 7.3.9)
(ar r=r1— 7iEs ,_?_2 ()7+1) S;ﬁ"??ﬁ] (chz.é’)m—?j—, (
/ =

de donde la densidad de carga inducida resulta

4 —_ /ad _ - 27 g . E:._m-hl
2= Cakdr)rzr = - -7 > (r7+4) EA ﬁ?(&u@).{.% (7°3-10)
2 _ Vi=¢ g 2

la carga total sobre la esfera es
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o2

521 .[_/wriéenéa%aa}vmg a)z,//s@;ecﬁe

Ahora, en la expresién para la ortogonalidad de las funciones de Legendre

V/?D (Ca)fan (iraé)Senedle = 55— an+i Jn,m

tomamos mM=0, /lé=cl=4 , resulta que

fi= —5-— + V€l s (7.3.11)

El potencial sobre la esfera, es por lo tanto

— 4 Fa 4 g 2
&s Ve, ro YifE, éé’ ’ (7.3.12)

31 representa un exceso de carga que ha sido colocada sobre la esfera

aislada. Si la esfera estd a tierra, @s es igual a cero.

8. Aplicaciones de las funciones de Bessel,
8.1 Solucién de la Ecuacién de Ondas en Coordenadas Cilindricas.

En este problema nos interesa encontrar la solucién de la ecuacién de
ondas en coordenadas cillndricas para un potencial eléctrico escatar V.
La ecuacién de ondas es de la forma

VAVGt)- A 2D = '
que en condiciones est&ticas se reduce a la ecuacién de Laplace Vv =0 .

S1 suponemos una variacidn arménica en el tiempo, es decir

I
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et
Vat)=Viire

1a ecuacién se transforme en

Va\/ -;'—ﬁz'\/‘—fo (B.1.1)

donde

S5 = wine

W = 2 ( F= /Creucc—;?ciA)

¢t = @ P )—i

= /OQ-J"J??E’A(:AZ/?-'O’/AO{ rrincadtioan ol rmedic
€

= Gemsianie odefictrica

Desarrollando la ecuzcidn de onde (8.1.1) en coordenadas cilfndricas,

tenemos

%y, 1oV

roar

o

oy / A
1 0%V, | 9"y = gy

< aj;a T zE (8.1.2)

Usando el método de separacién de variables V’—'/QCI’)@C)”)ZCZ) , la e-

cuacitdn resulta

4 PR L 4 aR L AL2E

2
S : e £ 1.
R dr® rRo&r "t reg :xfz ( 3)

EZ"

&
+p5=—1L

R,

E1 término de 1a derecha de la igualdad depende Gnicamente de z , por lo

tanto, se sigue que anbos miembros son constantes, de lo que resultan las

. aps ecuaciones
&4

AL p*Z =0

ﬁ?'a':‘- - (8.1.1‘)
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__._”aé& £ £ R 2 gy~ _ 4 %O (8.1.5)
R ét?l f(’ a0 = 0?7 A )= @ jpd_

donde -#7% es la constante de separacifén. Nuevamente en la ecuacién (8.1.
5}, el término de 1a derecha de la igualdad depende Unicamente de;ﬁ »
mientras el términoc de la izquierda depende de v ; por lo tanto, aplicen-

do el mismo argumento anterior, obtenemos las ecuaciones

) 2 8.1.
Z}ﬁ—frn@:.cj (16)

2 z = .
.a_fjflé_Lr-?{f , [(m + /3 )ra_n]/g:o (8.1.7)

donde }7°es la constante de separacion,
Nos resta determinar las soluciones de las ecuacicnes diferenciales
totales (8.1.4), (8.1.6) y (8.1.7}).

La solucién de la ecuacién (8.1.4) es:

NE ‘"}/f z

Z=c0 T ra (8.1.8)

podemos también ver f&cilmente, que la solucidn de la ecuacién (8.1.6) es

@3 = Uz Cd;?,/yﬂ + G«/\Sovﬁjﬁ. (8.1.9)

la ecuacidn (8.1.7) es una forma de la ecuacién de Bessel, ya que si hace

mos el cambio

L= n* v 52) 4 = hr (8.1.10)

i

&sta se vuelve

/Aa;;“/e P “7‘@. + (U —/79»@ 0 | (8.1.11)
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gue la reconocemos mis f&cilmente como la ecuacién de Bessei, siendo su
sclucibn

R = Csptkr) + Co Yn lkr) . (8.102)

Se sigue que la solucién general de la ecuacién de ondas (8.1.2) es

V= (€@ 7T Nesconnry + CpSoviy) [y PR A CRIREY

Las constantes ¢4, C2, Cz, etc., asi como los valores de s y #7 se determi
nan para cada problema especffico por las condiciones iniciales y por las

condiciones en la frontera,.

8.2 Vibraciones de la Membrana Circular.

Una de las aplicaciones simples de laé funciones Bessel, aparece en
la teorfa de las vibraciones transversales de una membrana plana circular.
Por el término membrana entendemos una l&mina delgada peirfectamente flexi
ble, de densidad uniforme y supondremcs gue se mantiene en un estado de
tensién uniforme mediante una fuerza conveniente aplicada en su frontera.
Cuando la membrana se desplaza llgeramenie de su posici6én de equilibrio y
se suelta, ésta ejecuta pequefias oscilaciones. Nuestro propésito es estu
diar la naturaleza de estas cscilaciones bajo ciertas supcsiciones, con
el fin de simplificar el anélisis.

Se estudiardn scolamente vibraciones transversales y supondremos que
la tensibn permanece inalterada durante el movimiento; ademds si 2=0 re-

t

presenta el plano que contiene a la membraha en su posicién de equilibrio

Yy Si



133

define la forma de 1a membrana en cualquier instante, supondremos queuggr

y {%%— son tan pequenas que sus cuadrados pueden despreciarse.

Considérese una seccidn elemental rectangular de la membrana (fig 15)

-
!
— 3y
T : T
cy e - B <y
"
Tz, 15

Las fuerzas se deben a la tensidn uniforme 7 {por unidad de longitud) en

la posicién de reposo. Si la seccién elemental se desplaza en la direc-

ci6én 2 , perpendicular al plano x3 , se producird una fuerza de restitu-
&

ci6én debida a la componente ¥ de la tensi6n en Ta membrana,

En el punto X % la componente de esta fuerza es
d = -
OX uselu 77
y sobre el punto x es

“7—“%

- +
En forms an&loga, la fuerza de restituci6n en la direcci6n 7 ess
I'd

o= P
7j;i;;;£ﬁ%€§y

&

La fuerza de restitucién total es, por To tanto
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7ﬁr%};%-4—€%;§%)sé%;g;.

lgualéndolo al producto de su masa por su aceleracién, se obtiene como e~

cuacién de movimiento

( + / aa-’ - -
e A
donde ¢~ denota Ta masa de Ta membrana por unidad de area. Dividiendo en-

tre 7ﬂafzz§7 , resulta finalmente la ecuacién de ondas bidimensional:

oz £ 623_ _ 4 2z (8.2.1)
ox* c{:‘}_y‘ ¢E At®
donde
ng-::cgi? (8.2.2)

Cambiando de coordenadas rectangulares a coordenadas polares la ecua-

cién (8.2.1) se transforma en

Q%2 _ 0% | dide | i g
0t T “(or= T v or T reses (8:2:3)

Ahora suponemos que la membrana‘es circular y estd acotada por el clr
culo de radio y'=& ; debemos encontrar una soluci6n de (8.2.3) tal que sa

tisfaga las condiciones iniciales

Z oy = f OO (8.2.4)

= @8
=0
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Yy que en "= , £=C para todo valor det .
Resolveremos la ecuacién por el método de separacidn de varlables; es

decir, suponemos que Z:A’ﬁ)@{a}?"’(ﬁ) , con 10 cual resultan las ecuacio-

nes

2
ifa T =g (8.2.5)
&@ga - PPE =6 (8.2.6)

AR _ -
(‘L’lﬂz‘_/fﬁ(l" +a) I“) =0

-~
[

donde __;Q_,),,7 son las constantes de separacién vy }i:rf%i ; tas solu-

(8.2.7)

ciones son respectivamente:

(8.2.8
T'= Acoacot + Bsercot )
® = Cceaiiée + Dsenné (8.2.9)
R = ETnkr)+ [ Yntkr) (8.2:10)

La solucién debe ser uniforme y finita en el origen, esto hace que N
sea enteroy F=0C .
Por 1a condicién en ta frontera se tiene
Inlka) =0 . (8.2.11)
Esta ecuacién tiene un nGmero infinito de raices reales /?_1_, k2, , téi_g.
etc. Asignando a 1 los valores ¢ ,41,24,... tenemos para cada ) las can-

. ) ) .
tidades asociadas Ry ,.,.,Rs ,... Las primeras cuatro ralces de las
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primeras cinco funciones de Bessel aparecen en la tabla 8.2.1. De las

condiciones anteriores determinamos 'a solucién

— ‘ ) i )
Zf = (A}')‘_S @2/79 C’L"’-ZAP.S Gt 'f’_ B,;}sfzﬁ/?/)@@nﬂf?f?af +
S

#,

(8.2.12)
; e - . L) )
+(,, s CoanesSenks at + [y, s SwneSeRs at) Jn (B57r)

donde Aps, Bns, Chns , Dns son constantes arbitrarias.

Tabla 8.2.1.

s = 1 s = 2 s = 3 s = L

n =290 2.504 ! 5.520 8.654 11.792

n=1 3.832 | 7.01¢6 10,173 13.323

n=2 5.135 8.417 [11.620 14.796

n =3 6.379 9.760 113.017 16.224

n =4 7.586 11.064 14.373 17.616

De 1a condicién inicial Z |t=c~ :Jfrere) , resulta

fee= Z(An,s Cr: e + Bn,sxsczn/?@)tj?(gg”’ﬁ») (8.2.13)

Esto es un desarrollo de Fourier-Bessel (Gray, Mathews y Mac Roberts,
1952: p. 91). Se puede demostrar que los coeficientes estan dados por
24 a
Ans= =% 639 Fre)Cmne dnlhsrirar

» o gatdn (A’.«.&Z)J
c o

(8.2.14)

2 a
Brs =g o ffes senne i
o o
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o)
donde hemos escrito por simplicidad /25 en vez de As.
Como Jn(ks@)=0 , se sigue de (3.2.3) que
! -
In Chsad = Jp-s(Rsat)
2
Por lo tanto podemos sustituir .Iq?leésQ.) en vez de Jn (£s@), en las ex-
presiones para An,s Y 5n,s .
Si la condici6n inicial sobre (%%) es @’69)50, todos los coefi-
cientes Qn,s Y Dn,s son cero. Sin embargo, si suponemos para mayor gene-.

ralidad gque la membrana estd inicialmente en movimiento, resulta

dire)= Z/zm)a(c,m @218 + D)y s 5en 176 )Jp (k") (8.2.15)

gue permite obtener los coeficientes Gﬁls Y-Dn,s .
Ahora estudiaremos un caso particular de vibracién en la que las con-

diciones iniciales son

Z =AJnRr)Cra ne

oz (8.2.16)

It |¢=

Este tipo de oscilaciones tienen como solucién

Z=Aps JnlRer)Coanelos Rs at - (8.2.17)
donde k< es la s-é&sima raiz de Jp(ks@)=0 . Estas oscilaciones reci-
ben el nombre de oscilaciones normales.

Cada elemento de 13 membrana ejecuta una oscilaci6n arménica simple

1

24 - 20, [ (8.2.18)
AsC ks N7

de perTodb

y de amplitud
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S (bst) Coa 16 (8.2.19)

La amplitud se anula si

Jallsr)=0 o sl Couné=o0 (8.2.20)

La primera de estas ecuaciones se satisface no solamente cuando r=c¢. (en

la frontera) sino también para

(8.2.21)

P
Ks

J
consecuentemente existe un conjunto de {(S-1) cfrculos nodales, concéntri-

cos con la frontera.

La segunda de las ecuaciones (8.2.20) se satisface cuando

_d _ 30 _ (=ADT
@—2” , B oo, €7 ST aa (8.2.22)

por lo tanto hay un conjunto de +1 didmetros nodales dividiendo a la mem=
brana en 21 regiones iguales, cada unc de los cuales vibra en 1a misma
forma. Se observari sin embargo, que en cualquier instante particular dos
regiones contiguas esté&n en fase opuesta.

Si/445==é361 representa 1a s-ésima raiz de L]%(x): ¢ , el perfodo

puede escribirse en la forma

(8.2.23)

donde /] es 1a masa total de la membrana. Esto muestra muy claramente co-

mo el perltodo crece al aumentar la masa de 'la membrana, o al disminuir la

tensién a la cual estd sujeta.
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4 ;
Wy (FuruopacriTiad) &Qf
o

n=o0 s=2 n=i s=2
(= 2.29606 @f = 2..948c)

Fig. 16 Nodos (lineas nodales) de una membrana circular vy
sus frecuencias en términos de la frecuencia fundamental.

Los segmentos sombreados estén en fase opuesta a los no som
breados,

8.3 Ondas en el Agua.

Cuando se lanza una piedra dentro del agua, las cndas que se producen
forman una serie de crestas y depresiones circulares concéntricas, en las
cuales ni sus amplitudes ni las distancias entre las crestas se ﬁantienen
constantes. Lo gue se observa es un rdpido decrecimiento de la amplitud y
un incremento de las distancias entre dos crestag contiguas.

Para analizar este problema, se feempIazaré la piedra que golpea a la
superficie del agua por un disturbio reqular: en =0 un pistén cilin-

drico de radioy, se sumerge una distancia-€ y se retira sdbitamente en el
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instante € =0 .
Suponemos que las ondas son periédicas, de modo que, la dependencia
. -t .
en el tiempo se expresa en la forma @ . Adem8s, el movimiento de
la onda se describe con respecto a la superficie de equilibrio.
Introduciendo coordenadas cilindricas 3’,/&" , Z (Z positivo hacia
abajo), el potencial é cumple con la ecuacién de Laplace

J—bi,,__‘L @ _5(‘@_ .—)Z.(l =0 (8.3.1)

or = BZE

“‘)lr-

—-—

Si suponemos simetrfa circular,d no depende de;& y se puede suponer
que
Z(Lf

@ Af(!“)Q C (8.3.2)

donde/Q es el ndmero de onda

é - 2/7 J a)___ 2/

) z J-— (8.3.3)

A es la longitud de onda y&el perfodo.

Sustituyendo (8.3.2) en (8.3.1), obtenemos para f{r) la ecuacién dife-

rencial
42
[t
Sh Loty +4 =0 (8.3.4)

Si hacemos el cambio de variable A’!"‘—‘-P » 1@ ecuacidn se transforma en
s

YA, ‘ 8.3.4
a:}’,“a 'T"-/;G :‘(7—— 'f"f -_— 0 . . ( -3- a)

que la identificamos como la ecuacidn diferencial de Bessel de orden cero.
Como la solucién que es regular enJ')=O (r=0) , es la funcién de Be-

ssel Jo_(f) , tenemos
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Fr) = T ) (8.3.5)

Sustituyendo (8.3.5) en (8.3.2), obtenemos como funcién potencial

—hw Tl

¢ =AU e (8.3.6)

£sta férmula satisface 1a condicién de queéih—aa cuando £F—->coo. Lla
representacién (8.3.6) contiene tres parametros A , s, £, donde A de-
termina la amplitud de la onda para ==0O tanto A como la frecuencia
) dependen de 1a forma particuTa; de la excitacién. Estas dos cantida-
des pueden escogerse libremente en tanto que el nidmero de onda 4 debe de

terminarse por su relacién aw; de acuerdo con (8.3.3)

w A 8.3.
2 ==V (8.3.7)

qgue es la velocidad de propagacidn de ta onda.
Para 1a determinacidn de,& , usaremos la condicién para la superficle
libre.
=0 (8.3.8)
0 sea que la presién atmosférica se toma como cero. Lla presidnjﬂ-y el po
tencialé@ (potencial velocidad) estan relacionados por la ecuacién de Eu-
ler, la cual usaremos en la forma integrada de la ecuacién de Bernoulli,

{Sommer feld, 1971: p. 170) correspondiente & este problema particular

9 U ~ (8.3.9)
ot  f .

dondeJF es la densidad y U representa al potencial gravitatorio por uni-
dad de volumen, tomado en la superficie. ComoZ se toma positivo hacia

abajo, tenemos en general que
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Uz:ﬁﬁa‘ (8.3.10)
Sea £=/7 la ecuacién de la onda. donde /7 es funcién de  yT (%
positivo significa una depresién, una )} negativa significa elevacién de
la superficie).

pe (8.3.9) y (B.3.10) tenemos

2 5. O (8.3.11)

‘De acuerdo con la ecuacién (8.3.6), ia forma de /7 debe ser:

-zt

= cedolhr)@ (8.3.12)

la constante c_es en general compleja, ya que incluye amplitud y fase.
Si se suponen desplazamientos pequehos, tanto & como A son de magnitud pe
quefia. Si sustituimos (8.3.6) y (8.3.12) en (8.3.11) se tiene
ZwAC™ ja‘ (8.3.13)
Desarrollando O:’AJzen potencias de/f’/z y despreciando productos Ax, A}”Ls
etc., la ecuacién (8.3.13) se simplifica a
MAﬁ}a (8.3.14)
Esta es una relacion entre A y a , pero no es la relacidn requer‘ida
entre & yw. Esta Gltima se obtiene introduciendo una condicién cinemd-
tica. Estipulamos gue la velocidad de un punto dado de la superficie de-
be, para todo tiempo, ser igual al de las partfculas de fluido que llegan
a ese punto. ‘Las dos componentes de los dos movimientos, tomados en la
direccién normal vi de la superficie, deberén ser ig uales ya que un movi=

miento de la partfcula en el plano tangencial, no cambia la fase de la

superficie. Si denotamos la velocidad superficial por Vy la velocidad
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de la partfcula por v, la condicién es:

Vir= Vp (8.3.15)

La comporente uj , expresado en funcién de@ es:

$i A es suficientemente pequefo, se pueden hacer las aproximaciones

3 - 00 (8.3.16)

e
b4
Vi per _géc?_ (8.3.17)

entonces, (8.3.15) se transforma en

o od 8.3.18
5t =6z (8.3.18)

Sustituyendo 7 Y é , de las ecuaciones (8.3.12) y (8.3.6), obtenemos

—Zeva = fa (8.3.19)

Ahora, comparando (8.3.14) vy (8.3.19), obtenemos la relacién

_ﬁ_:_,i-:_._i&_. 73} (3.3.20)

Se concluye de (8.3.20) que:
a) Hay una diferencia de fase de-i;—i— entre la onda & y la onda A .
Si A se escoge como una cantidad real, lo cual es permisible, @ es pura-

mente imaginario. Tomando la parte’ real de@ obtenemos

@: Amwi‘(]o‘(/ér)@_/éz (8.3.21)
y la ecuacién (8.3.12) se reduce, debido a (8.3.20), a
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7E = = LA G ) S it

o

P (8.3.22)
b) La relacién entre &2 yw es, por (8.3.20)
aﬁz/q,é (8.3.23)
Introduciendo la velocidad de propagacidn, obtenemos
vizwlo g o ol Lo L (8.3.24)
LE TR T %y - VENS 277

La velocidad de propagacién depende de la longitud de onda. Las expresio

nes finales para 4 y@ , son asfi

L= aJ?c’/‘;r)Qméw“ (8.3.25)

—AF - 2ot

¢ = ke (8.3.26)

donde )=~ /5/5_ .
&

Las condiciones iniciales sobre la frontera son:

—

f A O<r<ijg
= (8.3.27)

o /MrA Jo <I'<I co ,

Aplicando la Integral de Fourier-Bessel {ecuacién 8.2.1), ésta se puede
expresar en la forma

o= 4’ /éc@{Ju(r &;& S AE). (8.3.28)

a

Para evaluar la integral sobre ¥ , usamos la relacién (3.6.2)
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2e

ﬁ’m D)k =t2 ] ),

o

sustituyendo este valor en (8.3.28), tenemos

K=o = %ﬁdér).];(é};)c(%. (8.3.29)

Los valores de}7 vy q_; , para cualguier instante > son respectiva-

mente
Jr = gmf&{r)& @ S

~ Sz -nfor't
(i’ = -zé’jﬁvﬂéér)%(/éi;) G 7 k.
P ’\/jz_

<

F1 cilculo de estas integrales, aunque directo, no lo incluiremos aqul

por ser demasiado largo. (Sommerfeld, 1971: p. 195).

8. L Un Pozo de Potencial Cuadrado Tridimendional.

Sup6éngase un pozo de potencial cuadrado de profundidad finita en el
cual el potencial es

Vo) = + Ve r>ad (8.4.1)
Vi) = o (r< o) |

Deseamos encontrar los niveles energéticos que corresponden a un de=
terminado momento angularJe , los cuales se obtienen resolviendo la ecua-
cién radial que resulta de separar la ecuacién de Schrédinger en coordena

das esféricas. La ecuacidn radial que resulta por este método es:
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" GR) = - ﬁz [E—Vé*) MJG’A’)

J & (8.4.2)
Momento Angular Cero.- Si 4?::0 ., € problema es idéntico al problema
unidimensional. Dentro del pozo, la ecuacién radial es
0(7 2
S (R) =~ EURY = A% R (8.4.3)

cuya solucién es

1) = Acoakr + BSarifr

O 5ea

Rutr) = Accakr , Bsenkr
r i

Escribimosf¢)en esta forma en vez de la forma exponencial, porque
debe ser finita en y=p , y podemos asegurar esto al hacer A= . Por

tanto

fudr) = —’if:c—/l’—’— (r< a) (8.4.4)

Fuera del pozo, la ecuacién radial es

O’/?z_) = = /);IE: EAUENE) {’/f/‘?z)

sze
Para un estado ligado(E-V4) es negativa, asf que la solucién debs ser una

exponencial que decae, por tanto

rk. = 7 2nad (r>ad
/?2(/‘) :ﬂ
r

.3
con X definida como (2.}7?(\,6‘.5)/4;2-)/2“

(8.4.5)

Las condicicnes de continuidad de la funcién y su derivada en r=a ,
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requieren que

Rua) = Rela)  y _c@%@_ = lelr) (8.4.6)

!
BSenka — e _ BSenka . Bk eoska _ 280 Ix @
& & ), @? a - a® a

Yas cuales conducen a

footha =-o (8.4.7)
Niveles Energéticos.- Los niveles energéticos se determinan a partir

de la ecuacién (8.4.7) por métodos numéricos o gréficos. Daremos aqui un
método grafico. Hacemos los cambios de variable ¥ =fa , R==a con lo

que (8.4.7) se transforma en

FortF =, (8.4.8)
con
- - rd =4 |
s /Zh:_g?;‘b;:@” (8.4.9)

Graficando ¥ contra,? y tomando la interseccion de las curvas (8.4.8) y
(8.4.9) para una Vot dada, encontramos los niveles energéticos deseados;
como & yj; estén restringidos a valores positivos, solamente se necesita
estudiar las curvas en el primer cuadrante (fig.17 ). Es claro que dada
una partfcula, los niveles energéticos dependen de los parametros de la
energfa potencial a través de la combinacién V4% . Se encuentra que no
. . . 2 /7‘152‘ ' N

hay nivel energético a menos que Veal > AL D 5y que hay un estado liga

g EN
do si LE 0t = BT

em )71
dos si _EZiZZZE‘:: »/tlé <::.Jé§§f2525;

&7 @ — Em

y asl sucesivamente.
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3 BN ] l
vea'= ¥ qar \ :
2 < 1~
n \‘\/’> / ) : Lo
vod'-:;i;; \\ h \V"'f"";'-? /
U S \ =2+
\ Vr{':—_gwt._g; 75_5”2!5
/ I J Z.
0 t I
0 1 2 ¢ 3 4 5

Fig. 17 Solucién gréfica de ls ecuacién B.4.8 para tres
valores de Ve 2* . La linez vertical punteada es
la primere esintota de gp=-pels .

Solucién con £ arbitraria dentro del pozo.- Para Qalores de £ dife-
rentes de cero, partiremos de la ecuacién radial original (8.4.2). Si ha
cemos el cambio de variable jD= Ay, donde £ ests definida por la ecua-
cién (8.5.3), 1a ecuacidn para << , toma la forma

Al 2 LR, [ih;f@/&:o (8.4.10)
7N S N & e 4
gue es lz ecuacién esférica de Bessel y su solucidn es
/&=A/;o9’) + E1% (8.4.11)
Como la solucién debe ser regular en Jﬁ‘:o , debe tenerse =0 , ya que,

como sabemos,)?é,go) es irregular en j):o , entonces

Ky = A_;;;f(ér).x ' ‘ (8.4.12)

Solucién con & arbitraria fuera del pozo.- La ecuacién de ondas para
r>a. toma la forma (8.4.10} si hacemos el cambio de variablefz?.b(r“ ,

donde oX est# definida por (8.4.5). En este caso, el dominio de defini-
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cién, no se extiende hasta el origen, por lo tanto no hay razén de porque
no aparezca n,e(j’) en nuestra solucién. La combinacién lineal de/iyg?) y
de }’)29:) se determinard por su forma asintética, la cual debe decaer expo
nencialmente para valores grandes deJ? . Si vemos los desarrollos asintd
ticos de las funciones esféricas de Hankel (8.3.8), podemos concluir que
la solucién deseada es la funcién esférica de Hankel de primera clase,

ya que esta da, para grandes valores deJD , una exponencial real decre-

ciente. Tenemos por lo tanto que la solucién para r>ao. es:

.

Re = B liwr) = Bl fotimrs+ imtior)] | (8.4.13)

Niveles Energéticos.~ Los niveles energéticos se obtienen aplicando
las condiciones en la frontera (8.4.6) para las funciones /Q(f) ; es de~-
cir, que las funciones sean uniformes y continuas en /=& . Con ayuda de
las férmulas (8.3.4) y (8.3.7) con £= o , obtenemos la condicién (8.4.7)
Para #=4 , nuevamente con la ayuda de las férmulas anteriores y haciendo

también las sustituciones ¥ =4/a, 7 =otc, obtenemos las condiciones

at & _LZ_ S R §Z_+/Za:Mlé£& , (8.4.1_4)
g & (A 7e

Las ecuaciones (8.4.14) pueden resolverse graficamente por los métodos in
dicados para £=o. En general se encuentra que no hay degeneracién en-
tre los eigenvalores obtenidos de las soluciones de las ecuaciones (8.4,
8) vy (8.4.14) para varios valores de £.

El valor m&s peguefio deloa® para que exista un estado 1igado con =1
es mayor que el correspondiente valor deVoa® para £=p. Esto es razona

ble desde un punto de vista fisico, ya que la interpretacién del término

£ en 1a ecuacién de ondas radial como una energfa potencial, sugiere gue
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una partficula que posee momento angular, requiera de un potencial atracti
vo mds fuerte del gue necesita una partfcula que no tiene momento angular.
Por To tanto, la minima fuerza de pozo potencial cuadrado Voo™ requerida

para tigar una particula de momento angular orbital £ , crece mondtonamen

te COHE .

8.5 Conduccién de Calor sobre Superficies Aumentadas.

Con el propdsito de facilitar la transferencia de calor entre una su-
perficie y un fluido gue o rodea, se acostumbra aumentar el &rea de ésta,
por medio de salientes; a las superficies asf modificadas las Ilamaremos
superficies aumentadas,

Considérese una saliente recta de perfil triangular de area A=
(fig. 18) y de conductividad térmica uniforme & . Suponemos que tanto el
coeficiente de conductividad ﬁ , como la temperatura ﬁ; del gas ambiente

72

que rodea a esta saliente, son uniformes. Representaremos por7 a la di-

0Oy
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ferencia de la distribucién de temperatura t(r) y de la temperatura‘é;, es
decir
T =+-1% (8.5.1)
7

Se puede demostrar que 7 debe satisfacer la ecuacién (Schneider, 1957:

p. 75)
s v 8.5.2
R+ B e T =0 (6.5.2)
donde
z ‘A )
Y4 == (8.5.3)
Si hacemos el cambio de variable
/;L:{xwx (8.5.4)
con
o< = 2N
(8.5.5)
la ecuacién (8.5.2) se transforma en
e e N

que es la ecuacion diferencial modificada de Bessel de orden cero, cuya
solucidn es:

T = ALo(ee)= ALCNNDX), (8.5.7)

La constante A se determina de tal manera que 7 satisfaga la condicidn en

t

fa frontega )
7 =7, e X=w; ‘ (8.5.8)

tenemos entonces que

7o = AL, CNew)
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de donde

7o — oy ‘{:a .
=TIy T Ioc(a/\ffu) (8.5.9)

y finalmente

gﬁ’—: Le QD) (8.5.10)
o2z Te (2ned)

La cantidad de calor disipada, por 'a superficie de la saliente recta

triangular, estad dada por

a_"

{%ﬁkz Mmygaﬂv—ﬂﬂ (8.5.11)

Para calcular esta integral desarro]]amos la funcién T, en la forma dada

por la ecuacién {8.4.3) e integramos término a té&rmino

42} 24/
- . ¥ E_2
‘f_\Z;(zm‘\fmx Dax :fi = N x +4‘/~}—‘/‘1"-—1~ + .. .)'&w
o )

¥

Z .
=w@+ﬁ%¢+ﬁ%ﬁ+_)
L
Si comparamos este resultado con la serie I,
N, e
I_-]_(Z/‘/C(J): /‘\/w(i + _?;m—jz-%.lj_ + .. )

tenemos que:

)

ﬁoc’z/v’w/wx Ddx = ﬁ—l’i(z/vw) (8.5.12)
S . , .
con lo cual obtenemos finalmente
A Ic(Z/VCU)
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9. Aplicacién de las funciones de lLaguerre.

9.1 Respuesta en la Banda de Baja Frecuencia de un Amplificador RCen Cas-

cada.

La figura 19 muestra el circuito de un amplificador RC. En 1a mayo-
rfa de los casos, en particular en el nuestro, la salida del amplificador

estd conectada a la entrade de otro circuito.

|
' Ca

—G &

b s At - - ———

Fig. 19 BAmplificador RC

Supondremos que la impedancia de entrada del circuito de carga es predo-
minante capacitiva; esto se muestra esqueméticamente en Ia figura 12 me-
diante el condensador (.

E1 circuito equivalente se muestra en la fig 20 . En éste se inclu-
yen la capacidad distribuida de alqmbrado Cyu , la capacidad de salida del
tubo @s vy la capacidad del siguiente circuito @;. Comgc deseamos estu-
diar simplemente 1a amplificacién en 12 banda de baja frecuencia, los e~

fectos de las capacidades Qo , Gy Y {7 son despreciables en comparacitn
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con los efectos que producen las resistencias, asf que pueden considerar-
se como circuitos abiertos y omitirlos del circuito equivalente; el cir-
cuito se reduce entonces a la forma que se muestra en la Tigura 21.

La amplificacién estsd definida como /\3=jg%n5%n (transconductancia o
conductancia mutua del tubo por la impedancia mutua de la red del circui-
to equivalente). L?jh es caracterlstica de cada tubo, por lo que necesi-

tamos calcular 2, para poder determinar la amplificacién.

|
||
Ce

|

)

Lo

(A)r= %r

O e

Fig. 20 Circuito equivalente del amplificador RC.

| |

C. Ca

T

‘\\ ' = Y,
DI N N Q). iy =

Fig. 21 Circuito equivalente del amplificadér RC para bajas frecuencias.
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Considérese el circuitojﬂigeneral, que se muestra en la figura 22,

Tenemos que

o (9.1.1)
E=T1Z = Te(ZatZs)
Im_z-_i_—/‘fa_ (9'1‘2)
De acuerdo con la ecuacién (9.1.1)
- _ = _ =
{a= =7 L—m (9.1.3)

Sustituyendo estos valores de las corrientes en (9.1.2), la corriente to-

tal resulta

/
I=F(&+257;) 9.1.4)
— | &3
A
ray
| . "
=3 EEL 6?& 'EE;

Fig. 22 Circuito/pi.

E] VOIta'e de Sa]‘lda 5’\ e5.
_ frumd 'l-

Por lo tanto la impedancia mutua, que es la razén del voltaje de salida a

la corriente total, es
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Z2
Z — Ea — z.?.7LZ:—3 — 25,_2‘__2_2
O L AR S Zit Py 4 = (3.1.6)
Z1 2+ Z3

O

por lo tanto

2 e Lifs o LRSS By)
Zm(s) Rt Rg)# 1/5¢c ~ 540 /(M.+§,)c,c

Si definimos

A=

R P " (9.1.7)

Loy
Ret 7y

la impedancia mutua toma la forma sencilla

El término A es la resistencia total que aparece en el circuito y &ls se
le denomina frecuencia de corte en la banda baja. Consecuentemente la

respuesta en la banda baja es

ACI== o R zimm= s (5.1.9)
donde }&n1=t;ﬁmf€ es la respuesta en la banda media.

Sin amplificadores idénticos se conectan en cascada, la amplifica-

cién total es

A )= A KS;Z)T)N ‘ (9.1.10)
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Como la amplificacién total es la relacién del voltaje de salida entre el

voltaje de entrada

Ar6) = £7205) L el

donde Z significa transformada de Laplace; entonces

ZColE) = Apls)L 2y ) (9.1.11)
Si el voltaje de entrada . &) (como una funcién de tiempo) se supone
que es una funcién escalén unitario

Zetd)=4  pen feda T20

entonces, la transformada de Laplace de esta funcitn es

- w . i
AL t) = 5
por lo tanto, el voltaje de salida resulta

7 ~27-4
= —
N S 0a )

Lae) = Ars) 5= A ; 1 (9.1.12)

aplicando Tas transformadas de laplace, tenemos que

t?}-—_ﬂ —t’.LJ_it

<4 4 o
Z (504" (r—-4)1

sustituyendo este resultado en la férmula (9.1.12) tenemos

7 _ n-4 —y
)= Ay Sl o 1 (9.1.13)

29—}/

De la teorfa general de las transformadas de Laplace tomamos la fér-

mula (Jaeger, 1953: p. 14)
Y
LLH) _ A
L T Gk = 5"LF ) (9.1.14)

La cual es vilida si todas las condiciones iniciales son nulas.
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En nuestro problema podemos considerar que todas las condiciones ini-

ciales son nulas, por lo tanto, si hacemos

s L Ji—d —&e f
f(ﬂ =sora ™ v k= -4

obtenemos

, » 4/)7-_1_ ?’L Fi—4 "‘JL’_{_—(-L
2-(&) :Am _,e?:‘ﬁh"‘(('ﬁ—i)/ a (9.1.15)

Ahora, si en la férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre

(/a_»_x)'-A =) , férmula (9.1.6), hacemos el cambio de variable X =

oyt ¥ sustituimos 7 por 2-2 , resulta

0 LT
- — - ~&a,
Aﬂ"i \'..Q'_’;'é,) -— (n-—i}! ‘17&)?-&('5 Q & _‘_'t)

que comparando con el resultado (9.1.15), se obSerQa que,

)1"1'

Colt)= A @ [, Cust) (9.1.16)

A partir de esta férmula y con la ayuda de los resultados (4.1.3), po
demos conocer el voltaje de salida &%) para un nlGmero cualquiera de pa-
sos de amplificacidn.

Para:

— b

=4 Lol )= ApQ T

—r. 'f?
77=2 st} = /\f}, (1—ene)@ : (9.1.17)
=3 Oett) = A | 4= ont + 5 0t )] o7

17 =4 Qold)= A [1-3.0.7 +3Got)? 7 (ot )?]




165

y en general sustituyendo la férmula (4.1.2a) en la solucién (9.1.16)

_ A7 s -4/ A -t
0= A S L O e

{9.1.18)

" =

10. Aplicaciones de las Funciones de Hermite
10.1 Oscilador Armdénico Simple.

En el potencial del oscilador arménico simple la partfcula ejecuta pe
quefias vibraciones en la vecindad de la posicién de equilibrio estable,
En esta posicién el potencial V(x} debe tener un mfnimo. Para toda Vi)
continua, la forma de la curva en la vecindad del minimo -que es la que
interesa para las vibraciones pequefas- se puede aproximar a una parébola.
Asf, si los ceros del ejex yde la energfa se encuentran en el minimo, se
puede escribir

\/(x)*—-@—gf—a— (10.1.1)
donde ¢ es una constante. Una partfcula cuya energfa potencial tenga es-
ta forma experimenta una fuerza arménica de restitucidn = - VoK =-Cx.
La mecénica cl&sica predice que si la particula se desplaza una distan-
cia %o del punto de equilibrio, al soltarla oscilars sinusoidalmente al-

rededor de la posicién de equilibrio, con una frecuencia

=4\ [
V== '\;m (10.1.2)

donde J77 es la masa de la partfcula. Adem8s, la energfa total de la par-
tTcula es proporcional a xf'y puede tomar cualquier valor, ya gue X, es ar
bitraria. Sin embargo, la antigua teorfa cuéntica (postulado de Plank)

predice que £ s6lo puede tomar alguno de los valores
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E =}?A13 }?:Q’i “?“13)"
A? 7 » (10-1‘3)

Predicciones de la Mecénica Cuéntica:
Especifiquemos el potencial del oscilador arménico simple (10.1.1) en
términos de la frecaencfa clé&sica de oscilacidén {10.1.2). Tenemos que
Vi) = 27 %8 x % (10.1.4)
La ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo correspondiente es

__Z._.__..H_;:T._-f- g// J)x /': _in'
&7 sl < /77 =

(*5_{ [?/7“5 (wa?) -0 " (10.1.5)

Def inamos
< = aimv/fz, /2= 2«'775/??& {10.1.6)
y la ecuacién se puede escribir como

‘JZ

gé—q Z)? (10.1.7)

Es conveniente expresarla en términos de 1a nueva variable
& =1/ol (10.1.8)
para que la ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo tome la for-

ma

— )Y =0

O(._z

f ~L(_£ 5)-47 0 {10.1.9)
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Debemos encontrar solucioneséﬁ(ﬁ)que sean continuas y estén acotadas para
toda & , desde —« hasta +#cc . Las soluciones gue obtendremos satisfa-
rin automdticamente la primera condicién. Por otra parte, se debe tener
especial cuidado en que‘§;(§9 esté acotada cuando l§1-—4>co . Para esto
es conveniente considerar, en primer lugar, el comportamiento de '4f@§)
para valores muy grandes de l§|

Para cualquier valor finito de la energia total £ y para grandes valo
res de |§1 , la cantidadféﬁx es despreciable en comparacién con ?fa . Po

demos escribir

" ?i: &, &|—> (10.1.10)

=
AE

La soluci6n general de esta ecuacidn es

2
V= 40 £/ %5@"5 = (10.1.11)

Ya que la funcién (10.1.11) debe estar acotada cuando i%?p——aag , se debe
tomar
A=o0

Asf, para [éi muy grande, la funcién propia deberad tener la forma

N s 2
W)= BaQ. / ; \Z|—— (10.1.12)

Lo anterior sugiere la bdsqueda de soluciones a la ecuacién (10.1.9) de
1a forma |, N

3[1*(5):(2‘?/2/7/(;5-‘) (10.1.13)
validapara toda ¥ . Cuando [¥|-—>0c0 las funciones /H(E) deberan variar
lentamente en comg.aaracién con an a/a.

Sustituyendo {10.1.13) en (10.1.9) obtenemos, para H(x) , 1a ecuacion
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L —gs Sl (B 1)y =0

XE (10.1.14)

que es la ecuacién diferencial de Hermite.

Como vimos en la seccién 5.3, para un valor arbitrario de £ o, tanto
la serie par, ecuscién (5.3.10a) como la non, ecuacién (5.3.10b), contie-
nen un ndmero infinito de términos. Como \'/eremos en seguida esto conduce
a soluciones inaceptables. La férmula de recurrencia para cualquiera de
las dos series {par o non) est& dada por (5.3.4), que para nuestro caso

debe escribirse

_7/;”/“- _i-a/&a‘é.

Z —
e (et I +2)

Ahora bien, de la relacién anterior puede calcularse el cociente entre co

eficientes de potencias sucesivas de g’para,é grande, resultando

a)ﬁr—z. Q”/ X -4 - z_zé) 2

s R 1L +2) Iz‘i TR

Comparando este cociente con el correspondiente en el desarrollo en serie

. g’)"
de la funcién &’ , que es

- . =7 & A LAz
@ =1L +8+ é‘i+3‘l+..., f/w)/+/77-’-_7_)f+

Para A grande, el cociente entre los coeficientes de potencias sucesivas

de &

=

YR Y 3 e Y T S
1/t [z (b + 1)1~ Sz +1 )RR T R+ B2

€5

=
K
Observamos que los dos cocientes son iguales. Esto significa que los tér

2
minos de potencias grandes de & en la serie para & s6lo puede diferir de
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los términos correspondientes en 1a serie par de H(x) por una constante
¢ . En el caso de la serie non para H(J s6lo podrs diferir en ke,
donde X' es otra constante. Pero cuando E1+-aoc, las potencias de orden
bajo en ¥ no son importantes para determinar el valor de cualquiera de

las series. En consecuencia, concluimos que

‘ ._"f . XC—-
H)= aoxd +a ks, gl

Ahora bien, de acuerdo con la ecuacién (10.1.13), las soluciones a la e-

cuacién de Schrodinger independiente del tiempo son

/

> —é’z -4 -
gf&§)=<2 f#[g)
de manera que si la serie de #{J contuviera un niimero infinito de térmi-

nos, el comportamiento de estas soluciones para lgﬂ————aoa serfa

_ L€ - P_"E'/c?., " £,
aé /Kﬁ(g) = e KE + c:ZlK'é’@g /2

, g
Esta solucién diverge cuando l§]————;cu , comportamiento inaceptable para
una funcién propia.

_Sin embargo, se pueden obtener funciones propias aceptables para cier
tos valores de ﬁ@éx . La serie se reduce a un polinomio (véase seccién 5.

3), si el coeficiente de/H de la ecuacién diferencial (10.1.14) es igual

a dos veces un nlmero entero no negativo /7 , es decir que

£ -1 =2n =01,2,...
o bien
B= (21X, . ' (10.1.15)

Por lo tanto, s6lo se pueden aceptar como soluciones de la ecuacién (10.

1.14), los polinomios de Hermite de grado p

HE) = Hn (&), (10.1.16)
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Con una solucidn de polinomio para la ecuacién de Hermite, las funciones

propias correspondientes

2
V= e (10.1.17)

mostrar&n el comportamiento aceptable de cancelarse cuando[?}———;ao, ya
_'»aa

que, para|§1 grande, la funcidn Q,g / varTa mucho mds répidamente gue

el polinomio Hp(z), de manera que determina completamente el comporta=-

miento de la funcién propia.

De hecho

&% a
4

T@e)eed

en concordancia con la ecuacién (IO.i.IZ).
Existen soluciones aceptables a la ecuacién de Schr&dinger sélo para
los valores de/@ﬂx dados por la ecuacidn (10.1.15). De acuerdo con (10.

1.6), esta cantidad es igual a

B _emE A _ 2=
o A Zumr 220
o bien
Ep = (n+E), 1N=41,2,3... - (10.1.18)

donde ¥V es la frecuencia clésica de oscilacién de 1a partfcula. Se ha em
pleado el ndmero cudntico)) para designar los valores propios. Al compa-
rar la ecuacién (10.1.18) con el postulado de Plank (10.1.2) sobre la

cuantizacién de Ha energia, encontramos que.los valores‘propios predichos
por la mec&nica cuéntica estén corridos por la cantidad L hv . Como con

secuencia, la energia total minima para una partfcula ligada en un poten-

cial es Eo:—f,:}}p. Esta es la energfa del punto cero para este poten-
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cial, cuya existencia es requerida por el principio de incertidumbre. Es
interesante hacer notar que el postulado de cuantizacién de Planck para
el oscilador arménico simple conducia a resultados erréneos por la cons-
tante aditiva -%iﬁlr . Esta constante se cancela en la mayor parte de
las aplicaciones del postulado, ya que s6lo es necesario conocer la dife-
rencia entre dos valores propios.

La funcién propia normalizada para nuestro problema es
R

U@ =ne @5 Hhol®) (10.1.19)
donde ,V., es la constante de normalizacién. Ademés‘?ﬁéﬁ)debe cumplir con

fa relacidn

ee?

fg";,"‘(g) Pl = 4

~»
sendo g{;?gﬂ el compiejo conjugado de éﬁﬂgﬂ que en este caso es igual a
32;(5) . Por 1o tanto, con ayuda de (5.4.1), obtenemos fé&cilmente el

valor de la constante de normalizacidn

4

M, = (L \F (10.1.20)
g NIT2hn!

resultando entonces:

4 -
. . / 1 2. _ALE“
i[j’;(g):(h—’\jﬁ'a”n!) ) 2 /L)gy(g) (10.1.21)

Las funciones propias se pueden expresar en términos de X mediante la
substitucién ¥ =A/& x , aunque ordinariamente conviene dejarlas tal como
-3z » . i )
estin. Ya que & es una funcidén par, la paridad de la funcién pro
pia coincide con la del polinomio de Hermite: par para /7 par y non para

n non. La funcién propia correspondiente a la minima energfa tiene pari
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dad par, comc también es el caso para el potencial de pozo cuadrado. En
la figura 23 se representan las primeras funciones propias. Las lfneas
verticales indican, en cada caso, los limites de la regién permitida clé&-

sicamente. La densidad de probabilidad cuéntica para n=:6, asi como la

(€) —»
[w]
| 9

k]

L}
- f=]
; L
= ]
. -
-

o (§) e
=]
-

Fig. 23 TLas primeras funciones propias para un po-
tencial de oscilador armbnico simple.

densidad de probabilidad predicha clésicamente para una partfcula con e-
nergfa total £, se muestran en la figura 24 . De acuerdo con la mecénica
clésica, la velocidad de una particula que efectla oscilaciones arménicas
simples se hace igual a cero en los extkemoé de su movimiento. -En conée-
cuencia, la partfcula pasa la mayor parte del tiempo en la vecindad de
los 1fmites de la regiéj_permitida clésicamente, y la probabilidad clasi-~
ﬁa de encontrarla en un elemento del eje ¥ se comporta como lo indica la
figura, Destaca inmediatamente la naturaleza de la correspondencia entre
las probabilidades cuéntica y clasica cuando 71— ¢ .

" Ahora deterﬁinaféhOS'Ia'probabilidadyde transicién‘de un estado 11 a
un estado m . Esto es

_ & . s =
 Z ffg’?a ¥ xdx = /‘ﬁ,’, Al @ : S, (10.1.22)

)
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P LA GG
T P E)clisico
=)
o2
- B
24
o &
0 | 1My l 1\ L
6

-6 —4 -2 0 2 4

P
Fig. 24 TIlustracién de cfmo se acerca al limite
cl8sico la densidad de probabilidad con
un potencial de oscilador armbnico sim-
ple.

El valor de esta integral lo tenemos calculado y estd dado por la férmula

(5.4.4), en la que vemos que %, €S cero excepto para yr=;4+4, ténemos as

st gue:
X onre = N (10.1.23)
Koo =N C(10.1.24)

Lo cual muestra que en el oscilador arménico, las transiciones ocurren so

lamente entre niveles energéticos contiguos.

10.2 Oscilador Arménico Perturbado

Usaremos ahora el método de peﬁtdrbaciones para resolver un problema
ligeramente m&s complicado.

La ecuacibn de Schridinger es:
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/L/S_LT'r = E g} (10.2.1)

y suponemos que es posible desarrollar el Hamiltoniano /<, en términos de
‘un cierto parSmetro A , obteniéndose la expresién
H=H+ 24"+ 5"+ ...
Escogemos A/°de tal forma que
/L%gn??ra:: ZE;(,?PWO

pueda resolverse directamente. Esta se llama la ecuaci6n de ondas para el
sistema no perturbado. los té&rminos QL?I,JU??,i..., son las llamadas per-
turbaciones a primer orden, a segundo orden, etc.

lLa TeorTa de Perturbaciones a primer orden nos proporciona los siguien

tes resultados

(10.2.2)
Y= 4% » Y ‘
Fp=EL+ FL
en la cual
E/» ,/ N ?ﬁ P (10.2.3)

€sta dltima expresién dice que: la energfa de perturbacién a primer orden,
para un estado no degenerado de un sistema, es el promedio de la funcién

de perturbacidn a primer orden en el estado no perturbado correspondiente.

L]

Considérese un sistema cuya ecuaci6n de.Schrédinger es

»Z.

A +5”m<£ 2" ax= b ) =0 (10.2.4) <
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Vemos que sia y b son cero, la ecuacioén de Schrédinger toma la forma del
oscilador arménico, cuya soluci6n se encontré anteriormente. Siay b
son peguefos, podemos tratarlos como perturbaciones y escribimos

,L/'z ax’r éxf (10.2.5)

necesitamos, entonces, evaluar las integrales

o @

—_ - L4

~'= 4@;:*1‘33_1’7:“{"7{ 7 %’;f k. (10.2.6)
—a2 -

como ){3es una funcidn impar vy Eﬁfxgﬁzf son funciones pares, ta primera
de estas integrales es cero, asi que la perturbacién a primer orden débi
do al término ax” es igual a cero. Para calcular la segunda integral
hacemos uso de los resultados obtenidos para el oscilador arménico sim-

ple; si sustituimos para'gﬁola ecuacion (10.1.19), obtenemos la integral

a z = =z
ST e

—2r %)

Z., Y oo i0.2.
fE (S) = ( 7

Ahcra de la férmula de recurrencia (5.2.2), tenemos que
?/‘/n('?):%‘ani(f)‘fﬁﬁﬁ—.i(?) (10.2.8)
as que aplicando esta misma formula a EHpss v a EHp—s , obtenemos la
ecuacisdn
X ) = G Hne 2. L0185 )l E )+ rtn-1) M2 () (10.2.9)
Por medio de la férmula de recurrencia (5.2.2), hemos expresado a E%ﬁ%é?)
en términos de polinomios de Hermite con coeficientes constantes. Ele-
vando al cuadradc obtenemos una expresifn para g?&%ff&j, la cual nos per

mite expresar la integral de (10.2.])'en la forma

@t o)t = 2R INT S
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que ya se habfa calculado en la ecuacién (5.4.1). Evaluando las integra-

les por medio de esta férmula, encontramos para 7 la expresion

& = .
z =&"~—7— '”Ei‘%amz&wz)!devfé—)aZ"n/ #1%r-1)%2" -2 0 |(10-2.10)

/2
donde AJy es la constante de normalizacién parajfhﬁnh que al comparar con

(10.1.21), se obtiene

_ o)L (10.2.11)
/\4*"[(/7 a”n!:{

Sustituyendo (10.2.11) en (10.2.10)}, obtenemos

s

I=7§T(Z)?a7’- 2+ 1).

La energfa de perturbacidén a primer orden para este sistema, es por

tanto

£'s 25

= ?,F(MZ%Z/7+1) (10.2.12)

Asf que la energfa total (a primer orden), tiene un valor de

— o ’ . - & P =
E=E"+E" =@+t 7"5-9‘27"('7 7 +.zm—1)f7%. (10.2.13)



IV. CONCLUSIONES

La solucién de algunos problemas de la fisica cldsica, asf co
mo también de la teorfa cudntica, se facilita grandemente con

la utiltizacién de las funciones especiales.

La postulacién de la funcidn generadora para cada una de las
funciones especiales, siempre conduce en forma abreviada, a

la ecuacion diferencial que satisface.

La obtencién de las soluciones de Tas ecuaciones diferencia-
les de cada una de las funciones especiales que se tratd, se
hace por medio de! método de solucién en serie (o método de

Frobenius); pues este método conduce por To menos 2 una solu-

cién particular, si no es que a la solucién general.

Un método general para desarrollar conjuntos de polinomios or
togonales, estd basado en la formula general de Rodrigues, de
la cual se obtienen relaciones ortogonales generales y ecua-

ciones diferenciales generales.
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