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NTRODUCC I ON

El propSsito de este trabajo es el de obtener un orden en'el creciente nl-

mero de las 1lamadas '‘partfculas elementales'’

En vista de que en los Gltl-
mos treinta afios, la lista de 1a§ partfculas ha aumentado considerablemente,
se ha dudado de su caricter fundamental (como las Gltimas componentes de la
materia) y se ha hecho necesarfo un estudjo sistemdtico que persigue:

i) Explicar el comportamiento de las partfeulas en determinados pro-
cesos que ;curren debido a los diferentes tipos de interaccidn

(fuerte, efectromagnética, débil, gravitaclional).

11) Caracterizar a las partfculas.

{i1) Clasificarlas en conjuntos con caracterfstlcas comunes.

Analizando las simetrfas de las Interacciones se ha logrado explicar muchos
de los fendmenos ademds de caracterizar a las partfculas en base a cantlida-

des que se conservan en determinada Interacclon.

Debldo a clertas simetrfas
se ha encontrado que la multftud de partfculas se puede acomodar en patro-
nes regulares o multipletes similar a los niveles espectroscbplcos de los
Stomos y nlcleos. Estas regularldédes se han explicado luego suponlendo
que las partfculas que componen un muléiplete son estados compuestos de par-=

tfculas "més elementales''. La base matemdtica para el estudlio de estas sl=

metrfas es la teorfa de grupos de Lle.

En el presente trabajo |legaremos a



\

estos resultados desarrollando primero las [deas fundamentales de la frg|,

ca de partfculas, luego la parte de la teorfa de grupos que nos serd Gt|)

para después relacionarlos y flnalmente desarrollar un modelo que ordene

las. partfculas en base a la teorfa de grupos. Conclulmos con upa breve

discusidn de las Impllcaclones de este modelo.



cAPLTULO 1

CONCEPTOS GENERALES

: . (1) (2) (3)
1. HISTORIA

En la historla de 1a humanidad (desde que tenemos lhformes).
el pensamlento sobre la composicién de 1a materia ha oscllado entre

las teorfas de la cdmpoélclén contInua y'dtscreta.

Una dé las primeras
referencias que tenemo# en apoyo a.ia segundéuhlthesls e§ debida &
los griegos: Demdcrito en 400 a. de J.C., postuld que la materia es-
taba constituida por unidaﬁes lnd[v!szles Que denominé ATQMdS.
Este ldes fue atacada durante mucho tfempo por los prfncipaleq hom-
bres de clencla .ide la épéca;:_'seéﬁiddres de Aristoteles. d
| | | w P : ‘-Fué hagfu el
'siglo XVI| que Plerre Gassend! re§u¢lf6 la fdea de los &tomos apoyada
luego pdr vaflos clentfficos, entfe lés que se cuenta éklséac Néwton.
Después de ese tlempo, la opinién de los fil6sofos y clentfflc6$7§arla-
ba entre ambas hIp6t§sls. k | | k
g z En el slglokXIX,'ia Ffslta dlévfueftesé;azOr
nes para la aceﬁtaclén de la hipbteslis atémlica, El descubrlmlenta por
Brown e Interpretacién por Géuy del mé&lmiehto bfown!ano,”las leyes de
Dalton para las comblnaclones quTmlcas‘y los trébéjos de Loschmidt so;
bre la teorfa cinética de los gases (ﬁuien midié las dimenslones até-
“micas y determlné ei hﬁmefo (flnlfo)‘de moléculas en un cgntfmetro cl-

bico de gas a determinadas condiclones de temperatura y presién) mos-

I}

 traron la fuerza de esta hlpﬁtesls.



Maxwell y Boltzmann, al desarrpllar la teorr,

cinética de los gases obtuvisron las leyes de la Termodinémica Clss;.

ca, muttrando asf el caricter fundament=! de la hipétesis atémica,

La
hipStesis atémica sc llegé ''casi" a confirmar* a principios de nues-
tro siglé por los trabajos ¢~ Einstein y Perrin sobrg el movimiento
browniano y por las diferentes f&rmas-eg que se midié el nGmero de

Avogadro (nGmero de moléculas en un mol de cuclquler sustancia) resul.

tando un nimero grande pero finito N = 6.02x1023 meicculas/mol.

Mientras se aceptaba la hip6tesis del &tomo, ya mucha gente dudaba dg
Su Indivisibilidad. Especlalmente por los trabajos de Faraday en 1834
al estudiar la Electrélisis, fendmeno que se explica muy bien si exlg-
te una unidad elemental de carga dentro del dtomo y fuera de &!. Lue-
go, en 1859, Kirchoff demostrd que cada elemento tiene un espectro Ae
rayas dnico, de lo que Lockyer concluyé que los dtomos tienen estruc-
tura.

A finales del siglo XIX, Plucker descubrig los rayos catédicﬁs Y
Crookes concluyé que esos rayos eran ''materia radiante''; se 1legd a -
pensar que esta ''materia' era de naturalezs corpuscular y finalmente,
en 1897 J.J.Thomson logré determinar la relacién cargé-masavdé egtas
particulas de carga negativa, que'denominé “corpﬁsculos”; A gu ;arga

la 1lamaban ya ELECTRON que es el nombre con que actualmente conoce-

mos a la primer 'partfcula elemental" que se descubrig (representare-

naturaleza continua o discreta de la materia: a
en la divisibilidad de jos dtomos, Actualmente

rfas, la |pregunta de I? divisibilidad de 1
se considiera resuelta, (4)

in se podfa pensar
» segln algunas teo-
as partficulas elementales




“mos esta partfcula con el sTmbolo 7).  'Es realmente con’este expérl-
mento que empieza el estudio de la Ffslica de Partfculas. = ;
Ly Aﬁos”des;uég
- (1904), Thomson‘ﬁropuéo'un modelo para la estructura atémica, eniel
cual ei.étoho se'supéne éombuestb por un nmero Z de éléctrones%con
téréé:"-e"‘déntro de'una distribucién’contfnua de carga posltlva;”+2e”.
El descubrimiento de la fédlbécthIdéd por'ﬁecquerel en 1896.”fue dg
mutha'éyu&a péra el estudlo del &tomo. Se descubrlé que determinadps
eiementos'emlteﬁ “rayos“-de treéitlbos: positivos (o¢), negatlvos
‘('B ) y neutros (-5 ). AV encontrar la relacién carga-ﬁééa; Se“Qemos-
tré que los rayos /3 eran haces de electrones, l0s rayos ot &tomos

de hello doblemente fonlzados y los rayds "% ondas electromagnéticas.

LfEn f311; Rutherford, ffabéjando con la dispersién de partfculas
por'haterla; propuso un modelo en él cual el &tomo consistfa' de dn pe-
quefio grupo (radio 10713 cm.) de carga positiva +Ze rodeado'poé Ze-
. Ieétrénes que orbltaban a su élrédedor."‘ . ‘ B

‘ . "E1 hecho de que clertos nucleos
de maferiaies';édloact!vos emlt}éran'esponféneamente partfculas ‘¢ o

AS , sugirid la ldea de que el nlcleo estd constitufdo por partTcu-
las '""'m3s elementaleg”.l.Baééndbgé en que el peso atdémico ‘de -los ‘Iséto-
posbde los elementos es aproximadamente un miltiplo entero del peso a-
tomico del hidrégeno;‘Astoh en 1919, propuso al ndcleo del hidrégeno
ébmo constituyentelfundamenfal de todds los\démés nﬁcleos,‘llaméhdole
a esta nﬁeva ”partfcuﬁa elemental' PROTON (p). Esta particula tiene

una masa del orden de Hf2h gramos (aproximadamente 2,000 veces mayor

que la del electrén).



(n embargo habfa un problema: como el peso atémico A es Por .
Sin em

G

| casi el doble de Z, el nlcleo no podTa estar formade séh)por
neral €

otones. En 1920, Rutherford, propuso la existencia de una Partrm”

pr . |

eutra NEUTRON (n) con una masa aproximadamente igua) 4 la dey o,

n bl

tén. En 1932, Chadwick descubrié experimentalmente esta Partlcy,.

De esta manera, se considers al &tomo con Z Provones;.2 electrong,

Y A-Z neutrones, quedando asf resuelto e] problema,

Fer_m_l » en 19311,

siguiendo con una gran idea de Paull, propuso 1a existenclia de una
nueva particula neutra, sin masa en reposo, que !lamg NEUTRINO (v)

con el fin de que se cumpliera la ley de conservacién de la energfa y

el momentum angular en el decaimiento‘? (h — pte +V ). En 1942

J.S. Allen 13 detectd experimentalmente,

En base a 14 Mecanica Cuantics

Relativista, desarrollada especialmente

Por Dirac en 1928,73 cada par-

ticula le corresponde una "antipartfcyla con la misma masa pero de

carga opuesta; Por lo tanto

tales"

tipartfculas; POSITRON (e*),
ANTINEUTRINO (v).

A esta listd

4 3 A a
(Y), tomado coms partlcUI



ondas electromagnéticas tienen caricter corpuscular.

Segln la Teorfa

Cudntica «u Campos, el fotén es el mediador de las interacciones elec-

tromagnéticas; la ‘nteraccién entre dos electrones, por ejemplo, es un

intercambio de fotones viitusles,

hHideki Yukawa postuld en 1237 13 e-
xistencia de un mediador del campo de fuerzes nucleares. Experimen-

‘tando con rayos cdsmicos, Anderson y Neddermeyer en 143&, y Street y

Stevenson en 1937, detectaron la existencia del MUON (um ) (que 1lama-
ron M -meson), una particula con masa intermedia entre la del elec-
trén y la del protén, aproximadamente igual a‘la masa de la particula
predicha por Yukawa; otros andlisis mostraron que ésta no era dicha
particula. ‘ | )
Marshak y Bethe en 1947, sugirieron que las partfculas He
Yukawa eran creadas por las partfculas primarfas de lds rayos cosmicos
(en general protones), en colisiones nucleares al atravesar la atmds-
fera. Los PIONES 0 TIT_MESONES, como llamaron a estas partfculas,
decafan en los muones y eran éstos los que llegaban a la superficie c¢2
la tierra. En ese mlsmq aﬁo,‘Lattes y otros verificaron esta hip&dte~
sis. Se.encontrd la existencla de tres piones: TT+, ITb, IT™ con
. -una masa aproximadamente igual a 270 veces la del electrén.
Estas dlti-
~mas particulas detectadas tienen la particularidad dé ser inestables
(al igual que el neutrdn), es decir, que en un tiempo muy pequefio de-

caen en algunas de las particulas ya conocidas; por ejemplo



“con tiempos de vida d

Mt ——> pt +y
/‘+ e+ +4v +\V

e 2x10'6 segundos para el mudn y 10-8 Segundos

para el pién.

En esos mismos afios (1947-53), siempre por mediq de ey.

perimentos con rayos c8smicos, se detectaron otras partfculas Inest,.

=, =°, =, 3% IZ-

bles: los HIPERONES .A., » = 5 que s

partfculas mds pesadas que los nucleones (protones y neutrones) Y log
KAONES o K - MESONES Kk°, K%, que son partfculas con masa Interme,“a
entre la de los piones y nucleones. A los hiperones y kaones se le;

11amé partfculas extrafias.

Con la instalacién de grandes aceleradores
de bartfﬁulas, desde 1948 se logré corroborar los resultados obteni-

dos en base a los rayos césmicos y hacer medidas mds precisas de las

masas y tiempos de vida de las partfculas; ademds, en 1942, Enrico

Fermi y otros, experimentando con el "scattering'' de piones de alta

energfa con protones, detectaron un pico en la grifica de la ener-

gia de] sistema en el centro de masa contra la seccidén efectiva de cher

que; se Interpretd este resultado admitiendo 1a existencia de nuevas

partfculas 1lamadas RESONANC 1 AS, estas partfculas son [nestables con

un tiempo de vida extremadamente corto (de] orden de 10723 segundos%




& - (3) (5) (6)
TIPOS DE INTERACCION Y CLASIFICACION GENERAL

Debldo'a la
gran proliferacién de partfculas (hecho que nos hace dudar de su caric-
ter fundamental), se hace necesario estudiarlas sistemdticamente, de
tal forma que se pueda establecer algGn orden y'ademés comprender su

comportamiento en determinados procesos: (reacciones y decalmientos).,

Para estudiar su comportamiento, debemos conocer primero de qué formas
pueden Interactuar las partfculas. Para buscar un orden debemos tra-
tar de caracterizar completamente a cada partfcula y poder asf clasi-

ficarlas en grupos con caracterfsticas comunes. Por lo tanto, empeza<

~ remos con una breve descripcién de los: diferentes tipos de interaccién

'y luego daremos una clasificacién general de las partfculas.

En la natu-

raleza conocemos cuatro diferentes formas de interaccién, * a saber:

1. INTERACCION FUERTE

Es la Interaccién de mayor intensidad que
conocemos; tiene un alcance muy pequefio (10713 cm. aproxlmadamente).
Es la responsable de mantener 1lgados a los nucleones (neutrones
y protones) para formér el nGcleo. Segln la hipSteslis de Yukawa,
los TT- mesones son los medfadores de este tipo de fuerza.

Algunos procesos caracterfsticos de esta Interaccién son

p+p—>p+n+ TIY

% Ultimamente se ha pensado en la posible existencia de otras Inte~
racciones.\ :



M +p — n+ TI°

prp——> Mn+n

p+p-————) .K-'*' A° f
k™ + p — et

]1+ +.p f-—ﬂf‘> A (128) —> rt + p

El G1timo proceso muestra la creacién y decaimiento de 14 Fesonan. |
cl# /A (1239, la partfcula descublerta por Fermi en el SCatteriy,
" de pfones por protones que mencionamos anteriormente. |
| La gréfica ¢
la seccidn efectiva de choque para la interaccién TI*p contra |,

energfa del sistema en el centro de masa * se muestra a continua-

(5)at b

cién 200 Afo238 32 ¥

g

150 {
nte

\

100

SECCION  EFecTIvA (milibarn

7 f————/4 1238 3

/\ \ N(1sse 32)

50 //‘ \> Nnsiz_ 3/2) //\\4(1920 2)
n-e :

7 o > —

_/———'-"

ENERGIA DEL S
SETEM P N g
( A \ 01000 1200 1400 wbo 1800 2000

Vemos que a una energfa de 1238 Mev, la posibilidad de que ocurf

el scattering es mixima.

- mo
SI medimos la eficacia de un &tomo €0

e 125

El scattering estd relacionado con el cambio de direccién d und .

partfculas que colisionan. La seccién efectiva de choque €5
medida de la probabilidad de que el scattering ocurra.



11

dispersor de luz en funcién de la frecuencia (energfa) de ésta,
encontraremos méximos pronunciados en las frecuencias que corres-
ponden a las difefencias de energfa entre los estados excitados y
el estado fundamental (energfas de resonancia). Este fendmeno no
est§ restringido a la dispersién de 1a luz: también lo encontra-
mos en el scattering de partfculas materiales.

AsT como en la coli-
sin de un fotdn con un &tomo se forma un nuevo sistema (el &tomo
excitado), cuando la energfa del fotén tiene un valor determinado,
podemos considerar que en la colisién TT*p se forma una nueva par-
tfcula, cuando la energfa del sistema en el centro de masa tiene
un valor de 123 8Mev, la resonancia /\ (1238) que puede decaer
nuevamente en TItp (as? como el &tomo excitado puede decaer en

fotones de la misma energfa y el &tomo en su estado fundamental).

INTERACCION ELECTROMAGNETICA

Es la fuerza que existe entre
partfculas debido a su carga eléctf!ca. Su intenslidad es aproxi-
madamente cien veces menor que la de la interaccidon fuerte, tiene
un rango supuestamente infinito (fuerza Inversamente proporcionl
al cuadrado de la distancia) y es la responsable de tener ligados
nGcleos y electrones para formar un dtomo, como dijimos anterior-
mente, es mediada por fotones. Algunos procesos caracteristicos

de esta interaccidn son

P Se——pp RN



gl
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|

12

Y +n——> TI" +p
Y +e —_— Y +e
O ————  A+Y
et+e”'—> Y+
Los tlempos de vida involucrados en estos Procesos son

del Orden
de 10716 segundos.

3. INTERACCION DEB|L

Es responsable del decaimiento 5 Y Otros

efectos relacionados (decalmiento del pién, mudn, etc,). No se

conoce algo que este unido por esta fuerza, A sys medladoresse

les ha llamado W - bosones,

-8
3 yde 107102 10"

» kaones e hiperones.
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13
R L N | {
k., INTERACCION GRAVITACIONAL - -
Ci 4 e—---Esta fuerza existe entre todas las

partlculas debido a su masac—Es ‘la domlnante a escala césmica,
~,pero}no:esujmportante*hara.el;éstudlo.de Jos'fenémendizque:ocurreﬂ
entre partfculas pues su Intens|dad es 1039 .veces:la' Intensidad
de la Interaccién fuerte. Su energfa de Interacclén es [nversa-
mente proporcional a la distancla y por: lo tanta sui rango es In=
vifinlto, -Se-haipostulado.la.existencla del "gravitén' como ﬁar-
-z tTeula,mediadora de:esta-interaccidn,:pero hasta.ahora.no se ha
> :podido.detectar., .::isut pise o

a b Mot g R wenpow awon T o ovies sk
A UG QORI B30 UG AR R R e A T

& e ds, - Fy gl i s " 5 - ST s Sasmessine ¥ L i, - s p . ¥
5485 DO IR 06 fill g ¢u£54a;ﬁmq y 22002350 0 W FFE TR b il wwi

-s510bservando los:proéesos:quecapareqengenacada una:de:las:interacclo-
nes;:vemos -que . éstas-estan-relacionadas:no s6lo.con.la:atraccién y re-
pulsién entre partfculas, sino también con su decalmlento;:breachh‘y
aniquilacién, Los tipos de Interaccidn-estan ‘muy-relaclonados con las
partfculas en sf, por ejemplo, las InféraécloneSHelegfromagnétlcas 56~
lo ocurren entre partfculas cargadasieléctricamente: Las Interacclo-
nes fuertes separan las partfculas conocldas ‘(exceptuando al fotén)
en dos grupos: sf b e

a il vy

0f o natie HADRONES . (hadros = fuerte) ., .

"
i ba 2 roracins by -
Lo S ) T < P 1

S« TeTot om0y aifartfeulas que Interactdan por medio de In-

ane T B oonoed y 'terq?c jonfueqtq. sab fa gaanzoba PaE

LEPTONES : Particulas que no experimentan tal Intera-

ccion.

Actualmente se conocen sélo cuatro leptones: el electrén, el mudn, el

* Ultimamente se ha detectado la existencia de un nuevo lepténCTi?)(B)
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neutrino \} (asocfado al electrdn) y el neutrino \) (asociagq al My
0 sea que exceptuando sélo clinco partfculas (fotones Y ]eptones)

sus antipartfculas, todas las partfculas conocidas son hadronesg Es

entonces, en el conjunto de todos los hadrones donde necesitamos encon

trar un orden.

Cada partTcula tiene un momentum angular intrfnseco o

spin; debido a la relacién spin - estadfstica se sabe que todas 1as

partfculas de spin semientero obedecen la estadfstica de Fermi-Dirac

Yy las de spin entero, la de Bose-Einstein; por esta razén podemos di-

vidir a las partfculas en FERMIONES y BOSONES respectivamente,

Se le da el nombre de BARIONES a los fermiones-hadrones y MESONES

a los bosones-hadrones, quedando el esquema de clasificacién de la sl

gulente forma

FOTONES
BOSONES
MESONES
HADRONES
BARIONES
FERMIONES :
LEPTONES ‘
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SIMETRIAS Y LEYES. DE: CONSERVACION

Hemos dividido a los ha-
drones en mesones vy barfones. Para lograr una clasiflcacién ''mds pre-
cisa', es necesario caracterizar més detalladamente a cada partfcula.
Veremos a contlnuacién como asociarle un conjunto de nimeros cudnti-
cos a las partfculgs (los cuales las caracterizan comple;amente) en
base a las simetrfas de cada interaccién y las leyes de conservacion
asociadas a las mismas.

Debido al desconocimiento de la forma de algu-
nas interacciones (y por lo tanto de sus simetrfas inherentes) se pro-

cede, en realidad, asumiendo determinada simetrfa, asignindole los res-

Ve pectivos nﬁmeros”cuénticos a las partficulas y verlficando luego expe-

rimentalmente la consistencia de esta asignacién.

3.1, SIMETRIAS EXTERNAS

1., HOMOGENEIDAD DEL TIEMPO

En la sec;lén anterior hemos
visto varios ejJemplos de decalmlentos y‘reacciones entre las
partfculas. Nos podrfamos preguntar sl cualqu'er proceso
que nos Imaglndsemos es posible, o sl solament:. ocurren cler-
tas reacclones o decaimlentos; y si és asl, L{p.r qué?.

. De he-~
. .cho, nunca podrfamﬁs esperar que un pién decaiga, por ejem-
plo, como

It ——> p+n
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Esto se debe a que la naturaleza tlene sys leyes | anle

Ste
caso se estarfa pasando sobre la ley de |3 cons@_,-Vath5 !
la energfa: la energfa al inlcio de un Proceso tjene qu
ser Igual a la energfa final del proceso. UtT11zang,g la
laci6n masa-energfa de Einstein (E=mc2) vemos que este gy,
Imfento es Imposible, pues la masa del PI6n es menor que 1,
suma de las masas del neutrén y protén.

La ley de conserya-
cién de la energfa restringe el nimero de Procesos posibles.
Como veremos en el capitulo 3, esta ley se debe a que el -
"comportamiento'’ de cualquier sistema ffsico es inﬁepemﬂem
te del orfgen de tiempo. Esta simetrfa se conoce como homo-
geneidad del tiempo.

Tenemos entonces que en base a la sime= |
trfa de los sistemas ffsicos ante traslaciones en el tiem-
Po, se llega a la ley de conservacién de la energfa y ésta
establece reglas de seleccién, tetandp que muchas procesos
sucedan. Es necesarlo aslgnarle a cada partfcula un namero
11amado '"masa en reposo' que le da una energfa [ntrfnsecd

Para que se cumpla esta ley.

HOMOGENE IDAD DEL EspAc|o

s qué
ExIsten clertos proces®
embarfd
no violan 1a ley de conservaclén de la energfa Y L

No ocurren; por ejemplo

et + o= —3 Y

N
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En este caso, si se hace un anilisis de energfas, es posible
que esta reaccién ocurra; sin embargo, se viola la ley de
conservacién del mohehtum lineal.- El electrén y el positrén
InteractGan cuando estdn casl en reposo y por lo tanto, el
momentum inicial es (aproximadamente) cero? sl se conservara
el momentum, éste ‘debiera ser cero al final, pero el fotén‘{
tiene un momentum distinto de cero.

Para que exista conserva-
cion del momentum lineal, la reaccidn debe ser

et + e~ ———>Y + Y

con cada uno de los fotones en direcciones opuestas, para
que la suma de sus momenta sea cero.

La ley de conservacion
del momentum lineal se debe también a una simetrfa: 1la in-
variancia de los sistemas fisicos ante traslaciones espacia-
les (homogeneldad del espacio).

En este caso, no hay necesi-
' dad de asignarle alguna cantidad intrfnseca a las partfculas

para que se cumpla esta ley.

3. ISOTROPIA DEL ESPACIO

Adem&s de las anteriores, existe
una tercer ley de conservacién que se debe a la Isotropfa
del espaclo, es declr, a la simetrfa del sistema ante rota-

clones espacfales; ésta es la ley de conservacién del momen-

% Esta Interaccidn puede ocurrir sin estar las particulas en reposo, sin
embargo en algfin marco de referencia el momentum infcial es cero, luego

debe ser cero al final, prohiblendo as? et+e” . Por el principio de
relatividad, ésto debe cumplirse para cualquier marco de referencia.
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Es necesario asignarle a cada Particu), i~
ng

mero cuintico de spin o momentum angular intrinseco Pary .
Qu

a esta ley en todos los procesos. Un electr5n’p°

tum angular.

se cumpl
ejemplo, tiene un spin total S = 1/2 con dos estados Pos|}

de spin: para arriba (S, = 1/2) y para abajo (S, = “172).
M
ejemplo de un proceso que no ocurre pues viola esta ley de

conservacién es
h——>p+e”
en el que se observa experimentalmente que tampoco se conser.

va la energfa. Como en el decaimiento del neutrén se obser-

vaban el protén y el electrén, se postuld la existencia del
neutrino (para que se cumplieran ambas leyes) Ilegdndose a
que el decaimiento correcto (llamado decaimiento fﬁ ) es

N =——=>p+e” +\),
Vemos la gran fuerza que tienen las leyes de conservaclén,
ya que basédndose solamente en ellas se postuld la existencla

de una nueva particula que se detectd varios afios después.

INVERSION ESPACIAL Y TEMPORAJ3)

En Mecinica Cuédntlcd

cada estado de un sistema ffsico ests descrto por una fun®
clén; algunas de estas funclones tienen comportamientos defl”
nidos cuando hacemos una Inversién de las coordenadas esp@”

clales: o permanecen Invariantes o camblan de signo. Decl”
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mos que las prfmera# tlenen una ''paridad" +1.(par) y las ge-
gundas‘una paridad -1 (Impar). Por ejemplo, las funclones
que describen a una partfcula que se mueve en un potencial
central, tlenen una paridad (-l)fdonde { es ¢l momentum an-~
gular orbftal de la partfcula,

‘ | En la sigulente reaccldn (ab-
sorci6n de plones Ientos‘por deuterlo) que procedé por Inte-
raccién fuerte

T 4+ d =—>n+n

$¢ encuentra experimentalmente que el momentum angular
orbital es 0 al Inicloy 1 al final de la reacelén; la pa~
ridad del sistema lnlc(a] serfa entonces +1 y la del sl&=
tema final =1, Por lo tanto, si queremos que la Interaccidén
sea s[métrica respecto a la operacién de paridad (esto es,
que la paridad se conserve) debemos asociarle a cada parti-
cula un ndmero cudntico multiplicative, su parldad Intrfn=
seca P = t1, Se ha encontrade ﬁue la paridad se conserva
en Interacclones fuertes y electromagnéticas pere ne en li=
teracciones déb|les,

Algo simllar sucede si conslderamos una
Inversién de la coordenada temporal: existe tamblén una ley
de conservacién asociada a esta operacidn, la ley de consar=
vacién de T = 11,

Temblén aqul se ha encentrado que T se

conserva en Interacciones fuertes y (dudosamente)
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«

lectromagnéticas; Gltimamente se ha observado e en ¢ d
ele

sn KO viola esta
caimiento débil del mesén K° se ley de Conse,

L1

cion,

8
SIMETRIAS INTERNAS( ) (3)

Existen leyes de conservacign relaclonmhs
con ciertas simetrfas ""Internas': simetrfas ante transformacjq.
nes gauge (de escala). El estudfo de este tipo de transformac|s.
nes esta fuera de la Intenci6n de este trabajo. Nos 1imltaremos
a decir que sl a cada partfcula se Je asigna un campo complejo $.,
donde la cantidad observable es dd*y si efectuamos 1a transfor-
macién ¢'= e  (con & real) tendremos que Pd'kaddr en

otras palabras, el sistema serd Invarlante ante esta transforma-
cién,

Estas leyes de conservacién nos 1levan a asociarle un nGme-

Fo cudntico adltivo a cada partfcula,

1.  CARGA ELECTRICA

A cada bartfcula se le aslgna una carga

eléctrica (te, -¢ § 0) de acuerdo @ Su comportamliento en las

Interacciones electromagnétlcas.

SU analizamos las reacclo”
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Esta es una ley de conservacién y por lo tanto

establece reglas de seleccién, prohibiendo procesos tales co-

-1 MO

T+ p —> T+ p K'+p——-'—)K°+P+Tr+
Podemos notar que esta ley de conservacién difiere de las an-
teriores ya que se refiere a una propledad totalmente intrin-
seca de las partfculas, cosa que no sucede por ejemplo con
la energfa o el momentum angular, pues no podemos decir que
la suma de las masas o spines al comienzo del proceso sea
igual que su suma al final.

Ny

NUMERO BARIONICO

S abemos ‘que a los nlicleos se les asig-
na un ndmero de masa A Ifgual-a la'suma de protones y neu-
trones; luego, A = 1 para el neutrén y el protén. Podemos
‘'generalizar el concepto de nlmero de masa 'a todos los bario-
nes; asf le asignamos ''nGmero baridnico'" B = 1 a los barjo-
nes, B = -1 a los antibariones y B = 0 a las demds partfcu-
las,

Se ha observado que cada una de las [nteracciones que o=
curren en la naturaleza satlsfacen la‘ley de conservacién
siguiente: la suma de nGmeros bariénicos de las partfculas
es Igual al Inicio y al final de una Interaccién. Procesos
como p =———> Tt + M0, p —> et + Y vy

p ——> Tr* + Y , por ejemplo, no ocurren pues vio-

lan esta ley.

-
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NUMERO, LEPTONICO

En todos 105 procesos observago, -
e

p]e-la ley de conservacién del nGmero lepténico [, Esdeq
st asignamos L = 1 a los leptones, L=-1a los a"tllephm;'
y L = 0 a las demfs partfculas, y definimos el nGmero]epm_
nico total de un conjunto de partfculas como la suma de gy,
ros lepténicos de cada una de ellas, se puede establecerqu,-

este nlmero es Igual al Iniclo y al final de una Interac,

Esta ley de conservacién prohlbe procesos tales como

V+n—p+Mm ~

pues en el lado lzquierdo L = =1y en el derecho L = +1,

Sin embargo, el decalmiento

‘ /Af' —e )
es permitido por la conservaclén de L y no ocurre.
"nGimero electrénico"

Se ha

sugerido entonces la existencla del

Lo vy del '!nmero mudnico' Ly que se-conservan Independlen:

temente, de tal forma que:

Le = 1 para el electrén y su neu

trino
i Le = 0 para el mudn y su neutrlno

con una definlclén opuesta para Ly . De esta manera tene”

mos que
L=lg Ly

El decalmlento anterlor no suceds pues Lo = 0 (Fﬁ*' 1) al

Inicio y Lg = 1 (L = 0) al flnal. El decaimlento °°rrect?,n"
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es

M > e+ +\),

EXTRAREZA

El caso de la extrafieza es diferente a los ante-
riores. Histéricamente nos referimos al descubrimiento He
los hiperones y kaones a los que se les 11amé ‘'partfculas
extrafias'" pues se producfan rSpidamente por fnteraccién

fuerte (siempre en pares) y extrafiamente decafan en un tiem-

~ po caracterfstico de las interacciones débiles. Por ejemplo,

A se produce por interaccién fuerte (TT* + n = A+ K¥)

y decae po interaccién débil ( A. ——> p + TT7),

- | No hay
nada que prohiba que este decaimiento sea por interaccién
fuerte y sin embargo no ocurre asi. Esto sugiere la exis-
tencia de una nueva simetria de las interacciones fuertes,
la cual tendrfa asociada una ley de conservacién de tal for-
ma que el decaimiento mencionado no ocurra, pues violaria
esta ley.

Gell-Mann y Nishijima en 1955 introdujeron el
nimero cudntico de extraiieza S, asignandole 'S = 0 a las
partfculas no extrafias Yy

s(k") = s(k°)

=-S (=)

s(=) = S(E°)

-S(A) = -S(K7) = ~5(K°)
-5(=°) = -s(=") =1
-2

]

n
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3.

3

de forma tal que §$ se conserva en mteracCiOnes

electromagnéticas: y
- — A+ TTO o
I::,4--1 *P é\'" E-] é\?
+ — A+ K+
-g:ro + n Se] S+1
pero no en las interacciones débiles
i + e K- -‘_*} -
é‘ .E-o = $~l Ho o
quedando de esta forma resuelto, el problemg en la rgpig,

produccién y el lento decalmlento de 1as Partfculas eXtrafy
Esta ley prohibe 1a existencia de muchos Procesos como
P+n—=—— p+A P¥P—=——= D4+

K —— -+ y E+———)p+Y

OTRAS s IMETRIAS

CONJUGACION pE CARGA Y G-PARIDAD

"SI en un proceso can
blamos partfcylas POF antlpartfculas, e Proceso que resulta tam
bién es Permitido, es decir, si ocurre TT~™ + p == n + _nlo
también debe ocurrir T+ 4 P T > N + T7°. Esta slimetrfa se

11ama “con_]ugaclén de carga

’

ni*
Y conduce a 1a conservacién del
mero
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mos en el tiempo, luego en el espacio y, flnalmente, camblamos

partfculas por antipartfculas tenemos una cantldad que se conse;-

va en todas las Interacclones: CPT.

Con el fin de extender la

conjugacién de carga a partfculas cargadas se Introdujo el nlmero
cudntico de "G-Paridad", definido sélo para partfculas con B=S=0#,

Este nlmero se conserva sélo en las Interacclones fuertes,

GRUPOS, ISOSPIN Y SU3

Hemos mencionado que las leyes de conser-
vacion estan fntimamente ligadas a las simetrfas que existen en las Ip-

teracciones. A cada simetrfa le corresponde una ley de conservacién

Y por lo tanto, cada nGmero cudntico estd determinado por la exfsten-
cia de una simetrfa,

Matémétlcamente'hab]ando, cada conjunto de estas
transformaciones de simetrfa forma una estructura algebraica de rupoj;
de allf la importancia de la teorfa de grupos para el estudio de |as
simetrfas existentes en las partfculas ''elementales'', siendo una de
las principales herramientas para estudiar sus caracterfsticas y su
comportam|ento,

En base a dicha teorfa, se han podido comprender muchos
de los fenSmenos que ocurren entre las partfculas; nos puede mostrar

por eJemplo, la equivalencia que existe entre simetrfa y ley de conser=

vacién (capftulo 3),

* La operacién de f3-Paridad es la composicifn de &hC donde € es la
conjugacidn de cparga y 6@ es una rotacidn de 180°alrededor del eje
Ny del [soespacio (concepto que desarrollaremos mis adelante).

" UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA
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a los Grupos de Simetrr,
to, gracias

l comportamiento de las partfTculas y hemos
obre €

mucho §
comprendemos los diversos nGmeros cudnticos y hacer Un
Q

jzarla por
dido caracter

po
s{ficacién en base a uno de

estos ndmeros (spin).
primera cla .

la situacién no es adn satisfactoria pues, como vimos al prj,.
bargo, la

ipio del capftulo, el nlmero de mesones barlones es muy grande y
cip

no los tenemos ordenados. En vista de la importancia que las sime-

trfas han tenldo para su caracterizaclén y clasificacién, los flsjcos
han tratado de hallar un orden en los hadrones en base a nuevas sime-
trfas. El primer paso en este sentido lo di§ Helsenberg en 1932(10)“!
cuando Introdujo el nimero cuéntico de "isospfn' (1) basindose en la
teorfa de Independencla de carga de las fue‘rzas nucleares. Helsenberg
suglrié que el neutrén y el protén deberfan ser tratados como diferens
tes estados de'spin"de una sola Partfeula, el nucleén, precisamente

de la misma forma como un electrén con spin 1/2 Y un electrdn con

spin =1/2 son diferentes estados de 5pIn de una so)a partfcula; de

aqul el nombre de [sospfn, Al nucledn se |g aslgné entonces un ndmero
culntico d

€0 de lsospfn | w 1/ con componentes de carga |, = =1/2 pare
el estado neutrén, | :

had El nGmero de Isospfn |
adrone |
g S en grupos o lsomultlplatas (partfeur
@ lso
*ptn), Los Miembrog de cada isomult(pl®’
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te tienen aproximadamente 13 misma masa, pero difieren en carga, pu-
diéndose decir que si no hublera interaccisn electromagnética (sola-
mente interaccién fuerte), entonces cada fsoﬁultiplete serfa como ''una
sola particula", "reduciéndose' asf el nlmero de hadrones. La fuerza
electromagnética es la causante de la diferencia de masa: esta [nte-
raccién rompe la simetrfa del grupo de isosan (grupo de rotaciones
en el iSOeSPaCTO) o del SU; (grupo especlal unitario de matrices 2x2)
creando asf esta diferencia.

Una teorfa debida a Fermi y Yang(;a%frlé
que en base a este ordenamiento se podfa pensar que todos los hadrones
estan formados por combinaciones nucledn-antinucledn (en el capftulo
3 se expondri este modelo). Pero este modelo falfa al no tomar en
cuenta a las partfculas extrafas.

Buscando una mayor simetrfa se han
construfdo otros modelos para ordenar o clasificar hadrones. El m&s

exitoso ha sido EL CAMINO ocTupLe (!3) (14)

El camino octuple o modelo de]
Octeto, es una teorfa basada en el rompimiento de Simetrfa del grupo
SU3 (grupo unitario especial de matrices 3x3) debido a Iés propias in-
teracciones fuertes o una interaccidn semifuerte desconocida (ver ca-
pitulo 4). En base a este modelo, Gell-Mégé)y Zwégg)en 1964, propu-
sieron la teorfa de los QUARKS, particulas de carga fraccionaria, co-
mo constituyentes de "-. todos los hadrones. Aunque estas partfculas

no se han detectado todavia, el modelo parece funcionar muy bien, sin

embargo, a través de los afos se le ha tenido que hacer varias modifi~-

caciones .("') (7) (8)
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CAPILTULO 2

TEORIA DE GRUPOS

En este capitulo trataremos todos los aspectos b&sicos de la Teorfa de Gru-
pos que nos serén Gtiles para su aplicacién a las simetrfas de las ''partf-
culas elementales''. Estableceremos las prlnclpéles ideas, déndole mayor
importancla a la interpretacién ffsica que al formalismo matemtico para
evitar que la matemitica sea un obstdculo para algln lector principlante

interesado en penetrar al tema.

Primero recordaremos algunas deflniciones
y resultados elementales de la TeorTa de Grupos, que nos seran Gtliles mas

adelante.

1., DEFINICIONES PRELIMINARES

DEFINICION 2.1:

Sea (G,*) una estructura algebrdica, siendo G un
conjunto y ¢ una operacién definida en G. Se dice que (6,* ) es un

grupo sl se cumple que:
[) Va, b6 G=y , aeb 686G (cerradura)

{1y Va,b,c6G=,ae(bec) = (aeb)ec (asociativa)

[il) 3e 6 Gyaee=aVacEG (e: elemento
. .neutro)
‘lv) va6Gdals Gy ave a”l = e (a=1 elemento

Inverso de a)

S| adem§s, aeb=bea Va, b6G (conmutatividad)
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se dice que (G,* ) es un grupo conmutativo o abellano,

lante representaremos al grupo (G,* ) solamente por G.

DEFINICION 2,2

Sea G un grupo. SI:
i) AcG y

i) A es un grupo

entonces a A se le llama subgrupo de G.

DEFINICION 2,3

El orden de un grupo es el nlmero de elementos que

dicho grupo posee.

Por su orden podemos clasificar los grupos en finitos e Inflnitos. Al

Igual que para cualquier conjunto, un grupo Infinito puede ser denume-
rable (sl sus elementos pueden ponerse en correépondencla 1ail con

los naturales) o no denumerables,

DEFINICION 2.4

Sean Gy F dos grupos, S| T: ¢ —_— F
g —— T(g)=f

es un mapeo tal que preserve la operacién de] grupo, es declr, tal que

T(g, 9,) = T(g,)T(g,) se dice que T es un homomorfismo y que F y G

son grupos homomorfos. S| ademss T es 1 a 1, es un Isomorfismo y los

‘grupos F y G son {somorfos.



2.

31

DEFINICION 2.5

Sean G y F dos grupos con la misma operacidn tales
que los elementos de G conmutan con los de F(fg =gf ¥ g € G, f € F).
Llamaremos producto directo de’ F'y Gy lo denotaremos como G & F, al
grupo cuyos elementos son de. la forma: gf con g€G y fEF.
Pasaremos ahora a tratar de una forma breve la teorfa‘delrepresenta-

cién de grupos, para luego ampliarla en nuestro estudio sobre grupos

de Lie.

REPRESENTACION "DE GRUPOS (17)

2.1 GENERALIDADES

DEFINICION 2.6

Sea G un grupo, V un espacio vectorial y 0 un

grupo de operadores lineales que actlan sobre V.

T: G = 0, es.un homomorfismo
2o K B TUB), ayea: G ams

se dice que T'es una ‘representacién ‘del grupo G.en el espacio V.

La dimensidn de la representacién se define como la dimensidn

del espééio V.

S| en el espaclo V escogemos una base {w ,“yz,,.,} , podemos dar

. una representacién matricial de cada uno de los operadores T(g);

este conjunto de matrices formard también un grupo homomorfo a G.
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De esta forma, podemos siempre representar un grupo por medj,

un conjunto de matrices.
Un ejemplo de una representacigp es o
siguiente:
T es el mapeo que le asigna a cada elemento ggg &l

operador cero sobre el espacio vectorial V (Tg)x =0 v XEV) .

Esta representacidn se llama representacién trivial,

TEOREMA  2.1:

Sea T: G =——> 0 una representacidn no triyja]

de G. La Ihégen_bajo‘T del elemento neutro de G,

es el operador, Identidad.

DEMOSTRACION

V¥ g6G: T(g) = T(ge) = T(g)T(e) pues T es una re-
presentacién; entonces, puesto que T(g)‘no puede
ser 0 para todo g ya que la representacién es no

trivial, T(e) = E slendo E el operador [dentldad.

Como otro ejemplo de representacién podemos considerar el caso en

que V es el espacio tal que sus vectores base sean los elemento$

del grupo G. En este caso tendremos una representaclén de dimen”

sién n igual al orden de G, 1lamada representaci6n regular. LO
operadores de esta representacién son matrices nxn, Por eJemplo
sea G = {e.a} ee = 33 = ¢

€8 = ga = 3

g
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Podemos tomar a V como el espacio generado por la base B = {]e), |a>';
Y la representacién regular estarfa dada por:

T(a) |& =ae =a=|a =0|e> +1[a>

T(@)[9d =aa=e=|e =1]o + 0|3

de donde

‘ 1 0
T(a) -[D l] de igual manera tenemos que T(e) = [ 1]
1 0 : 1 0

Como vemos, un solo grupo puede tener varias representaciones.
Uno de los principales problemas en la Teorfa de Grupos es el de

encontrar todas las representaciones de un grupo dado.

REPRESENTACIONES EQUIVALENTES

TEOREMA 2.2

Sea T, una representacién de un grupo G sobre V. SI
T;(g) = ST,(g)S'1 y S un operador lineal invertible
que actlGa de V en V', donde V' tiene la misma dimen-
sién que V, entonces T, es una representacién de G

en V'. T, y T, se denominan representaciones equi-

valentes de G.
yvalento-=

DEMOSTRACION
T, (9,9,) = ST,(glg2)S'l = ST, (91)1-1('5’2)5;-1

=:sT, (g,)s71sT, (g,)s7! = T, (g,)T, (g,)

De esta forma, si conocemos una representacidn, podemos obtener

todas las representaciones equivalentes por medio de la transfor-
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'(g) = sT(9)S™1 y el problems d
macién de semejanza T'(g) . i en°°ntrar
las representaclones de un grupo se ha reducido aj g, enContry,

las representaciones no equivalentes.

DEFINICION 2.7

$I T es una representacién de G en Vv

y el Ca~
-~
récter "X (g) del operador T(g), g6G, es 1a Suma de ]og eleme,.

tos dlagonales (traza) de la matriz T[] (g) que corresponde al gpe.

rador T(g) en una base de V" ;

JEOREMA 2.3

~ Los Caracteres de representaciones equivalentes

son iguales,

DEMOSTRAC | 0N

Sean T, y T,

dos representaciones equivalentes, es

decir, T, (g) = STy (g)s™!

T (g) es;

o) = ¥fiel, - g, 6], sin g0 sy
" E], - =[], = (o)

i entonces e] caricter de

es ''"caracterizan'a un con-

taclonesg equfvalentes, pues tlenen un va" -

de
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2,3 REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

Podemos simplificar aln méis
el problema de encontrar todas las representaciones de un grupo

introduciendo el concepto de [rreducibilidad.

DEFINICION 2.8

Sea V un espaclo vectorial, M&V un subespacio
Y A un operador que actla sobre V (A: V —> V). Se dice que

M es un subespacio Invariante con respecto a A si:

AxEM para todo xEM

DEFINICION 2.9

Sea T una representacion de un grupo G en el es-
pacio V. Si ‘existe un subespacio no trivial M&V invariante res-
pecto a todos los operadores T(g), g€G, se dice que la representa-
cién T es reducfble. Si no existe tal subespacio, entonces T es

irreducible y V es un espacio minimo invariante o multiplete.

Si T es una representacién reducible en V, entonces, si M es un
subéspacio invariante de V, cada vector en M se transforma en un

vector en este mismo espacio y por lo tanto, para cada g€G, pode-

mos definir el operador T, (g):M —> M de forma tal que:

T, (g)x = T(g)x V xEM

Es decir, que T, (g) es una restriccién del operador T(g) al subes-

pacfo M. T es una represesentacién del grupo G en M.
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LEMA 2.1

Sea T una representacién reducible dej 9rupg G,
n

el espaclo V y sea V; un subespacio invarlante ;
Y|
T es unitaria (T+(g) =7 1(g) v QEG)entonces, &

subespacio V, -complemento ortogonal de v, - tambien

es invariante.

DEMOSTRACION

Sea yEV) y xEV,; entonces V g€G T"(g)yev, (pues

V, es Invariante y <T"(g)ylx> = 0 (pues Y vy,

son ortogonales). Por ser T unitaria, tenemos que

HOY ) =0 = Gltiad =0, es earr

que T(g)x es ortogonal a "y'''y por lo tanto perte-

nece a V, .

Por esta razén, si T YT, son las restricciones de T a los
subespacios v

A respectivamente, tenemos que:

To)z = T, (g)x + 1 (9)y V g6
Y declmos que 14 representacién

T se descompone en T,yT.
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TEOREMA 2.4

Sea T una representacién unitaria reducible del
grupo G, en un espacio V de dimensién flnita. Enton-
ces T se puede descomponer en representaclones [rre-

duclbles.

DEMOSTRAC I ON

Como T es reducible, existen al menos dqs.subeSpa-

clos invarlantes V, y.surcomplemento ortogonal V, ,

tal que V=V, @V,. T se descompone entonces en

T, y T, actuando sobre V, y V, respectlquente. Sl

T, y/o T, son a su vez reduclbles, se puedeﬁ descom=

poner en repreéentaclqnes actuando sobre subespaclos

de menor dimensién. Contlnuaﬁdq;é@n_este hroceso

y bas&ndonos en la hip6tesis de que V' es de dimen-

sién finita, 1legamos 'a que:
V=MNDHDHD ... DM,

siendo: los M, subespaclios minimos Invariantes.

Por lo tanto, la representacion T se puede descompo-

ner en representaciones irreducibles.

“ Podemos notar que Si escogemos como: base para la representacion T
el conjunto de los vectores base de: los subespacios minimos inva-

riantes, entonces las matrices correspondientes a los operadores

T(g) tienen la forma:.



r[r,, (g)][Th (g)] O.
el S o O g

H reducido el problema de encontrar todas 1as represe
emos

ntaclo.
nes (no equivalentes) de un grupo, al de encontrar SOlament, i

representaciones frreducibles.

ContInuaremos ahora con ‘'una propledad de las f'ePl‘ESentacfones ltre

duclbles que en muchos casos simplifica su blsqueda y ademss p,

'ser§ de mucha utilidad (ffsicamente hablando) en e] desarrol),

Posterior dei trabajo.

LEMA 2.5
{DE _ SCHUR)

SI'T es una representacién frreducible de Gysl
existe un operador H ta) que:
T(9)H = HT(q) ¥ gea,

éntonces H debe Ser un mltipjo del
tidad (H w AE).

operador Iden-

DEMOSTRACION

Conslderemos la €Cuacidn da el

berador H: Hx = A X,

Sea May ¢ subespaclo geners”

do por ]os elgenvectores del elgenvalor A M "¢'
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ya que, si conocemos el c
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pues la ecuacidn caracterfstica Det U%JIE) = 0
siempre tiene solucidn en el plano complejo;

Por hi-
potesis
HT(g)x = T(g)Hx = T(g) Ax = A (T(g)x),
esto quiere decir que el vector T(g)x es eigenvector
~de H con eigenvalor A .
Por lo tanto, T(g)xEM. Lue-
go'M es un subespacio invariante de V. Sin embargo,
" como la representacién T es irreducible, M debe ser
un subespacio trivial;“como. M # 47 . M=V. Esto im-

plica que Hx = Ax ¥ x6V o sea'que H = AE.

Este lema simplifica la bisqueda de representaciones irreducibles,
entro del grupo (conjunto de elementos

de G que conmutan con todos los demis), el problema de encontrar

las representaciones irreducibles. se limita- al problema de diago-

nalizar los operadores correspondientes.

(17) (18)

PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES

Trataremos ahora

con una operacidn entre representaciones que nos serd de gran uti-

lidad mas adelante.

T, vT dos representaciones

Sean ﬁ','(g)]; los elementos ma-

Sea G un grupo,

de G sobre los espacios V, ¥ v, .
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[
| ‘w triciales de T, (g) en la base le'\“ de V, v [T, (Qil“los elep,
r

en la base lﬂlﬂ de V,

tos matriciales de T, (g)
Consid

" V,y V,- de dimensign
2 espacio abstracto V -''producto'’ de Y,y Y ™, cuy,

base consiste de todos los productos:

e f, i =1,2,...n k=1,2,...m

Podemos definir el operador T(g) actuando sobre V de 1a sigulep-

te forma:

L.

Tlode f, = (Lo)eo) (Ro)h) = ( & o) e)(E (lo) 4

= 5 T T{g) e.fy (2.1)

Los elementos matriciales de T(g) en la base e.f. serdn entonces

[T(gﬂ::m‘ [, (o)., [T. (9)],: K (2.2)

td definido seglin 1a ecuacign (2.1); es una repre-

sentacién de G de dimensidn mn, llamada el producto
directo de las Feépresentaciones T, y T, y se repr

senta como

Tg) =T () @T, (g).

DEMOSTRACION

Consideremos

Niw,

Mor9, L = [, (g 9,05 [ (sl
* B0 b (0,0 fr, (o,)5




3.

b1

= Bl ©ntwl, 06, i,
= =20, 005 = [le,)Tle, )on
—> Tlg,g9,) = T(g,)T(g,)

Un resultado Importante que se deduce de la ecuacién (2.2) es

que el cardcter de la representacién producto es Igual que el

producfo de los caracteres de las representaclones originales:
X = 1ol pe= [lell, [lelss = Xla) xlo)

La representacidn producto por lo general serd reducible y por

el teorema 2.4 se puede descomponer en

L = TLOLAT ®...0T
que es la llamada serie de Clebsch-Gordan y serd de suma Impor-

tancia al tratar sistemas acoplados.

GRUPOS = DE L e¢17) 119) (20)

Hasta ahora no hemos hecho alguna restriccion sobre
el grupo G.- Debido a que los grupos de simetrfa que nos interesan per-
tenecen a una clase especial, grupos de Lie.. Nos limitaremos de aqui

en adelante al estudio de estos grupos.

DEFINICION 2.10

sea G un grupo infinito no denumerable; diremos que

G es un Grupo Local de Lje* de dimensién m si:

* De ‘aquf én adelante a un Grupo Local de Lie lo 11amaremos simplemen-

te Grupo de Lie.



i) Cada uno de sus elementos se puede caracterizar €Omp e g,
, s

por un nimero finito de parémetros reales: =, o s,

i) Los parémetros que caracterizan al elemento neutro ¢ de ¢

fguales a 0 (si g=e=2 = [ SHyyoss =) = 0)

Sop &

m oy
[1i) Para todo g,, g, 9,6G tal que g,9,= gy, si {di-.}.k_ﬂl{ﬁqbi,[&]“:

M
son los parémetros de g,,9, Y 95 respectivamente, entonces;
X“_ - ¢|‘,(°‘|!°‘2 "‘Q‘W\;[bliaz eoln ﬁw)

siendo las d:;_ funciones continuas y diferenciables en yp, ve-

cindad suficientemente pequefia de < = 0, .
iv) Sean g,, 9,6G tal que g,= 9;1. Si("l"l]:.q ,{3“L¢1 son los pg-
rémetros de g9,Y 9, respectivamente, entonces:
O =& (%), Hp.i0 Ay) |
con las £{ funclones contfnuas y diferenclablles en una vecin-

—

dad suficientemente pequefia de =* = 0,

Como ejemplo de un grupo de Lle, consideremos el grupo de rotaciones en
el espacio por un &ngulo =4 alrededor del eje Z. Podemos representar

cada operador de rotacién por una matrfz de la forma:

COS =¢ ~Senog 0
tsens COSag 0
0 0 1

Entonces, cada elemento del grupo se puede caracterizar por un paréme-
tro que es el &ngulo de rotacién % (nGmero real), Cuando % = 0, 12

matriz derotaci6n es la matriz unidad (elemento neutro del grupo) . sl

R es la composicién de las rotaclones R 2

()]
( Y Rz con parametros 1 Y

respectivamente, entonces, el parfmetro de R serj <% oK+
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(funcidn contfnua y diferenciable); por Gltimo, el elemento inverso de

la rotacién R (en un &ngulo =% ) es una rotacién con parSmetro [2 ==X,

Al hablar de pardmetros nos referiremos siempre a pardmetros esenciales,
es decir, al nlmero mfnimo de par&metros capaces de caracterizar comple-
tamente a un elemento.

Consideremos ahora las representaciones T de un
grupo de Lie G. Como un elemento gEG estd totalhente determinado por

parédmetros %, o, ...9%,, podemos decir que el operador T(g) es una
m

P - ol L
funcion de los parametros{ ;L’q'
T(g) = T, ,0ty .u. ty,) B T()
Si T es una representacién matricial, entonces cada elemento Tik(g) de

la matriz es funcidén de los parametros =¢i (como en el caso de las rota-

ciones).

DEFINICION 2.11

Si T es una representacioén de G y Tik(g) son los ele-
mentos matriciales de T(g) en una base dada, diremos que T es diferen-
cible si cada elemento T (S% ) es diferenciable en =% , %<5 ...=¢,,

siendo los =¢i los parametros del elemento g.

Podemos ahora hablar de las derivadas del operador T(S¢):3T(S% )/3ey

es el operador cuyos elementos matriciales en una base dada estan dados
por

S Ty
)



Ll

DEFINICION 2.12

Sea T una representacion fiferenciable de un Irupg

de Lie G de dimensién m, con parémetros {&i}‘u'\ + Alosm OPeradore,,
Al M 6 T(a ) = .
i S5 lae0® B
les 1lamaremos Operadores Infinltesimales o Generadores del grupo g,

b | Como veremos mis adelante, estos operadores juegan un papel fundamenty) -

por su significado ffsico. Por ejemplo, sl el grupo G es el grupo gy

rotaciones en el espacio, los generadores serdn los operadores de Momen-
il tum Angular. Por ahora, mostraremos la gran Importancia que tlenen es-
| ,

tos operadores en el desarrollo de la teorfa de representaciones de gry-

pos de Lle.

TEOREMA 2.6

i Sea G un grupo de Lie de dimensién m. Una representacién

T de G en un espacio V est3 determinada en forma Gnica

por los operadores Infinitesimales.’

i DEMOSTRACION

(g Para un vector arbltrario x en V, sea

y(g) = T(g)x, Vv gea (2.3)

entonces

y(g~1) = T(g"N)x

Multiplicando ambos lados por T(h), heG tenemos,

T(h)ye™) = T(h)T(g™)x = T(hg™V)x




h5

.:Si hacemos hg-1 = f. tenemos:

T(fody(e™) = T(Ax = y(F) . (2.4)
Sean {°“ka:: ) 152 L:? los parametros de f y g respectivamente;
entonces por la definicién de grupo de Lie, los pardmetros de
fg‘ son Bx= by (s, , o, ver o, By 8, ... Bw), funciones
continuas y diferenciables (independientes de la representacidn}.
Derivando la ecuacién (2.4) con respecto aoq ;(g fijo):

WA .
S Gy ™)y = By W
S{ ahora hacemos g = f-1; entonces fg = e y 4= 0V i=1,...m.

Por lo tanto,

, ©T(fg) = |, (operador infinitesimal)
> d&- g=f'1 i

de donde "'y'" cumple con el sistema de ecuaciones de primer or=

den
QY - AT oy 4 iy £
FJ}L" % 'fskx(f) y (f) 1 | . (2.5)
con ' ) |
() - 28 e © U (2.6)
= d o -1
g=

La ecuacién (2.5) con j=1, " =oty=....=e, =0

y la condicidn inicial

>

1550t Y (e, 007150, €0)

v(e) 2 y(0,0s,00) =% (2.7)

determinan en forma Gnica la funcién y(eq ,0,,..0). Tomando

-

" ahora j=2; oy = g = (0. m= 0 tenemos

?“)_= :‘E‘-I l‘k sa'.)_y( °<l ’ Q(?. )0---0)
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12V
Con esta ecuacién y el valor de y ( 1905 +-.0) comg condg.
On

se puede determinar unfvocamente a la funcigp s
"o

0, ... 0), Continuando este proceso hasta j = m, ]legamOsa

iniclal,

la determinacién unfvoca de y(=¢,, S¢z, <o Sy) = y(f),

Perg
por definicién (ecuacién (2.3)) y (f) = T(f)x; como x es arb;
traria, determinar y(f) es equivalente a determinar T(f), T(f)
depende sélo de las ecuaclones (2.5) y la condiclén inlclaj
(2.7). Como las Sij son independlentes de la representacién,
entonces, dados los I; se puede encontrar de forma Gnica una

representacién T, con lo que termina la demostracién del teo-

rema.

Este teorema muestra la gran.Importancia de .los operadores Infinitesi-
males, ya que el problema de encontrar una representaci{6n de un grupo

de Lle G, se reduce al de encontrar los generadores (ndtese, que en la
demostraciSn del teorema se mostré como encontrar T dados los {j)- Este

Gltimo problema se simplificard por el uso de los teoremas sigulentes.

TEOREMA 2.7

Los operadores Infinitesimales I5,] = 1,2 m corres®
] )] " e

pPondientes a una representacign T de un grupo de Lie G

de dimensién m, satisfacen las relaciones de conmutaclén:

[Ij .lJ & | It'l‘lj = i.%. Cyeli (2.8)

donde las constantes Cyy no dependen de la representacion

e ———— e e ———————
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T. A las Cijnse les llama'Constantes Estructurales.

DEMOSTRACION

Sabemos que para unarepresentacién T, la ecuacién (2.5)
tiene una solucién. La condicién necesaria y suficiente

para que esta ecuacién tenga solucién es:

32y ~ 32y
6“:1 Aot L3 a“g a“"j

(2.9)
En base a ésto =-como condicidén necesaria- demostraretos
que (2.9) implica (2.8).

Del sistema

OF we B ol
5::3' 51 Sijlt‘/(f)

encontramos

2 w .
2 T Ak = {.é.."i‘-l_ I y(f) + S;i(f) I(-g—:—:—‘-}

a"v\a“:‘ i'.,‘ adk
= = 3 Si(f) ™
= e G *i B Si; (F) 1 Seu{F) 1oy ()

de la misma forma

3 2y toint iSilf) . o
a""ja"‘k’. i.?‘\ 6“.} IL Y(f) +'-.'§.‘\ sl"\(f)skj(f)lt'liy(f)

Igualando las expresiones anteriores

o e o=y 1y = - 653- as"" .
2 sy s Ok 1] 0 = E (35 ) k()

L=y

Haciendo f = e y usando:

Su(e) = 5[3 (directo de (2.6))

LI}

yle) = x (2.10)
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se tiene que

~ 55, 35
(1 Ie=ety )x = 5( ‘)

detj Aok fue Iix
Como el vector x es arbitrario, se cumple
[I;,IKJE I l=Iklj = t'% Cile
con
cpee (4500 - 3511 )
f=e (2.”)

independientes de la representaci{én T.

También se cumple el siguiente teorema que daremos sip

(17)

demostracién.

TEOREMA 2.8

Si cualquier conjunto de operadores lineales AvsAsyeeihp,

definidos en un espacio V, satisfacen ]as mismas relaclo-
nes de conmutacién que los operadores infinftesimales Iy

! lz.n---l,é

W
[Aj 'AK] = El C.“K A,L
entonces,
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conmutacién entre los generadores y el problema de encontrar una repre-
sentacion se reduce al de encontrar un conjunto de operadores que satis-
fagan estas relaciones.

El espacio generado por los operadores infinitesi-

males forma una estructura de dlgebra con el conmutador como producto.

Esta dlgebra es conocida como Algebra de Lie . Con estos teoremas, he-

mos mostrado la fntima relacién que existe entre los grupos y las alge-

bras de Lie,

Algunas propiedades del ''producto de Lle'':

[2.8] =-[8,A] (2.13)
[A,B + c] - [A,B:_+[A,c] (2.14)
[A,8 c] = [A,B;C + B[A,c] (2.15)

[A’[B’éﬂ + [B’[t’éﬂ + [C’[A’éﬂ = o(identidad de Jacobi)2,16)

con A,B y C operadores llneales cualesquiera.

En base a las relaclones

(2.13) y (2.16) podemos obtener que las constantes estructurales satis-

facen
Cyx = -Ciix (2.17)
Cykm Cimn + Ciim Cymn* Cijm Cewan =0 (2.18)
Usando (2.17), la ecuacién (2.18) se puede escribir como |
(2.19)

Cliem Cyran ~ Cywn Ciman = 'cijvh Crnkn

Si ahora definimos un conjunto de m matrices Rg mediante
(Ridy = -Cix

Ja ecuacidn (2.19) puede ser escrita como
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(R R don = (R) (R Dy = Cigrn (Rl

6 [R;,R;‘] = Cijm Rm

Por lo tanto, segln el teorema (2.8), las matrices Ri son los generag,.
res de una representacién de dimensi6n m del grupo G. A esta Fepresen.

*
tacin se le 1lama representaci6n regular del grupo de Lie G,

* La representacién regular es [rreduclb slm
ple (no tiene subgrupos Invarlanteﬁ). e 3!y solo sl el grupe = I

Los s Imp1e*’
grupos Su, vy SU3 son




CAPITULOQ 3

GRUPOS "DE SIMETRIA Y
LEYES -DE CONSERVACION

Veremos en'este capftulo la importancia que tiene la Teorfa de Grupos para
tratar las simetrfas' existentes en!Jos sistemas ffsicos.:

Estableceremos- 1a
Importante relacién entre simetrfas y leyes de conservaclén.  Considerare-
mos las simetrfas de un sistema alslado ante rotaciones en el espaclo y
traslaciones enlel espacio y tiempo (cada una de estas transformaciones.de-
fine un grupo de Lie). ' Desarrollaremos m&s en detalle el grupo de rotaclo-
nes en el espacio, debido a su Isomorfismo con:el grupo.de. Isospfn. Este
Gltimo ‘grupo ‘nos serd muy Gtil para'la clasificacibn de particulas y nos.
introducird al grupo de mayor simetrfa SU3, que trataremos en el capftu-

lo sigulente.

1. CONCEPTO DE GRUPO EN FISICA

.:La ffsica, para estudiar un .evento en
el Universo, lo locallza en el espacio y en el tlempo; .y su Interés
'princlpal es estudiarcel cambio que ocurre en el arreglo materia-ener-
gfa dentro del espacio-tiempo. .

El cambio al que nos referimos, puede ser
el de un estado de un sistema fisico en otro estado del mismo sistema
(por:ejemplo; una rotacién de un sistema:de partfculas elementales);

para estudiarlo se utiliza un modelo matemdtico, asignidndole a cada es-

1



elemento de un espacio vectorial

tado una funcidn de onda, ' Y Tepreg,
i Ns

tando el cambio por un operador o transformacion que acta en este o
P

cio.

Matematicamente hablando, un operador act@a sobre los EIEme”tOSde
un conjunto dado, transforméndolos en los elementos de algln otro ¢,
junto. Mos interesa, en Ffsica, relacionar estados de un mismo slstmaj
por lo que tomaremos solamente operadores que relacionen elementos ¢,

un mismo conjunto.

Trataremos de caracterizar estos operadores en bage ,

ideas fisicas:

Sean ¥, ,, ¥, ... diferentes estados, y U,y U, -+- 0
peradores sobre este conjunto de estados., S| .podemos. transformar el es-
tado Y, en el estado Y, vy éste GltImo en el estado Y; ,podemos tamhiér
transformar el estado ¥, en el estado ,, Matemiticamente, si g =UW,
y VU,=UY, tenemos que Y;= U, W,V,); podemos escribir ésto como
(DU, = V,, o sea que existe un operador U, U,que tiene el mismo efe
to de apllcar sucesivamente U, y U, . (propledad de cerradura). Sit
nemos tres transformaclones suceslvas;

v,= U ¥, U= Y.V, U= Us ¥,

y queremos transformar el estado Y, en el {; lo podemos hacer de varias

formas:

1) transformando el estado Y, en el u& y luego el q}'en el Uy '

g= U, (UL U,

[1) transformando el estado |, en el y y éste en el U,:

wqf' (u5 uz_) Ullﬂ,.

Entonces (ub ‘u._)u, = U; (u.‘_u,) (asociativfdad)

1
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Podemos dejar el sistema ffsico en el mismo estado, lo que matemitica-

mente estarfa representado por la existencia del operador identidad E

(elemento neutro).

| Por Gitimo, si Y=y, debe existir U ! tal que

lﬂ.-’ll'l'll,_ v
Vam W=53 U5 U Nymy U -

Comparando los resultados de este anlisis con la Definiclén 2.1, con-

cluimos que este conjunto de transformaciones tiene una estructura de

grupo.

Por esta razén, podemos aplicar los resﬁltados de la teorfa de
grupos al conjunto de transformaciones que relacioﬁan estados de sis-
temas fisicos entre sf. Es mis, ya que los elementos de este grupo
son operadores que act@an sobre un espacio vectorial, el grupo es ima-
gen de s mismo ante una representacién: la representacién identidad
- (se puede hablar entonces de los generadores del grupo, de los subes-
pacios invariantes ante el grupo, etc.)

La Teorfa de Grupos se empezd
a aplicar en fisica, y en especial en Mecdnica Cudntica por H.Weyl(gl)
E.P Wigner en 1925, Desde entonces, ha tenido un papel muy importan-
te, especialmente debido a la introduccién de los grupos de simetrfa
(grupos de transformaciones que dejan invariante un sistema)T Las si-

metrias se han usado, por ejemplo, para la clasificacion de cristales;

Y en nuestro caso las utilizaremos para la clasificacion de particulas.
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l 0
pRESENTACIONES, DEGENERANCIA Y SIMETR1a 19 (22)
R

2,

| K0S Principy,,
S o
/ pos que se trabajan en ffslca son grupos de transformauones [

) i

sobre las varlables tlempo y posicién (por ejemplo, trasle\clonas

]
espaclo: U(3)T = r-a).

En MecSnica Culntica, para un Sistemg fls]e,
do, exIste una funcién de estado (F,t) que resume todo 1o que

POdeng,
saber acerca de este sistema. Ademds, cada observable se Fepreseny,

Por un operadar hermftico A que actda sobre estas funciones, Es

fnteresante entonces preguntarse cémo e transforman §(7,t) y A s :

sabemos ¢dmo se transforman T ¥y t ante un grupo de transformaciones.

Para stmplificar, 1lamemos "% a una de las variables P & ¢,

Anal [za~
Femas primera como se transforman las funclones y(x).

Sea{Ujun grupe
de operadores actuande sebre x (x'= U x),
Wix) ebtenemos y(y" x') = ¢

Pademos aseciar a cada transfermacién U un operador 1ineal U que trat

forma 1a funcign ¥en la funeisn ®:

SI sustlitulmos x=U'x' en

x') donde $ es una nueva fuynclén. Asf

UY(x) = $ (x) = y(u'x). (3.1)
%!{ﬂi] €S Un grupg Isemarfg g 6 gfg‘]
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DEMOSTRACION

Por su definicién, es directo que la rejaclén entre %5 Y

G es uno a uno. S61o nos resta demostrar que la opera-

cién del grupo se preserva, es decir que UjUj= Uy =2

U Uy =y ; ésto es claro pues:

Ui Ui 00D = Ww(uytx) & Ued (0 = & (U7Tx) = y(u'eiTx)
= K(U;Uj)'Ix) = Y(UsTx) = Uy ¥(x)

Veremos ahora como se transforman los operadores A.

Sean las funcio-
nes Y, y Y, elementos de un espacio vectorial 3{ Y Ax un operador
lineal que actla sobre este espacio, tal que:

Ay, (x) = ¥,(x)
(el subindice ''x" indica qﬁe A es un operador cuya accién depende del
punto en el cual la funcién es evaluada).
Si al efectuar la transforma-
cién x' = Ux las funciones ¥,(x) y U,(x) se transforman en
$i(x) = Uy, (x)y Pz (x) = U Y,(x) respectivamente, el operador
A debe transformarse en el operador By tal que:
| Bx $i(x) = $p(x)
Podemos ver que B, = A, Ppues:
A, (x) = lﬂz(x)=>‘Au-',rU‘(U'1><') = ¥,(u”Tx1)
= Ay Bix') = $lx!)
— Ay $ix) P(x)
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TEOREMA 3.2

Para todo ‘A€ % , UEG:

UAx u-] = Bx

DEMOSTRACION

Consideremos
WA (x) = WP(x) = (b (U™ lx); ue%
entonces 4
UrU W) = $ 710
UAU Ty Tx) = ¢ (')
Sabemos que.
g - Pt
entonces
| 'quuq'i'(U'IX) - Au.;tp(u"x) v yedd
o sea

YW = Ay = 5.2

DEFINICION 3.1

-
SI Ac=Bx  VUYECH se dice que Ax €5 UN apes

dor invariante del grupo % . Ademis si q)(x) = lp(U"x) = y(x) s

dice que | es una funcién invariante ante% :

tene”
rianté,
SI Ax es inva

-1
mos que ‘U\Axu = Ax =5 WU Ax = AU, ; entonces podemos d

co
un operador es invariante bajo la accién de un grupo si conmutd

ecir 9%

todos los operadores del grupo.

g
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Consideremos ahora el problema de eigenvalores:
AxP(x) = Ay(x) ; A€l

con Ax operador Hermftico (A = &T). Tnvarlante bajo Eé ; es claro que

Ax B (x) =\ Axi(x) = A TA¥(x)
0 sea que 1| U(x) es un eigenvector de Ax con elgenvalor A .
Si A es
no degenerado entonces 1\ Y(x) = T(U)¥(x), donde el coeficiente esca-

lar T depende del elemento U de] grupo G que se esté considerando. Si

A\ es degenerado con multiplicidad aA ;

Axyi(x) = Ny (x) I P
donde las Y son linealmente independientes. Como
A WYL (x) = AW 12 (x) ORI T

Luego

WY x) = J% T, (V)Y (x)
Vemos entonces que el espacio generado por las ; es ‘invariante bajo

la accién de %

Ademas
UMWY () = U, BT 00 )W () = B T(0,) U, 0y ()
= R T U)TU) (%) (por ser U, Tineal);
pero | .
UUY) = 21000 (x)
entonces ;

M M
2{nuuw) -E\T,.,-(U.)'lg.-,(u,_)l Welx) = 0
Yy como las Y, son linealmente Independientes

T.(U,0,) = J% T, (U )5, (U,) Voi,k=1, voop
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por lo que el conjunto de matrices T(U.) es un grupo h°m0morf° "

Gya ES y la correspondencia U ———> T(U) es una Fepresentacyg,

del grupo G. SI el subespacio generado por las Yoo k=1, oM oes g,
nimo Invariante o multiplete, tenemos una representacién Irreduclblm

SI &ste es el caso, hemos mostrado que un operador Invariante Puede
dividir un espaclo en subespaclos mfnimos Invariantes, cuya suma d|.

recta nos reproducirfa el espaclo original (teorema 2.4), vy cada Sub=

espaclo est§ caracterlzado por un elgenvalor del operador.

El lema de
Schur (Lema 2,2) se podrfa escribir entonces:

"Cualquier operador [n-

variante ante un grupo 53 tiene cada vector en un multiplete de Eb

como eigenvector y es completamente degenerado sobre cada multiplete',

Esta relacién entre representaciones y degenerancia ser§ sumamente

Gtll en el desarrollo posterior del trabajo,

Clertas transformaciones u(x'

= Ux) dejan Invariante 1a forma de la
Interacci6n;

éstas inducen un grupo de transformaciones {A que actien
sobre las funciones

¥y dejan invariante ay hami1tontano H. Como el
hamiltoniano es un operador que contiene toda la informacién referen®

: i-
te al movimiento de] sistema (Hy = j %%%?q » la Invariancia del ham

toniano ante alguna transformacisn es equivalente a 1a invariancia

de las leyes del movimiento de] sistema,
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DEFINICION 3.2

Sea E& Un grupo de transformaciones; diremos que éa

es un Grupo de Simetrfa, si e] hamiltonlano H es un operador Invarlan-

te de G,

Un conjunto completo de eigenfunciones degeneradas del hamil-
tonlano servir§ de base Para representaciones Irreducibles del grupo

53 i 0 sl no, en el caso de degenerancia accldental, &stas serdn base

para representaciones reducibles de 8 » que se pueden descomponer

(por el teorema 2.4) en una suma de representaciones irreducibles.

Este resultado nos hace suponer que si conocemos un conjunto de parti-
culas con la misma masa (funciones de onda degeneradas), debe de ex[s-
tir un grupo de simetrfa tal, que estas funciones sean base para un
multiplete de dicho grupo. Este hecho es de suma importancia en 1a

introduccién del grupo SUs,

. (17) (24)
GRUPO DE TRASLACIONES EN EL TIEMPO Y LEYES DE CONSERVACION

Consideremos un sistema fisico sujeto a una traslécién en el tiempo
U(T). Los operadores U(T), actﬁan‘sobre la variable tiempo:

urte = t-
Y forman una estructura de grupo de Lie con pardmetro T . Siguiendo
el razonamieﬁto de la seccién anterior, las funciones de onda se trans-
forman segin los operadores U (T) como

U )y, ) = y(r, 7).
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s independiente de] Bl s
Por otro lado, si el hamiltoniano e - -
chroedinger

d
-y bl

6n de S
Integrar formalmente la ecuacion

y obtenemos
W(r,t) = el thy(F.0)
luego
W(r,t+T) = e”IFH &7 TtH y(t.0)
= ITH Y,
Es claro entonces que
U = e iTH
(como H es hermftico, U es unitario).

Derivando la ecuacién anterior con respecto a W y valuando enT =

tenemos
oy | = oy il
I —r?.ﬂ H e Iﬁ_"THO H

H es el generador del grupo monoparamétrico (parémetroT )

de traslaciones temporales.

Entonces,

: SiTH
Podemos ver a los operadores Y =

como operadores de evolucién temporal del sistema en el tiempo t =0

(¥(7,0)), y sI 1o dejamos evolucionar 1ibremente (sin algn agente e

terno que lo perturbe), sabremos que en el ti

empo T el sistema estd"
ré en el estado ¢ fTH y(F,0).

conserva,

* SiH depende de t
a d{thtéTgnte Y sSe obtiene yp resul tado dife
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DEFINICION 3.3

Se dice que una observable ffslca representada por
un operador hermftico A se conserva s A es un operador [nvariante

;iTH [ TH.

del grupo de traslaciones temporales: A = Ae

El hecho de

que exista una cantidad fisica que se conserva es |lamado Ley de Con-

servacién para dicha cantidad.

El sigulente teorema le da mayor significado fféico a la definicién

anterior.

TEOREMA 3.3

Si el operador A representa una cantlidad que se conser-
va. entonces, si en un tiempo t = ty, el valor esperado

del operador A es
<Ay = Cilr,to)| Al u(r, to))

entonces, el valor esperado de A para cualquier otro

tiempo es también {A) .

DEMOSTRACION

(AY . =CUGF e AJ¥(F o))
CA)w =(y(r,0)|AJ(F,0)
’(W(l’,to) ei(t-to)H Ae-i(t“tc’)H }W(F.toD

Pero por hipbtesis
ei(t-to)H Ae-l(t-to)H - A

entonces

CAhe =utr to)] Al t0) = (A)
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TEOREMA 3.h

El operador A representa una cantidag frs
Ca que sec
serva & [AH] =0 t

DEMOSTRACION

Si

[AH] = 0 =) AH = HA :j A= HY A con ngIN

= (e (o) + L+ ) (e o L),
: o ;

= ae't = !t g = A=e Vel ABItH=? A reprasy

ta una cantidad que se conserva.
S1

Am o ltH pglth — Tt o ItH
2 o'th o u B potH
he!tasolth Q2 o 20 It tate!
Valuando la ecuacién anterfor en t = 0 tenemos que

HA = AH

clén o
Este teorema es de suma Importancla pues nos dars la reld

tre simetrfa y ley de conservacién.

|

co @
Si un slstema e$ smétr!

5 elt

1

o] de

respecto a un grupo de transformaclones % , cada un
jstemd’

mentos 7| de 9 conmuta con el hamiltoniano H del ®

VH = HY,

1os O
Es claro entonces que H‘u+ = "M+H. por lo tanto

an
+ conmut
hermiticos A=-—'2-(u++'M)vB’=%A(u'u )
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H 'y representan cantidades ffsjcas que se conservan.

A cada elemento del
grupo Ea le corresponde entonces una ley de conservacidn: la ley de
conservacion de la cantidad ffsica ''compleja" A + iB. No todas es-
tas leyes son independientes, pues la ley de conservacién asoclada al

operador ?A‘ b llt?A 3 Por ejemplo, se sigue de las leyes asociadas a

M. ¥ U, (ver ecuacién 2.15)

Nos podemos preguntar si existen ciertas leyes de conservacidn funda-
mentales de las cuales se derlvan todas las demis., Esta cuestidn es

especialmente importante para grupos continuos, que nos dan un conti-
nuo de leyes de conservacidn. Por lo tanto estableceremos el siguien-

te teorema para grupos de Lie.

TEOREMA 3.5

Sea Eé un grupo de Lie de dimension m, con o¢,, o¢,,
... cXnlos parametros del grupo e I,,l,, ...l. los ope-
radores infinitesimales correspondientes. Si Ea es un.
grupo de simetria, entonces:
i) Cada operador infinitesimal corresponde a una
cantidad fisica que se conserva.
ii) Todas las leyes de conservacidn relacionadas
con los elementos del grupo 8 se siguen de
las m leyes de conservacion relacionadas con

los m generadores.
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DEMOSTRACION

)

M)

Como ga es un grupo de simetrfa, entonces
= : L/ 6

UH = HU ueg Gy

Diferenclando con respecto al parémetro o< l

3 del
elemento ‘U y haclendo S% = 0

2U - §2U g
5o a-oH H-S—D‘,) 5'L=0§ |JH HIy

= LyH] =0 (3.4
Demostraremos que (3.4) tmplica (3.3). Podemos es

criblr la ecuacién (2.5) en la forma

LUV = B sy (WU ueg G
donde | es una funcién arbitraria. Reemplazando

Y por HY en la ecuacién anterfor, obtenemos

QO UHy= E s . (3.6)
S| operamos con H en ambos lados de la ecuaclén

(3.5) y usamos las relaciones de conmutacion (3.4)

tenemos que

S Uy = & sy e uy :
en
Restando esta ecuaclidn de la ecuacidn (3.6) ot

mos

- ) W
S LUK - HUu = B s (W) (UM = il
s
Entonces la funcién U (U) & ( UH - HU L 9
2.
face el sistema de ecuaciones dii’erenclales (

con la condicién inicial:

"(E) = (EH - HE)Y = 0O P
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Pero, por definicién, las soluciones de la ecua-
cidn (2.5) son de 1a forma

(W) = 17wy
con ¥ arbitrarioy T(7W) la imigen de Ul ante
Una representacién T. Si ' ["(E) = 0 entonces
T(E) = 0, y como demostramos anteriormente (teore-
ma 2.1) que para cualquier representacidn no tri-
vial la imigen del elemento neutro es el operador
identidad, concluimos que T es 1a representacidn
trivial; es decir,
T(W =0 ¥ '\AE% . Esto implica que
F(W) =0 ¥ ’UE% y por lo tanto (’U ,—H]= 0

L 'UEQ que es lo que querfamos demostrar.

En base a este teorema, para un grupo de Lie de dimensién m, tenemos

m leyes de conservacién dadas por la conservacién de sus m generadores.

Como un primer ejemplo de la relacién entre simetrfa y ley-de Conser-

vacidn, podemos considerar el grupo monoparamétrico de traslaciones

SI un sistema est8 sujeto a condiciones externas constan-
tes en el tiempo, todos los Instantes de tiempo son ffsicamente equiva-
lentes: el tiempo es homogéneo; entonces, si Y(t) es una solucién de

la ecuacidn de Schroedinger:

P 290 ey
Dt
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y(t +T) ..'U\ (T)u(t) seréd solucién de la misma ecuacién

i DUt +T) o w(e)u(t +T)
Dt

(Nétese la dependencia temporal del hami 1toniano)

Comparando la ecuacién de Schroedinger para el tiempo

E+ T2 °g(§ +T) op(e +T)U(t + T); con la ecuaclén ante.

rior podemos concluir que H(t) = H(t + T). Luego H es independient,
del tiempo.
Como vimos al principio de esta seccién, podemos escribir

entonces

-iT
u(T) = & 'TH
Por lo tanto, como

H = e-ITH HeIT H
Las transformaciones U(T) forman un grupo de simetrfa con generador

H . Por el teorema 3.5, conclufmos que existe la ley de conserva-

cién de H.

En otras palabras, homogeneldad del tiempo (simetrfa ante

traslaciones temporales) Implica conservacién de la ener(fa.

GRUPO DE TRASLACIONES ESPACIALES

Como un segundo eJemplo de 12
relacién entre simetrfa y ley de conservacién, consideraremos un sls”
tema ffsico sujeto a una traslacién en e] espaclo U(3) con

U(@)F = F - a
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Es claro que el conjunto de estas transformacioﬁes define un grupo del’
Lie, siendo 3 = (a,,a,, a,) los pardmetros del grupo.
. | Las quEfohés de
onda se transformardn como
UGB & g™ @)7) = y(F +3)
Desarrollando en serie de Taylor alrededor de F =3

, °0
¥F +T) = > 1 La0" g =7y
s
Por lo tanto

'Y= ? v
Pero en MecSnica Culntica =iV se identifica con el operador de momen=~

tum lineal p, entonces

U= e!®P . . (como P es hermftico, A es unitario)
Ademés
P10 o goioialach .
i da:. |a=0 ' P, a=0 P.

Entonces esenclalmente, p , P, sPy SON los generadores del grupo de

traslaclones espaclales. Como el grupo es abelliano tenemos que

[P +p) =0 | | (3.7)

Consideremos ahora un grupo sujeto a condiclones externas constantes
en el espaclo. Todos los puntos del espaclo son entonces ffslcamente
equivalentes: el espaclo es homogéneo. Sigulendo un razonamlento si-
milar al de la secclén anterlor, es claro que H es Independiente de
.Ia posiclén. Por lo tanto, & 1a.p He -lap . Hy el grupo de trasla-
clones en el espacio es un grupo de sIimetrfa. Luego, los generado-

res p ' ce conservan. En otras palabras, la homogeneidad del espacio
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Implica la €0

nservacién de] momentum lineal.

GRUPO DE ROTACIONES

5.1

GENERADORES(Ig)(ZS)

Cons [deremos un sistema ffsico sujeto a una ol

cl6n en el espacio en un gngulo Infinitesimalfalrededor de y,

eje en la direccién B . El vector posicién T se transformy

tonces como
U(S)F = F - X3
donde ?]. ﬁi\. Por lo tanto, las funclones de onda se transfor

mar&n como
UGN, E) = 0T 'Tt) = U(F + Pxy,t)
Si desarrollamos Y(F + Fx§ ,t) en serle de Taylor alrededor de
FX3 y despreciamos términos de o;den superior al primero, obte
nemos |
Y (5)0(F,t) = y(F,t) + x5 7 y(F,t) =
m Y(F,t) = §F-(FxV)Y(F,t)
| = Y(F,t) - AT-(Fxp)Y(F,t)
Pero Pxp = L (momentum angular)

Luego

U(F) =E-1 51 (3.8

Como una rotacién en un &ngulo finito o< se puede obtener <

el producto de un nGmero Infinito de rotaclones lm’ln!tef’“""’Iesj

tenemos que
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Lim =3 Li S - s
N—eo ”U“T) " Now E R DY T

donde =< = (f-'><. » Dy ) es el vector con magnitud [gual

a la del &ngulo de rotacién =< y con la direccién del eje de

rotacién. Es claro que las transformaciones U (S ) forman

un grupo de Lie con parimetros Xy Sy ¢y,

Los generadores
de este grupo son:

QUE)

/-\ dc’(.l =0 = | ('”—j) = 4 LJ

Luego, las componentes del momentum angular L son los generado-

res del grupo de rotaciones.

TEOREMA 3.6

Los generadores del grupo de rotaciones Liokg,ly,

satisfacen las relaciones de conmutacidn
Llisbgd, =1 & Ly (3.9)

donde

1 si ijk es permutacidn cfclica de 123
E&SH~ = ¢-1 si ijk es permutacién ciclica de 213
0 en otro caso

DEMOSTRACION

Nos basamos en el hecho de que el grupo G de ele-

mentos U es isomorfo al grupo % de elementos L\

(teorema 3.1). Por lo tanto ‘% es una represen-
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tacién de G y podemos decir que Tos -
L! = I a U "adol.

L 50 k= =0 satisfacen | mi |

Smag relq g

nes de conmutaci6n que los L., (Teor Clo.
€ma q

¥)
Por ser U una funcién continua d
e los parg
metro

podemos conclulr que

bU(g‘) - dU(O,...WJ ,0,0)

“5=<7J - dU(s¢
aq Q-O d=< J 12 O .(F.?')'"
Por lo tanto, como i

1 0 0 3

U(N,0,0) =1 0 coset -sem

0 +seme cos

[ coss =sens« 01
U(0,0,0<) = sensc cos ¢
L 0 0 1

0

U(0,=< ,0) =T cose
-senr<

o — 0

tenemos que

J

(0 o0 o0
L.=[0 0 -l

L 0 I 0

0 0 n
L =|0 .0 0

=1 0 0]

oo L g.
L = | 0

o o d

s
Operando con estas tres matrlces obtenemo

[ .L'J- 1y s Ley L) =i s LS & -1

En ““°s'j

y de aquf,e] resultado que querfamos:
tra notacién: [Lg_,Lg] w | Eopln il
por €l teor o
2 cual?

. mal
2.7, todos los operadores infinitesi

g

sen }
0 |
€0 f
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quier representacfén satlsfacen la misma Slgebra.

Por 1o general, es més cémodo trabaJ;r con los operadores Ly, L+»

L., donde los L, y L- estan definfdos por

Ly =Ly ¢ IL, | | s (3J11)l
'y satlisfacen las relaclones de conmutacién:

L, LY = 2L, | 3 (32)

Liys Lo iy e e

[L,,I.] - ' - (3.14)

El operador L , definido por

L2 2 2 2

a12% 1212w (G lettatedib LD o, (3415)
I y

es de suma Importanclia debldo al sigulente teorema.

TEOREMA 3.7

El operador L% satIsface las relaciones de conmuta-
e16n
[L2,L]) =0 - (3.16)

DEMOSTRACION

Nos basamos en la propledad (2.15) del conmutador:
[Asc) = [A,BJC + BIA,C).
Entonces
[L, ,L2) = [L, k] L+ Lt L) = HqL + Iloly
= P{Lyly # Liky)
[L, L3 = [L, ,L,]L,+ LyfL,,bd= =1 (Lly* LyLy)

U-l rLZJ i



.

5.2

Aplicando la propiedad de linealigaq (o
CUaclé
n

(2.14)) sumamos los resultados anterjo,,
S

tenemos
2 2 2
[L,,Lly + s+ 131 (1,12 = 0
De manera similar se obtiene

[LMLZ.] =0 Y [Lz :LZ] = 0

Como los operadores L y L. son combinaciones lineales de L, yo
es claro que ;

(Lt =L f] =0 (3.17)
Como L2 conmuta con los generadores del grupo, concluimos que L2
conmuta con todos los elementos del grupo. A L2 se le 11ama ope-

rador de Casimir para el grupo de rotaciones.

REPRESENTACIONES 1RREDUCIBLES (22 (26)

Sea {[a)i un conjunto de funciones
base para una representacién irreducible del grupo de rotaclones

% ,slendo J,,J, y J, sus operadores Infinltesimales*.
E] opers"

2 2

2 .
dor J" = Jy 4+ J, + JE es un operador Invariante del grupe y por

lo tanto, debldo al lema de Schur, J2 = AE, es declr:

2 + ull
la) =M a)s A€ Rk (Jz es completamente deyenerado €M el 1

a
Elplete {Ia)} ). Como AER 1o podemos escribir en la form

mgmeﬂ
23 aquf en adelante, denotaremos por J al °Perador es VI
m angular. Diremos que un operador J = (J, ’J'-'t";'sfacen

Egerador de momentum angular si sus componentes 52

* +
* AERT pues (MuZ|md2o ya que es la normd el

AT
_

vecto!
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A=J( + 1) con J& R; entonces
Play =)0+l
Como 4% y J3 conmutan entre sT, tienen un conjunto comin de elgen=
funclones. Estas no son elgenfunciones de J, y J, pues Js no €on-
muta con ellosf
Luego, exIste una base {]jm}} tal que
Plmy =30+ 1)
J3|Jm = m [Im)
* El slgulente teorema nos permitir§ hallar los valores que pueden
tomar ] y m y adem&s el grado de degenerancia de Jz (o sea la di-

mensi6n de la representacién Irreducible).

TEOREMA 3.8
2

St |Jm> es una elgenfuncién de Jy y J°, entonces:

1) Je)Jmd =T+ -mme) | Jme1)
SI meJ; Ju|Jmy = 0 sl m=j,

3] Iny =TGR [Jne )
SI my=J;daiJm) = 0 sl m=-]

1) 93Imy = JUH|Im con Jm0,m 1,0,
1) Jy)Jm) = m|Jm) con mm=J,=J+1,...)=1,].

DEMOSTRAC I ON
De 1a relacién (3.13), Jydy = J+(Jy+ 1), tenemos

que

Sadm = ey D[Im = m ot 1) 3] Jm

* En general, al nGmero de generadores que conmutan entre sT se le

11ama el rango del grupo. El1 rango del grupo de rotaclones es
iqual a uno. 5i el rango de un grupo semisimple (no tiene subgru-

nos abalianos invariantes) es % , existirdn R operadores de Casimir.



De la ecuacién (3.17)

J2J+|Jm> = J+J2'JED = j(j + ‘)J+]jm>

Entonces Ji|jm) es elgenfuncién de Iy y 2
con

' 8 I 3 ;.
genvalores (m+ 1) y j(J + 1) respectivameny,

V]
lo tanto, J+Ijm) es un mGltiplo del vecto, g ]
3 by,

se ]jm+1>
Je| gy = Ay | dm + 1)
De la misma forma
J-|imy = By fim = 1)
De la ecuacién (3.12) y (3.15) concluimos que
Jidpew gBegday;
y de aquf 4
J+)imy = [5G+ D-mlm + 1)] | jm)
Pero J- = (J+)+; entonces
Asl? = |eliml] = <Im|dode]imd  y
A2 = 30U+ Dm(m + 1)
De forma andloga

\B.)\mlz = J(J + 1)-mlm - 1)

2 1
Siguiendo la convencién de Condon y Shortley(eZLme'i

mos la fase de Ay B Igual a cero, o sea Ay B rea

les. Luego,
Jelimy  =TCH -m(m 1) | Jo1)
J-[Imd =10+ -m(m=1) | Jm=1)

Demostraremos que j(]+1)z.m2

Sabemos que




-
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lejm) = (J?+JE+J,2)]jm>
Multiplicando escalarmente por {jm|
JO*) = imlaZ[imy + ¢mfa2[jm> + n2.
Pero (jmlJ,2 | Jm) es la norma del vector 4| Jmp
(1 HermTtico) y por 1o tanto es positiva o cero,
al igual que (JmlJfIJm) !

: Entonces concluimos que

JG+1) 2 ml,
Sea k el mayor valor de m, entonces

J[Jk) =0
pues |

B3I+ JK) = (k1)) JKY y k1> k.
Luego .

0 = J-Jy)jk) - j'(j+1)-k(k+1)]Jk) = J(j+1) = k(k+1)
=k = ] 6  =(k+1) = j

Pero como j(J+1) 2 mz, ¥ m, tenemos que k(k+1)= k2, '
Si

ki=J, j=20
Si

~(k#1) =3, ke =)y = () (-))2 +(+j4+1) 2
o'sea que jz j+1, lo que es imposible.
Luego
k=] _ C(3.18)
De 1a misma forma se puede demostrar que el menor

valor de m es -j. Por lo tanto, m varfa entre los



76

valores: -jem<j.

Ahora, si m= Q< j teneng
S

e -
para la sucesidn

5 )3y 8y L5359,

existe un entero p2 0, tal que

BRI = AL |ig+p)y
J£+I IJR)B 0

Por lo tanto, { +p es el mayor valor de my po . w’.

se tiene que { +p = J.
Esto implica que j- § es yy En;-
tero no negativo; en particular, si Qa-j, 2] es un Z‘

entero no negativo y J puede tomar los valores

i 1
TTIE RN S

Para cada valor de ] existirdn 2j+1 valores de m

m==],~J+1, ... j=1,].

En conclusidn, notamos que para cada semientero no negativo j,
existe una representacién Irreducible del grupo de rotaciones, de ;
dimensidén 2j+1. Cada una de las 2j+1 funciones basc ljm) de es”
ta representaclén estd determinada por el eigenvaloi m del opera- 1
dor de momentum angular Jy. El operador fnvariante J2 puede en
tonces dividir el espacio generado por todas las funciones de onda
\im» (J=0, -;:- ye+s), en subespacios mfnimos [nvariantes cuya Sum
directa nos reproduce el espacio (teorema 2.4).

En general, dada
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una representacién del grupo de rotaclones en un espacio vectorial,

podemos tomar como base del espaclo, elgenfunciones comunes de J

' 2
Y J3 . El operador J° separa dicho espacio en subespacios mfnimos

Invariantes (dimens!ién 2]+1) o en subespaclos "Isotéplcos' (con el
mismo valor de J y dimensién n(2J+1)). Los subespacios [sotépicos
se pueden romper en n subespacios mfnimos invariantes, tomando un

vector de la base y aplicéndole sucesivamente J, y/o J.. Es claro

entonces la Importancia que tienen los operadores Jz,J,.J+ Y Jo pa-

ra reducir completamente una representacidn.

LEYES DE_ CONSERVACIon (17019

Consideremos ahora un sistema mecinico
cudntico localizado en un campo con simétrfa esférica. Todas las
posiciones angulares son fisicamente equivalentes: el espacio es
isotrépico. EIl hamiltoniano es entonces independiente de la posi-
cidn angular del sistema y por lo tanto conmuta con todos los ope-
radores del grupo de rotaciones. Luego, loé operadores infinite-
simales J,,J,,J. correspondientes a las tres componentes del mo-
mentum angular, son cantidades ffsicas que se conservan.

En otras
palabras, la isotropfa del espacio implica 19 conservacion del
momentum angular.

Mas ain, el operador de Casimir J2 = J?+J3+q§
conmuta con el hamiltoniano y por lo tanto es también una cantj-

dad que se conserva. Su eigenvalor J(j+1) etiquetard los multj-
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5.4

pletes del arupo en todo momento y es un 'buen himer
0

c F
UBHt[cwl

del sistema, conservado en todo proceso. Ademds, cop
0

E‘h
3
tonlano conmuta con todos los elementos del grupo, ) IR
Ee
n

cada subespacio mfnimo invariante; es decir, que en Cadamm
plete, H serd totalmente degenerado y las funciones basadeth
te subespacio sern elgenfunciones del hamiltoniano cop el ;:
efgenvalor ( masa). ; i
Por esta razén, el conjunto de todas 1as ¢,
clones correspondientgs a un sélo nivel de energfa del sisyy,

formardn un multiplete o una suma de multipletes (si varios

tipletes tienen el mismo eigenvalor H).

'Egézo)

Consideremos la representacidn [rreducible (excluyendo la
elemental correspondiente a j=0) de menor dimensidn del grupo d

h . . . [ '1
rotaciones, es decir, la representacidn de dimension 2(J=7).

11
77)"

1.05

Y

1
elementos matriciales de los generadores en la base 7

|

se determinan usando el teorema 3.8

Wbty < il

SRS £ & 12

FLEISP L3y - [
Las matrices correspondientes a qstolePeradoreS son

[
(7]
|

N|—

f = A

1

‘ ol

ne
' 1] —

A
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y debido a la definicién de Jaia Vedm (3:11)
: :

Jy = o (4 + 4. '
1=y We + 0l ‘ o = gy (g = J2)

Las matrices correspondientes a J, vy J, son

h o= ';‘ [1 (1)] ¥ '12‘0'.
e[t ] e iw
Donde .1as @, , Cy» T3 son las matrices de Pauli.
| Fé.cllmente se pue~
de verificar que estas matrices cumplen con' la propiedé-d
(G- M2=€ | (3.19)
Donde fi es un vector unitario cuaqu-iera.

En funcidén de las matri-

ces de Pauli, el operador L\ de la.representacién bidimensional

se puede escribir como i M 5 : (M 3 (c.‘)l;
.U((}():'A:Y\U =E-,3.a-'12 (n-&)2+i(ﬁ¢)3 (nq)*
Usando  (3.19)
(-¥4 \
U (ot ) = E-17 %5 - (25 + 10T (3 Ly ey et e )
DE T e )
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i

Es declr, que a rotaciones ffslcamente equivalentes como o
’

y
ol +ZT1 . les corresponde +U(°L) Y UR), por ]°t
esta representacién es una representacién bivaluada de| grupot

rotaclones.

Adem§s, usando el conocldo resultado de] Algebrs Ll("{
Amel = det A= e (Tr — Traza)
vemos que, como la traza de las matrices Gy Ty T3 es Iy ;
cero,
det U = 1

Evidentemente, el conjunto de matrices 2x2 de esta representacmn'

forman un grupo 1lamado SU2 (grupo unitario especlal (determlnam=

te = 1) de matrices 2x2.

Por lo tanto, podemos hablar de las re-
presentaciones de SUZ, que coincldirén con las del grupo derou?

clones, debido al homomorflsmo que existe entre ellos,

A las funcle

nes del espacio sobre e] que actlan las matrices de SU

se les It
ma spinores.

2

Fnsicamente representan, por ejemplo, funclone: ¢

onda de ung Particula con dos estados

posibles de spin, "arribd"
(m= --) y "abajo (= 52‘)‘

SERIES

PE_CLEBSCH-gorpan'®) (25)

onel”
Sean A,y A 2 dos sistemas de.m
tum anqu

gular Ia7y JL respectlvamente

teri f
Zan estan en multipletes ge dimensién 2 +1 y 2J,41 aan'
|

r |
s ¢
Las funciones que 1°
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clones base Y., vy @, .
S

SI consideramos el sistema compuesto, ten-
dremos (2J, +1)(2],+1) funclones de 1a forma Upn, G, » que formarén
: ; ' *
una base para una representacién reduclble del grupo de rotaciones.

Por definicién, esta representacién es el producto directo de las

dos representaciones {rreducibles anteriores.

Nuestro interés en
esta seccidn es descomponer dicha representacién reducible en.una
suma de [rreducibles (garantizada por el teorema 2.L) y encontrar
las dimensiones de estas Gltimas representaciones. Esto es equi-
‘valente a descomponer el espacio producto en una suma dfrecta de
multipletes.

E1 operador vectorial de momentum angular del sisteme

compuesto J, es la suma de los momenta de los dos sistemas:
J = J:+J;_ Entonces, J;= Jy+ds Y

m=mq+m, ... (3.20)
Como los operédores J,. ¥ Jo actdan sobre funciones de diferentes
variables, es claro eﬁtonces quer‘[j|,J;l = 0.

Ademds sus componen-
tes satisfacen las relaciones de cpnmpta;ién (3.9) y por lo tanto

J,yJ, ,J también las satisfacen.

Para encontrar la descomposicion

del producto 'directo de representaciones, es necesario demostrar

el siguiente teorema.



TEOREMA 3.9

E] cardcter de una representacion Trreduc;b]

o)
grupo de rotaciones, 2 (<) viene dado por-

o) = & 5™

e

DEMOSTRACION

“jS ]
Sabemos que T(°¢. ) OO ) =e J

Consideremos una rotacidn alrededor de] eje z

T(0,0,0¢X ) = e 17 b

siendo J; una matriz diagonal de dimensisn 2j+1,

con los elementos diagonales m (-j<ms j). Entonces

X) = 1e7(0,0 ) = Trleis g (E‘iJﬁ)i

2J+1 ic>Lv m=~ (i o) 2

m',B zmc-b
4 (i w e L)

2‘. + LI )
Jl —imot__
e

=
vas-y

Vemos que el cardcter depende sélo del &ngulo de ro-
tacién o< y no de la direccién del e_;e (de m en es-
) .
te caso). Por lo tanto, X (C><) = E_ e imP< para
=)

una rotacion alrededor de un eje cualquiera.

En base a este teorema, podemos escribir el caricter del product
directo de las representaciones T(j')y T"-“), T ‘5')®T6Jcom0 (ver

ecuacién (z.20))
GUrtn)

Js 3 - e .I. "il'ﬂ °(¢
X (ql’ql) = = e il :‘-'.e f i
\‘V\'~'-J| m:.jz_ 5
Al rotar el sistema compuesto en un angulo o< , cada uno de 10

My
. Bk
sistemas rota en o<, por lo tanto ©X,= %, =% entonces ®
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ARAD S1() 4, 0 "
R RIS SR

TR WIS ST g

i‘*:\l - ] |
= eI, Eue"'(d‘l)"\_'_'“+ Jssﬂ'-'éIJar.

e R Rk fepd
iz ~) - -z
= J‘.EZE e iH“ .
PR Uixj) : |
De forma anéloga, si J,>J: X (&)= st*-hé e‘.;mx
(]
d2i,e), Ma-
Entonces, en general oy M)
SI‘D ]
e J .
(°")- E E e-'m = ““ . \T
I'U\":h.\ Ma-] Te Fh'idx (“)
Es decir '

Tl’(T‘“@ Tln) = = TrT U)
Por lo tanto, existe una transformaci6n de semejanza (la traza es
invariante ante estas transformaciones) que 1leve a T"'® T%Va 1a

forma de bloques . T(U' 'jr.l) O 1
A (TGQ®TU§) A-1 = M *

con M = 4

O

Expresado simbdlicamente (salvo una transformacidn de semejanza) :

1R TN @ ... @1 (3.21)

serije

Esta descomposicifn se 11ama¥de Clebsch-Gordan para el grupo de

rotaciones o teorema de la suma vectorial de momentum angular.

Las funciones base de esta representacién, vienen dadas por:

J -1 o equivalentemente

Ml"“\z

J
m-¢wt= J% ll'ﬂ AJHJW‘IM\-

s{ combinamos dos sistemas de momentum an-=

Hemos demostrado que,

gular j, y j,, el estado resultante es tal que permite cualquier
| 2!

e e —

S ———

———
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valor de momentum.angular J entre ,J.' Jb\ Y J,+ Jz‘

La matrfy

"dlagonallza" la representacién y nos da sus vectores base, Sus

elementos son los 1lamados Coeflclentes de Clebsch-Gordiﬂ.

(28)
OPERADORES VECTORIALES

Hemos visto la Importancia que tienen
los operadores Invarlantes para el estudlo de las simetrfag de
un sistema ante un grupo de transformaclones. Algunas veces son

importantes los operadores que tlenen propledades de transforma-

clén simples.

Consideremos la representacién elemental del grupo

de rotaclones J=0. Para este caso, el espaclo vectorial de la

representacion es un espaclo de dimensidn 2j+1=1, El operador

U correspondiente a esta representacién es el operador identi-

dad, entonces los elementos del espacio vectorlal permanecerén

Invariantes ante una rotacién Y son cantidades escalares.

En ge- f
neral,

podemos definir un escalar como una cantldad que se trans=

forma ante una rotacién de 1a misma forma que los elementos de |a

base de la representacisn J=0. Podemos extender el concepto de
cantidad escalar a operadores,

Decimos que un operador A es un
operador escalar sl permanece Invariante ante una rotacién (se

transforma de acuerdo a la representacién ]
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pe manera similar se define una cantidad vectorial, como una can-

tidad que se transforma bajo una rotacién de acuerdo a la represen-

taclén tridimensional (j=1) de] grupo de rotaciones (el vector de

posicién es un ejemplo). Esta representacién es equivalente a la

representacibn regular del grupo de rotaclones (ver seccién 5,ca-

pftulo 2), es decir, la representacién en la que

(Ji)jk m = E-!'.s\f.

0 sea
0 0 0 0 0 | 0 -1 0
oty o]0 25 10i=1 b=10 0 o0 =1 .0 0
/ ot o i 0 o 0o 0 0

Un vector U; de la base de esta representacién se transforma co-

mo

’UW; R:,L‘WJ ‘
Luego, un conjunto de tres operadores Ay,A,,Ay serd un operador

vectorial si

& 3
U AU 3 4Ry

. |

Consideremos una rotacién infinitesimal
u = E it iu\‘ JK
ST usamos este resultado en la ecuacién anterior y despreciamos
términos de segundo orden en o<y , obtenemos
3 8 5 5

DAl B O A = B (1 EGhy) = 2 i g A
2 [J'\'Ai]= i EV“;\S AJ (3.22)
Entonces, podemos decir que un conjunto de operadores ALA LA es

Un operador vectorial o ''tensorial regular' si satisfacen 1a ecua-
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clén (3.22). En particular (teorema 3.6) los operadores de mop,,
. L4 n\ 1

tum angular satisfacen estas relaclones y J = (J..Jt,Js) es ung.é
perador vectorial. |

El concepto de operador tensorial regular Sepuhf
de extender a cualquier grupo de Lie. Es decir, que un OpPerador
A es un operador tensorial regular bajo la accién de un grupg g,
Lie 8 » si se transforma seglin la representacién regular de| gru..;
po, es decir

I5 )Ax] = Cesx At

slendo los Iy los generadores dei"grupo Y C:;; las constantes

estructurales.

Como mencionamos anteriormente, nos hemos extendido en el trata-
miento del grupo de rotaciones pueslcomo Qeremos en la sigulente
seccién, este grupo es isomorfo al grupo de ISOSpfh.

Luego, apro-
vechando nuestro conocimiento sobre el grupo de rotaciones, se
nos facilitard el m?nejo del grupo de fsospfn y el Ae Sy, , donde

3’

se trabaja con ideas mds abstractas.
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gRUPO _DE ISOSPIN

PROPIEDADES GENERALES -

Basaremos esta discusién en la hip-
tesis de independencia de carga en las fuerzas nucleares; es de-
cir, que las interacciones fuertes entre protén-protén, neutrép-
neutrdn y neutrén-protén no dependen de la carga de las partfcu-
las.

Esta hipbtesis se ha verfflcado, con buena aproximacién, al
anallzar las energfas de enlace de nicleos especulares (nlicleos

con el mismo peso atémico y cuyos nlmeros atémicos difieren en

una unidad) y otros niicleos con nGmeros cercanos de protones Y
neutrones.(z)(3)
Adem3s, debido a que la masa del neutrdn es muy cercar

na a la del protén, se puede sospechar que si 'desconectamos'

las fuerzas eléctricas Y dejamos que actiien sélo las interaccio-

nes fuertes, entonces estas particulas tendrian la misma masa y

serfan miembros de un doblete de algtin grupo de simetria.

Heisen-

ropuso que el neutrén y el protén son estados

bergh!2h 1932, P
el nucledn. En analogfa, con

distintos de una sola partfcula:
n J=%J tienen dos estados

el hecho de que muchas partfculas (spi

1
arriba" (m=54 Y
tico de isospin

FseS] 1nabajo" (m=-%J, se introduce para el
pin,
i=%- (anilogo a j) con .

nucledn el nimero cuan 1
t=-5 para el estado

2
ormal es que uno puede

=— para el estado protén Y

componentes t=3

La idea pasica en lenguaje inf

neutron.
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visuallzar un [soespaclo representando el [sospry o

- estad :
por un vector 1 = (I, ,1.,1s) en este espacio angloge o

1 3 Vee,
tor L de momentum angular en R%,

AsT como los (
os
eStadOSd
spin sirven como base para la representacidn bidimensjqp,,

grupo de rotaciones en el espacio (SU,), 1os dos estagos de |.

sospfn (las funciones de onda del protén y el neutrén) forman
una base para la representacién irreducible de dimensigp 2 de]
grupo de rc;taciones en el Isoespacio (grupo de isospTn),
Siguleps

do la analogfa con el grupo de rotaciones, definimos los opera-
dores (generadores de esta representacion bidimensional) como

7, k=1,2,3
slendo Oy, G, y Gy las matrices de Pauli. Las funciones de .3'
onda de los nucleones (sin tomar en cuenta posicidn y spin) se
pueden escriblr

:1:“ 7) ’ -

: -l%- g
y en general |it) (anflogo a | Jm> ).
Por lo tanto

Isp = % P

Ign --%- n

dor

En base a estas Gltimas relaciones, podemos definlr un operd

de carga ]
o B (3-23)



'fectu

donde B(=1) es el nimero bariénico, tal |
‘v r » ’ que

QP =p ‘ es e nv r ‘ or. q*=
sy P lge ector de Q con eigém)al 1
n=20 n : r valor
3 es eigenvecto de Q con eigen 1
Q q- = 0 3

pefinimos ademds los operadores

B
=al,

o= | .
b o

. (3.24)
que satisfacen '

1)1 = VI(+)-t(e1) |ief1) il R 3.29)

y cumplen las relaciones de conmutacién

T ) = 1 &l
s ls] = £y '
[l+! ] - 213

hemos formado un grupo Isomo

.. (3.26)
Por lo tanto, rfo éirgfub; de rota-

ciones' el grupo de Ios operadores

S

r como operadores que rea

e se pueden lnterpreta lizan una rota<

acuo vectorial de la

qu
s funC|ones de onda cuando e-

cion en eI esp

n el |soespaC|o.

amos una rotaC|on e
‘ Al igual que en el grupo

110808 sl efqgil 2 2 2 2 _
e rotaciones, el operador (=17 * 1L+ L es un operador in
variante de Casimir cuyos eigenvectores degenerados son las fun-

ra las represe
pfh (11amado

1 &
elgenvalores i(i+1), =050 00
; Asf como las fun-

ntaciones irreducibles de este grupo.

5 tsomultipletes) estan deter-

clones base pa

'Losvmultlpletes de isos

minados por los

- — —
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clones de onda del protén y el neutrdn forman ung base
’ pal‘a
: u
isomultiplete (el doblete p-n), podemos pensar que las ¢
6

de onda de otros grupos de partfculas con aproximadamente ]
an

s
ma masa y otras caracterfsticas similares (Spfn, Paridag -

bariénico, extrafieza) forman una base para otros lsomul“PIEtes
y por lo tanto les podemos asociar un nlmero culntico ge Isosp,
Por ejemplo, se encontrd que 11+, no, I]'- forman un triplet,
de isospfn con [=1.

La idea fundamental es asumir que las inte-
racciones fuertes son fnvariantes ante las transformaciones de]
grupo de isospfn. Luego, las funciones base de cada isomultiple
te serfan eigenfunciones degeneréd,as de la energfa (partfculas
con la misma masa). Esta simetrfa se rompe por la interaccign
electromagnética causando la diferencia de masa entre las parti-
culas.

La fuerza éle esta hipotesis es clara. Por vun lado, nos
muestra que ciertos grupos de partfculas son esencialmente dis-
tintos estados de una sola particula. Por el otro, si se cono”
ce* un miembro de un isomultiplete, se puede predecir 12 exis”
tencia de los otros miembros. | |

En fa _asignz;cién del ndmero de
l'SQSPl'ﬂ a partfculas ext.raﬁas, se tuvo qué hacer una genera.”’

zacidn de la férmula de carga en un multiplete

- - B+S (3-27)
Q I + -
185

+ .
* Se conocfa que i(n")=1,i(p)=%-,i(k+)=—1-, luego mediante £
reacciones (que ocurren por [fteraccién fuerte) FepZ jem

+ G cer 195
se concluye que i(Z=)=1, luego debfa existir un ;g;pués (17

bro de la familia, 3.°,que fue identificado afios |
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ponde B es el ndmero bariénico Y S la extrafieza

Entonces, debl-
do a que QY B se conservan en tods Interaccién y S sélo en in-

teracciones fuertes y electromagnéticas, el operador |y represen-
ta una cantidad que se conserva s§lo en Interacclones fuertes y

electromagnéticas. Su elgenvalor t Identifica cada miembro den~

tro de un [somultiplete,

it 1 18 "y Xt
A continuacion expondremos un modelo debldo a Ferm! y Yang (1949)
que, baséndosg en las propledades de este grupo, Intenta Inter-
pretar a clertas partfculas como estados compuestos de partfcu-

las mds elementales, nucleones y antinucleones.

(3).

Como dijimos en la seccidén ante-

rior, las funciones de onda del protén y del neutrén forman una

base pgré la representacién de dimensién 2 del grupo de [sospfn,

con : : ik
1
Pl g T Dun ol ob
siendo 8=1
11 d11mee
n=|z 7

Podemos formar otra representacidn equivalente de SU2 escogiendo

la base

siendo B=-1

N

t
N|= N]=
N —

v
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Si le aplicamos el operador de carga a eﬁta Gt img b
dSe |
1 - 5ir ’ t ‘
Qi = (Iy- f)n = On : ene%s

% 1~ e
Qp = (la' E‘)P = =p
Por lo tanto, i y P son antibariones con carga 0 y

mente y los (dentificamos como |

A ——— antineutrén ‘ | _‘
p = antlprotén

1
Entonces tenemos dos sistemas de Isospfn l=—2—, los cuales PUedey

ser combinados para formar un sistema compuesto, que se puede
descomponer en una serie de Clebsch-Gordan segin e] resultado

%
(3.21)
Y n)

T ®T

O sea que el sistema compuesto se descompone en un singlete

B T(°) @T o)

(2(0)+1) y un triplete (2(1)+1 =3),
Las funciones base de estas
representaciones irreducibles son _
para el triplete : w(1,1);W(1,—'I),'Ut1,0)
para el singlete : ((0,0).

p den
Las funciones de onda de los nucleones y antinucleones se Pu®

escriblr como

P =z D

L2 ¢):(% ’-l)
R YR

£ 1 1

P =-d)1(i 2 -'2—) tengf ‘
b

eden 97 iqm: ]

* Todas las representaciones irreducibles de stzas® Eg" e Tun 1

por medio de productos de la representacién i=1 o generadra’

Se dice que SU2 tiene un multiplete fundamental.

grupo sjimple de Li# de ran?og.;“(s(?r notas pags.50 Y
m-ltipletes fundamentales ‘! e
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sabemos que las funciones y(i,t) son combinaciones 1ineales de
los productos CP.(l,t‘) Q(';t._) Y que los coeficientes de 1a
_combinacidn son los coeficientes 'de Clebsch-Gordan; ademis, por
(3.20) t=t+t,.

Por o tanto, la Gnica combinacidn posible

para t = %l es |
v = RGP D -m (3.23)
V,-1) = ) Pl D)« (3.29)
Para encontrar los coeficientes de Clebsch-Gordan de las slgufen-
tes funciones le aplicamos I. a la ecuacién (3.28)%
90,0 = L[OGP GaD) = o dhiadD
+ QG- dgp = 0GP BG P
+ ¥zp QG
= nh - pp
Pero como : :
. b i,e) =Jili+)-t(t-1) & (i,t-1)
entonces
1y(1,1) = Y2 _y(1,0)

'y por lo tanto

¥(1,0) = - (0d - pP) (3.30)

* Recordemos que una ''rotacion'! aplicada a Y$ es igual a una
rotacién del mismo &ngulo aplicada a cada una_de ellas

- o -'l&
U(w¢)=uwu:p : es decir eii We' ¢

&¢ =0 tenemos
Derivando con respecto a o<i{ Y valuando en 0

1L @)= +(1 PIY
Y por lo tanto 1oy )=(1y) P +(1T Py
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para §(0,0) sabemos que I+ ¢“'t)' v'('”)'tm q)“

1 1 1 )t
yaue 40,02 iz ,GP e b bgy
con

122+ b)% =1

(por normenll.zac“S
11 11 11
1+9(0,0)=0= a 47,(7 -2-) ¢:.('f "2'-) + b ,('i- i') (b‘_(-;. .21_)
=_.> a+b=20 = a'--b'-V;T
=) y(0,0) = _"-'E_';.E-fs_

n)

(3.31)

Los cuatro estados de Y son combinaciones de bariones Y antip,. ;
riones no extrafios, por lo tanto, todos tienen B=SmQ POF ser
ByS aditivos. Luego, son mesones.

SI se le asligna un valor
al momentum angular 0 del sistema compuesto (£ =0), asf como
una direccién a los spines de los .‘nucleones Y antinucleones
(antlparalelos), se puede llegar a la asignacién de los otros
nimeros cuéntlcosls:ﬁz:omb spin,paridad, G-paridad a los estados

compuestos, y por lo tanto, se puede hacer la identiflcacién

pn ——

p —— a ’ para el
5 i triplet;z
nh - pp (Piones
- =3 mt
Y2’
nn t pp
: ey n ' : para el
YZ_\ singlete

(h -meséﬂ)
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*
EL CAMINO OCTUPLE

|NTRODUCC1ON
__’.——-—1‘-___

Hemos visto la Importancia que tiene la'blsqueda de nuevas

simetrfas en:las interacciones fuertes. La simetrfa de isospn nos

permitié agrupar:a:los-hadrones en isomultlpletes, considerar cada iso-

multiplete como. una sola-partfcula’con varios estados 'y “'reducir! s,

el nimero de partfculas.

Ademds, basandose en esta slmetrfa‘(SUz); 1a

{dea:de -buscar un orden entre las partfculas se extendid al suponer

que los hadrones .eran estados compuestos de partTculas mis elementales,

. lo cual . reducirfa aln mis la gran.lista dé partfculas, ‘En el capftu-

(12)
lo anterior expusimos un, modelo .debido a:Fermi 'y Yang, en el cual se

~considerd a los. plones como estados: ligados: de parejas nucledn-antinu-
~cledn; se podfa pensar en reducir. el nimero deipartfculas’elementales

.a $0lo fotones,‘leptones,.nucleones.y sus antipartfculas, siendo los

nucleones (antinucleones) los componentes fundamentales de 1los demss

hadrones, Pero.debido a.quei nucleones 'y antinucleones: tienen extrafje-

©:2a § igual, a cero (S=0);_no-se.podfan formar estados con' S'distinto de

cero.(-partfculas:extraﬁas), lo cual: limitaba mucho.el 'modelo.

2
« 5% Sakaté,g)

'm?1955,_trat6 de resolver-este problema proponiendo agregar al 'dob|e-
te basico de isospn (p,n), unaipartfcula con extraiieza diferente de

Cero y Propuso un triplete basico (p,n,A.), siendo escogida.f\,,’por

=* . :
E]“nOmb‘re haCe aIUSién a que el octeto Juega un pape] central en 2l mode-
%Y se tomg de la doctrina Budista: las Cuatro MNobles Verdades son 13 no-

d‘e verdad del dolor, la noble verdad de la causa dei dolor, la noble ver-
L
ng de 15 Cesacldn del dolor, la cuarta noble verdad es El Caminc Octuple
c

Onduce hacia las anteriores.



96

1 el n
cer un barién con sp[n -i- (a] Igual que PY ) Y un lsos!ng‘Ete
con extrafeza S=-1, Por esta razdn, se cambid el grupo de slmenqa

de SU, a SU, (grupo unitarlo especlal de matrices 3x3),

Pero ]
' AUnque
los mesones podrfan ser formados por combinaciones como pj » A

’
AA, el modelo no funclond para construlr barfones; comblnacfone5

les como pnA. dan B=3 y tales estados ‘no han sido t::bservaclog,,auﬂqUe

se puede formar el estado piA. no hay razén para exclulr P e i
serfa un barién con extrafieza S=+1 y tampoco habfa sido observado |

la naturaleza®

Sigulendo'la Idea del Isospfn (&sto es, buscando Nuevas

simetrfas de las interacciones fuertes), se han propuesto varios es=
(11 - I i E

quemas de mayor simetrfa en los que, ademds del [sospfn se conserva la
extrafieza o equivalentemente, la hipercarga Y = B+S. Un modelo muy

interesante Yy el mas exitoso es el modelo del octeto o Camino Octu-

(14)

: : 13)
ple, propuesto independientemente por Murray Gell-Man£ y Yuval Ne'eman

en 1961. En el presente capitulo nos dedicaremos a desarrollar este

modelo.

Empezaremos comparando particulas que difjeren en isospfn e hi=

percarga (y en los demis nGmeros directamente relacionados con éstos

como extrafieza, G-Paridad y carga) pero de otra forma idénticas hﬁsmo'%

spin, paridad, nidmero baridnico). Al representar los distintos isomM'j

tipletes en diagramas bidimensionales, como fos de la figura 4.1, se

refleja un alto grado de organizacién,

* Ultimamente se han detectado Particulas con S=+1 (ver apéndice A).
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BARIONES 1 " MESONES (07)
l\y
./\y
K" K'+ ' N%-— no # 4 ++
¢ = | (] o E +1 § T
- Q° o+ - ] 4
"’i-L eﬁi‘ : o > e ik W | S N
2 ¢. 7 1 7 %
K, K-lvc E*- ;-_-#o
. | . o "“] 'a.
MESONES 1- | samones 37
; , AL ¢

©.Fig 4,1: Supermultipletes de hadrones. . Cada super-:
' multiplete est3 compuesto de varios isomul-
tipletes que difieren en hipercarga.
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En general (excepto para mesones 0 ), la diferenciy 4, mas
n

entre

ipletes de cada uno de los "'supermult; letes, Iy |
tintos Isomultip Pletegs

9Faf{Cad ;
es pequefia en relacién a la masa de las partfculag c°mp°nente o

5 esteh

ria ma 3

cho sugiere la existencia de una simetrfa mayor que Uy, que por 38
’ Uing
razbn es rota. Para comprender &sto, supongamos que las

Masas gq

]as
partfculas, dentro de cada supermultiplete son iquales te“emOSent

ces un conjunto de funciones degeneradas de 1a energra. Deb1dg al e |
tma -

de Schur, ésto podrfa Implicar la exlstencia de un grUpo de Simeu1

tal que estas partfculas formen una base para una representaclénirn
ducible de dicho grupo. Este grupo es SU,.

En otras palabras, la exf¢e
tencia de varios niveles con diferente [sospTn a la misma masa no pue.

de ser explicada solamente por la simetrfa de SU Aunque 1a organizs-

cion observada podrfa ser accidental, podrfa también (especialmente s

hay mds de dos isomultipletes a la misma masa) implicar la existencia

de una simetrfa mayor que la de isospTn, cuyo grupo de simetrfa posee

multipletes compuestos de dos o mds isomultipletes.

Se asume, entonces qUf

- . » Y H e-
las Interacciones fuertes Son invarijantes bajo transformEC1onesper"”E

. P 2
Clentes a SU (generalizacign mas directa de SU ) La simetria deﬁst:

ue 18
interaccién es rota por un mecanjsmo déhi] desconocido, pero tal § 3

hlpercarga y el

. Omagne Q
isospTn aidn se conservan., La interaccién electrl 1

tica (adn mss dapiy ue la anterior) rompe esta menor simetrfa:

Una f€" =

de
. Eto
Presentacidn grafica de este rompimiento de simetrfa para el ot
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1+
se muestra :
) ‘en la figura 4,2:

a—

r[ones 2

b3

h,2:
supermultipletes de bariones Ll
2 L}

Fig.
rompimiento de sim
et
rfa de SU3; permite

distinguir los ocho estados

s [rreducibles d
, e SU3 de menor dimensién (excep=

Lasrepresentacione
tuando 1os si l
g sungletes) correspondientes a partfculas observada
s son

de dimens1én ocho, de allf e} nombre del modelo

(31) (30) (18)

LOTE
M-E_s.‘
SU £ s
estd definido como el grupo de todas 1as matrices unftarias

3
33 co
n determinante igual a uno (unimodu]

o ares) que act@an sobre el es-
ple .

jo C3- Luego, es Uun grupo de Lie de dimension 8 (una ma-

la condicidn

metros reales, sin embargo,

tl’fz
comple
mpleja 3x3 tiene 18 paréd
dad nos dd und mas,

e unimodulari

de
nitar.
Por | idad nos d§ 9 relacfones Y la d
0 tant | ’
i o hay s6lo 8 parémefros Independientes). Esta definicion
d d're
Fienente;fina rePresentacic’,n del grupo-
Sea K un elemento del
|
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[
. = ugad
espacfo vectorial C3 y x=(x')" su conjugado complejq.

i
formacién <=4 del grupo SU3, X'y X

Ba
0 una 4
se transforman en iy,

- J
xi = ofi) X
%

= + =
x.t =°<g3 XJ = VJ‘ XJ' 00 COI’I Q{ = Q( l

En este espacio vectorial definimos tensores mixtog que s

transtrman
ante SU3 de acuerdo a
Py oo L G,
A-Q. ..,Q‘ = 0(*.;.. LR Q(u,’g’ °<J‘9' NJ\E;AL L

<
Particularmente Importante son los tensores 6

%
4 Eijm y &

formaciones de] g )
[% -1 X R
8.\ = °<\.\g°<g3 é& °<”‘_0<“.)::% A
'él;k.

Conslideremos 1os monom|fos M(p,q):

&y AR i-? ;
x Y LI ) z u‘]‘v.‘.. LI ) W.,a

con p Tndices Superiores y q fndices inferiores, S je aplicamos uns

transformacién del grupo a uno de estos monomios, obtenemos una combi-

nacion lineal de monomios de 1a misma forma. Luego, el espacio geners

¢ Hso-
do por esos monomios es invariante ante SU3 Y puede ser el espacio

porte" para una representacién de este-grupo,

r-
Sin embargo,esta repre
sentacidn es, en general

entaCIO'
» reducible, Parg encontrar las repres

" s aclos
nes lrreducibles, neces|tamos descomponer este espacio en subesp
' lo
1 ' ejemp
minimos invariantes, Si A Ly €s un tensor de rango dos (por €J

la 8V
una combinacign lineal de monomios

n
Xy ), lo podemos dividir e

TP +, At
Ay =sAg }
Podemos ver.. i,

18
bajo
nte
directamente que esta separacién es invaria
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clén del grupo, por 1o que hemos diviq|de el espacio generado por
2

en dos subespacios fnvarfantes, Esto Implica que el espacio

Hglnal no es minimo Invarjante Y POor lo tanto A i)
0

jos A i3

no puede ser base
s una representacion lrreducible,
a

Esta descomposicisn se puede ex-

render para cualquier par de Tndices Superiores o Inferiores de un ten-

sofl miXto' .
o bt e G G
] 4 -A . l‘vll)ﬁ e
A.)‘ o e )q 3 . --3\_ + AS| % s‘* (’4.23)
; : TRl '
Goooilp o Al le e v
A e + . ¥ R
kTP “lw e SQ. (G du)s 5"'”5— (J"‘.‘ln)A N -"32, (l‘.Zb)

([‘rns)5A':- (e

Jierds tensor simétrico respecto de los fndices lofy etc.)

Ademds, un tensor arbitrario A, permite otro tipo de descomposicién.

TEOREMA 4.1

Ly 0wy LP
Todo tensor A, AT se puede descomponer de una

forma dnica como
L' [ L? A‘.| "'l:P
J% g --ij.s + ¢J\nct)¥ (QOB}
siendo A un tensor con todas sus trazas* jguales a cero

q) un tensor de la forma

L o o . terminos
5 S ’r &_-,‘B;--an,,...;: h,‘ PN

1 hdg-y

con B arbltrarlos.
Esta descomposicidn es invariante ante las transforma=

ciones de SU

3"

* Un tensor A? Sp tiene varias trazas; estas son el
| IS

%
resultado de contraer el tensor para cada par de 7n-
dices, uno superior y uno inferior. Por ejemplo, la
traza ('I‘,J ) de A es AL‘ -..L .lp

3-"”s-aJr ):u":?’r
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DEMOSTRACION

Conslderemos el subespacio 5 de todos |
0s tens
Sea A un tensor ortogonal a T esto o ows¢l
\ Al.‘...\.? 3"")(‘1
< ¢> Siaey by CP\.... to = 0 VQQI i
Escojamos las Cb tal que sélo 'BE"“‘D 3

i Se
3y a disuntOd
cero, entonces (4.4) Implica que ﬁms""‘ Bh. 4y
t K ..J‘ t

W *0
Pero como las componentes de B son arbltrarias d:
€bemo,
\~-- L'
tener A o .)% 0 (es decir que 1a traza (i, )de}“
cero).

Hacfendo el mismo andlisis Para cada traz; e
’ 3

mos a la misma conclusién, Por ¢ tanto, el conjunto ¢

tensores sin traza forma un subespacio ortogonal 3 Ty

el espacio total es 1a suma de estos subespacios, o ses

que podemos escribir

Ac.l'tvvk‘-! ='K§.-.-L,_ + ¢L|-.
j\--~34 L1 ".
e
Para demostrar que esta descomposnc:on es invariante, s
FCL.-.Cp
Jt...J% ‘ : : ‘
i e et g P o vA g,
3 g 112
J% \,| J"".\ﬁ,

la traza (i,,j, ) de A, o sea

entonces A

A"-l i

I

-y ' A P‘K .sﬁdﬂ

= X4, - Xl 04“5‘ % \
) - ““*“ w

= - R}
0(\1Q1, .. c(;‘,\?o( iy @

-il--":? ol e -\

) -l °<\'-\)'4.
Suesdg TOOKGR e Og0, S, O

iz0 10
i gambien
Por 1o que si la traza (f,k,) de A es cero, i
1 espaC'

- ol . e
serd la traza (il,jl) de A. Es decir, que 12

. ) or 1
tensores de traza cero es jnvariante. P madoﬂs

for
rans
descomposicign (4.4) es invariante ante t

de SU_.
e U3
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esa encontrar la
Nosinter S representaciones irreducibles d
es de SU,; pa-
ralogra“o,.pvodemos proceder de la sligulente 33 P
, manera:
; iderar e
i) Consl | conjunto de todos los tensores ¢
"y on un ndmero
dado de Tndices superiores e inferiores
i) inIdlf este conjunto en tantas partes invarlables como po-
damos.
: escartar:la
ii) -0 | s partes que.llevan a representaclones equivalen-
tes a las obtenidas con. tensores de menor rango
i jdentificar las - ‘
iv) ent . partes que quedan con nuevas representaciones

[rreducibles:.

rlantemente & 108 tensores (4.2)

rmasrde dlvidlr Inva

Ya tenemos dos fo
métrica de 12 descom

posicidn (k.2a).

mos la parte antlsi
nor rango como

y (4.3). Analice
de un tensor de me

ribir en funcibn

Esta 1a podemos escC
“‘.(5 d\..- Lr..(,s... c'? _ &7 &trcs‘( Bc\-.-ird l:,“,\ .-{s_" L\“ _..'\9
LT 1Y - ) \c':)‘."“)% :
Sl es antisimétricd—én joe iy ademas €5 invariante

pues € |
transformar G"qph, L%JJK se podréd escribir

inducida por la

ante SU3 (por lo que al
ion

por lo tanto, la representac

inducida

de 1a misma forma).
resentacian

parte antisimétrica-de‘A e
: De la misma

por un tensor de menor rango entonces: |
fo ’ iores e in~
rma se puede proceder para cualquier
Terd “ | ) én
. 1 ores (usando tng_). por esta razon,

so - »
o antjsimétricos

SUS 5 .
5. p indices superfores Y en SUus

AR e

J—— :
=
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AdemSs, en la descomposicién (L4.3) vemos que los tensore
$

" d . d 3 . : ) . ¢ se expr

san en funcion de tensores de menor 'rango por medio de &\. 3

A qUet
- a.
bién es invarfante ante SU3 Y por lo tanto sdlo NOS inter m

esan ]°sten

sores de traza cero.

Ahora podemos escoger como base para 1as repy
ESen-.
taclones irreducibles de SU3, Tos polinomios P(p,q), comb Inaciong, |,
neales de los M(p,q) de tal forma que sean
i) Totalmente simétricos en los p Tndices superlores
it) Totalmente simétricos en los q fndices inferlores
iti) Traza igual a cero¥,
Demostraremos la representacién inducida por cada uno de estos conjun-
tos de polinomios como T{p,q) o simplemente (p,q). Notemos que una
simple consecuencia de nuestras définiciones es
) S
(p,q) = (q,p) (*: conjugado)

Encontramos ahora la dimensién de una representacidn T(p,q).

_TEOREMA 4.2

x d'-
' b st . U, 18
Sea T(p,q) una representacién irreducible de S 3

mensidn M de T(p,q) es

N =‘%-(p+1)(q+1)(p+q+2)

DEMOSTRACION ‘ ) . de
; espac'’

g . . e
En base al teorema 4.1, podemos decir que

elo°
supe
s Jdices
|nd|

tensores completamente simétricos con P

ud”
son 19

Jas traze®
* Debido a los requerimientos de i) y ii), todas
les, por lotanto existe sélo una traza.
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res vy q Tndices inferlores, se puede descomponer en
la suma de los subespacios
1) El subespacio.de 1a representacidn irreduclble
T(p,q) (tensores simé&tricos con traza cero).
1) El subespaclo Z_ de tensores 4) equivalente
a un espacio de tensores simétricos con p=-1

Tndices superiores y q-1 Tndices Inferiores.

Enlenguaje de representaciones
(0,0) ® (0,0) = (p,a) @ [(p-1,00 ® (0,a-1)) (4.5)

por 1o tanto,
N'= dim(p,q) = dim(p,0)dim(0,q) = dim(p=1,0)dim(n,q=1) (4.6)
Encontramos a qué es fgual la dimensi6n de (p,0) (dim(p,0)), o sea el

nGmero de componentes:: Independientes de un tensor con p Tndices supe=

‘riores y cero'inferiores. Debido a que el tensor es totalmente sf.né-

trico, el orden de los indices no es importante; podriamos arreglarlos

de tal ‘forma que tengamos priméro todos.los 1!s, luego los 2's y 3's.

Asumamos que tenemos << 1's, (=< toma valores desde el cero hasta

P); para cada o¢ thay p-o< 2'sy 3'sy entonces hay (p-o& +1) for-

mas diferentes de combinar estos nimeros para un.C< dado. Luego
dim(p,0) = =0 (p- =< +1) = %—(p+l)(p+2).
De 15 misma forma

4im(0,q) = 2(q+1) (q+2) 38

SUS H
tituyendo estos valores en (4.6), obtenemos

N'= dim(p,q) = —;—(p+1)(q+1) (p+a+2)



106

acién irreducible (aunque
no]
3

ensién (pyq) —{n}

a represent
e‘

otra forme de dé

unfvocamen por st dim

te) es

termind
Fi
nalmente

e una répresentaclén en general reducible con base 4\
X'

se puede obtener c€omo el producto directo de p ye
C“'

4
on basé x' con 4 veces la re

notamOS qu

v |
x? X+t X3
presentacién con base
¥
i

resentaclén c
g %
podemos pens ncia de dos tripletes b,
]

(Xi = (X1sx2'x3)

rep
ar en la existe

por 10 tanto,

¥

multipletes. En el

de los cuales

se pueden obtener todos los demés
‘gstos corresponden 2 los trlp]etGS‘(p,n,J\) y

modelo de Sakata,

(p,h, A )
“E] mddelo del octeto F

elaciona un grupo de partfculas con

, 'Como veremos mds adelante, no todos 105

un multiplete de SU3
responden a grupos de pa En especial,e"e

rtfculas.

multipletes cor
a existencia de 105 tripletesfuﬂr

modelo original no se suponfa 1
g fmpll*

mentales, Sin embargo, tener en mente sU posibie existencfa
entificaf”

fica y clarifica mucho el trabajo. Es mas, juego l0S jd

mos con los tripletes de quarks 'y antiquarks.

GENERADORES S

Hem i
os visto que los N polinomios P(p,a) forman i

para las repr ,
presentaciones [rreducibles de SU Estos polinomios
3°
ctdo"

pacio vectorial V 1 . 8
* n Yy las transformaciones ot que
SU, e
3 €5 un grupo de
rango dos, luego posee dos multl'r-"lete5

1
es (ver nota en pigina 92)



£ | o

g les corresponde ‘transformaciones unitarias U con detlU=1, que
50
crdan sOPT® Vi e
a
Estas transformaciones se pueden escriblr (an&logo al
-1 B&F

upo de rotaciones) en la forma U= e donde los @, son los f§ pa-

g

netros de 5U3 y laos operadores hermfticos, F, , Sus generadores.
-itr &-F

como los U son unimodulares (detU=e = 1) tenemos que
- 5-F = 0. Esta Gltima condicién se satisface para todos los valo-

res de 10s parémetros sélo sl TrfF; = 0,

Para obtener las relaclones de
conmutacién de los Fi es convenlente Introducir los nuevos operadores

sin traza Ay cuya representacién en C3 estd dada por

3 1
(A “)M\? b 6‘\\)6\‘.54\-—3— &L“&M\J . ; (4'7)
(.]!k!M 'V = 1,26 3)
es decir
; 1 2 0 0 ; 0 0 0
A|=-§-JO -1 0 § AZ =11 0 0‘ "
0 0 ~1 0 0 0
; 0 0.0 = 01 0
Ay=]0 0 O j A= IO 0 0{ etc.
1 0 0 0 0 0

No todas 1as A% son independientes, pues
\
Ay + A1+ A‘.s =0 (4.8)

Es 3 ; : '
Facll verificar que -las matrices A'w satisfacen las relaciones de

COnmutac i 6n

[Am) = &As,_-— ‘S)KALQ (4.9)

ésta
S Nueve matrices en C3 les corresponden 9 operadores en cada es-

Pacio v
M que satisfacen las relaciones (4.9), por supuesto estos ope-
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radores ya no son matrlces 3x3 sino que HxN.

'"tmdUClremOS |
a

: Slgyy
te notacldn para los operadores  Aw ke | 0
Iy = A U, = Ay ‘ V, = A'y
15
l. = A"l.. U = A} Vo = A,\
(li.m)

Ademés definlremos los operadores dlagonales

o "[A' A] = —[A"-A] P~V = _;_ [A;,-A'.-]

Notamos que |y + V, + Uy (™ 0 y por lo tanto s6lo hay ocho operador
&

I,U,V Independientes.

Podemos escriblr las relaciones de conmutacién
Qe

ra estos nueve operadores en base a las obtenidas para los ASK

Ut =4, [ =21

Lus,0,] = ’.'ui__ [U%’U-J = 2Uy (4.11s)
{v,,v;] = v
T P fva,v-] = 2v,
['; ’UJ] =0 LI;,V,] =0
1 '-
[.'3'U+1 b ;‘2‘U+ [_I3 ,V+1 = --;-\L,,
[15,0-] = 30- | BN
1
T R bt T
Y—:""Ua = V. [|+,V+] = =-U_
[+'U-] =40 : [I,,_,V_'] =0
(h_ﬂb)

[I"Lﬂ T '_;]"' [I-’Vil ¥ -%l'
U.,ud =0 [1.,va] = 0
O.,u-] = -v, [1-,v.] = +Us
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[u,,%) =
[Q;’Vil =
[y V-] =

(p+ﬂ‘§1 = %04-
[U+,V;] = i
[p+.V-] =0

"
+

g

h.i_‘

[u., v
[U-.V+J" 0

[u.,v-)

|
]
¥

pnalizando las relaciones anterlores, se observan varfos hechos Inte-

resantes.

i) En base a (4.11a), notamos que las I's las U's y las V's, tie-

i)

-y

.:pen la misma dlgebra que SU,; por &sto se les |lama I-spfn

(isospTn) U-spTn y V~spfn respectlivamente; gsto es muy Im-
portante porque nos podemos basar en resultados de SU2 para a-
nalizar las representacionés frreducibles de SU3.

Podemos es-
cribir

= 1L,E 11,

1+

U+" U't

Ve = v, T v,

v,

donde FoolesV, ,V, ,U, y U, son operadores hermfticos sin traza

Y linealmente Independientes. Estos son sels de los ocho gene-

radores F{ de sU,.

3

ExIste un miximo de dos operadores independlentes que conmutan

g, of (|3.V;,U3 son dependientes). Por lo tanto sélo pue-
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e

i

"

1, den ser diagohallzados simultdneamente dos OPeradore

.‘:i s
|
mos como uno de ellos a I3, pues su Fepresentac|gn soh %,
i1 i r
K
i

!:. 1

i 5 0 0

?33 1

ly = 0 "7 0

A A

SI pensamos en el multiplete fundamental p,n, A_

corresponde precisamente al Isospfn (de allf su des Ignac|gp) ks

=t

cogemos el segundo operador de tal forma que éste ests directiny

te relacionado con la hipercarga. Este debe ser una comb I nac!gy

’

lIneal de los restantes operadores diagonales Ugy Va, tomamos;

L, AR BRI VRIEET RS A b ?ﬂu’-h—il——uhﬂluﬁm o

| L8 %(Ua“’i) 3 \ (k.12
En C
3 B
Y=zlo 1 0
0 0 =2

13 Y Y son los restantes generadores de SU3.,

Un conjunto de generadores para SU3 es entonces
= I‘

Fy

R

F5

Fo = U,
Fs

F.

Fa

F, =
g o "
¢ 1men

Las relaciones de conmutacidn para los F; se obtienen fé
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partir de las relaclones 4,11,

Veremos después que para las represen=-
taciones que tlenen como base partfculas observadas, esta escogencia

para el Isospfn y la hipercarga es la correcta.

Tenemos pues, dos ge-
neradores (13 y Y) que conmutan entre st y por lo tanto tlenen un con-

Junto comln de eigenestados. Cada elgenestado base de una represen-

tacidn Irreducible estar§ caracterlzado entonces por un par de nlmeros
culnticos (elgenvalores de Is ¥ Y). Nuestro Inter&s es encontrar las
funciones base para una representacién [rreducible dada. Esto lo lo-

graremos analizando los diagramas de eigenvalores,

Yo

DIAGRAMAS DE EIGENVALORESS!) (32)(20)

Como cada miembro de un multiplete de
SU3 estd caracterfzado por dos nGmeros (l3,Y),es conveniente represen-
tarlo comd:un punto en un dlagrama bidimensional ‘con ejes l3 vy Y.(11a=

mado diagrama de eigenvalores).

Iy

Los resultados de SU. son muyrﬁtlles:para elaborar un dlagrama de este

2
tipo, pues si conocemos un miembro de un [somultiplete, podemos en~

contrar los dem8s aplicando I¢ y/o 1.Como los operadores U y V¥ tlenen
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1a misma &lgebra, es Gtll trazar los ejes (dependlentes) Uy Vg e i
forma que si conocemos, por ejemplo, el glemento de mayor Us de un .
multiplete, entonces podemos (siguiendo la dlfecclén decrecient, de y,)
encontrar las demds funciones de este multiplete. Por esta razn, o
contraremos las direcciones de los ejes U; y V, i el dlagrama g elgey
valores. _ |

Sea |o¢) un eigenestado de l3,Uy y Vacon elgenvalores IO’Uo:VO'

laJecy = 190

Uy Jot) = Uol"‘>

Vsl d = V5109

Sabemos por las relaciones de conmutacién (teorema 3.8) que |

LA AN
son operadores que aumentan en 1 e] eigenvalor de \ot)
Bl = (1g41) 1, je0 )
UsUs Jatd = (ug+1) u, let> ' i (4,13a)
Vi led = (Vor1) v, o>

De la mjsma forma, I_,V- vy u_ disminuyen en 1 dicho eigenvalor.

Ademas,
en base a (4,11) ge cumple que
Y5 o) = Uyly 1) 3 Jut o)
= “o;;_‘)u-l- LS . (1{.13b)

3V5) 00 = (o v, Ly

. I+
Consuderemos el efecto del operador vV, U+
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ol elgenestado ]o(>.
16>' Vel 1)

gobré

§ed

13\8) = '3V+U+|+r\°<>

V+|3U+|+‘°{> = %’l’-S)
= V+U+lal+)°'~> - 16D
= VUL = Ty

De la mlsmaforma obténemos

U\ = Uolnd

Valmd> = Volm> o
Entonces \n;) debe aparecer ‘en la misma posici6n que I~) en el dia~
grama de eigenvalores (no tienen por qué ser el mismo estado), Al apli-
car V.,.U.,,l_,_ a ]o() lo que hicimos fue avanzar en la dlfeccién-creclente
d 1y luego en 1a de U, y finalmente en la de V, ; si dimos tres pasos

% Igual longitud y 1legamos a' la poslclbn de partida qulere declr que

' Movimos. sobre 1os vértices de un tridngulo equilstero

UeTe 1=

VileI, I"'> oy Il=
‘ B

Sto o
ugi a los lados de
- °re que tomemos los ejes I35,Vs v Us paralelos

tri
§ngm°’eqlli latero.

| V. como ejes a
1 Por 1o tanto, podemos representar 15,0 Y 5
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<4

DIRECCIONES DE AVANCE PARA
LOS OPERADORES I Uy V4

Recordemos (teorema 3.8) que para el &1gebra de SU,, los elgenvalores
del operador momentum anguiar J; tomaban .valores desde J hasta =j

(m= =j,=J+1, ... J). Es decir, que eran simétricos respecto am=
(‘si existe m =1, por ejemplo, debe existir m = =1). Como nuestros
operadores U,V,| satlsfacen la misma 8lgebra, tendremos la misma sime=
trfa, para cada uno de los casos. Es declr, que el diagrama de elgen-
valores debe ser simétrico respecto a las rectas |y = 0,Uy = 0,V4= 0
Este es un resultado de suma importancia, pues la existencia de un el
genvalor, en general implica la existencla de seis eigenvalores:

\_;=0 3 ]'30

° 2

U,=0

e
o
(—]
(=)}
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ciones. La primera es cuando el
dosexcep . eigenvalor I, pertenece

HaY ,
5 de 1as Ifneas de peflexien (|5 = 0,Uy=0,V, = 0), En este caso
g U e
exwtencia de un efgenvalor solamente Implica 1a existencia de tres
E
emenva1°res'
der il 10

\\ . ‘ '\\’ *

la segunda excepcidn es cuando el eigenvalor estd en el centro del dlfa-

grama (1g=Y=0). En este caso, la existencia de ningln otro eigenvalor

es Implicada.

,
RepResenTAc ones | rRepuc pLest3!) (2033

Recordemos que para el grupo de

rotac|
ones cada representac|én Irreducibie ests determ nada por un

nﬁme |'° -
2 cudntico j(J+1), elgenvalor del operador Invarlante de Casimir

En
este caso existen dos operadores de Casimir:
Me= ARy = AL AL
My = A .
1= CAAR) = A% AL A

" Base
: a
1as relaciones (4.9) se puede ver que estos operadores con-
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M
%
eneradores Ay y entre sT*, Sus ej
mutan con los g genvaIOres

r4n cada representacidén. Como hemos visto,

des
terminada por los niimeros p y q. Por lo tanto, &

RS pre°°“Parem
0

s
por encontrar los elgenvalores de My y Mj.

En esta seccign tratare
Mo

de caracterizar algunas representaciones que nos serdn Gtiles,

1) (0,0) =41}

.

Como esta representacidn consiste solo de un estado, ¢
rresponde al caso considerado en la seccidn anterior de | = Yuy,
Los generadores se pueden representar por matrices L x1 iguales 3
cero ( sin traza).
2) (1,0) ={3]
éara esta representacidn hay tres arreglos posibles:
i) Tres estados degenerados en el orfgen I=Y=0. Los generair-

res son iguales a cero y como son matrices 3x3, este caso

es reducible.

ii) Tres estados colocados como en la figura bL.b

Y
2, |>

I,

{19

Fig. 4.4
ados '“?’I6>’

Determinemos los eigenvalores de los tres est

13>

5
s cionc
- omb 11387105
* Debido a que podemos escribir los operadores A - ol qubtcj ;
sencillas de los generadores F; (por ejemplo Ay el

1lamaremos de aqui en adelante ''generadoref de SU;
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segin 1a flgura L, 4 |
.'«:”)F 0. ( ll>!sosinglete)
v_)8) = L)) (V-spin» doblete)
U+]‘5> = |B) (U-spin dohlete)
entonces ‘
(elm1-1) 1D =0 = 2114 = LIS =0
Ademas
ley = V- ) =voig 1Y) +-;-v_\2) =%[e¢>
BIOBREE ST
De la misma forma
Ug lotd = 0 = Uyl =0
Usla) = gl uyd = - 1ip)
Yy o|BYyvm0 "5’3‘3!?0 ‘
Vi) = - zKy vy =1 )

Identificando los estados por su Isospfn I, e hipercarga

I

I
Y= §(U3'V3) "(ll, Y>) tenemos el diagrama:

e ¢ e L

Por 1o tanto * lo_i)

1 1 0, I
y=Xlo 1 o .
310 0 -2 3

' €Sta es 1a representac!8n sobre C, con la que partimos,
Con base x} ‘

N —

10 0
0-1.0
0 0 0

o —= 0

luego

’ xz l(x3 ]
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Observemos en el diagrama anterior que U y v, Cambigy |
N . q

hi.
percarga en una unidad, lo cual justifica el factq, Z_e
350 Tay
finicién de Y. Ademds, la escala de Y difiere de |, e 3

2 Por

un factor de %

. ]

[i1) Tres estados como en la figura 4.5:

{19

I,
18) « - %)

Fig. 4.5

Por convencidn ésta se ha tomado como base para la representa-

cién (0,1) = (1,0)*= 3 :

3) (o0,1) ={3"} (Representacidn conjugada de (1,0))
Al igual que en el caso anterior, existen tres posi-
bilidades. Escogeremos la Gltima que se tratd en 2) (figura 4.5
Tenemos
Iy ) =0 DIy =) =0

Ademas

L e S T L T Y VUL AN 8 1

Entonces T \'.'b)‘
3 % I5V+]0<) = V+I3\q> _.%V*‘QO = -éi6>
Lily - AP

U.t \(S) =

s’ =%l GVL edr T
0w 23S 5oy

¥d=0o Lisd =26 V3W7:
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z
jued® * \o ”
\
e e \-%
 por 10 ranto en la base X ,X;,Xy (1, 1), 1))
'\-(IJ (1) g Y 1i1%0 1 %
I, = 7 - o 0-1 0
3 0 0 O 3100 2

 dijimos anteriormente las representaciones (p,q) pueden ser for-
(om

oor €l producto directo de p veces (1,0) con q veces (0,1).

(p,0) * (0,q) = (p,q) @{(p-1 0) ® (0,q- 1)]

cto es ''mas grande" que (p,q». Las funciones

madBS

@orsupuesto este produ

baede(p.Q) son entonces comblnaC|ones lineales de los monomi oS

Kyt e z“uL Vi eV, Sin embargo, el eigenestado de mayor eigenva-

lor de isospfn puede formarse de una sola forma.
1.1 -1
xy o e 8 z ULVL-.Q wL
— L) S aiata
p factores q factores

BHJESdEbIdO a que en (1, 0) el eigenestado de mayor eigenvalor de

Isosptn es x (1= —J y en (0,1) es X, (1,= "0

De esta forma el mayor

tlgeny
alo_r lo es.

te e
'Senestado tendrd hipercarga

Y = !2::51

Pary 1 3
as

> PartTeulas observadas la hipercarga es un entero. Entonces,
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das las representaclones irreducibles de sy

en este modelo, no to 3 Son g,

teresantes; las Gnicas realizables en la naturaleza son aquellas Para |

las que: p-q = 3n nEZ.

En base a estos resultados, podemos darnos yp,

idea de la forma que tendrd la nfrontera' o parte externa de un dlagry.

ma de eigenvalores de una representacién (p,yq)’

Sea |D¢> el estado de ma-

yor eigenvalor dé f3
R ¥ Lipra)l=d)
Y|y = -%—(p-q) <)
entonces ) ’ :
%(Ua"&) 1< = %(gw,u, ) 1<) = %—(ZU,+|, NS = %-(p-q)
B PR T

Como )o(> es el estado de mayor eigenvalor de | tenemos

o1 =0
y por las ecuaciones (h.14b): U_Jad =05 V_ h{) =0

-

Por lo tanto [X) es el miembro "menor' de un U-spin multiplete de di-
mension '2(%J+1 = q+1; y también el menor de un V-spin multiplete de dl-
mensién p+1. Para encontrar los restantes miembros dél U-spin multiple”
te aplicamos a I~;> el operador U,, q veces hasta obtener el elementd
mayor del multiplete. Notese que este multiplete debe estar en 1a from”
tera ya que cada uno de sus elementos es el estado de mayor isospin €”
un isomultiplete (14+(Uy Joo) )=Uply lo) +vilxd> = 0

L (U0 VelD) =Us (1404 \ oD ) 4ViU, | =U4V- j) = ¢

y asi sucesivamente)

tra
De manera andloga se encuen




ot

3= 0, Uy=

= DM Sl B e Lo —
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el V-spin multiplete al que pertenece o) aplicando p veces el operador

V4. Ademds, en base a las simetrfa de los estados ante reflexiones sobre.

0,V,= 0, encontramos que en general la frontera seré un he-

x8gono dg lados p vy q. Por esta razén, a una representacién (p,0) ©

(0,q) se le llama triangular.

e,

Conclusiones generales acerca del grédo de degeneracidén de los estados
de un multiplete (p,q) se pueden 'obtener haciendo un andlisis mias comple-
to. En el apéndice C llegamos a los siguientes resultados

| i) Los puntos en la frontera del diagrama de eigenvalores de un

multiplete (p,q) corresponden a eigenestados no.degenerados.

i) Avanzando de la frontera hacia el centro del diagrama, se for-
mara un nuevo hexagono de lados p-=1 y q-1 pero con eigenestados
doblemente degenerados. Siguiendo hacia el centro la degeneran-
cia seguirs aumentando en uno hasta encontra un punto o un
triangulo.

ii1)" Una vez se haya encontrado un tridngulo, la degenerancia de
cada estado dentro del tridngulo es la misma que la de un es-

tado en el perimetro de éste.
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© 0 O

c ® @ ©
0o 0606 0 O
©O ® 6 0 @ O
o o0 066 © 0
©O ® 0 0 ® @ ® 0
o @ 0 ®© @ @ O
O 0 06 0 0 O

Multiplete (2,5)

Adem3s es Interesante observar que en base a la pendiente del eje de
U-spin en un diagrama, podemos decir que.en un U-multiplete la canti-=

dad Y-Us (recordando la diferencia de escala de\[%3 es una constante,

Usando las ecuaciones lgy+UstVy = 0, Y-%(U;-V,), Q=15+%¥ 11egamos @

que Q es fgual que 2(Y-Uy) o sea

' 1
Y= Ugt EQ
luego la carga Q es constante en un U-multiplete , .asT como Y loes

para un fsomultiplete.

‘Utilizando los resultados anterfiores podemos

continuar analizando otras representaciones irreducibles.

o - { ]

La frontera serd un hexagono de lados 1y 1. EI mayor ¢!
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envalor correspo =
g ponde a I =1, vy=0, El orfgen tendri degenerancia 2,

un miembro delrisotriplete (1=1) y i isosTrie] ot
e.

® bimotig |
b 7\ .
o |
. © °

(3,0) =k[ 101 il

Esta es una representacion triangular (q=0), el mayor

eigenvalor corresponde a 1 =%3 Y=1., Por ser triangular todos los es-

‘tados son no degenerados. ol v
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. - (30)
6. SERIES DE CLEBSCH-GORDAN

Al ifgual que en Sll2 el producto difec:o
de dos representaciones Irreducibles de SU3 Se puede descomponer g, Una

suma de varias representacfones irreducibles (serie de C]ebsch-GordanL
(r,0) ® (p,q,) = ’;%' ® 0°(p,0)(P,0Q)
Queremos encontrar los diferentes (P,Q) con sus respectivas multiplj-

cldades Q (pP,0).

. Para hacerlo, segulremos un método tensorial depij-
do a S. Co]eman!sogl método procede en dos pasos: primero descompone-
mos el producto directo de dos representaciones Irreducibles en una su-
ma directa de cierto tipo especial de representaciones reducibles que
definiremos mis adelante; luego descomponemos estas representaciones

especiales en una suma directa de representaciones irreducibles.

A las

representaciones especiales las denotaremos por (p,p';q,q'); esta re-

presentacion estd definida como la que tiene como base el conjunto de

tensores con p+p! Tndices superiores Y q+q' fTndices inferiores,

que son completamente simétricos entre sus primeros p Tndices superio-

res, entre los Gltimos p', completamente simétricos entre sus q prime”

ros ,indices inferiores y entre los Gltimos q! y adem§s con todas

sus trazas iguales a cero,

I

(P,P';9,9') difiere del producto directo d¢
(P,Q) con (p'.ql) en que las trazas de sys tensores base son igualesa
cero. (P,P';Q,CI') en genera], no pUEden ser irreducib]es ya que sus

tensores base no son completamente simétricos
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-

G- Cplpar oot Cpgp?
I \- e ")"a\
seglin el teorema k.1, A se puede descomponer en

A=R+ P

‘ 2
sfendo A un tensor sin traza y por 1o tanto con todas las propiedades

.‘5ea A un tensor base del producto directo (p,a) X (p',a')-

de un tensor»base de (p,p';q’ql).

El tensor ¢) generars un espacio e~
quivalente al generado pPor ‘un tensor de rango menor en 2. 'Por las con-
diciones de simetrfa de A.( y de traza , pues las trazas entre ‘los pri-
meros P Y q fﬂdices son cero al fgual que para:los Gltimos p''y q');

se puede escribir ' i 3 R : i

L. Lv.g.'l < t\--.t:"_" t’*" ﬂ..‘-..t?.Lp;‘-u.LP,?‘
Vg v s ’ = & : T :
' T A%+ Y

.sqﬂ J‘.-J‘j~'t..:’*fﬁ. ’ Yi e e 5‘_*5\
siendo 8sta, una descomposlicidn Invarlante.

L1amamos 42 al primer término de esta suma y (PLaT segundo
P=- P+,
q)'se transforma corﬁb Cy Cbz como D,
El espacio geherado por C y D no son necesariamente invariantes. 'Luego,
podemos aplicar el teorema 4,1 a cada uno de estos tensores:
' c=T+@"
-Siendo C un tensor sin‘tréza, base para (p-l,p';q;q'-1) y D =D + 4?“

con D, base para (p,p'-13;9-1,9').

Nuevamente vamos a poder descomponer
¥ \ n ] - -
cada uno de los tensores @ y ¢ y el resultado serd obtener un término

en la descomposicién, de la forma (p,p';a,9') .

En general, obtendremos

1a descomposicign (p,q) ()'(ﬁ;,q') separando todos los tensores que pue-
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den ser obtenidos contrayendo. en todas las formas posibles, Tndj-
o) ices de]l conjunto

ces del conjunto/de q' f 2 { Sices del coniunt° de p' con los de q.

(p,q) ® (p',q") = (p,p';a,a)V D@ (p=1,p'3q,a'-1) @ (p,p'-l;q-l.q')®

(p-1,p113-1,0'1) @ (p-2,p'~13q71,0'-2) @

El proceso terminard cuando ya no se pueda seguir contrayendo, por |,

tanto podemos escribir

m.ngm win(f®
@2@ (p-i,p'=Jsa-=J,q'-i)

Ahora descompondremos una de las representaciones especiales en frre-

(pya) ® (p',q") =

ducibles. .En el lenguaje de tensores, queremos descomponer un tensor

arbitrario de la base (p,p';q,q') en una suma de tensores completamen-

te simétricos y sin traza.

Consideremos primero, los indices superiores,
Sea

TL'L““*L““ - eyt un tensor de la base de (p,p';q,q').

J\ s Ja )gQ‘ . b$+1
Podemos escribir T como la suma de un tensor simétrico y uno antisimé~

trico en un par de indices superiores cualesquiera. Si tomamaos por

ejemplo los indices i"ip+l tenemos
: A
T = (‘-n‘-'-m% + t‘-u‘{dr

La parte antisimétrica la podemos escribir en base a un tensor de me-

nor rango

al _ Ty

EA e ;
. T = "= L‘ 'b..q‘_ L L-'-l? ‘
ih Ulgel Liw

oo Dby}
La reduccidn se simplifica debido al siguiente resultado:

TEOREMA 4.3

S es simétrico en sus Tndices inferiores.
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pEMOSTRAC I ON
-"—-——_——-

Tomemos - los
Tndlces de j] Y Jq+1, por eJemplo,prObare-

mos qu :
que el tensor eg simétrico, demostrando que su con-

tracclién 31 g
gan, . & es fgual a cero.

'S\Si..n t"'" . r\.i‘y’w' A | S

a SM.-.. = t E‘~\|th.-rs‘ b T ;
R (8’ &S- &Squ g Jan { '

AL LALTA R T 5;.8&...‘1‘ permutaclones cfclfcas

Chaesn
) AT 3|b-.
Como la traza de’T es fgual a cero, el lado derecho de

la ecuacién es cero,

: 0,
Entonces & Soes S;... = 0= 5

s simé
es simétrico respecto a Jl Yy jq+1.

De la misma forma se

demuestra para cualquler.par'de Tndices [nferiores.

Este teorema simpliflica mucho la simetrizacién pues como S es totalmen-
‘te simétrica en sus Tndices Inferlores, s6lo habr8 que simetrizarlo en
los superiores. Sigulendo el mismo camino ("Eliminando' dos Tndices
superiores (uno en p otro en p') y "afiadlendo' un Inferior). Encontra-
mo; los demds terﬁi;os en la deséomposiéiéh. El procéso termina cuan-
do los fndices superiores sean totalmente simétricos; es decir, hasta

que hallamos eliminado el menor entre p Y p'.

De la misma manera se ha-

€e para los Tndices inferiores de T.

La descomposicién de (p,p';q,q")

& : A
L a3 lector puede verificar directamente la |gualdad;s‘ 8? 85 Ek?
3 &nuwv-‘-' 8\“ &5“ 6:\

& 8 &
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en representaciones {rreducibles queda entonces

win(pg) min(q;
(p,p';a,q") = (p*p',a+q") ® E\ ® (p+p'-2|,q+q'+l) ® 5\3) (p+p'+],q4q!

~2))

Ejemplos:

1) (1,0) x (0,1) = (1,0;0,1) + (0,0;0,0)
(1,0;0,1) = (1,1)
(0,0;0,0) = (0,0)

(1,0) x (0,1) = (1,1) + (0,0)

s 33 =18y e

2) (1,0) x (1,0) = (1,1;0,0)

(1,1;0,0) = (2,0) + (0,1) 1luego

Cpieds = sy e

! 3) (190) X (2’0) = (192;0’0)

(1,2;0,0) = (3,0) +.(1,1)

t@46y = Yof + {8l

CW) (L) x (1,1) = (1,1;1,1) + (0,1;1,0) + ,(1’0;0,1)..+ (o,o;d,o)

(1,131,1) = (2,2) + (0,3) + (3,0)

(0,131,0) = (1,1)
(1,0;0,1) = (1,1)
(090;0’0) = (030)

181618} - 21e ('t © {0y ©ist@18@4 1]
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FORMULA . DE MASA
m—

(34) (20)

. Todo 1o que hemos hecho hasta ahora es acomodar

las partfculas conocidas en Multipletes, en 1o que la teorfa se ajus-

ta bastante.bien a la realidad, experimental (aunque con tantas par-
tfculas. eXISte"tes' no,serfa sorprendente que muchas colncidencias se
debieran a la casualidad ), Sin embargo, para que una teorfa sea acep-
table, tlene que ser capaz de predecir Yy asT tener pruebas més convin-
centes de Su-efeCtiVidad-r_supongamos que el hamiltonlano de los hadro-
nes se puede seﬁarar en | iy

H - an + Hs|+ Hlb+ H°

.donde Hy,: es el hamiltoniano de las [nteracclones "muy fuertes' (las

cuales presumiblemente son,lnyariaqtes ante SU3), H“-\es el hamilto-
nlano de las lntgracclonesk”semlfuertes” qderrompen la simetrTa‘y Heo
y Hy se reflerén a las lnteracclonés eléctromagﬁétlcas y débiles que
por' ahora, las despreciaremos. En la ausencia de la interaccidn se-
mifuerte, las partTculas_pertene;lentes‘a la misma representacidn I~
rreducible_de SU3 deben tener larmlsma masa. Sin embargo, esté ;Ime-

tria se rompe debido a un mecanismo desconocido (interaccién semifuer-

te) causando una diferencia de masa entre distintos isomultipletes,

La existencia de Hus y Hge puede no ser real; se puede pensar que la

simetria es rota espontdneamente por las interacciones fuertes. Sin
embargo, esta separacién es conveniente para el analisis. Encontrare=-

mOs -ahora una expresién para la masa de un isomultiplete perteneciente

3 un multiplete de SUs.

Al despreciar las interacciones electromagnéti-
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~ operador tensorial regular (seccién 5.6, capftulo 3). Para SU3 v

cas, estamos suponiendo que todas las partfculas de cada isomultipje.
te tienen la misma masa. La masa del isomultiplete se puede escribj,
como. M = Ml +AM donde MY , la masa debido a Hue , €s constante en
el multiplete de !:‘;U3 yAM, masa debida a Hge , es la que causa la dj-
ferencia de masa entre los lsomultipletes; Luego Hsg provoca una dife-
rencia de masa entre particulas (isomultipletes) con distinta hiper-
carga. Se espera pues que Hsg dependa de Y.

La interaccion
electromagnética causa la diferencia de masa entre particulas de un
isomultiplete al romper la simetrfa de isospin. Esta violacién de si-
metria no es al azar, sino que ests deserita totalmente por 1a relacion
Q= |3+1EY' Luego el operador de carga, fuente de las interacciones e-
lectromagnéticas, se transforma como 1a 'suma de la tercera componente
del operador vectorial de isospfn 1 y un. escalar (—;—Y).

La interaccion

semi fuerte causa la diferencia de masa entre miembros de un multiplete

de U-spin. Luego esperamos que el operador Hg; se transforme como ia suT

ma de la tercera componente del operador vectorial U y un escalar. Sa

bemos que en un multiplete de U-spin se cumple que Y = U3+1§Q con Q cons”

tante. El generador de hipercarga Y se transforma entonces de la for™

descrita anteriormente. Luego se supone que Hy¢ tiene 1as mismas Pro

piedades de transformacidn que el operador Y

’ la
Para obtener 12 formu

de masa a partir de la suposicidn anterior, recordemos el concepto de

con”
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ponentes T de estos operadores estan determinados por las relaciones

de conmutacion - .

SERR VI o -l P S S (4. 14)
donde los operadores A son los ""generadores' de] grupo. lLuego, segln
(4.9), los operadores A} son:los componentes de un operador tensorial
regular. Como el operador'de hipercarga coinclde esenclalmente con
la componente A; de este operador tensorial (Ym -A3), decir que Hgy
se transforma de la misma forma que Y es equivalente a decir que Hee

es la componente,ﬂs Ade un operador tensorlal regular,luego la masa

" AMNes el valor esperado de 'T.; en cada isomultiplete de SU; M= <U\T3\U>

Para encontrar la fé(mula de masa,; neces|tamos usar el siguiente teo-

rema(debido a Okubo) que demostraremos. en el apéndice D,

TJEOREMA . 4. 4

1

‘En cualquier representacién irreducible de SU3, un opera-
" dor tensorial regular se puede expresar como¥*

TH = a9y + bA% + c(AA)S

donde

(A'Axg_ = A’ Ay ¥ a,b y c son constantes.

Para demostrar que este teorema nos lleva a la férmula de masa, proba-

Femos antes el siguiente teorema.

*  Esta igualdad es cierta cuando se refiere a elementos matriciales

del operador en un multiplete.
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TEOREMA

L,

5

DEMOSTRACION

(A*A)} = (A A + Y + Y l .
donde {A:A) es el operador de Casimir {A-A) = AL A%,
Y= -p3 (hipercarga) L

2 (I_,)2 +-12- (1,0-+ I_ly) (isospin)

ERPY R aZiv! +
= (AL =As e = A5 1= A,

“luego 'L LA-AY = (A A)_a, DL (A AL (A";.)L-t(pﬁu':)"*"i (/\'xAlu'fA

Desarrollaremos el operador 'de Casimir

LEAA) = £ AN At L LA HARY TRL) + (ALAY +AVA)
t (AL AL + NVA! )l(Az.A; t A’ As)} ]

pero’ (A-AYY = AGAL = A A 1 A AT HR"

FLOAYAL — ANAYL) + L (AR A, -RAD)
=AMy +tI5 + 20 CK\)Z‘*(NLY*ZA"I
FA(LI.+T.Ty) + & (AN - A
b ALY (A e

(usando las definiciones de l4l, vy las relaciones de
conmutacidén para los AY,).

B s o

5<AH T (AAY, +I%- L (a0 + sTA R0+ e

3 2 2 > .

_ (AR +1*-3Y* - %Y

3_,1,,2 ' -

(usando Y= -Ag=A +A%)

entonces (AA}; = L{AA) + \fll "i‘ % Y -1".
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utl1izando estos G1timos teoremas podemos escr(blr

3

L

= a + bA33 + C(A'A)g =
[od ’
= 3 -bY+.i_<A.A>+%Y2+l§_Y_CIZ

= (a+ %(A'A) ) + dy + (:(-L—2

v2 - 13
luego '
AM=CHTI ) = ksar b v? - 1+ 1)

pues (A-A)- es constante en una representacidn frreducible. De esta

forma, llegamos a la formula de Masa.

. La masa para un multiplete
M=Hl+AM (M) = constante).

Mo Mo+ MY + My (Y2 - (14 1) (4 . 15)
siendo My, M,y M, constantes en una representacién Irreducible.

Esta
formula ha resultado valida sbélo para bariones. Para mesones la formu-

la es

M = m°+m.y+mz_(-1-Y2- (1 + 1)) (4.16)
o+

La férmula (4.15) predice para elocteto de barlones (%)

My + Mg SN

15:2 L

pues en base a los valores de Iy Y para estas partfculas (apéndice A)

1
M =Myt m +5m,

N 2
M?.' m, = m, +-;—-m,_'

Mg= m,+ 2m,
MA_E ﬂ'lu

“donde, cada una de las M. representa la masa promedio de los isomulti-

Pletes N, S » 2. » A . Usando masas promedio en cada multiplete, el
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lado izquierdo es 1128 Mev comparado- con 1134 Mev' del‘’lado derecho peor

-
lo que es una muy buena aproximacion.

Para una representacldn triangy-

lar, la relacién entre | y Y es simple, pues a partir del multiplete

1 ve
de mayor isospfn, el isospfn decrece en 7 conformg la hipercarga au-

menta o disminuye (dependiendo si la repfésentéc‘éﬁ ééJ(O,q)yo (p,0)
en 1. Luego Y = -%-I + K{ para una répresentatiﬁn'(p,b) y'Y =k%-I+UQ
para una representacidn (0,q). (E} valor de las coﬁstahtéskcéﬁbla para
cada muTtlbleté de U-Spfn). "Por esta razdn se simplifica la formula de »;
masa a | il

;M=m°+m,y+m2['_-;;-(i'll'+k )27- I(I + 1)]

=m! v
m! + mlY

Lﬂegé las diferencias de masa entre los multipletes adyacentes son igua-
oy I € ; . i ) Beiiyy ) + .  §:_§ ! hat Tsine
les. Para el decuplete de bariones (5 )
Mnﬁ G MYf = Mq—,¥ = Mﬁ

entonces

Mep = Mge + Mys = Mo

n

1529 + 1382 - 1236 = 1675 Mev,
Lo interesante de este resultado es que en el tiempo que se propuso el

camino octuple, s6lo se conocfan los fisomultipletes N* y Y* luego, no

L

se notaba la existencia del decuplete; cuando se descubrieron'las par-

E — 3 | y
ticulas oy , Gell-Mann notd que se podfa formar el decuplete, pero fal =
taba la partfcula con 1=0 Y= -2, X", En base a la férmula de masa €
predijo su masa (forma un [sosinglete) y en 1964 Barneé3$)otros en Broock?

haven, detectaron 'la exlstencia de esta partfcula con la masa correcta;
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efectuéndose de esta forma, el mayor triunfo de este modelo.

Se puede
considerar también el rompimlento de simetrfa debido a Interaccidn e-
lectromagnétfcas llevando a relaciones de masa entre partfculas de un

mlsmo isomultiplete, con resultados tamb{én aceptables(zo)
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QUARKS™
Hemos visto.que los E’\adrones Pueden ser clasificados de acuerdo a la sime-
trfas del grupo SUs. El orden encontrado en estas partfculas es satisfac-

torfo y el modelo ha sido capaz de predecir exitosamente algunos resultados.

Los mesones se conocen sblo en multipletes de dimensién 1 y 8y los barlo-
nes en multipletes de dimensién 1,8 y 10, STn embargo, las simetrfas del

camino octuple permite, ademis de las anteriores, la exIstencia de multi-
pletes (p,q) con dimensiones 27,35, etc.. Ademds no existe una Justifica-

clén para no tomar en cuenta representaclones de SU, como (1,0) y (2,0) pa-

3
ra los cuales E-gﬂ-no es un entero. Luego surge la necesidad de explicar

por qué sdlo tres representaciones existen en la naturaleza,

En 1964 M. Gell~-

=
Mann(kf)

G. Zweig€1%Lséndose en que todas las representaciones irreducibles de
5U3 se pueden obtener como productos de las representaciones fundamentales
{3} Yy {3*£ y prépusieron (independientemente) que los tripletes base de es-
tas representaciones corresponden a tres partfculas y sus respectivas anti-
Particulas. A estas partfculas M. Gell-Mann les di6 el nombre de Quarks (y
antiquarks) y los designd por u,d y s (up, down,sideways o strange) y u,d
Ys a los antiquarks. Luego, en base a esta teoria, los quarks y antiquarks
Serfan 1as partfculas fundamentales de las cuales estén comﬁuestos los hadro-

Neg

Seglin vimos en el capftulo anterior los quarks u vy d forman un doblete

deiSOSan (1 = %J y s es un isosinglete (l3=1 =0). Las tres particulas

La palabra quark viene de un fragmento del libro ""Finnegan's Wake'" de James
OYce: "Three quarks for master Mark'.
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tienen hipercarga fracclonaria ( 3 y '-Q; Y P°r lo tanto, su carga (dada
por Q = g *+ —-Y) es también fracclonarla (3, 3. '%J. NGtese que el d y ¢
s forman un doblete de U-spln y luego tlenen la misma carga.
El modelo de
los quarks se basa en tres simples reglas:
1) Tres quarks forman un barién.
1) Tres antiquarks forman un antibarién.

i11) Un par quark-antiquark forman un meson.

En base a estas reglas podemos decir que todos los hadrones resultan de los

‘productos:
(Bl -Elell
PFeBlesd) = {ielglole (10}
Bleiei} =UleBle(siel 0"}

es decir que los Gnicos multipletes que pueden ocurrir son precisamente los

de dimensidn 1,8 y 10, Este modelo explica entonces por qué sdlo algunas de :

las representaciones posibles de SU3 se encuentran en la naturaleza como mul=

tipletes de hadrones.

Si le asociamos ndmero baridnico B=% a los quarks VY
B=-3 a los antiquarks, la combinacién de tres quarks nos d& B=1, tres anti=
quarks E=~l, un par quark-antiquarl,, B=0, Luego, los quarks uy d son no
extrafios (Y = B = %J y el quark s tiene extrafieza S$= -1 (s=Y-B=-1) por 10
tanto, s es el responsable de la construccidn de todas las particulds extra”

Ras. Al triplete de antiquarks se les asigna valores opuestos de Q,B Y 5.

Ademds, si le asignamos " spln.l

a
> @ los quarks y antiquarks, notamos qué ur

partlcula compuesta de un nimero impar de quarks, como un baridn, rendré
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semientero y un mesdn tendrs spin

spin entero. Esta asoclacién de nime-

s cuénticos a los quarks

Lk le da consistencia a las reglas de combinacidn.

nas reglas de los quarks proveen una explicacién notablemente econémica
para la formacion de las familias observadas de hadrones. (Qué principios,
sin embargo, pueden explicar estas reglas que parccen completamente arbi-
trarfas?. lPor qué es posible unir tres quarks pero no dos o cuatro?.

lPor qué no podemos crear un quark aislado?. Una 1fnea de pensamiento que
lleva a posibles respuestas a estas preguntas aparecis al principio como un

defecto en la teorfa de los quarks."(ht

Mencionamos anteriormente que los
quarks tienen spin-%, por lo tanto son fermiones y deben satisfacer la es-
tadistica de Fermi-Dirac, es decir que, en un sistema dado, dos quarks no
pueden tener los mismo nimeros cuénticosﬂ Sin embargo para formar la par-
ticula (). , por ejemplo, se necesitan tres quarks s ocupando el mismo

estado, 'Luego aparentemente, los quarks no cumplen con la relacidn spin-

estadistica,

Para resolver este problema se le asignd una proﬁiedad'adicional
3 los quarks, el'color' y los quarks u,d,s pasaron a 'ser multipletes de co-
Ior(asf-como un electrdn es un doblete de spin) cada uno de dimensién tres.
S dice que los quarks existen en tres.distintos "'sabores" u,d y s, cada
Sabor  con tres posibles estados de color (azul, amarillo vy r?jo)L De esta
forma e resuelve el problema de la estadistica, pues los tres quarks* s

necasarios para formar la partfcula {1 son idénticos en todo (mismo sabor)
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pero difieren.en color, y no estan en el mismo estado, luego satisfacen ]a,f

estadfstica de Fermi-Dirac.

Luego los multipletes de color corresponden a 1a'f
simetria del grupo SU3, al igual que los multipletes de sabor, Pero la s i~
metrfa de color no es aproximada como la anterior y sus tripletes fundamen-lﬁ
tales tienen la misma masa. Es una simetrfa perfepta.

El nGmero cuéntlico
de color t}iplica e | nimero de quarks y ademds introduce la posibilidad de
que existan muchas partfculas nuevas, no observadas, correspondientes a

hadrones de distintos colores. Para resolver esta dificultad se postuld,

que todos los hadrones deben estar representados por singletes de color,
ningln otro multiplete es permitido; luego ''la naturaleza es ciega al color'',
Una explicacidn de porqué la naturaleza es ciega al color es fundamental-
mente para tener una teorfa completa de los quarks., -En este sentido se ha ;-

propuesto una teorfa sobre la dindmica de los quarks: la "cromodindmica'.

Segin la cromodindmica los quarks interactan por medio de una interaccion
muy fuerte. De la misma forma que las interacciones electromagnéticas se

deben al nlGmero cuadntico de carga que tiene cada partfcula, estas intera-

cciones se deben al nlmero cuintico de color. AsT como los fotones son 10s

mediadores de la interaccibn electromagnética, se postula un octeto de par- -
. |
ticulas 1lamadas ''gluones' como los mediadores de la interaccidn entre

quarks. Los gluones serfan partfculas sim masa pero cargados. Al igual

que los quarks, los gluones no han sido detectados

>

Sabemos
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‘ ferza electromagnética entre dos partfculas cargadas es javersament
12 ;

ue ;

q clona‘ al cuadrado de la d[stancla entre las partfculas, luego a gran-

' ropol'

: stancias sU efecto es despreclable, Esto permite que un electrdn de

di
des
facilldad.

| acla por e]ernplo, pueda ser separado de un atomo con relativa
sin embargo, que la fuerza entre dos quarks con color es (ca-

ge h2 supuestor

sl) [ndependlente de 1

n quark de un
rear un par quark-antiquark. El nuevo quark reemplazarfa al que sS€

a distanclia entre ellos y por lo tanto, para separar

hadrén se necesitarfa una gran cantidad de energfa, suficien—.

te para c

ere alslar del hadrén y podrfa volver a formar dicha partfcula. E1 nuevo

qul

mtmuaﬂ<se,unirfa al quark que se querTa alslar para formar un mesén. Lue=
p, en vez de aislar un quark (con color) de un hadrén lo que se logré fue
crear un nuevo mesdn (sin color).

En base a esta teorfa, se explica . : pPors

wé la naturaleza es ciega al color. Ademds-se puede pensar que los quarks

realmente son los Gltimos constituyentes de la materia hadrénica pues es di-

ficil imaginar como una particula pueda tener una estructura interna si esta

partfcula no puede existir aislada.

En lo que respecta a la fisica de particu-

la 2 L x
5, uno de los sucesos mas importantes que han ocurrido en los Gltimos afios,

f
ue el descubrimiento de la resonancia J/V. En 1974 en el BNL (Brookhaven

Natj
'onal Laboratory) y simultdneamente en el.SLAC(%E%an ford Linear Accelera-

tor ¢ ‘
en 5 P -
ter) se descubrié una nueva partfcula, el mesén J/Y, una resonancia

de ma '
s =
a 3.1 Gev. Esta partfcula tiene un tiempo de vida de 10 20seg. aproxi-

madame"te 1.0 .
» 1,000 veces mayor que el tiempo esperado para que decaiga una par-

ti
- 'Cy
]a C.On esa ma o5 - H H
masa. La explicacion de este tiempo de vida tan largo fue mo-
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tivo de controversfés en la comunidad clentffica, Una explicacion satisfaca
torfa fue suponer que el mesdn J/V es un estado compuesto de un nuevo quark,lg
11amado quark de "‘encanto'' ¢ (Charm), y su antiquark. Este cuarto sabor de
quark serfa el responsable de la formacién de nuevas partfculas que tendrfan_;;
la propiedad de encanto.

La exIstencia del quark de encanto habTa sido predi- {

)
cha diez afios antes del descubrimiento de J/y por S.L. Glashow y J. Bjorﬁ?eg),

en base a un cierto paralelismo entre quarks y leptones.
A partir de este des-ﬁi
cubrimiento se han detectado partfculas con propiedades de encanto. Estos
descubrimientos 1levaron a la confirmacion de la existencia del cuarto quark 1
c. y la nueva propiedad de las particulas, encanto ¢ (c=0 para las particu-
las conocidas anteriormente). Luego hasta esosrtiempos se habfa aceptado la
existencia de doce quarks (cuatro sabores con tres colores cada uno) y sus
respectivos antiquarks.
En 1977, en el Fermilab, se encontrd otro hadrdn mas
masivo que los demis (M = 9.5 Gev.) 1lamado ''upsilon' ’'con un tiempo de vida '8
largo, sugiriendo la existencia de un quinto quark (y antiquark) el quark b
("belleza"). Con la instalacidn de aceleradores mds poderosos, 10s fisicos
buscan la comprobacidn de la existencia de un sexto guark, el quark de ''vers

dad" (truth). Luego tendrfamos seis sabores.de quarks cada uno con sus tres

colores, resultando 18 quarks.

Deberia bastarnos que se descubrieran dos nue
vos quarks en un perfodo de cuatro afios pero los fisicos han descubierto

- -, -
también un nuevo leptdn pesado, la partfculaT , de una masa cercand @ 2
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con el tiempo se sabr§ si

-
Geve también tiene su proplo neutrino, a seme~

janza del mudén y el electrén,

"'Como avanzan las t&cnicas de los aceleradores,
jos ffsicos indudablemente continuarén descubriendo nuevas entldades subatd-
micas. La proliferacidn ocasionar§ Inacabables y profundas preguntas. ¢Es”
t4n los tipos de quark limitados en n@mero? §i hay 6 tpor qué no 127, si
hay 12 Lpor qué no 24?7 y si el nlmero de quarks es grande Ltiene sentido
|lamar elementales a los quarks?, La historia de la ciencia suglere que la
proliferacidn de entidades ffsicas es una sefial de que las entidades no son
elementales... {Serdn propuestas pronto nuevas estructuras de las cuales son
hechas los quarks? lEs posible que no hayan partfculas elementales, que to-
da entidad en la naturaleza tiene partes constituyentes?. L0 la simplici~
dad fundamental en lo que la mayor parte de los fisicos creen, estard ba-
sada en los grupos matemdticos que ordenan las partfculas, m3s que en obje-

(36)

tos elementales reales?,"
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gUE Eem . . '
‘ ' A ey TABLA DE PARTICULAS

A amtinuacién presentamos una tabla de partfculas basada en npeyiew of pPar-

ccle properties' por N. Barash-Schmidt, A. Bsrbaro-Galtieri, C. Bricman,

v,Chalbqu?s R?J' He@ingway, R-L- Kelly, M.J. Losty, A. Rittemberg, M. RoOS

AH. Rpsenfeld, T.G. Trippe, G.P. Yost. -Reviews of Modern Physics, 48, Mo.2

“partelll,.1976-l

JP se refiere él:spin’y la paridad de la particula.
15 se refiere al isospfn y G-Paridad.
¢ se refiere al nGmero c (conjugaclén de carga) de la partfcula neutra del

del Isomuitiplete al que pertenece la partfcula.
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PARTICULAS - DE

VIDA MEDIA. LARGA,

ESTABLES

TABLA DE

POR INTERACCION DEBIL O ELECTROMAGNETICA y

2 Qe

DECAEN

VIDA MEDIA

MODO DE

- MASA -

pARTICULA P (19)c, (Mev) (seg:) _ DECAIMIENTO
Y 1= o 0( 7x10'2?) 'eg.t-able estable

v 172 o( 0.00006) estable estable ri

0( 0,65) - sl

e 1/2 0.5110034 . estable estable -

' : (.5x1021y) f

+.0000014 k

5 ph o 1/2 — 105.65948 _%.197131»(10'6 ew ~1

t.0035 - 1.Q00077 E

+ ' & . i ) -8 4 ..

iy 0" 1- 139.5688 2.6030x10 W 1

*.Q064 0023 ev i

MY b

eV i

eVy 1

m o (17)+ 1349645 0.828x10-16 YY

Z.0074 1,057 s=1.8%  yete” :

K&k 0~ 1/2 493.707 1.2371x10"8 pry ?F

%0.037 *.0026 s=1.9% T '

7

Tineme 1

PRALE 1

e ey 1

etV i'

5 _ ;

K 0 1/2 497,70 50% Kg,50% K |

*0.13 :

. ——

K3 o0 172 0.8930x10710 T 3

*.0023 T on? ]

Ty —
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MASA VIDA MEDIA  MODO DE ‘
WJ (e, (Mev) (scq) _ DECAIMIENTS
e g0 0% 1/2 | pr 5-,.131,.';10'8“ '7}'°II°IT°
KI{ tou AL
TMY
eV
. whre
n o (oh)+ — 548.8 _(o.8st0.12)kev i gy 1
t.6 myy
3
- W “o
, Ty
/—-_ . ".
p 1/2+ 1/2 938.,2796 estable
t.0027 ("2x1030y)
n = 1/2+ 1/2 939.5731 918114 pe”V
f *,0027 CT=2.75x1013 -
A 1/2+ 0 1115.60 2.578x10710 P~
$.05 £.021 $=1.6%  nU°
= 1/2+ 1 1189.37 0.800x10710 p1r°
| t.06 ¥.006 il
1} Aetv’
PY, -
. . Ty
=0 1/2+ 1 1192.47 1.0x10™ 14 Ay
: : +.08 :
=8 1/2+ 1 1197.35 1.482x10~10 e
+.06 +.017 s=1.54 ~ Ae™V
ne~ V -
n}*l:\)
nuw Yy
,Eo 1/2+ 172U) 1314.9 2.96x10-10:-  Amw°
Lo 4y _ 1.6 <F 12
El-l' : v oty ¢ e\ f
= s 1/20) 1321.29 1.652x10710  AF"
e : Tk +.023 s=1.1%
3 32+ o) 1672.2 1.3%03x10710  En-
T.h ) =-n°
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TABLA DE RESONANCIAS MESONES |
RESONANCIAS NO EXTRARAS (s=0) A
4
1
- MASA ANCHO MODO DE
PARTICULA  JP (17)Ch (Mev) (Mev) DECAIMIENT
p " (1) 73 152 v
i3 3 eIe:
»H
1- (07)- 782.7 10.0 e :
w UM
1.3 I Ty
e e :‘
, 3 .
L] 0 ot 928 (ancho &4 Mev) Ny ‘
=1 p°y
Y'Y .
;
) ot (17)+ 976 (M) 50 (h) nr
*10 *20
~
. ot (o)+ 993(<) we & |
s +8 v |
$ 1~ (07)- 1019.7 b1 KK 3
r.3 +.2 KKk o
L
ete- |
PrH s
A' . e 1100 300 .
.,
; ot (o%)+ 1100 a 600 w A
1300
B + 4“"""‘
i 1228 125 or &
10 10
f + ‘ —
5 +20
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P G MASA ANCHO MODO DE
paRTICULA 97 (17)cy (Hev) (Mev) DECAIMIENTO
S ‘
D A (0T)+ 1286 30 KK 7T
T10 20
— + -
A _ 2 (17)+ 1310 402 pIT
15 1g KR
—
g A 0+ 1416 60 KRIT
10 +20
+ +
¢ 2 (0%)+ 1516 40 KR
. . +10 KK
nTr
F, A 1 1540 ko K#K + KK
5 s 3
¢ 1= (1%)- 1600 200-800 Ly
As 25 ()% 1640 300 fr
w (1675) 3~ (07)- 1667 . 150 _pTT
*10 *20 3n
' Sm
g 3= [h)= 1690 180 21
120 *30
h ' gyt (ot)+ 2040 193 mr
v Fa0 I50 KK
RESONANCIAS EXTRARAS (s=%1)
K = 892.2 49.4 K
a4 88tn | o 32 ‘ .5 1.8 Knr
'y + 2 1250 450 Kir
" ¥ ©+100




1150
| MASA | ANCHO MODO DE
PARTICULA  JP (1%)c, (Mev) (Mev) DECAIMIENTO,
Q region A 1/2 1200 a Knm
1400 ‘ K 7
La contribucién dominante es una+resonancia :2?” )
no bien establecida con JP =17, Myao
+ l 08 Kir
K* (1420) 2 1/2 Ih%; 1o -
Kp
Kew
Kn
L . 1/2 1765 140 K e
A : 10 250 Kwmr
NUEVOS MESONES PESADOS
: 100) . 1m (0)- 3098 0.067 ete"
J /v (3100) ( e 0 e
00) 1~ (0°)- 3684 0.228 ete”
{57000 — s Hy +.056 pin-
b (4100) 1 - k100 200
- ’ + -
4400) 1 - L4 33 ete
L <77 +10
TABLA DE- RESONANCIAS - BARIONES
RESONANCIAS NO EXTRARAS (S=0)
MASA ANCHO MODO DE 3
RESONANCIA L (Mev) (Mev) DECAIMIENTO
N(1470) . 1/2%  1/2 1390 a 180 a NIT
R - 1470 220 N
N(1520) 3/2° 1/2 1510 a 110 a N
1530 150 N
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' MASA ANCHO MODO DE
aSONANCIA 9P | (Mev) (Mev) " DECAIMIENTO
N(1535) 1727 172 1500 50 a NT
. | 1530 120 N7
N(1670) 5/2°  1/2 1660 145 a N
1685 165 .1 NTT
N(1688) 5/2% 172 1670 120 a NTT
1690 145 N T
1700) 172~ 1/2 1660 100 a Nyr
B{17 1690 200 AK
N(1780 1/72% 172 1700 100 a NTT
N{¥7ED) 1800 250 N7
N(1810) 3/2+  1/2 1700 100 a Ny
| 1850 300 - Nmr
- a2 2100 150 a N
N(2190) 7/2 2250 300 N
+ 4/ 2200 250 a N
N(2220) 9/72% - 1/ o 55
: 4 NT
N(2650) ?7== 001/2 2650 350 '
Loo N1T
N(3030) ? 1/2 3030
- 20 a 110 a N
A(1232) 3TEY mn B }gg 120 Ny
= 1 140 a Nuw
A(1650) 1/2 3/2 :ggg 200 N
e 1650 190 a NIt
A(1670) 3/2 3/2 :;zo 260 NI
: 60 150 a NTT
~ A(1890) 5/2%  3/2 :goo 300 N T
' 160 a NT
3/2 1780 230 NI

4A(13910)

172%

. 1950



152

' MASA ANCHO MODO DE
RESONANC IA JP I (Mev) (Mev) DECAIMIENTO
1950 2t 372 1910 a 200 a N7
A(1950) 7/ 3/ e Sk A (123600 0
b3
A(2420) 1172t 3/2 2380 a 300 a NTT
: 250 500
A(2850) T+ "3/2- 2800 a Loo | NTT
2900
A(3230) iz 3/2 3200 a 440 ' NTT
3350
A(1405) 172~ 0 1405 40 =T
+ +
5 10
A(1520 3/2~ 0, 1519 15 NK
( ) % o) =
AR
A(1670) /27 0 1660 a = 2.79 NK
' - 1680 2.07 A
: - =7
A(1690) 3/27 0 1690 30 a NK -
*10 80 T
. ATE
- S oy s . - - Z“rr
A(1815) - 5/2v 0 1820 o 0B K
' =5 100 n’w
A(1830) 5/2° 0 1810 a 60 a
1840 110
A(1860) 172t o0 1860 a 40 a
1910 110
A(2100) 7/2- 0 2100 a 150 a
2120 300
A(2350) 1 0 2340 a 100 a
2360 200

A(2585) 1 0 2585 300
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i
_ ; ; I*EASA ANCHO MODO DE
[gsONANCIA J Mev) (Mev) DECAIMIENTO
/2t 1 +)1362.
5(1385) 3 (+)13 2 g (+)%g /z\',;
(-)1386.6 (=) 42
1.2 +
0 n 3/2- 1 1670 35 a >
£(1670) gw 2 e
0) 1/27 1 1700 a 50 a NK °
=175 1790 120 AT
6 5/27 1 1723 110 a NK
E(1765) . 150 AT
A (1520)T
= (1385)w
5(1915)9 5727 u'isd 1905 a 70 a NK
- 1930 140 AT
=(1940) | 3/2° 1 1900 a 110 a NK
1960 280 AT
T
=(2030)9 /2% 1 2020 a 120 a NK
) 7 2040 200 AT
=T
=(2250) 7 1 2200 a 50 a NE
2300 200
=(2455) 7 1 2455 120 NK
=(2620) ? 1 2600 200 NK
“"‘-——_
2(1530)° .8 0)9.1 =
530) 3/2t  1/2 (0)153;03 ( )%5 .
-)1535.1 (-)10.1
2 té 1.9
=(1820)0,p 7 1/2 1800 a 12 a A K
1850 100 =K
=U1530)T
=(1940)0,q 7 172 1900 a 30 a =7
e 1970 140 3(1530)ﬁ
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-139) (40)
PRINCIPIOS DE LA MECANICA CUANTICA

para un sistema fisico dado,‘ existe una funcién de estado que resume to=
do 1o que se puede conocer acerca del sistema. Esta se representa en
gene‘ral como una funcién compleja de las coordenadas [_xi‘ =7 Y del
tlempo; la funcidn de onda Y(F,t). Esta funclén no tiene un significa-
do ffsico directo, sin embargo, |W(F.t)|2-’-' 0 se Interpreta como la pro=
babflidad de que el sistema fisico se encuentre en la posicidn r al tiem=
po t. Esto requiere que jlkl(r,t)lz dF = 1, En general, el espacio

de funciones Ues un espaclio vectorial con el produf:to escalar deflnldo '
por <U|‘P} - 5@1"‘-de, luego la Interpretacidn probalfstica es equl-
valente a <U)U) =i,

2, Cda observable ffslca 0 se representa por un operador 1ineal hermftlico
Ll

Para el caso de las funclones y(¥,t). El operador de momentum

lineal corresponde a

;‘ 4 D
Pi T oox
=34
donde H= %TI y h es la constante de Planck, h¥6.34x10 ’ 'J-S'_

Un estado de un sistema; ffsico, es un eigenestado del operador £ si

0 V.= wl,

W, es el eigenvalor del n-ésimo eigenestado e ol Q es hermitico

Puede depender de algiin otro grado (cusntico) de libertad como spin por

ejemp]o_
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5.

la probabilidad de que nos dé el valor proplo W; es KUJW}]Z. El &ra--.’-lit

(0 =07%), u és real,

-
Si un conjunto de operadores QI, Du "'Qn conmutan entre si

([Q;..ﬂ,] = 0 ), tienen un sistema ortonormal completo de funciones P"°i
pias comunes Y,y viceversa. Esto es que cualquier funcién de onda |,

-’ = *a = ]
para un sistema ffsico se puede expresar como Y = anwn, i (Wlwn)_‘

\an‘z es la probabilidad de que el s[stema se encuentre en n-ésimo e'[-;

2
a
%
A
L2

de sus eigenvalores. Si un operador]7. tlene un sistema completo de el=

genestado.

El resultado de una medida de una observable ffsica 0 es cualesquiera
genfunciones Ui, con valores propios wy , Y sl se mlde la obser-able 0
en un sistema que fnmediatamente antes de la medida esté en el estado U

lo GnTco que podemos predecir acerca del resultado de la medida, es quei

lor esperado del observablel) (promedio de n(n ~=> o) medidas del ob-

servable 0 sobre sistemas preparados idénticamente), viene dado por

&y & ) = jw’hw(dr) = 2 [0,.0) %,

Para todo sistema ffslco, ex|ste un operador lineal hermftico H, el ha~ f

| miltoniano, que (por lo general) corresponde a la observable energfa.

Este operador determina la evoluclén temporal de la funclén de estados |

medlante la ecuacidn de Schroedinger.

m-—g—kt’—u HY.
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DESCOMPOSICION EN ISOSPIN-HIPERCARGA(BD

Queremos.determinar en este apéndice cbémo se descompone una representacion

”reduclble de SU3 en representaciones irreducibles del subgrupo isospTn-

hlpercarga((SUz) ® (u,)y). Etiquetaremos las representacliones de este

grupo por su isospfn y su hipercarga

(Y

sub

B@REMA c.1

La representacién (p,0) se descompone en:
_ 2
% -1 &1
(p,0) — B @ (BgH)
de la misma manera

-V N -%, N
(0 — @ 0 &Y™ 'e ... &)™

©.. @03

DEMOSTRAC I ON

SegGn vimos en el capftulo 4, las representaciones (1,0) y (0,1)
se pueden descomponer en:

(o) = e

0,1) — &? @©7 ™

uede calcular coémo se descompone " (p,0) y

g

'De esta f6rmula‘se P

(0,q) en general. Sabemos que los tensores base son de la for-

ma x"'x't... «x'? totalmente simétricos.. El elemento x'x'x! x!
es el de mayor Iy con I3 = ‘EJY = P2, Como es el maxi
Y 3 3 2 3 mo '3 tene-

mos que | = %-y este es un miembro de un isomultiplete de di-

mens ion 2(%0+l = p+1. Los miembros del isomultiplete son



158

2 2.2
x1x1...x1, x‘x‘...x1x2, x‘x‘...xlxzx grasX X eueX

: P : ; 1 2 4
(recordemos que I3 = %- para x1 e ly = -E-para X~ Yy para am

bos | = 10.
Introduciendo la componente X (13 =0) tenemos que:

o . ' st
Ixl x13 es el miembro de mayor Iy de otro fsomultiplete:

- B%l, luego | = E%l y la dimens'5n del [somultiplete es”é

iak

5

P El)+ 1 = P. Los demss miembros del multiple:= se obtlener

»

nuevamente, camblando x1 por xz en todas las formas poslbles{

1.1 3
&sto r& reduclendo el valor de Iy en una unidad, X X ..,x’g;.

xlx1"'x1x233sx1-"*1x2x2x31,,x2x2...x2x3; todos los elementos
thenefi*:Y = & -1 (pledqyftanos un xl con v = %’ y agregamos

3

otro con Y B-%J.

SI introducimos otro‘x3, tenemos otro lsomulﬁf
tiplete con | dismlnufdé én %- y.la hipercarga disminufda en L&
Si seguimos con este método obtendremoé p+1 isomultipletes, tg}
minando con el-tensor. x3x3x3...x3 que tiene - Y = :%E , | = O;E
De la misma forma se puede proceder para.la representacion (G,én
Ejemplo: (3,0) = (%J|A+.,(1)° + (%f{ + (o) que nos dlce quefi
el multiplete (3,0) se descompone en un Isomultlpletali
de dimensién 4, con hipercarga 1, un triplete con hl-;
percarga 0, un doblete con hipercarga =1 y un slngleté%

con hipercarga =2. Gré&ficamente:
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Y
® ® I+ © @
T e
3% o =Y VI SIS To
. "Fl T .

.._2_?'

A partir de ggtgé;l'jmu]qg podemos representar graficamente la des-
composicisn de (p,0) % (0,9). Formamos un arreglo rectangular de p+l
por g+l y etiguetamos cada columna por un término de la descomposi-
cién de (p,0) y cada fila por un término de la descompasicién (o,q).
En cada gggiéién ponemos el resultade del producto del elemento de

la fila con el de la columna eerregeenQIéntsg Para realizar este cdl-
cule 1o que hacemes es SUMaF hipereargas.y sumar vectorialmente
|sospin. (ver ecuacifn 3:21). El contenide total del arreglo es la

descompesicion en isespfn=hiperearga de (p,0) x (9,q9):
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" (@ G

EN A (‘33)?'-17\%:[:

FA

///////// ///,/
f///f////////////////

Fig. C.1

La regién sombreada de este diagrama la explicaremos mds ade~
lante.

De la misma forma podemos descomponer (p=-1,0) (n,q=1)
donde g
(p=1,0) }(chr@ (E'-:S @---.
ei¥e ¢ 1o ...
Para caléular el producto, podemos restar 3- de todas las hi=

3
percargas de la primer serfe y afadir la misma cantidad a todas

(Olq-l)

¥

las hlpercargas de la segunda serie, sin camblar el resultaco.
Pero entonces, la descomposicién de este producto es el conteni=

do de la regibn sombreada del dlagrama anterlor. Ahora, recor<

demos (teorema (L4.1)) que

(0,0 x (0,0) = (p,a) @p-1,0 ® (0,a-1)]

por lo tanto la descomposfclén en isospfn-hipercarga de (p,a)
es el contenido de 1a regién no sombreada del diagrama anterior

Como un ejemplc, encontremos la descomposicidn de (2,2) y de

(1,1):
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(2,2)
ke i
(V" [ehomred] (YR (1)>
()72 | (2R
Y| Uk
(1,1)

B
& veEf| (L)
C)zﬁb (V&>i

f

Esto quiere declir que el SU3 mulﬁiplgte (1,1) gsté compuesto
por dos: Isodobletes de hipercarga 1.y -1 respectivamente; de
un Isotriplete de hipercarga cero.y un isosinglete de hipercar-

ga cero., Gréficamente, _W b

LY
7
1,

Este método, es una forma corta de encontrar los componentes de un multiple-
te de SU3,7sin hacer uso de’.los diagrama§:d¢ eigenvalores, UfSPin, etc.,
ademds, nos 'sirve para construir estos diagramas (aunque ya sin mucho sen-
tido). Podemos utilizarlo para encontrar propiedades generales de los dia-

gramas de eigenvalores.
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En el capftulo 4, mostramos que la frontera de un dfagrama es un hex&gono

de lados p Y Q.

Para fijar ldeas, supongamos que p=Q.

En base a nuestro diagrama de desccm-

posicién (figura C.1), notamos que:

i) Si a partir del primer bloque avanzamos'' (de bloque en bloque) ha-

cia la derecha, notamos que la hipercarga disminuye en 1 cada vez

y el valor del mayor | disminuye eﬁ %- hasta | = %u Si avanzamos
hacia abajo, el valor de | también'disminuye en rén,’hasta %u pe-

ro la'hlpercérga aumenta en uno. Lo que justifica la forma de he-

xégono del diagrama de efgenvalores.

AVANZANDO

| HACIA ABAJO
EN FIG .|
}

"lTr'

]

2 L_m_J

PRIMER BLOQUE

ﬁVANZAND
ACIA I,A DERE(HA

.u.o H H i + .
|J) Para la primer hipercarga (primer bloque). Existen (Eiﬂ)"gfh+1

= q+l isomultfpletes, cada uno de dimensién - 21+1, luego, el estadO

de mayor | (eigenvalor 1) no serd degenerado, pero el siguienté
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(1,-1) tendré un eigenestado del primer: isomultiplete y -uno del se= -

gundo (doblemente degenerado), el tercero serd tres veces degenerado

y asT sigue aumentando. Sucede 1o mismo para cada bloque, luego la

frontera es no degenerada.

Si en cada bloque quitamos el iéomultiblete de mayor Isospfn, nos
queda la descomposicién de (p-1,q-1) que cumple con las mismas ca<
racterfsticas de (p,q) pdr lo que serd un hex&gono con multiplici-
dad dos (por i1)); podemos contlnuar hasta (p-q}oj que sers un
trigngulo (si p)» q) o un punto (st p=aqa). Al llegar a este punto
notamos que la degenerancfa no puede sequir aumentando pues una re-

presentacién triangular (p,0) es no degenerada (teorema C.1).



APENDICE D _;
' DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4, ;30

TEOREMA 4.4

En cualquier representacidn {rreducible de SU3, un operador ten-
- sorfal regular se puede expresar como
M M
T = a &+ A, + CAAT
donde (A-AY, = A% A% vy a,by c son constantes.
Usando la notacidn {T) =T,
(T-A)S = TS A,
TR = THA,
o 17
- Segulremos el camino de Okuba. Primero demostraremos algunos

resultados.

LEMA D.I

Si un tensor S:g , en el espacio de tres dimensiones, es to-
talmente antisimétrico y sin traza; entonces i:ﬂ es ldéntlca-

mente cero. Esquemdticamente, &sto significa que

o A o
S = “Shy =S58 vy Sl w0 = Y a0

DEMOSTRACION

Consideremos el tensor

6Y _ ovd ¥ _ Y4 ¥4 (™ «4 ¢V
f;w\ Sy A SAN‘SA “SuvQa * 53\8\?6: 'S:;t&?a " 36»‘*

Directamente se puede observar que 1;::‘: es totalmente antlsimé=

trico para cualquler cambio de Tndices o< y 3 Y ¥y ademds

satisface la condicidn de ser sin traza T<%¥ = 0. Debido a 12
VA '
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antisimetrfa, 37,

12
los Gnicos componentes mdependlentes son TM '

adem8s, si encontramos la traza T'¥

f a8
1V 2v) +R’Uﬂ 0 |mp”C

gue TWJI = 0 Vv,),luego T:j: = 0. Ponlendo X =v y sumando

L
sobre VY encontramos

- S8 - a‘:‘:e&* G R -l

aenh A g =t (Y -
Sgwcﬂ -Sh =2t =0=) ST =0

LEMA D.2

Para cualquier par de tensores arbitrarios MY y N%,, tenemos

la siguiente identidad’ ( MENS - M NI~ (MONL-ME NTG) =

§ELEMIS 1oV MB — (D o)+ SEUMMT Humly, = CRONTY OO MT]

41 EYL Gl r (oMt - onh - ada%] £ 8% Lo L ) MY - () Lm0 )
DEMOSTRAC I ON FUSLED -808%) (€MD ~Lmend

Definamos un tensor Q"'e' por:
QN8 = (M NS - MANY )-(MT NA - MANRY)
luego Q% es antisimétrico para cambios de =< y B 'y de m vy
v . Construyamos ahora el tensor
)
S8 = QU8 - (8N QAL +EA QXY + &L QA
+ 65 QRA) +4(ER 8% -84 ELIQe
observemos que
Secior = Quv Av Av Qv.\ ¥ oo Q.g;\
+%8 Q2 -t8 Qs =0
Ademas .
' N
5 - - QI3 - (8L QA+ SLQR R Q% 1y
+ % (& 8% -83 8%) Q""
b3 -u\
+(6 Q +5°8% +8 A*cS%Q.::’{)
-v2 (5‘3 S 8% L)Y = -s78

)\



TEOREMA

y de la misma fo =6 “4
' rme_:‘ v = "Sm ; luego Se> satisface las condi-

ciones . i e
| del Lema D.1 y debe ser idénticamente cero. Esto nos de-

muestra el Lema.

D.1-

En 5“3’ para cualquier tensor Ty para operadores AV . Satis-
faciendo las relaciones de conmutacién (4.9), tenemos

2[(A-T- A+ (T-A-A)S+ (AA-TYS + 10(T- AV 8(‘A-T'):- 24 1) (A A)
+ 6T = THCAAY - 6(TY A+ §1[-64T-A) - 2 K T) - 24T -ARD
+<TX>CAAY ] =0

DEMOSTRACION

Si ponemos MY = N2 = A7 en el Lema D.2 tenemos
(A A+ A AN )-(AS A £ Ay ALY = -85 (A + A A )

£ & (a-AYS + AA) 1 87 (aayy T AVAY)

— &3 (AT r AL AR 1 (83 8% - 83 83) <A

=52 [ 2(a-aYy +3A5] + & L2aary+3a%]) + SR [zaar +3A%]
-y L2(an)S +3 ALY+ (BLSA- 8L &3 YA

Multiplicando cada uno de los lados por Te |
T AL A + AL AL TS AVA? 1-_‘: AQAY = -2 (—\"A-A):._ 3(TA
+ < (2(A-A)8 +3A%) * Sh(ZTR ALA +?T::.A°<\, )-2Ta A% AS,
LT AL TTR AR 0N ,
Usando las relaciones de conmutacién (4.9) y (414), el lado jz-

quierdo de la ecuacién resulta

2(AT-AYA - ¢ AY T T-AYs —<T-a) &3 1 (HAYS - (AT IS 3T
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y el lado derecho |
42(T-A'A)2 -3 (1~A3“A;('\) (zkA-A),'; +3A%) T8, (.2-¢T'~A-A) F3¢A) -2lAan
425,“; G A 1L AL AT -3 (D IS 8 - AT ARSI -, q)«
luego ‘ .
2 LAY, +C0A- R + AT, 1 FI0 AR £B AT - 2GR, 6T
SR CAA> - LAY + 88 (LA 2 -2 T AR +{THCAN]=O
TEOREMA D.2 ' ' |

6(A-A-ALS + 18(AA)} + (6-<AAY JAS + &3 [-6<AA) =2 (n-and] w0

DEMOSTRACION

Este resultado es inmediato s sustitufmos T por A en el teorema

anterior. Recordando que <A/ = 0.

En base a este Gltimo ‘teorema, podemos ver qﬁe (A-A*A)¢ ‘se puede expresar
como combinacién lineal de (A:A), Ax y S ademis (A-A‘A-A)fse puede expre-
sar como combinacidn lineal de los anteriores operadores, luego CA-AAAD

es. una funcién de. <AAD - y <A AA)

TEOREMA D.3

Los -operadores .de Casimir M =A" A -y MJ-A"; A% A"M satisfacen

las sigulentes relaciones de conmutaclén,
[M,s8] = 2(A8)Yy -2(s-A)

DMy T2 = 3(AA TS =307 AcAY -3[M,, T4
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DEMOSTRACION

A h%4
0 LM, S3)= My sho sdm, - AV ALY - ST AV A
| Aqu's,\.)s);A\;"

=AY ANSh D AL S AL BT S)
i P 5&A »
= AL AL, $2) 4+ (s - (A% + <8O B - 30

y il by
As L& S -§AS2] +(SAY) - (A)G ¥ <528 =i
'{A'S)AO fiS)Sau -35:

SA AL+ 545 SGSH -AA, D + SN D

_ =LA - YA b
1) CHy T = A AR AR TS - T AVAS AR,
Utllizando varias veces las relaciones de conmutacidn (4.9)
y .(li.lll) podemos ‘transformar el primer miembro del lado dere-
cho de la ecuacién a
AR AAANTTS = T8 AV AY Al 1L AR)D ~(AATYs FAY, <1 - 2 (AT
+ O 8% CRUTA ALAL t (TAAY ST 3CT M
TS CTAY 8% - (AATYS S ATDY 1 <ATY Y
AETARS * (TATS -COANS = (AATD,
Luego )
LM% 1 s 3T AMTS- 3 ATIE +¢ (T Ay, - CaTg
< 3 (UAATe S 3(AATDY 430, |
Ahora probaremos el teorema (4,4) en base a Tps anteriores resultados.

Con la ayuda del teorema D.3, podemos reescribir el teorema D.2 en 1a si-
guiente forma ‘
30raA-AYL +ITRAYY +T B - %) =
e s o A . :
z (M, Ay #2700 +4 LM, T8 v (A-A)j; - OAY
+ 8% (3T AY -2 1 <3 A ad % VKAl AY)
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(usamos + 3 T My, (TAYS £272 ] +5 TMy 73] -2(TAMR =% QRO
- ~(AT-AYA - (AATR - ¢ (AT} )
Pero en una representaclén Irreduclble dada, M, y M son constantes tal que

los elementos matriciales {=|[M,, Q7 18> =4 1T My,@1\8) =0

Luego, podemos escribir
3CT-AAYR + A(T A 1% (3= $4AAY ) = ETO (AN, -3<7) AY

T 4R (3ETAS - HCTAAY +5 LT CAAD) (0.1)
Esta ecuacién es cierta sdlo cuando tomamos elementos matriciales en una

representacién Irreducible dada,

E1 operador ﬂ? es arbitrario, siempre que

satisfaga las relaclones de conmutacién (4, ) por lo tanto, podemos reem-
plazarlo por (T*A) y (T-A+A) , en la ecuacién (D.1). Para cantidades co-
mo (T+A-A-A), (T-A:A-AA) ... , podemos usar el teorema D.3 y las reduc Imos
a combinaciones lineales de T(T-A) y(T-A-A).'Entonces la ecuacién D.1 nos

di tres ecuacliones de la forma .

ay, (T-AAY+ 2, (T-A + g, Towm b, (AA) + byuAy + bidR
: (D.2)

donde los coeficlentes a,, dependen de <A-A> y <A-AA) (M, y M,) y los

b.. de <T),{T A) ,{T A A), los cuales son constantes en una representa-

<)
clén irreducible. En general, el determinante de (N.2) es distinto de ce-

ro y luego podemos resolver el sistema (D.2) resultando

M A
T = ady +bAS + C(AAL

y las otras ecuaciones para (T-A) y (T-A-A),

L}
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