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PREFACIO

Escribir un trabajo de graduacion es una experiencia emocionante, principalmente porque uno
nunca estd preparado para ello. En el trayecto, tuve que aprender muchas cosas, y me di cuenta
de lo vasto que es el mundo de la fisica. Mientras estaba escribiendo este trabajo, tuve muchas
dificultades y frustraciones. No obstante, debo reconocer que aprendi mucho en el camino y al final,

me quedé con aquel sentimiento que uno tiene cuando logra resolver un problema dificil.

La forma en que comenzé este proyecto fue por Rodrigo Castillo, quién a finales del 2015 me in-
trodujo con mi asesor de tesis Alvaro Véliz. A inicios del afio 2017 comencé a estudiar los conceptos
basicos en geometria diferencial y posteriormente, segui con el desarrollo del formalismo elaborado
por Alvaro Véliz, enfocandome en la descripcién de curvas. Los conceptos, los aprendi haciendo
problemas y resolviendo primero los casos mds sencillos; siempre bajo el auxilio de Alvaro, a quién

le agradezco profundamente.

Quisiera agradecer también a mis padres: Pedro Liska e Hilda de Leén, por su apoyo incondi-
cional y por haberme brindado la oportunidad tener estudios universitarios. Quiero agradecer a mis
hermanas y a mis amigos por haber sido el germen de mi alegria en estos afios de universidad. Agra-
dezco también a Piermarco Fonda, por haberme incluido junto con Alvaro Véliz en este proyecto.
Ademds, quiero agradecerles a mis catedréticos, por haberme ensefiado todo lo que sé. En especial,
quisiera agradecer a José Carlos Chiquin, Alan Reyes y Dorval Carias por haberme hecho, ademas,

una mejor persona.

Finalmente, quisiera darle un agradecimiento especial a Zaida Urrutia, por haberme apoyado a lo
largo de toda la carrera, y a Olga Castellanos y Byron Alay, por haberme ayudado en toda clase de

improvistos.
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RESUMEN

Este trabajo de graduacion tiene como objetivo construir y estudiar curvas en distintas variedades;
en particular, se busca construir las curvas que extremizan un funcional conformado por la torsién
extrinseca y la métrica inducida. Adicionalmente, se expone la relacién que existe en entre estos
funcionales y la entropia de entrelazamiento cuantico en teorias conformes de dos dimensiones que
presentan anomalias gravitacionales. En los primeros capitulos, se definen los objetos geométricos
que describen la forma de curvas inmersas en una variedad 3-dimensional. Luego, se resumen los
conceptos basicos en teorias conformes de campos como una motivacion para estudiar curvas en
diversas variedades. Finalmente, se describen los métodos utilizados para la construccién de las
curvas que extremizan el funcional conformado por la torsién extrinseca y métrica inducida y se
encuentran restricciones en los pardmetros que las conforman. Es importante mencionar que, gran
parte del material expuesto en los ultimos capitulos es nuevo, pues no ha sido considerado en la

literatura actual. Ademads, estos resultados pronto serdn publicados en un articulo.

IX



I. INTRODUCCION

La correspondencia AdS/CFT, es una correspondencia entre una teoria de campo conforme (CFT
por sus siglas en inglés) en una dimension d y una teoria de gravedad en una dimensién d + 1. Esta
fue propuesta por primera vez por el fisico argentino Juan Maldacena en 1997. Desde su conjetura se
han hecho grandes avances en el campo de la fisica tedrica. Uno de ellos, es la prescripciéon de Ryu
y Takayanagi (2006) para el cdlculo de la entropia de entrelazamiento cudntico. La cual establece,
que la entropia de entrelazamiento en una regién X de una teoria conforme en dos dimensiones

puede obtenerse a parir de la longitud de una geodésica inmersa en AdS3 (espacio anti de Sitter).

En afios recientes, esta prescripcion fue generalizada por Castro, Detournay, Igbal & Perlmutter
(2014) para teorias conformes que presentan anomalias gravitacionales. En este caso, las curvas
dejan de ser geodésicas y adquieren torsidn y curvatura. El objetivo de este trabajo es el de construir

estas curvas en diversas variedades y buscar restricciones en los pardmetros que las caracterizan.

La estructura del texto es la siguiente: los primeros capitulos (II - V) son un resumen del formalis-
mo geométrico que se necesita para estudiar curvas inmersas en variedades generales. El desarrollo
de los temas comienza con la descripcion de conceptos basicos, como la convencidn de suma de
Einstein, y culmina con los conceptos de curvatura y torsién extrinseca en inmersiones generales.
En cada capitulo, se resuelven ejemplos concretos como una forma de profundizar en los conceptos
desarrollados en el texto. El lector familiarizado con estos temas puede omitir esta parte del texto y

saltarse hasta el Capitulo VI.

Habiendo introducido toda la terminologia necesaria para la descripcién de curvas, se prosigue
a dar un breve resumen sobre la relacién que existe entre la geometria de curvas inmersas en va-
riedades de tres dimensiones y la teoria de campos conformes en dos dimensiones (Capitulo VI).
Se mencionan los resultados de Ryu y Takayanagi (2006) y de Castro ef al. (2014), como una mo-
tivacién para estudiar un funcional conformado tnicamente por la torsién extrinseca y la métrica

inducida.

Finalmente, en los capitulos VII y VIII se construyen las curvas que satisfacen este funcional



en diferentes variedades. Se consideran soluciones en formas espaciales, especificamente, en el
espacio euclidiano [E3, el espacio hiperbélico H3, la 3-esfera S3, y el espacio anti de Sitter AdS3.
Ademds, en el ultimo capitulo se consideran otros cuatro espacios cuyas métricas codifican flujos

de renormalizacion.



II. VECTORES, FORMAS Y TENSORES

Antes de comenzar con el desarrollo tedrico de los vectores, formas y tensores, es necesario
introducir algunos aspectos de la notacién y la forma en que se trabajard con estos objetos. Para
ello, considérese un espacio n dimensional, las componentes de un vector V' con respecto a una
base €(1), ..., €(n) se denotardn con los n nimeros V1 ...,V Siel vector V se representa en una
base diferente €(y/), ..., €(,7), 1as componentes V1 ..., V" se ven modificadas. Dicha transformacién

puede escribirse utilizando una matriz A,

vy At ALV
=1 : . : : . drL.1)
%48 A A", vn
o de forma mds compacta,
vH = Zn: ARV (I1.2)
v=1

Aqui el indice p recorre los valores desde 4 = 1 hasta i = n, mientras que v es un indice auxiliar
en la sumatoria. Esta clase de operaciones y las ecuaciones utilizadas para realizar cambios de
coordenadas se utilizardn continuamente a lo largo de este trabajo. Por ello, es necesario utilizar
una notacidén que permita manipular ficilmente expresiones de este tipo. Para tener una idea de

como se podria compactar la notacion, considérense las siguientes equivalencias:
V=U & Vt=UH
n
A=RG & A", = ZR“HG“V, (IL.3)
k=1
n n
Aph=n < Z Z ALY s = s,
w'=1v'=1

donde U, V son vectores, y A, R, G, A y n son matrices cuadradas. Se pueden hacer algunas obser-

vaciones sobre los indices en estas expresiones:

1. Casi nunca se realiza una sumatoria sobe un indice si este solamente aparece una vez en un



producto y casi siempre se realiza una sumatoria sobre un indice si este se repite dos veces en

un producto.

2. Un indice casi nunca aparece mds de dos veces en un mismo producto.

Tomando en cuenta lo anterior, se comenzara a utilizar el convenio de suma de Einstein, el cual
establece que cuando en un mismo producto hay dos indices repetidos, uno como subindice y otro
como superindice, entonces se asume una sumatoria sobre estos indices. Asi, la ecuacién 1.2 se
reescribe como:

VE =AM VT (I1.4)

En de este trabajo, los indices escritos con letras griegas recorreran los valores 0, 1, 2 y 3, mientras
que los indices escritos con letras latinas solamente recorrerdn los valores 1, 2 y 3. El sistema de

coordenadas x* que se utilizara es el siguiente:

2V = ct
=z
Tt , (I1.5)
2= Y
=z

donde c es la velocidad de la luz, durante el texto se trabajard con unidades tales que ¢ = 1.

En Relatividad General, el espacio vectorial con el que se trabaja se denomina espacio tangente
y es denotado como 7),. Por el momento, este puede pensarse como un espacio vectorial abstracto
asociado a un punto p en el espacio-tiempo. En esencia, un espacio vectorial es una coleccion de
objetos que pueden sumarse y multiplicase de forma lineal; es decir, si U, V son vectores, y a, b

ndmeros reales, entonces

(a+b)(V+U)=aV +bV +alU + bU. (IL.6)

Dado un espacio vectorial, puede construirse un segundo espacio, denominado espacio dual. Este
se denota con un asterisco (Carroll, 2003). En el caso de T}, el espacio dual T; asociado se llama
espacio cotangente. El espacio dual de un espacio vectorial es el conjunto de funciones lineales

w: T, — R. Es decir, siw € T, ; , entonces w actiia sobre elementos en 7T}, de la siguiente forma:

w(aV +bU) = aw(V) +bw(U) € R. (I1.7)



La ventaja de considerar estos mapas lineales es que forman un espacio vectorial, pues
(a+b)(v+w)=av+bv+ aw + bw, (IL.8)

con v,w € T,;. Una caracteristica importante del espacio dual es que dada una base €y, ..., €(,,) de
T}, existe una base é(l), ey é(n) de T} que cumple con:

A~

Oy (E(m)) = " (IL9)

Los vectores w del espacio dual se denominan vectores covariantes y sus componentes se de-
notardn por los n ndmeros w,, con 4 = 1,..,n. Por otro lado, los vectores del espacio tangente
se llaman vectores contravariantes. A diferencia de los vectores contravariantes, que se transforman
segtin la ecuacion I1.4 con un cambio de base, los vectores covariantes se transforman de la siguiente
manera:

Fwy, (IL.10)

Wy = A#

/

donde A ¥ = (A=1)", es inversa de la matriz A.

Una vez introducido el concepto de lo que es un vector contravariante y covariante, se pueden
mencionar los diferentes cambios de coordenadas que pueden hacerse en estos espacios. El princi-
pio de Relatividad Especial establece que las leyes de la naturaleza son invariantes bajo un grupo
especial de transformaciones, denominadas transformaciones de Lorentz. Una transformacién de

Lorentz de un sistema coordenado z* a otro sistema z*’ es tal que (Carroll, 2003):
o = A 2+ e (IL11)

/ / / . e s
con a* s AN A constantes y AM A restricta a la condicion

AN S0 = s, (IL12)
donde ) )
-1.0 0 0
0 100
n= (IL13)
0 010
(0 0 0 1

es la métrica del espacio plano. La propiedad fundamental de las transformaciones de Lorentz es

que dejan invariante el tiempo propio d7, definido como:

dT? = dt*~da* = —n,zda"da”, (IL.14)



. . / . . .
para demostrar esto, considere un nuevo sistema coordenado = . El tiempo propio en este sistema

es
dT)? = —nygdz®da®
— - ’ /Aa, Aﬁl d(l,‘fydl‘g
Tarpr &2 6 (IL15)
= —1775dac”7dar:‘s

= (dT)2.

Con lo cual se demuestra que el tiempo propio es invariante. La luz cumple con que su tiempo
propio es cero. En relatividad, el tiempo propio permite definir el vector de velocidad de la siguiente
forma:

Uh ==—_ (I1.16)

por la ecuacién II.14, el vector de velocidad se normaliza automdticamente:

N UMUY = —1. IL.17)

Una vez definida la velocidad, es posible definir el momento de una particula:
pt = mU". (I1.18)
Este se conoce como el vector de energia-momento (Carroll, 2003).

Los tensores son una generalizacién inmediata de los vectores covariantes y contravariantes. Un
tensor se define como un mapa multilineal del espacio de vectores a los reales. Especificamente, un

tensor 7" de rango (k, 1), es un mapa multilineal

T: Tyx.xTy x Tpyx..xT, =R

—_—— N’

k-veces I-veces
La multilinealidad significa que el tensor es lineal en cada una de sus componentes. El tensor 7’
se denotard a través de sus componentes THEH *,...;uy - La forma en que un tensor se transforma es

muy similar a las transformaciones vectoriales:

/ / ! /
ISR _ A H vy Virpp ..k
T = A AR AT

L2 vy.../g

(I1.19)

Cada subindice se transforma como un vector covariante y cada superindice como un vector con-

travariante. Algunos ejemplos de tensores son la métrica 7,,, y el tensor de Levi-Civita definido



como

1 pvpo es una permutacion par de (0123),

€uwpc = \ —1 pwvpo es una permutacion impar de (0123), (IL.20)

0 de cualquier otra forma,

Adicionalmente, la métrica 7, y su inversa 0" se utilizan para bajar o subir los indices en
tensores. Es decir que dado un tensor 7", , pueden definirse nuevos tensores con ayuda de la métrica,

por ejemplo:

T, = T° |
e Tus= v ) (IL.21)
L" = men” T

Se dice que un tensor es simétrico en cualesquiera dos de sus indices si al momento de intercam-

biar estos indices el tensor no cambia. Por ejemplo, si

T

wp = Louu, (I1.22)

entonces se dice que T},,, es simétrico en su primer y tercer indice. Si un tensor es simétrico en
todos sus indices simplemente se dice que el tensor es simétrico. De forma andloga, un tensor se
dice que es antisimétrico en cualesquiera dos de sus indices si al intercambiar los indices el tensor
cambia de signo. Por ejemplo, si

Touvp = —Topp, (I1.23)

entonces se dice que T}, es antisimétrico en su primer y segundo indice. Un tensor que es an-

tisimétrico en todos sus indices se denomina simplemente antisimétrico (Carroll, 2003). Dado un

tensor cualquiera T}, ,,,, es posible generar un tensor 7{,, . ) simétrico y un tensor Ty, .|
antisimétrico de la siguiente manera:
1
T(#Lnﬂn) = E Z Tx y
) T (I1.24)
Tipyon] = ] Z sgn(m)Tx,
T
donde 7 recorre todas las permutaciones de (123...n) y
1 si 7 es una permutacion par,
sgn(m) = (I1.25)

—1 si7 es una permutacién impar.



Tomando como ejemplo el tensor S,,,,,, el tensor S simétrico es

S = = (Spvp + Sppv + Spuv + Svpp + Svpu + Spvu) » (I1.26)

S| =

Kvp)

mientras que su tensor antisimétrico es

1
S[Wﬂ] = 6 (Spvp = Supv + Spuw — Svpp + Svpp — Spup) - (L.27)

Habiendo desarrollado las propiedades bésicas de los tensores, es posible ilustrar algunas de sus
aplicaciones en diferentes teorias fisicas. Por ejemplo, en el caso del electromagnetismo, las cuatro

leyes de Maxwell pueden reducirse a dos ecuaciones tensoriales haciendo uso del tensor de Faraday:

0 —Ey —FEy —Ej3

FEq 0 B3 —BQ
Fu = =—F,,, (11.28)
FEy —Bj 0 By

Es By —-B; 0

y definiendo cuadrivector de corriente J* como (p, J*, J?,.J3) . En notacién vectorial, las cuatro

ecuaciones de Maxwell son:
VxB—-0E = 4n)

V-E = A4mp
(I1.29)
V X E+ atB =0
V-B = 0
Mientras que, en su forma tensorial, las primeras dos ecuaciones se reducen a
O F"™F = 4mJ”, (IL.30)
y las dos ecuaciones restantes pueden escribirse como
(9[qu>\} =0. (I1.31)

A continuacién se mostrard la equivalencia entre la forma tensorial y vectorial de las ecuaciones

de Maxwell, considerando primero el tensor F'#¥.

0 Eq Ey Ej

P ~E, 0 By -DB,
FH = phApUs By = . (IL.32)
B, -B; 0 B

—-E3s By —-B;y 0




Haciendo v = 0 en la ecuacién 11.30 se obtiene que:
0, F% = 0,F" = 9,E" = dn.J" (IL.33)
Que corresponde a 'V - E = 4mp. En el caso de v = ¢, las ecuaciones resultantes son:
OuF™ = 0gF™ + 01 F" + 0o F'% + 05F" = 4n J* (IL.34)

Notando que (V x B)! = €7%9; By, = 01 F! + 02F" + 93F™, 1a ecuacién 11.34 se reduce a la

primera de las ecuaciones de Maxwell

(V xB)! — 0,FE' = 4r.J" (I1.35)

Para obtener las dos ecuaciones restantes, se analizard la forma de la ecuacién I1.31. Por cons-
truccién, esta ecuacion es antisimétrica, lo que implica que si p = v, A = p© 0 A = v entonces la
ecuacion se reduce a la forma trivial 0 = 0. Entonces, para obtener una ecuacion no trivial, los indi-
ces i, v, A deben ser todos distintos. Ademads, el orden en el que estos indices aparecen no importa,
pues un cambio en su orden solamente difiere por un cambio de signo en la ecuacion igualada a

cero. Por lo tanto, el nimero de ecuaciones independientes en esta expresion es (g) = 4, estas son:

OF12) = OoF12 — O1Fog + 02Fnn = 0o Bs + 01 E2 — 02 E1 = 0, (I1.36)
OF31) = OoFs1 — O1For + O2Fo3 = 0o B2 + 011 — 03E3 = 0, (IL.37)
OjoFag) = OoFaz — O1Fp3 + O2Fo3 = 0o By + 013 — 02 E = 0, (IL.38)
O Fog) = 01 Py — Dy Fig + 03F1y = 01 By + 0y By — 93B3 = 0 (I1.39)

Las ecuaciones I1.36, 11.37, I1.38 se reducen a V x E + 9;B = 0, mientras que la ecuacion 11.39

corresponde a V - B = 0.

Ademas de la teoria electromagnética, la teoria de fluidos es muy utilizada en Relatividad General,
pues muchos problemas se resuelven suponiendo que el objeto a estudiar se comporta como un
fluido perfecto. El comportamiento de este fluido puede describirse en términos de su densidad de
energia, presion, temperatura, entre otros. Para estudiar esta clase de sistemas continuos es necesario
generalizar la nocién de vector de energia-momento para una particula y considerar un tensor. Para

un fluido perfecto, este tensor de estrés-energia estd dado por la expresion:

™ = (p+p)U*U" + pn*”, (11.40)
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donde p es la densidad de energia, U* es el vector de velocidad y p es la presion en el sistema. A

continuacién se mostrara como la ecuacion I1.40, restricta a la condicion
0,TH =0, 11.41)

se reduce a las ecuaciones de fluido de Euler en el caso no relativista. Primero se obtendrédn los
coeficientes del tensor de estrés-energia para presiones mucho menores a la densidad de energia
y velocidades mucho menores a la velocidad de la luz. Haciendo v = 0 en la ecuacién I1.40 se
obtienen las ecuaciones

T = (p+p)U°U° + ™ =~ (p+p) —p=p,

T = (p+pU T +pn” ~ (p+ ' = pv,

(I1.42)

donde se hizo la aproximacién U° ~ 1. Esta aproximacién es valida porque la velocidad del fluido
es mucho menor a la velocidad de la luz, con lo cual U* =~ (1, vt 02, 03), con v’ siendo la velo-
cidad del fluido en las direcciones x,y y 2. Aplicando la restriccion I1.41 se obtiene la ecuacion de

continuidad para fluidos:

9T = Op+ 0i(pv') =0
w tP (pv*) (IL43)
& Op+V-(pv) =0

Considerando el caso de v = i, se obtienen las siguientes componentes del tensor de energia

momento:
TOi — + UOUZ—I— 0i ’Ui,
T et (1L44)
T = (p+p)UU" +p’* = pv’v' + pd?*.
Luego, utilizando la ecuacién 11.41 se obtiene la expresién
auTm = 80T0i—|—81T1i+82T2i83T3i
= Oupv') + O (pv*v’) + Oip
= v (Op + O (pvF)) + pow® + pvFoy(vh) + 0;
(Oep + Ok(pv™)) + pOv" + pv*0k(v') + Oip (1145)

= pop’ + pvFoR(v?) + O;p
& VIV (pv)] +p(v- V' = —0ip

& pov+p(v-V)v=—Vp,

con Vv = (Vul, Vu?, Vu3). Las ecuaciones 11.43 y 11.45 son las ecuaciones de Euler para fluidos

no relativistas.

Una de las caracteristicas mds importantes de la notacién tensorial es que las leyes escritas de
esta forma son vélidas en cualquier marco de referencia y cualquier sistema coordenado. Esto per-

mite expresar las ecuaciones cldsicas de una forma mds general; ademds, la notacion simplifica las
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expresiones. En el caso del electromagnetismo y en el caso de fluidos, las ecuaciones en su forma

tensorial son més compactas y elegantes.



ITI. VARIEDADES RIEMANNIANAS Y
PSEUDORIEMANNIANAS

En esencia una variedad es un espacio curvo con una topologia no trivial que localmente se ase-
meja a R™. Formalmente, una variedad es un conjunto que puede ser continuamente parametrizado;
es decir, para cada punto p en la variedad M existe un mapa ¢ y conjuntos abiertos U C M,p € U
yV CR"talesque p : U C M — V C R" es una funcién continua e invertible con inversa
continua. Si ademads la funcidén ¢ es diferenciable; es decir, tiene infinitas derivadas parciales y to-
das ellas son continuas (p € C°), entonces se dice que la variedad es una variedad diferenciable

(Carroll, 2003). En este trabajo, solamente se consideran variedades diferenciables.

Una variedad por si sola, es una coleccién de puntos que localmente se asemejan al espacio
euclidiano; sin embargo, la adicién de una métrica al espacio permite medir distancias y darle forma
a la variedad. Una variedad que posee un tensor simétrico de rango (0, 2), definido como su métrica
en cada punto de la variedad, se denomina variedad riemanniana o pseudoriemanniana. Se dice que
la variedad es riemanniana si todos los autovalores de la métrica son positivos; si exactamente uno
de los autovalores es negativo, se dice que la variedad es pseudoriemanniana o lorentziana. En el
siguiente capitulo se mostrard como la curvatura de una variedad estd completamente definida por

su métrica.

El ejemplo cldsico de una variedad es la esfera unitaria S? parametrizada con la proyeccién este-
reogrifica. La proyeccién estereografica mapea el punto p € S? con el punto de interseccion entre

la recta que pasa por los puntos n y p, y el plano z = —1 (Figura IIL.1).

Considérese la Figura I11.2, puede observarse que u' = k' y u?> = ka? con k una constante de
proporcionalidad, ademds por semejanza de tridngulos:
1—a3 2

2
2 (1‘1)2+ (.%'2)2 - 2 (U1)2+ (U2)2 - k 2 (.131)2 + ($2)27

con 3 # 0. Por lo tanto, el mapa ¢ : S? — {n} — R?, que parametriza la

(IIL.1)

con lo cual, &k = -
1— 23

12



Figura III.1: Proyeccion estereografica

il
(0,0.0)

13

U

(0.0, —1)

- e(p)

Figura II1.2: Corte transversal de la proyeccion estereografica

n= (030:1)
113
1— 23
2l 2+ 2732
2 | (0,0,0)¢
4= ("‘1:“2:_1)
5= (0:0:_1)

V(W) + ()
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esfera, puede escribirse como:

21 222
1,2 .3y _ (1 2y _
go(x,x,x)-(u,u)-(l_xS,l_xg ) (IIL.2)
Este mapa, junto con su dominio S? — {n} forman una carta local. Una carta local, también
denominado sistema coordenado, (U, o) consiste en un abierto U C M y un mapa o : U — R"
tal que o es inyectiva y o(U) es un conjunto abierto en R™. En muchos de los casos, no es posible
cubrir una variedad con una sola carta, por lo que se necesita una familia de cartas para cubrir todo

el conjunto. Un atlas C'™ es una coleccion de cartas (U, 04) tales que (Carroll, 2003):

1. UU =M

2. Las cartas locales se unen de manera suave. Es decir, si dos cartas 0, y og cumplen que
U, NUg # @, entonces el mapa o, 0 0'5_1 :03(UaNUg) CR™ = 04(Us NUg) C R™ debe

ser de clase C™° y sobreyectivo (Figura I11.3).

Figura III.3: Traslape entre dos cartas locales

M

Regresando al ejemplo de la esfera, para cubrir todo el conjunto es necesario definir otra parame-
trizacioén v que incluya el punto n que se excluy6 en la carta dada por . Para ello puede construirse

un segundo mapa 1) : S — {s} — R de forma anédloga a ¢ considerando ahora la interseccién de la
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recta desde el polo sur de la esfera hasta el plano 23 = 1; 1/ puede obtenerse remplazando =3 — 1

por 23 + 1 en ecuacién II1.1, el mapa resultante es:

(I11.3)

221 222
1+a3" 1423/

@Z)(:ﬁl,ZEQ,SCB) — (vl,v2) — <

Es posible mostrar que las dos cartas locales que cubren a S? se unen de manera suave. Para ello

es necesario calcular ¢ 1. A partir de la Figura ITI.2 se obtiene que:

2 4
It ()2 + (@2)? T YAt ()2t (@2

pues el tridngulo Ansp es semejante al tridngulo Ansq. Luego, utilizando la semejanza entre los

_ g ~a (I11.4)

tridngulos Anlp y Ansgq,

_ ) = 2a _ 8
5 )= Y+ )2+ (u2)2 A+ (u)?+ (u2)? (IIL.5)

1
De la Figura I11.2, u! = k2! y u? = k2% con k = : Por lo tanto,

— 3
_ B 4ut 4u? (uh)? + (u?)? — 4
o) = (4 @ (B2 A () 1 (@) 4 @)+ (u2)2> (L6)

1

Con lo cual, el mapa 1 o o~ " : R™ — R" estd dado por

Yo tulu?) = Y(e T (u' u?))

B 4ot 4 (u')? + (u?)? — 4
- (4 ()2 + ()2 4+ (uh)2 + ()2 4+ (ul)2 + (u2)2> (.7

_ 4! 4u?

— (@) ()2 ()2 + (u2)2 )
que es un mapa de clase C™ en el dominio R? — {0}, que corresponde a la regién donde las dos
cartas se traslapan. Finalmente, se ha demostrado que las dos cartas (S% —n, ¢), (S — s, 1) forman

un atlas para S?.

La inclusidn de cartas diferenciables permite introducir diversos conceptos de anélisis en varie-
dades, como la diferenciacion e integracion. Por ejemplo, supangase una funcién f : M — R",
gracias a la existencia de una parametrizacién ¢ : M — R™, la funcién f puede verse como una
funcién n valuada en la variedad M considerando la composicién f o ¢ : R™ — R™. La derivada

parcial de f con respecto a cualquiera de sus componentes se define entonces como:

ouf ﬂ(f o p)(zt) (111.8)

= oxk
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También es posible asociar un espacio vectorial, denominado plano tangente 7}, a cada uno de
los puntos p en una variedad M. El plano tangente de un punto p € M se define como el espacio
de operadores de derivadas direccionales de las curvas que pasan a través p. Las derivadas parciales
con respecto a las coordenadas de una parametrizacion forman una base para este espacio. Para ver
esto, considere el operador derivada direccional %, este operador aplicado a una funcién arbitraria

f puede escribirse como una combinacidn lineal de derivadas parciales utilizando la regla de la

cadena:
d dxt
—f=0uf— 1.9
=l L9)
dado que f es arbitraria, esto significa que
d dxt
—=— 11.10
d\ dA Ou ( )

Lo que muestra que, los operadores {J,,} forman una base de 7),. Esta base se hizo para una parame-

trizacion en particular; sin embargo, para un mismo punto puede existir mas de una parametrizacion.
L / . .,

Supdngase que z* es otra parametrizacion para T}, la forma en que los operadores {0, } se trans-

forman bajo un cambio de base se obtiene como una aplicacion directa de la regla de la cadena:

oxH

O = g

Oy (I.11)
Utilizando esta ecuacion, es posible saber como cambian las componentes de un vector V' € T,
al momento de realizar un cambio de base. Supéngase que V' tiene las coordenadas V'* en una base

0, entonces las coordenadas de V' en una base distinta 6;/ son

vy, =y 97 (111.12)
W O 1 ’
Dado que V' es el mismo vector en ambas bases, V#0,, = v gﬁt, Oy, esto implica que:
» Ozt ;O
Vi =VH LSV = —VH .13
oz oxH ( )

. Oxt . .
puesto que la matriz jacobiana e es invertible. Es importante recordar que todas estas transfor-
x

maciones son posibles porque las cartas locales de M se unen de manera suave en sus intersecciones.

Habiendo definido el espacio vectorial T}, puede construirse el espacio dual ;7. Para ello, recor-
damos que el diferencial df aplicado a un vector % del espacio T}, da como resultado la derivada

direccional de f en la direccion %; es decir,

1y _d
df (cb\) = v (III.14)
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Lo que sugiere que el espacio dual asociado a T}, es el espacio de diferenciales df donde f es una
funcién diferenciable. Una base natural para este espacio es el conjunto de diferenciales dx*, pues

su accién con respecto a la base de derivadas parciales 0, es

_ Ozt
o OV

da(,) = ¥ (II1.15)

La forma en que los diferenciales se transforman con un cambio de coordenadas puede obtenerse

a partir de la ecuacion II1.15 aplicada a dos bases diferentes,

ozt

dm“(au) = dx‘u W

Oy
M/
= %dx“(ﬁu/)
(I11.16)
= dz" (9)

/

. "
= dzt = ——dz".
Lp

Para obtener la transformacién de las componentes de un vector del espacio dual, se aplica el mismo
procedimiento que el aplicado en el plano tangente:

’
wpds! = wy——dx*

oxH

= wydx!
(I1.17)

i
ozt

Wy —— = w
14 axu 1

oxH

= Wy = ——w
o ggn™H

Por tltimo, es posible determinar la regla de transformacién para un tensor en general. Esta se
obtiene transformando cada superindice como se transforma un vector del espacio tangente (vector
contravariante) y cada subindice como se transforma un vector del espacio dual (vector covariante).

Un tensor 7" de rango (k, 1) se transforma de la siguiente forma:

Tull"'u;“ - ozrH1 o Ozt 81‘”? . 833’“/ THp (II1.18)
ViV O OxHk O lokind! e

Uno de los problemas mds grandes que presenta esta transformacion tensorial es que la derivada

parcial de un tensor no es, en general, un tensor. Esto puede verse considerando la derivada de una
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uno-forma (un tensor de rango (0,1)) 7, la derivada parcial 9,7, no se transforma como lo haria

un tensor ante un cambio de coordenadas:

ox” oxY
i = 2, (20)
(I11.19)
ox"¥ o0x¥ oxt 0 0ozx¥
= ———0,1,+ 7 7| 1y
oxY ozv oz \ OxH Oxv

Para solucionar este problema, en el siguiente capitulo se definird el concepto de derivada cova-

riante, que puede pensarse como la extension de la derivada parcial para variedades.

La métrica g,,, es un tensor simétrico de rango (0,2). Usualmente se asume que la métrica es
no-degenerada; es decir, g = det(gu) = |gu| # 0. El inverso de la métrica se denotara como g"*.
En el caso especial de la métrica de Minkowski, g, = 7,,,. La métrica es una de las cantidades
mds importantes en la geometria de las variedades riemannianas y pseudoriemannianas, pues esta

define el segmento infinitesimal de linea,
ds? = g, dztdx", (I11.20)
ademds, la métrica se utiliza para definir el producto punto de un espacio:
(VIW) = g V*W” (IL.21)

Con el producto punto pueden medirse los dngulos y distancias en una variedad, y estos dos con-

ceptos son la base del desarrollo geométrico en espacios curvos.



IV. CURVATURA

Este capitulo se centra en el concepto de curvatura y su relacién con la métrica de una variedad.
En el estudio de variedades diferenciales surgieron diversas estructuras a raiz de las parametriza-
ciones que podian realizarse en cada punto en el espacio. Aparecieron los conceptos de derivadas,
parametrizaciones, curvas sobre variedades y planos tangentes. A partir de ellos fue posible la cons-
truccidn de vectores, formas diferenciables y tensores. Ademas, se introdujo una de las estructuras

mds importantes en geometria diferencial: la métrica g,,,,.

En la dltima parte del Capitulo II, se encontr6 que la derivada parcial de un tensor no es, en
general, un tensor. Para solucionar este problema es necesario generalizar el concepto de derivada
parcial e introducir un nuevo tipo de derivada: la derivada covariante V. En el espacio plano, el
operador 0,, es un mapa 0y, : (T;)k x (T,) — (T;)k x (T,)"*1, es decir, es que mapea tensores
de rango (k, 1) a tensores de rango (k, [ + 1). Dos propiedades que tiene la derivada parcial que se
desean conservar en la derivada covariante son: 1. linealidad y 2. la regla del producto de Leibniz
(Carroll, 2003). Debido a esto, en su definicion, se exige que la derivada covariante cumpla con

estas dos propiedades:

1. V(T +S) =VT + V§.

2. V(T®S) = (VI)Q S + T R(VS).

Una propuesta, es definir la derivada covariante como:

V. VY =9,VY + (T,),\V?, (IV.1)

donde las matrices (I',,)”

o« sirven como una correccion para que la derivada parcial en la direccion
i, 0,, pueda transformarse como un tensor. A los coeficientes de estas matrices se les denomina

coeficientes de la conexién y suelen denotarse sin los paréntesis como I' fw. Los coeficientes de la

19
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conexion pueden obtenerse a partir de las propiedades de transformacién de los tensores:

VuV? = 9V + T, VA
ozt dox¥ ozt 2z ;O
= 2= 9,V 1744 v, —v* V.2
9z 9zr T gun . gumggr T HN Gan (v-2)
_ dat o v,

OxH Oxv
la dltima igualdad en esta ecuacién impone la condicién que la derivada covariante debe transfor-

mase como un tensor. De la segunda y tercera igualdad se obtiene que:

, oz ozt dxV' Oxt 9%z ozt dx”'
VeV = ==V, V- — V> — 0,V
KA oxr Ozv M oxw ~ Oxrdx> Oz Oxv M
(Iv.3)
_ Oxt Ox” R oxt _\ 0%x”
i dav M OxH "~ Qxrdz
Por lo tanto, la regla de transformacién para los coeficientes de la conexién es
. dxt 9z ¥, Ozt x> 9%xV (IV.4)
WX gl 9N Dz M Oz DxN Darda ’

Estano es laregla de transformacidn de un tensor y no se espera que lo sea; de hecho, los coeficientes
de la conexidn no se definieron para ser tensores, su objetivo es hacer que la derivada covariante sea

un tensor, y el termind extra en la transformacion de los coeficientes hace que esto sea posible.

De forma anéloga, puede definirse una derivada covariante que actué sobre formas diferenciales,

A

L tales que:

w,. En este caso se definen nuevos coeficientes de conexion I'

Vwy = Oy, + T wy. (IV.5)

A

. . . Ao
;> 10 guardan ninguna relacion con los coeficientes I',,; sin

En general, los nuevos coeficientes I'
embargo, es conveniente que estas dos conexiones estén relacionadas. Para ello, es necesario incluir

dos propiedades a la definicién de derivada covariante:

A

fAL. ; A —
3. Que conmute con la contraccidn; es decir, V(17 ) = (VT) %y .

4. Que se reduzca a la derivada parcial en escalares: V0 = 0,,¢.

Estas dos propiedades nuevas permiten encontrar una relacion entre F/);,/ y Ff;l,. Por las propiedades



21

3,4y 2:
Vi@, V¥) = 0u(w, V") =
(Vuw) VY +w, (V,VY) = (Ouw)VY +wi(9,V") =
(Buwy + T w )V +w (0,V7 + T4 V) = (Qun)V” +w (9, V") = (IV.6)
DoV + T w, VA = 0 Yw,V =
ry, = -T},.

Lo que muestra la relacion entre ambas conexiones.

Habiendo definido V para vectores covariantes y contravariantes, es posible extender la definicién
para tensores de cualquier rango. Esta consiste en obtener la derivada parcial del tensor y luego

afladir un término I por cada indice contravariante y un término —I" por cada indice covariante:

voTﬂlm‘ukyl...yl = aaT'ulmukul...ul
... LA
+ DTN, A A TR, (IV.7)
A M1 Mk A M1k
- I_‘UulT Ay - FO—UIT [ 2.

Es importante resaltar que la conexidn I“f;l, utilizada para definir la derivada covariante no es
Unica, y culquier conexién que satisfaga regla de transformacién de la ecuacién IV.4 es una conexién
vélida. Sin embargo, si se trabaja sobre una variedad donde existe una métrica, es posible construir
una tnica conexién con base en esta métrica. A continuacién se muestra la construccién de esta
conexion, pero antes es necesario introducir un dltimo concepto, el tensor de torsién. Para cada

conexion F;\w, puede asociarse un tensor, llamado tensor de torsién, que se define como:

AT A A
T, =T}, -1}, =T}, (IV.8)

Por su definicioén, el tensor de torsion es antisimétrico. Una conexién que es simétrica en sus dos
subindices se denomina libre de torsién. Una conexién tunica, relacionada con la métrica, puede

construirse exigiendo que esta sea libre de torsién y compatible con la métrica:

5.T),=T7,
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6. V9 = 0.

Una férmula explicita para calcular los coeficientes de la conexién puede obtenerse a partir de

todas las permutaciones de la propiedad 6.

vpguu = apg;w - F;;\,ug)\u - F;))\ygu)\ =0
vugup = 8ugup - F;\Wg)\p - Pﬁpgu)\ =0 Iv.9)
Vidou = Ovgop — Fr))pgx\u - Fﬁugm = 0.

Al sustraer la segunda y tercera ecuacién de la primera, se obtiene la siguiente relacion para calcular

los coeficientes de la conexion:
OpGuv — Ougup + 2,00y = 0. (IV.10)
Por lo tanto, los simbolos de la conexién estdn dados por:

T = %g‘m (0ugvp + OvGpu — OpGun)- (IV.11)

Esta es una de las conexiones mas importantes y se conoce como la conexién de Levi-Civita, aun-
que también puede llamarse Conexién de Riemann o Conexién de Christoffel (Carroll, 2003). Los
simbolos I'},, de la conexi6n se denominan los simbolos de Christoffel. Al trabajar con esta cone-
xion, la derivada covariante adquiere propiedades importantes. La primera de ellas es la invariancia
del inverso de la métrica:

V9" = 0. (IV.12)

La segunda es la conmutatividad para subir o bajar indices:

9a VoV =V, (gaV?) = V,V,. (IV.13)

Habiendo definido una generalizacién de la derivada parcial a variedades, se proseguird con la
nocidén de curvatura en espacios curvos. La forma en que se cuantifica la curvatura de una variedad
es a través del tensor de Riemann. Este tensor puede obtenerse a partir de cualquier conexién y la
idea detrds de su definicion es obtener una forma de medir que tan plano es el espacio con el que se

estd trabajando. El tensor de Riemann se define a partir de la siguiente ecuacién (Carroll, 2003):

IV, V., VP =RV (IV.14)

opuv
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y en términos de los simbolos de Christoffel, este puede obtenerse a partir de la siguiente relacién:

Ry, = 0,00, — 0,10, + 10Ty, =TV, T, (IV.15)

opuv

Este tensor permite caracterizar los espacios planos, pues una de sus propiedades es que las compo-
nentes del tensor de Riemann son todas cero, si y solo si, es posible encontrar un sistema coordenado
en donde las componentes de la métrica son todas constantes; es decir, el espacio es plano. Adicio-

nalmente, el tensor de Riemann tiene varias propiedades:

1. Es antisimétrico con respecto a sus dos dltimos indices, R’ = —R 5y

2. El tensor con todos sus indices abajo (R = gpAR)‘O_W) es antisimétrico con respecto a

po v
sus dos primeros indices, R, = —R,,,,-
3. Es invariante al intercambiar su primer par de indices con su segundo par, R, = R, ;.-
4. Cumple que la suma ciclica de sus dltimos tres indices es cero, R, + R, ., + R,,5, = 0.

5. Su suma antisimétrica es igual a cero, R[,q,,] = 0.

6. Cumple con la identidad de Bianchi, V[\ R = 0.

porluv

En muchas ocasiones, es ttil considerar contracciones en el tensor de Riemann. Una de ellas se

conoce con el nombre del tensor de Ricci:

R, =R, (IV.16)
Este tensor asociado a la conexion de Christoffel es simétrico,
R, =R av.17)

pv vy

Ademads, pueden realizarse todavia méas contracciones. Una de las mds importantes es la curvatura
escalar o escalar de Ricci:

R=R"', = g" Ry, (IV.18)

Utilizando la identidad de Bianchi, puede demostrarse que:

1
VE Ry = 5V, R, (IV.19)



24

lo que motiva la definicién del tensor de Einstein (Carroll, 2003):
1
Guw = Ry — §Rg,w, (Iv.20)
que inmediatamente cumple con la identidad,
VEG, =0 av.zn

El tensor de Einstein, el tensor de Ricci y la curvatura escalar son entidades de gran importancia en
el anélisis de la curvatura de una variedad. Es importante resaltar que todos estos aspectos describen

la geometria intrinseca de la variedad, nunca se hace referencia a un espacio que la contenga.

Después de haber introducido estas las definiciones para cuantificar la curvatura, vale la pena con-
cretar lo descrito con algunos ejemplos. El primero de ellos es la esfera unitaria S? (parametrizada

en el capitulo anterior). La métrica de la esfera es:

ds* = df* + sin*(0)d¢?, (IV.22)
es decir,
1 0 » 1 0 (1V.23)
Juv = g = . -
0 SiHQ(e) 0 m

Para esta métrica, hay seis distintos simbolos de Christoffel: Fgg,l“g)g, Fig, Fg’e,Fg¢, I‘g & los
dos simbolos restantes se obtienen por simetria: er = Fg¢ y Fge = Fg - Los simbolos pueden

calcularse a partir de la ecuacién IV.11:

1

Ijy = 5960(39990) =0,
1

nge = 5999(%990 + 09966 — Osges) = 0,

6 L 66 cos(f)
Loy = 29 (0p900 + O9ggp — 0pggn) = sn(0)’
(Iv.24)

1

F?@ = 59@5(399% + 0990 — Opgee) = 0,
1 .

oy = 59%(%%0 + 9s906 — Opgpe) = —sin(f) cos(0),
1

oo = 59%(96900) = 0.

Luego puede calcularse el tensor de Riemann para la esfera. Debido a que el tensor es anti-

simétrico en sus dos dltimos indices, sola hay ocho componentes del tensor que pueden ser distintas
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de cero: R, " RY 306> R¢09 " R® #0p Y SUS respectivas componentes antisimétricas.
6 — ] 0 6 10 9 o 6 10 o ¢ _
R0y = 90Lgp — OsLgg + TooL'go + LpgL'so — Tiglap — L'gslop =0,

Ry, = g%, — 0T, + T8I0, + 1§, 19, — 19,10, —T9. 5, =sin?(0),

@ _ ¢ ® ¢ 10 ¢ o ¢ o ¢ 1o _ _
R = 00Ty — 0sTyg + Topglgy + Ty lg9 — Tgolag — Uylag = Tanl(0) -1,
¢ _ ¢ ¢ ¢ 10 o ¢ 1o ¢ o _
R, = 0900, — 0T, + TouT0, + Tg,T%, — TT% —T9.To =0,
(IV.25)

Las cuatro componentes del tensor de Ricci se obtienen haciendo una contraccién del tensor de
Riemann. Debido a que el tensor es simétrico, solo hay tres componentes independientes: Rgg, Roy
y Bgo

Rog = R’y =1,
Rog = RPppy =0, (IV.26)
Ryy = Ry, =sin’(0).

Luego, el escalar de Ricci para la esfera es:

R=g"Rep+ g°Rpp=1+1=2 (IV.27)

Es necesario resaltar que el escalar de Ricci resulté ser dos veces la curvatura gaussiana de la
esfera; sin embargo, en el caso de superficies, este es un resultado general. Por tltimo, pueden
calcularse las componentes del tensor de Einstein, solo se consideran Ggg y G4, porque en este

caso el tensor es simétrico y diagonal.

Gop = Rgg—gge =1-1=0,
G¢¢ = R¢¢ — g¢,¢ = sin2(9) — sin2(9) = 0.

Iv.28)

Es decir, el tensor de Einstein es idénticamente cero en toda la esfera.

En geometria diferencial, es usual tener una métrica diagonal que solamente depende de una de
las variables del sistema. El ejemplo anterior, es uno de estos casos. A continuacidn, se considera
el sistema coordenado 2V, ..., 2™ que posee una métrica diagonal que solo depende de la tltima
variable, es decir g,,, = g,,(2"), es una matriz diagonal. Comenzamos calculando los simbolos de

Christoffel I'? A para esta métrica. Para el caso en que o < n,
w P q

1
=977 (Ougvo + Ovgou), (IV.29)

I 5
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pues la métrica es independe de x?. Para obtener coeficientes no nulos, es necesario que ¥ = n o
© = n; sin pérdida, tome y» = n. Entonces,
loa 1 go 1 go
Fny = 59 (angua + al/gO'TL) = 59 (&191/0)7 (IV.30)
luego, por la forma de la métrica, v = o y los simbolos de Christoffel para o < n son:

1
e = igog(angao)v (Iv.31)

y sus respectivos simbolos simétricos. Para el caso donde o = n, se tiene que:

L = %g”"(ﬁugnu + Ovgnp — OnGuw)- (IV.32)

Si p < n, entonces
L = —%g””((?ngw), (IV.33)

y se tiene que p = v,
Iy, = —%9"”(8ngw). (IV.34)

Por dltimo, si p1 = n, por la forma de g,,,, v = n, y el dltimo simbolo de Christoffel es:

1
Din = 59" (Ongnn)- (IV.35)
Continuamos con el cdlculo del tensor de Riemann R’ ouv- Considérese el caso de p < menla
ecuacion IV.15. Nétese que si p # vy p # u entonces el tensor de Riemann se anula. Debido a

esto, sin pérdida, se tomard v = p, entonces:

Rpcr,up = aurzo - Panzav (IV36)

ahora si se supone que o # u, dado que o # n, con lo cual, el tensor de Riemann se anula.
Entonces, solamente es necesario considerar los casos donde el tensor de Riemann tiene la forma
R’5op. Ahora se prosigue a calcular estas componentes. Para p, o < n, los coeficientes estdn dados
por la expresion,

RP_ = _TP T (IV.37)

oop Tt pntoo
Si p < ny o = n entonces los simbolos estan dados por:

Ry = 018, + (T6,)? — T2, T7 (IV.38)

nnp pn- nn
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Para el caso donde p = n, los coeficientes del tensor de Riemann son:

Rnauu = aurza - 8VFZJ + re e, -1 (IV39)

pp- vo Vv po”

Sisetoma v # n'y i # n, entonces el tensor de Riemann se reduce a

rR,, =0T -1, " (Iv.40)

ouv ppt vo VU Qoo

que puede ser distinto de cero solo si 0 = n'y u = v, que en todo caso, es cero. Luego se toma sin
pérdida, v = p = n. Por dltimo, si se considera o # u, entonces las componentes del tensor estan
dadas por:

R", ., =0 av.4n

oun no’

que se anula para cualquier caso donde 1 # o. Por lo tanto, las componentes distintas de cero se
dan en el caso donde ¢ = p. Finalmente, puede concluirse que todas las componentes no nulas de
tensor de Riemann tienen la forma R’ p 0 se relacionan con esta forma por la antisimetria de los

dos ultimos indices en el tensor.

Para el caso donde p = n'y o < n, los simbolos pueden calcularse con la expresion:

R" =010, +T0. Iy —TI T (Iv.42)

Para p = 0 = n por antisimetria, el tensor se anula. Lo mismo ocurre cuando p = ¢. El tensor
de Ricci y el tensor de Einstein son diagonales y sus componentes estdn dadas por las siguientes
ecuaciones:

Ry =R,y (IV.43)

1
Guu = Ry — §R9MH' (Iv.44)

Luego de haber deducido estas expresiones, se estudiardn dos espacios que tienen esta estructura:
una métrica diagonal que solamente depende de una variable. Considere el segmento de linea dado
por:

ds®> = L? (—TQ’\dtQ + r2(da)? + r2(d2?)? + Cﬁf) , (IV.45)
o de forma equivalente,
L% 0 0 0
0 L2 0 0
Juv = . (Iv.46)
0 0 L*?
0 o o0
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Para simplificar la notacion, se denotara 2V =1t yr = 23, formando un sistema de coordenadas
zH, u = 0,1,2, 3. Primero se calculard la conexién de Christoffel. Utilizando las ecuaciones IV.31

y IV.35, los primeros simbolos de la conexién son:
1 2 oa-1) _ A
2 (L%%) (”L " ) S
1 2 1 2
5\ 22 (2L%r) = ~ =T, (IV.47)
1

s _ 2 —2I2 1
w =\ )=

El resto de los simbolos se calculan a partir de la ecuacién 1V.34:

1“3 — ;1 ﬁ —2)\L2T2>\_1 — )\7”2)\+1
00 2 L2 9

1
Fgo =5
1

1 —
F31 -

Iv.4g)

3 —1 (r? 2 3 3
=5 (2L%r) = —r® =T5,.

Habiendo calculado todos los simbolos de Christoffel, se prosigue con el tensor de Riemann.

Primero se consideran las componentes que pueden calcularse a partir de la ecuacién 1V.37:

-\
Rono = <> (_7”3) = Ar? = RO220=

.
-1
Rly = <T> (A1) = A2 = B2y, (IV.49)
Rl _ <_1> (77,,3) _ 7,,2 _ R2
221 — r - - 112

De la ecuacion IV.38 se obtienen tres componentes adicionales,

-\ A2 A 2
0 _ _
R¥33 —ﬁ+ﬁ+ﬁ_ﬁ’
(IV.50)
-1 1 1 1

1 _ = - - p2
R 33, =3 +T2+T2—T2—R3327

y de la ecuacién IV.42 se obtienen las dltimas tres componentes no nulas del tensor de Riemann:

)\27“2)‘+1 )\7“2>\+1
+

Rips =-(A)2A+1)r* + . — - Az,
IV51)
7"3 1 7“3 (
R33 =3r"— —+ 5 —— =r?= R,
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El tensor de Ricci se obtiene a partir de la ecuacion 1V.43:

Roo = A2+ Ar2A 1 A2r2h = 22 (2 4 M)A,

Ri1 = -MA?—2r2 = —r%(2+ )\) = Rao, (IV.52)

R - M2 (24N
B =72 2T r2

La curvatura escalar es:

ACENA 2224 0)  r2(24 N2 2)2 + 4\ + 6
R:TL22A - T(2_|2— )_r(z+2 ):_ +2+ : (IV.53)
T Ler Ler L

Luego, el tensor de Einstein para esta métrica es:

(207 +4X +6)(L*r™) _ g2

Go() = 7"2)\)\(2 + /\) -

212 ’
) (2N +4A+6)(L*r) 5 s
Gn =122+ + o7 =7r*(A+ A+ 1) = Gag, (IV.54)
Gon —_2FN (2A2 44X 46)(L*) 22 +1
33 = 2 2272 o2

En el dltimo ejemplo del capitulo, se considera la métrica dada por el segmento de linea:

L2
ds® = Z—2(dz2 + N dztdz”), (IV.55)
con 7 la métrica de Minkowski. Para simplificar la notacién, se considera z = z*. La métrica

correspondiente es:

L 0 0 0 0
0o L 0 0 0
gw=|0 0 L 0 (IV.56)
0o 0 0 L o
0 0 0 0 L

Los simbolos de Christoffel pueden calcularse utilizando las ecuaciones I1V.31, IV.35 y IV.34.

=) (%)=
s () ()
s () (O f)

vi=1,2,3,4, (IV.57)
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Las componentes del tensor de Riemann estan dadas por las ecuaciones 1V.37, IV.38 y IV.42:

. 1\ /1 1
R%j::(z>(z) 5.i=123yj=0123

< (2) () -hrras
e (- () Q)-fomras
(IV.58)
a2 () () () ()b s
a2+ ()0)-() ()
w2 (-4
Luego pueden calcularse las componentes del tensor de Ricci,
Ry :—<212+Z22+Zl2>:—z42,i:1,2,3, (IV.59)

El escalar de Ricci para esta métrica es:

422 1622 20
R:—L%fr%Zz—zi (IV.60)

Finalmente, se calcula el tensor de Einstein,

4 L
o 55 (3) (5) -
4 20
Gii ——Z2+2<LZ> <Z2) 22,1—1,2,3,4.

av.el)



V. INMERSIONES Y GEOMETRIA EXTRINSECA

Considérese un mapa v : N — M entre variedades diferenciables N y M que mapea un elemento
u’ € N aun elemento z#(u’) € M. Se dice que el mapa ~y es una inmersion si es diferenciable y
cumple con que su derivada es inyectiva en todo punto. Como ejemplo, considérese la curva inmersa

en el espacié R? dada por el mapa v : R — R3,

~v(s) = (wcos s, asin s, s), (V.1
o de forma equivalente:
z! = acoss
x?2 = asins (V.2)
2 =s.

Este mapa corresponde a la parametrizacion de una hélice (Figura V.1).

Figura V.1: Hélice inmersa en R?

]
\
—

En el Capitulo IV, se describi6 la geometria de distintos espacios a partir de su métrica, sin ne-
cesidad de considerar que el espacio estaba inmerso en otro. La curvatura y torsién correspondian a
propiedades intrinsecas, pues solamente eran una descripcion local del espacio. No obstante, al mo-

mento de considerar una inmersion, es posible obtener mds informacidn sobre la variedad inmersa.

31
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Como ejemplo considérese una variedad de dimensién uno, esta clase de variedades tienen un
tensor de Riemann igual a cero, es decir no tienen curvatura. Sin embargo, al considerar el espacio
inmerso en una dimensién mayor, es posible definir una curvatura extrinseca y obtener informacién

acerca de la curva.

Para comenzar con la descripcion geométrica de las inmersiones, es necesario definir algunos
elementos geométricos. Para ello, se utiliza la notacién de Fonda, Jejjala y Veliz-Osorio (2017). Los
vectores tangentes se definen como:

T (V3)

en esta notacion, los indices escritos en letras latinas mindsculas corresponden a la numeracién
de los vectores tangentes ¢ = 1,2, ..., p donde p es la dimensién del espacié inmerso N; por otra
parte, los indices escritos con letras griegas corresponden a la dimensién d del espacio ambiente
M, p=1,2,...,d. La métrica inducida h;; del espacio inmerso se define a partir de los vectores
tangentes y la métrica de g,,,, de M

hij = t?t;gw,. (V4)

Junto con esta métrica, es posible definir una derivada covariante intrinseca V;, a partir de la cone-

xién de Levi-Civita. Esta derivada es compatible con h;;:

Vihij = 0. (V.5)
Ademds de los p vectores ¢!’ es posible definir d — p vectores n'y tales que:

nytt =0, (V.6)

para toda A y para toda i. Estos vectores se conocen por el nombre de vectores normales, y pueden

escogerse de tal forma que sean ortogonales entre si y tengan una norma de magnitud uno,

NaAB = nin%guu- (V7)

NnAp es una matriz diagonal cuyas entradas son 1. En estas ecuaciones, los indices escritos en letras
latinas mayusculas corresponden a la numeracion de los vectores normales, A, B = 1,2, ...,d — p.

La curvatura extinseca (o segunda forma fundamental) se define como:

Kj} =t/Djn;), (V.8)
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donde la derivada direccional D; = t? V.. Adicionalmente, puede definirse una torsion extrinseca
como:

TAB = nAvpjnB. (V.9)

(2

Hay que recordar que la curvatura y torsion definidas en el Capitulo IV son diferentes a la torsién y
curvatura extrinseca dadas por las ecuaciones V.8 y V.9. Una de las propiedades de la torsién es que
es antisimétrica con respecto a los indices A y B, esto se debe a la forma en que se definieron los

vectores normales:
TAB + TPA = pADinB 4 nBvDin? = Di(n*"nB) = 0, (V.10)
donde se uso el hecho que los vectores n4 y np son ortonormales.

Para el caso de una curva en el espacié: d = 3y p = 2, puede definirse una cantidad 7 denominada

torsion de la curva:

1
T = 5EABTAB, (V.11)
y dado que la torsién es antisimétrica:
Loge 1o 12
7-:§T —§T =T (V.12)

A. LA HELICE COMO EJEMPLO

Retomando el ejemplo de la espiral, se proseguird a calcular su métrica inducida, su vector tan-

gente, sus vectores normales, su curvatura y su torsién. Dado que la curva esta inmersa en R?

100
gu = (0 1 0Of, (V.13)
0 01

ademds, p = 1yd = 3,conlocual i tomael valorde 1, A = 1,2y u = 1,2, 3. Debido a esto, se

dejard de escribir el indice correspondiente al vector tangente ¢. El vector tangente esta dado por:

t'(s) = —asins
t?(s) = acoss (V.14)
t3(s) =s.
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Normalizando el resultado anterior, el vector tangente unitario es:

tl(s) _ —asin s

vaz+1

£2(s) _ _@coss (V.15)
va?+1

1
P = T

Teniendo el vector tangente, puede calcularse la métrica inducida h;;. Debido a que solo hay un

vector tangente, la métrica tiene solamente una componente:

h =t't"gu
= tht, (V.16)
=1.

Al momento de calcular los vectores normales, nos encontramos con la dificultad de que su de-
finicién tiene una ambigiiedad, pues la respuesta no es Unica. En este caso, los vectores normales
de la curva yacen sobre el plano cuyo vector normal es t* y cualquier base ortonormal de vectores
de este plano es valida. Para lidiar con esta dificultad, primero se calcularan los vectores normales
correspondientes al marco de Frenet-Serret y luego se aplicard una transformacién a este marco de

referencia para generalizar los resultados. El vector normal unitario n'! de este marco es:

Ost
1 s
- V.17)
|Ost|
Con lo cual, el vector normal tiene componentes:
a1 _ —Qcoss
a?+1
pl2z — —oSmns (V.18)
a?+1
n'3 =0,
normalizando el vector
n'l = —coss
n'2 = —sins (V.19)
n!3 =0

Se prosigue a calcular el segundo vector normal n?. En el marco de Frenet-Serret, este esta dado
por:

n? =t xn', (V.20)
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con lo cual, '

a2l sin s

a?+1
— oS $

n*? = —= (V.21)
a?+1

n* = > .
a?+1

Finalmente, una vez obtenidos los vectores normales y el vector tangente, es posible calcular la

curvatura:
1 _ v 1
K' =t""9,n}

= t3(t103n] + t205n + t303n3)

_ 1 —asin? s acos? s (V.22)
Ca?+1 <\/a2—|—1 - \/0424—1)

—o
- a?+1’

donde se tomé ventaja del hecho que 2 = sy se tom6 n'#(s) = n'#(x3). Para la segunda compo-
nente de la curvatura, se tiene que:
K? =t""0,n?
= t3(t103n? + t203n3 + t303n3)

(V.23)

1 —asinscoss «cosssins
+
a?+1 a? +1 a?+1

=0.

Falta calcular la torsién en este marco de referencia. Debido a que la torsién es antisimétrica, las

componentes T y T22 son cero, ademds, 7 = T2 = —T21, con lo cual, basta calcular la torsién
de la curva:
T =-T?%
_ 2v 1
= —tFn“Yo,n,,

= —t3(n*'03nt + n*203nk + nggﬁgné)
(V.24)

B 1 ( sin? s N cos? s )
VaZ +1\Va2+1 Va2 +1
1
a?+1
Abhora se considerard lo que sucede con la curvatura y la torsién de la hélice cuando los vectores

normales, dados por el marco de Frenet-Serret, se intercambian por otra base. Para ello, se conside-
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ran nuevos vectores n'#, 2 ortonormales, que cumplen con ser una base del plano tangente a ¢/
La relacién entre las dos bases: {n'*, n?} y {n'* n?"} es una rotacién por un dngulo 6 (solamente
se consideran bases derechas de R?). Los nuevos vectores normales pueden escribirse en términos

de los vectores del marco de Frenet-Serret como:

nit = nltcosf + n2#sin 6
(V.25)
n2 = —nltgind + n2 cosé.

Las nuevas curvaturas K * y K? son
K' =t"9,n}
= tFt¥0,,(n) cos O + n2 sin 0) (V.26)
= tFt¥0,,(n) cos 0) + t'17 0, (n? sin ).
Antes de seguir simplificando, se tomara en cuenta la posibilidad de que # sea una funcién del

parametro s, es decir § = 6(s). Con lo cual:

Ou(nlcos®) = cos0,unl +nld,(cosh),
(0 cos ) ) (cos) -
Ou(n?sin@) = sin0d,nZ + n2d,(sinb).
con p 36
Ou(cos®) = @(COS 9)@
= —sin6d,f
(V.28)
. d 00
Ou(sinf) = 70 (sinf) Dok
= cos 00,,0.
Finalmente, sustituyendo en la ecuacién V.26,
K' = ("7 0ynl) cos 0 — sin Ot (t'nk)9,0 + sin Ott" O,n? + cos Ot (t'n2)9,0 V29)

= K'cosf + K?siné,
recordando que el vector t¥ es ortogonal a los vectores normales. Para la segunda componente de la
curvatura:
K? = thr9,m?
= tFt" 0, (—n} sin 0 + n2 cos 0) (V:30)
= —sin 0tHtYd,nl + cos OtV 0,2 — tH(t"nl )9, (sin 0) + t4(t"n2)d,(cos 0)

= —Kisinf + Ky cosf.
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Se prosigue a calcular la nueva torsién. De nuevo, solamente es necesario la torsiéon de la curva,

pues la torsién sigue siendo antisimétrica.

7 o=-T%
= —t"p? o, n,
= —tH(—n1sin 6 + n? cos 0)9,(nl, cos 0 + n2 sin 6)
= —t(—n!sin @ + n? cos 0)(cos B9,n}, + nb@u(cos 0) + sin 09,n2 + n2d,(sin0))
= —cos? 0T + sin? T2 + t# sin 09, (cos 6) — t+ cos 09, (sin 0)
=7 — (t"sin® 09,0 + t+ cos? 00,,0)

=71 —t10,0,
V.31

donde se utiliz6 la ortonormalidad de los vectores n'# y n?*. La forma en que se transforma la
torsién, permite encontrar un sistema de vectores normales tales que la torsién sea cero en todo
punto. Para encontrar la funcién 6(s) que hace cero la torsion, basta desarrollar la expresion anterior.

Para el caso de la hélice:

0'(s)
10,0 = ———, V.32
H a?+1 ( )
Haciendo 7 = 0,
0'(s) 1
2 E
as+1 (V.33)
s
=0(s) = —————= +c,
(s) =

donde c es una constante. Este sistema se le conoce con el nombre de sistema Somba.

B. INVARIANZA DE GAUGE

En fisica, las simetrias juegan un papel importante, estas proporcionan una estructura que permite
derivar las leyes de la naturaleza. Este resultado se resume en uno de los teoremas clave de la
fisica: el teorema de Noether. Este establece que a cada simetria diferenciable en un sistema fisico
le corresponde una ley de conservacién. El objetivo de esta seccién es el de introducir un grupo
importante de simetrias, las simetrias de gauge y resaltar su relacion con la torsién extrinseca de una
variedad inmersa en otra. Estas simetrias aparecen de forma natural en el electromagnetismo, por lo

que el andlisis comenzara a partir de las ecuaciones de Maxwell (ecs. I11.29) que, por comodidad, se
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reescriben a continuacion:
VxB—-0E = 4r]

V-E = 4mp
(V.34)
V xE+ (‘3tB =0
V-B = 0.
De la tltima ecuacidn, se deduce que existe una funcién vectorial A tal que:
V x A =B. (V.35)
Ademés, por la tercera ecuacion,
VxE+4+dV xA=0, (V.36)
es decir
Vx(E+0A)=0. V.37)
Con lo cual,
E=-Vp—-0A, (V.38)

pues el rotacional de un gradiente siempre es cero. El vecor A se denomina potencial vectorial

magnético, mientras que ¢ se llama potencial eléctrico.

Este resultado establece que el campo eléctrico y el campo magnético pueden ser reescritos en
términos de potenciales. No obstante, existe cierta libertad al momento de escoger cada potencial.
Por ejemplo, el potencial

A’ = A + VA, (V.39)

donde V x A = B, también es un potencial vectorial valido, pues

Vx A=V x (A +VA) =B. (V.40)

En general, la transformacién

A=A+ VA
(V41)
¢ =@ — A,

produce dos nuevos campos ¢’ y A’ que estdn asociados al mismo campo eléctrico y magnético
que el generado por ¢ y A. A esta libertad para escoger los potenciales se le conoce como libertad

de gauge, y la transformacién V.41 se llama transformacién de gauge (Griffiths, 1999). Este grupo
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de transformaciones estd relacionado con el grupo especial ortogonal SO(2) que corresponde al
grupo de rotaciones de R? y también se relaciona con el grupo de Lie U(1), el grupo de matrices
unitarias de dimensién uno. Ambos hechos se hacen evidentes cuando se considera la formulacién

lagrangiana del electromagnetismo.
Un campo complejo ¢ = ¢ + i¢2 con carga e tiene el siguiente lagrangiano (Ryder, 1996):

L = D,¢(D"¢)* — m*p¢* — %FWFW, (V.42)

donde A* = (¢, A) se denomina el potencial vectorial electromagnético y F),, es el tensor de

Faraday (ec. 11.28), que puede definirse en términos de A,, como:
F,, =0,A,—0A,. (V43)
El término D, ¢ se conoce como derivada covariante de gauge y se define como (Ryder, 1996)
D¢ = (0, +ieA,)o, (vV.44)

la mayor motivacion para definir esta derivada es que hace al lagrangiano invariante ante la trans-

formacién
¢I — elA(I“‘)¢
(V45)
AP = AP 4 OF A (2H).
Que se conoce con el nombre de transformada de gauge de segundo tipo (Ryder, 1996). Para ver

que el lagrangiano es invariante basta verificar dos cosas, la primera es
D,¢' = D,e¢
= (0, + ieA;L)eiAqS
= [0, + ieA, + ie(9,N)]pe™ (V.46)
=00 +ieA,)p — i, A + ie 9, A
=e ""Dyo
mientras que la segunda es
F;/w = 0,4, — 8,,AL
=0(A, + 0,A) — 0, (A, + 0,A)
(V47)
=F, +0,0,A —0,0,A

= F.
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La transformacion V.45 puede expresarse de forma geométrica. Recordando que el campo com-
plejo ¢ tiene dos componentes ¢1, @2, la transformacién de gauge puede reescribirse como una

rotacion y es equivalente a:
@) = ¢1cos A + ¢osin A,

(V.43)
¢y = —¢1 sin A + ¢ cos A.

Que corresponde a una rotacién en el plano por un angulo A. Esta transformacion es andloga a
la transformacién que se hizo con la espirar para encontrar su curvatura y torsion extrinseca. En la
teoria electromagnética, la derivada covariante se introdujo con el propdsito de construir objetos que
fuesen invariantes ante transformaciones de guage, como es el caso del lagrangiano. En analogia con
este resultado, es posible construir una derivada covariante de gauge para el vector V}C en el marco
de la geometria diferencial a partir de la torsion extrinseca. El tipo de transformaciones a considerar

son rotaciones en el plano normal, es decir:
Vit = MV, (V.49)
donde M AB es una matriz ortogonal,
napM*c MPp = nep. (V.50)

Ademds, se considerar el caso en donde M“, depende de los pardmetros '’ de la variedad inmersa,
B

M AB =M AB (u%). La derivada covariante intrinseca de este vector es:
Vi VP = (ViM5)VP + (ViVP) M (V.51)
Sin embargo, se quisiera que la transformacién fuera del tipo
ViMA VP = M2 ViVP, (V.52)

Por lo que se busca una derivada que si cumpla con esta ecuacién. Como una motivacién para

resolver el problema, se investiga la forma en que la torsién se transforma si se hacen rotar los

vectores normales nﬁ
= Mny, (V.53)
luego
TP = (M n™)V (M g n))
=t M 0 (V, MP gD+t MC 0 MP gV 0 (V.54)

— MCA MDB EAB + nABttLMCA V;LMDB
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Por dltimo, para terminar de simplificar esta transformacién, se observa que
V,.MPy =0,MPg, (V.55)

pues, dado que la matriz M P p o tiene indices correspondientes al espacio ambiente, la derivada
covariante actda sobre ella como con un escalar, y por definicién, la derivada covariante de un

escalar es igual a su derivada parcial. Luego, el producto:

ox* 0 0
tho, = - = . V.56
POR T out Ozt Qut ( )
Finalmente, la transformacion es:
jvi/CD _ MCA MDB EAB + nABMCA aiMDB7 (V57)

que se asemeja a la regla de transformacion de una conexién. Recordando que la férmula de la
derivada covariante: V,, = J,w, — F,’)Vwk, se propone la forma de una derivada covariante de

gauge a partir de la torsién
ViV + TPV = ViV + TP npe Ve, (V.58)

que se denotard con el simbolo l~)i‘4 BVjB (Fonda, Jejjala y Veliz-Osorio, 2017). Para mostrar que

esta es la derivada que se busca, hay que probar que se transforma adecuadamente,

DAgMB VE = M, DCRVE. (V.59)

La demostracion comienza expandiendo el lado izquierdo de la ecuacion:

D MoV = ViM g VP + TP npe MCp VP

_ (V.60)
= ViM AV = T/Ppe MO VP
expandimos cada uno de los términos por separado, primero
(V.61)

= V}CGZ-MAC + MAC« %ZV;C

Por otro lado,

_Tz‘/BAnBCMCD VjD = (M MPpTET — PP My 8iMAF npeMp VjD' (V.62)
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Trabajando cada producto de forma separada,
M4 MPpTF npe M@y V}D = (nBe M p MPp) M4, EEFVJ‘D
_ MAE UDFEEF‘/]'D (V.63)
— MAC nBD,I;,'CB V}D,

recordando que M AC es una matriz ortogonal y renombrando indices. Simplificando el segundo

término:
0" F (npeM Py MCp) (M e )VP = =" nepVP) (0:M %)

S (V.64)
— _V}CaiMA 7
sustituyendo en la ecuacion V.60,
ﬁiABMBC ‘/jC — ‘/jcaiMAC + MAC 62‘/]0 + MAC nBD,—TiCB‘/jD . V}CaiMAC
= M (VVE + T PnppVP) (V.65)

= MACEiCBVYjBa

Que es lo que se queria mostrar.

C. GENERALIZACION DE LAS FORMULAS DE FRENET-SERRET

En el ejemplo de una hélice en R?, resulté que una de las componentes de la curvatura K2 era
igual a cero. No obstante, este es un resultado general para cualquier curva en R3. Para mostrar
esto basta recordar la definicidn del vector tangente y los vectores normales (ecs. V.17, V.20). De la

primera ecuacion, se concluye que el vector Ot es paralelo al vector n', de la segunda ecuacién:

9sn® = Ot x n? +t x dyn'

(V.66)
=t x On'.
Por lo tanto,
K% =t"Dyn?
= t”asnz (V.67)

=0.
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A partir de este resultado, surge la motivacidon de definir un marco de Frenet-Serret en espacios
generales. Para cualquier espacio, el marco de Frenet-Serret se define como aquel marco en el cual

la segunda componente de la curvatura K2 es igual a cero. Es decir:
K? =t"Dyn? =0. (V.68)

A partir de esta definicidn, es posible encontrar relaciones entre los diferentes vectores que carac-
terizan la curva. Por ejemplo, la derivada direccional (Ds) del vector tangente puede escribirse en

términos de la curvatura K'' y el vector normal:
DtV = —K'n'v, (V.69)

para ver esto, basta expandir el lado derecho de la ecuacion, sabiendo que la derivada direccional
del vector tangente es un vector, esta puede escribirse como una combinacién lineal de t,n' y n?,

de hecho:
Dyt” = [(Dst)tat” + Y _[(Dst*)nfIn™, (V.70)
A
pero (Dst*)t, = 0; pues, dado que t“t,, = 1, entonces:

Ds(t%ty) = (Dst*)to + (Dsta)t”
= 2(Dst%)t4 (V.71)
=0.
Ademis, (Dst%)n? también es cero, puesto que
0 = Ds(tn?2)

= (Dst®)n? +t*Dyn?

(V.72)
= (Dst®)n? + K>
= (Dst®)n?.
Por tltimo, basta considerar el término (D t“)nl, utilizando el mismo procedimiento:
0 = Ds(tn})
= (Ds t*)ng + 1% Dsng, (V.73)

= (Dst™)n} + K.
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Lo que termina de demostrar la ecuaciéon V.69. Ecuaciones andlogas existen para la derivada direc-

cional de los vectores normales, para el caso de n':
Dyny, = [(Dsng)t]t” + Y _[(Dsng)n’Iny
A

= K't, 4+ [(Dsn})n**n? (V.74)
= K%, + T*'n?

1 2
=Kt,—mn,.

En el caso de n?
Dyny = [(Ds n2)t°]t" + Y [(Dsni)n*ny)
A

L7 (V.75)

Estas tres ecuaciones (ecs. V.69, V.74, V.75) son la generalizaciéon de las férmulas de Frenet-

Serret. Para el caso del espacio euclidiano, las ecuaciones se reducen a:

Ot = —K1nt+
asnllt = K}L — TTLZ (V.76)

1

2 _
8371“ =1Tn,.

De ahora en adelante, la torsién y curvatura correspondientes al marco de Frenet-Serret se denotan
como: Krg y 7rg para diferenciarlas del resto de los marcos. A continuacion se detalla una forma

para encontrar los valores de 7r5 y K g a partir de un marco cualquiera {t, n!, n?}.

Sea un {t, n', n2} un marco general con curvatura K L K? y torsién 7, la curvatura y torsién de

Frenet-Serret estdn dadas por:

Kis=K"K,,
Kl as K2 o K2 85 Kl (V77)
K ’

la demostracién de estas ecuaciones proviene del hecho que

TFS =T —

KAKy, eapK*DB KC, (V.78)
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son cantidades invariantes. Para el marco de Frenet-Serret, las dos expresiones se reducen a K » sy

—Trs K % g» para un marco arbitrario, la segunda expresion pasa a ser:
eaKAD P K¢ = —7K%s+ K'9,K? — K> 9, K, (V.79)

igualando las expresiones se obtienen las ecuaciones V.77.



VI. GEOMETRIA, ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO
Y ANOMALIAS

En este Capitulo se pretende dar un breve resumen de los conceptos clave en teoria conforme
de campos en dos dimensiones, con el fin de motivar el estudio de curvas inmersas en variedades
de tres dimensiones. La conexidn que existe entre estos dos conceptos yace en la correspondencia
AdS/CFT, la cual establece una equivalencia entre una teoria de relatividad general descrita en el
espacio AdSg4y1 y una teoria conforme, sin gravedad, de dimension d. Esta correspondencia fue
propuesta por primera vez por el fisico Juan Maldacena (1999) y aunque siendo una conjetura, nu-

merosos resultados, como el encontrado por Ryu y Takayanagi (2006), son indicios de su veracidad.

A. TEORIA CONFORME DE CAMPOS

La teoria conforme de campos (CFT por sus siglas en inglés), es una teoria cudntica de campos
que tiene como grupo de simetrias las transformaciones conformes. Es decir, transformaciones que,
localmente, preservan el dngulo entre dos vectores. Esta teoria tiene importantes aplicaciones en
teoria de cuerdas, materia condensada, mecdnica estadistica y es la base de la holografia cuéntica.
Una transformacion ¢ : U C M — V' C M’ de una variedad M a otra M’, se dice que es conforme

si el tensor métrico se transforma de la siguiente forma:

9z Oz’
Ipo (@) G 5 = AM@) g (@), (VL1)

donde ' = () (Blumenhagen y Plauschinn, 2009).

Este trabajo, se limita al caso en donde M = M’y g, = 1., con 1, la métrica del espacio

plano. La ecuacién VI.1 se reescribe entonces como:

oz dz°
lp'o’ oxH Oxv

= Ax)nuw. (V1.2)

La funcion positiva A(z) se denomina factor de escala (Blumenhagen y Plauschinn, 2009). Nétese

que para A(x) = 1, las ecuaciones que cumplen esta relacion son las transformaciones de Lorentz.

46
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Es decir, que el grupo de Poincaré: conformado por traslaciones y rotaciones (tanto espaciales como
espacio-temporales), esta contenido en el grupo de transformaciones conformes. A continuacidn, se
buscan las restricciones que caracterizan a las transformaciones conformes; para ello, se considera

la siguiente transformacioén infinitesimal:
2’ = 2P + P (z), (VL3)

donde se desprecian términos de orden O(€?). Sustituyendo esta transformacién en VI.2 se obtiene
que:

3569, 395”, 5P/50'/ i a Pléo'/ i 6p/ a o
g = ! 5! /5! € /o v €
np ax“ ax" npa' n v npU 14 v T,po’ 172 (VI4)

=N + (Ov ey +0u6),
despreciando términos de orden superior y utilizando la relacion €, = 7,,,€” en la tltima linea. Para

que esta sea una transformacién conforme, se necesita que:
Opev+ 0y €y = K(x)nu, (VL5)

Condiciones para encontrar K (x) pueden encontrarse manipulando esta expresion; por ejemplo, al

calcular la traza:

" (0 €y + 0y ) = K ()" Ny, (VL6)
se encuentra que
d
O e = K (), (VL7)

donde d = 1", es la dimensién de la variedad M. Para el caso donde M = R? con n = diag(1, 1),
la ecuacion anterior se reduce a:

Oo€e1+0169=0 (VL.8)

parapu # vy
81 €1 — 60 €0 — 0, (VI.9)

para u = v. La estructura detrds de estas expresiones es idéntica a la estructura de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann en el contexto de andlisis complejo. Lo cual motiva la complexificacion de la
teoria; por ello, se introducen las siguientes variables complejas:

z =a%+izt, € =€ +ie,

z =2 —ixl, € =€ —iel.

(VI.10)
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Las restricciones VI.8 y VL.9 implican que ¢ es una funcién holomorfa (analitica) en un conjunto

abierto cercano a z. Utilizando esta nueva notacion, la transformacion V1.3 se reescribe como:
2= f(2) =z +€(2), (VL11)

donde f(z) es holomorfa en un abierto cercano a z. Ademas, la ecuacion VI.2 pasa a ser:

ofof

2 - _
ds dzdz 5293 dzdz, ( )
of _of ’
donde se uso el hecho que = ——. El factor de escala A(x) pasa a ser .
0z 0Z 0z

1. El élgebra de Witt. Como se dedujo en las ecuaciones VI.8 y VL9, para ser una trans-
formacion conforme, €(z) debe ser una funcion holomorfa en un abierto cerca del punto z. No
obstante, es razonable asumir que la funcién €(z) es holomorfa en todo el plano complejo, quizés
solo a excepcién de un nimero contable de puntos aislados, en donde €(z) es singular. Esta clase
de funciones se denominan funciones meromorfas (Blumenhagen y Plauschinn, 2009) y pueden ser

expresadas mediante una serie de Laurent:

fR)=z+4+¢€z) =z+ Z en(—z”+1),
L (VL13)
fE =z+ez) =z+ > &(-2"")

Con €, y €, constantes. A cada uno de los términos que aparece en esta transformacién, le co-
rresponde un operador que lo genera. Para encontrar dicho operador, se considera el generador del
operador 17, definido por:

Tpf(2) = f(z + L), (V1.14)
el generador de este operador puede encontrarse por medio de la serie de Taylor de f(z + L):
fe+L)=f)+f()L+- =1+ LI+-)f(2), (VL15)

de esta ecuacion, se deduce que el generador infinitesimal de traslaciones es el operador L 0,. Al

remplazar L por (—z""1), se obtiene que los generadores de la transformacién VI.13 son:

l,=—2""o,, [,=-2z""0;. (VL16)
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Es importante notar que esta familia es infinita, lo que tendrd grandes implicaciones en el desarrollo
de la teorfa. Las relaciones de conmutacién entre estos operadores forman lo que se conoce como el

algebra de Witt (Blumenhagen y Plauschinn, 2009):

[l 1n] = (m = n)lppgn (VL17)

Un problema a tomar en cuenta es que los operadores /,, y I,, no estdn definidos en todo el plano
complejo. En el punto z = 0, los operadores [,, son no singulares solo cuando n > —1. Ademads,

para ciertos valores de n los operadores [, se indefinen cuando z — oo. Esto se hace evidente

cuando se realiza el cambio de variables z = —1/w,
1 n—1
L, =— () Ow, (VL18)
w

donde se uso el hecho que 9, = (—w)? d,,. Al tomar el limite w — 0, los dnicos operadores no
singulares son aquellos con n < 1. Tomando en cuenta ambas restricciones (en 0 y co), se obtiene
que las transformaciones conformales que estan definidas globalmente en C U oo son aquellas ge-
neradas por los operadores [_1,lg.l+1. Este conjunto de operadores genera transformaciones de la

forma:
az+b
—_— VI.19
cz+d’ ( )
con a, b, ¢, d € C constantes tales que ad — bc # 0. Este grupo de transformaciones se conoce como
el grupo de Mobius SL(2,C)/Zs y en él se encuentran las traslaciones (z — z + b), rotaciones y

dilataciones (z — az), y las tranformaciones conformes especiales (z — z/(cz + 1)).

2. El a’llgebra de Virasoro . Este dlgebra se define como una extensién central del dlgebra
de Witt. Una extension central g = g & C, de un dlgebra g por C se caracteriza por las siguientes

relaciones de conmutacién (Blumenhagen y Plauschinn, 2009):

mag]g = [xay]g + Cp(m,y),
&,y =0, (VI.20)
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conz,y € g,z,y € g,c € Cyp:gxg — C unafuncioén bilineal. La funcion p(x,y) puede

determinarse a partir de la identidad de Jacobi, la cual establece que:

(7,15, 5] 5 + 15, 12, 2]gls + 2, 12, 9lgl5 = O, (V1.21)

=1

paratodo z,y, Z € g. Pidiendo que el dlgebra de Virasoro cumpla con estas condiciones, se encuen-

tra que:

C
p(z,y) = E<m3 — 1)t 0- (V1.22)

Por lo tanto, el dlgebra de Virasoro cumple con las siguientes relaciones de conmutacion:

c
[Lns Ln] = (m = 1) Lingon + 75 (m° = m)0m 0, (V1.23)
donde ¢ se conoce con el nombre de carga central. Para el caso de m,n = —1,0,1, el dlgebra de

Virasoro se reduce al de Witt. Lo que significa que los operadores L_1, Lg, L4 siguen siendo los

generadores de las transformaciones conformes globales.

3. La expansion en producto de operadores , o OPE por sus siglas en inglés, esta-
blece que es lo que ocurre cuando dos operadores, definidos en una vecindad del plano complejo,
se acercan uno a otro. La idea detrds de la expansion es que dos operadores que actdan sobre puntos
cercanos pueden ser aproximados tanto como se quieran por operadores que pertenecen a uno solo

de estos puntos. El resultado se resume en la siguiente ecuacion (Blumenhagen y Plauschinn, 2009):
0i(2,2)0;(w,w) = Y Cli(z — w, 2 — 0) Ok (w, ), (V1.24)

donde O;(z, Z) es un operador definido en un punto z del plano complejo y j, k, @ recorren el conjun-
to de todos los operadores en la teoria conforme. Los coeficientes ij son funciones que dependen
solamente de la separacién entre los puntos. Una de las expansiones en producto de operadores més
importantes es la expansion del tensor de estrés-energia en dos puntos diferentes de C (Blumenha-

gen y Plauschinn, 2009):

cr/2 n 2T (w) +(’JhUT(w)

T(2)T(w) = CETRI ey — 4o
— v (VL.25)
T(2)T(w) = (;1_%/;)4 - éT_%))Q - ag T(wf_v) T

Las constantes cy, y cr se denominan cargas centrales y juegan un papel fundamental en teorias

conformes. Estos nimeros codifican informacién acerca de los grados de libertad de la teoria y
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estan relacionados con la energia de Casimir (la energia del estado basal) del sistema. Para lograr
que la CFT sea consistente en espacios curvos, se requiere que c;, = cp sean iguales a la carga
central del dlgebra de Virasoro (Tong, 2012). Una teoria que no cumple esto, se dice que es una

teoria conforme con anomalias gravitacionales (Castro et al., 2014).

Cualquier teoria cudntica de campos puede acoplarse a un métrica de fondo g,,,, que actiia como
una fuente del tensor de estrés-energia. No obstante, cuando una teoria presenta anomalias gravi-
tacionales, este proceso no puede llevarse a cabo consistentemente. Existen dos formas en que la
anomalia se hace presente al momento de generar el tensor de estrés-energia. La primera de ellas se
expresa como una anomalia difeomdrfica, en la cual el tensor de estrés-energia es simétrico pero no

se conserva (Castro et al., 2014):

VAT, = CngﬂCR B9, d- FZ,Bv (VIL.26)

La segunda forma en que la anomalia puede expresarse es como una anomalia de Lorentz, en la cual

el tensor de estrés-energia se conserva pero no es simétrico (Castro et al., 2014):

CL — CR

T,—T, =
a 487

* Ry, (V1.27)
donde xI?,,,, es el dual de Hodge de la 2-forma:

1
R = §Ra5wegt§dﬂ A dz°. (V1.28)

Ejemplos importantes de teorias fisicas que presentan esta clase de anomalias son las teorias que

tienen fermiones de Weyl (Igbal y Wall, 2016).

B. ENTROPIA DE ENTRELAZAMIENTO Y ANOMALIAS GRAVITA-
CIONALES

En esta seccidn, se pretende dar un breve resumen de los resultados obtenidos por Ryu y Taka-
yanagi(2006), para el calculo de la entropia de entrelazamiento cudntico, también conocida como
entropia de von-Neumann. La entropia de von-Neumannn de un subsistema A de un sistema cudnti-

co conformado por dos subsistemas (A y B), esta dada por la expresion:

Sa=—Trapalogpa, (VL1.29)
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con,

pa = Trp|®) (. (V1.30)

Aqui, Tr 4 y Trp significan que la traza se esta tomando solamente sobre el espacio del sistema A
o B respectivamente. La matriz de densidad de todo el sistema esta dada por p|®) (®|. De forma
intuitiva, S 4 puede pensarse como la entropia de un observador que solo tiene accesible la informa-
cién del sistema A. En este caso, el subsistema B es andlogo al interior de un hoyo negro, para un

observador que se encuentra fuera de este (Ryu y Takayanagi, 2006).

Ryu y Takayanagi (2006) utilizaron la correspondencia AdS/CFT para calcular la entropia de
entrelazamiento S 4 en una teoria conforme en d dimensional. Para teorias en dos dimensiones, su

prescripcion establece que la entropia de una region espacial A esta dada por

l
= — I. 1
S e, (VL31)

donde [ es la longitud de la geodésica inmersa en AdS que tiene como frontera la frontera de la
region espacial A y G5 es la constante de Newton en tres dimensiones espacio-temporales. En afios
recientes Castro, et al. (2014) ampliaron el resultado de Ryu y Takayanagi a teorias conformes en
dos dimensiones que presentan anomalias gravitacionales, i.e. c;, # cr. Para esta clase de teorias,

la entropia de entrelazamiento cudntico esta dada por:
S = / (mvh+s7) do, (VL32)
b

donde m y 7 cumplen con:
1 1

— = V1.33
Gy s Gy’ ( )

m =

donde 1 es una constante real que esta relacionada con las cargas centrales ¢y, y cg:

3l 1 3l 1
ot (L L I V1.34
crL 2G3< Ml>’ CR 2G3< +Ml>’ ( )

con [ una constante positiva. Nétese que para c;, = cp (correspondiente a una CFT sin anomalias)
u — 00, lo que implica que s = 0, y la accién VI.32 se reduce a la accion de Ryu y Takayanagi,

que corresponde a la longitud de la curva.

Para una curva parametrizada por longitud de arco, la integral V1.32 se reduce a

S:/ (m+s7)ds. (VIL.35)
)
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Esta expresion es una de las ecuaciones mds importantes en este texto, ya que el objetivo del mis-
mo es el de describir las curvas que extremizan este funcional en diferentes espacios (problema que
se aborda en los capitulos siguientes). No obstante, primero es necesario encontrar las ecuaciones
que restringen la forma de las curvas asociadas a este funcional. Castro, et al. (2014) encontraron
que extremar el funcional VI.35 da origen a las ecuaciones de Mathisson-Papapetrou-Dixon, que son
las ecuaciones de movimiento de particulas giratorias en un espacio-tiempo curvo. Estas particulas
reciben el nombre de aniones y sus ecuaciones de movimiento son (Fonda, Liska y Veliz-Osorio,

2017):

1
Dy(mt* +1t, Dy SM) = —§t” S R,
(VL.36)
Dy S +11t, Dy SY7 —t't, Ds S = 0,

con

S* = —seapn?tnPV. (V1.37)

A continuacidn, se calculan las proyecciones de estas ecuaciones sobre cada uno de los vectores
del marco normal de la curva {t,n',n?}, con el fin de reescribir estas restricciones utilizando

Unicamente términos geométricos. Se inicia con el desarrollo de la primera ecuacién en VI.36:

Dy(mt* + 1, Ds S™) = m D t* + (Dst,)(Ds SM) + t, D2 SM

1 (VL38)
= 518" R,
Calculando las proyecciones del lado izquierdo de la ecuacion:
mty Dt =0
mnDst? = —mmaK? = -—mK; (VL39)
mngy Dst* = —mmpaK* = —mKo,

para la segunda parte de la expresién

(Dyt,)(Dy SM) = — 5(Dst,) [(Ds M2 4 (D) — (Dyn#)n? — nli(D; nQ’\)] .

(VI.40)
Analizando las proyecciones de esta expresion:
tr(Dsty)(Ds SM) = —s (- K'K? + K*K') =0
nia(Dsty)(Ds SM) = — s (—K'nu T + nuTK') =0 (VL41)
nox(Ds ) (Ds SM) = — 5 (=2 T* K* + K*np2T%") = 0,
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con lo cual, se concluye que el vector (Dst,,)(DsS™) = 0. Luego, se analizan las proyecciones

del ultimo término:

ty D SM = —st, | (D3 0" )0 + 2(Dyn')(Dsn*) + n'* D32 n?

(V1.42)
(D2 nl’*)n”‘ — (D 0 (D, nm) —nlhp2 n2>\] ’
proyectando sobre la base:
tat, D& SM = —s (2K?K! —2K'K?) =0

nixt, D SM = —s(0s K2+ T%nK') =-sD2 KC® (V1.43)

noxt, D2 SM = —s (— 0y K — T2y K?) =sD ! KC

Ahora, se analiza el lado derecho de la ecuacién:
1 v A A v

—5t S” R, ,, =s R, t'n'n*. (V1.44)

La proyeccion sobre ¢, da como resultado cero pues el tensor de Riemann es antisimétrico. La

proyeccion sobre n 4 da,

5 RA,,pUnj\th”nlpn% =—5 R,j)\pat”nﬁnlpn%

=5 Ryg,\pt”n%nﬁnlp -5 R,,pA(,t”nlpnj}ln%

(V1.45)
— 5 (R51A2 o R52A1)
= —SEDERSDAE,

donde se uso el hecho que R ;)\, — Rypno0 = —Ruxpo - En esta expresion, la notacion RSD AE
indica indices contraidos con vectores normales (letras latinas mayusculas) o tangentes (en este

caso el subindice s). Uniendo todas las proyecciones se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

—mK1 — EDSQCKC = —EEDERSDlE
3 (VI1.46)
—mKy+s DschC =—5 €DER5D2E7
de forma mds compacta:
mKa+s (eABBSBCKC - EDERSDAE) ~0. (VL47)

Las cuales son las ecuaciones de forma de las curvas que extremizan el funcional VI.35. La tercera

ecuacion, correspondiente a la proyeccion sobre ¢y da como resultado 0 = 0. Ademds, la segunda
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de las ecuaciones en VI.36 se satisface automaticamente al considerar s como una constante. Esto

puede verificarse desarrollando cada uno de los términos en la ecuacion:
Dy S = —s(K1thn? + K2tV n'* — K1t'n — K2thnlY)
thty Dy S¥7 = — s(K2thnl” — K1ttn?) (VL.48)
—t"t, Dy SH = — s(—K*t'n'" + K't'n?H).
En tres dimensiones, el tensor de Riemann puede obtenerse a partir del tensor de Ricci de la
siguiente forma:
1

R/wpa = Rupguo' - R,uagup - Rupg,ua - §R(gupgua - g/wgup)’ (V1.49)

utilizando esta relacion:

1
RP\F = Roag”F — RFgP, + RPPgu — RP 49,7 — i (9,49"F — g,FgP 1) (VL50)

sin embargo,

gPE=nPE ga=g2=0, g¢°4 =06, (VL51)

por lo tanto

EDERSDAE = EDEUDERSA — EDERSE(SDA = —6AERSE, (VI.SZ)
luego, las ecuaciones VI.47 se reescriben como:

mKy+sesp(D,P.KC+RP)=0. (VL53)

El siguiente capitulo se centra en construir las curvas en el espacio euclidiano, la 3-esfera, el

espacio hiperbdlico y el espacio anti de Sitter. Todos estos espacios cumplen que:
Ry < guv, (VL54)

con lo cual,
RP = R, t'n"P = ag,,thn"P =0, (VL55)

S

por lo tanto, para estos espacios, las ecuaciones de forma se reducen a:
mKs+seapD B K¢ =mKa +seap(8s KB+ TPcpKP) = 0. (VL56)
Para el marco de Frenet-Serret (K2 = 0), las ecuaciones se simplifican

mKps —s7psKps =0,
(VL57)
50s Kpg = 0.
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Expresadas de esta forma, es facil observar que las soluciones son curvas con:
m
Kpg =cte. >0, 71pg= ;; (VL.58)

es decir, son hélices con torsién y curvatura constante. También puede ocurrir el caso donde Krg =

0, en este caso las soluciones son geodésicas.



VII. CURVAS EN FORMAS ESPACIALES

En el Capitulo V se defini6 el concepto de curvatura mediante el tensor de Riemann R’5,,. No
obstante, existen otros objetos geométricos que describen la geometria de una variedad y uno de
los mas importantes es la curvatura seccional. Sea un plano 7 contenido en el espacio 7, M de una
variedad M, dim(M) > 2, la curvatura seccional de 7 se define como (do Carmo, 2003):

(R(V, W)V, W)
CVRIWE = (VW)

K(r) = (VIL1)

donde {V1,V4} son una base de 7. El valor curvatura seccional independe de la base {Vi, Va}
que se escoja para el plano 7. La ecuacién anterior, hace uso del tensor de Riemann como un
mapa multilineal que tiene como argumento tres vectores y da como resultado un cuarto vector. En
notacion tensorial, esta ecuacion se reescribe como:

Rpop Y PXOXHYV

K(m) = K(V.W) = - XEX, Y MY, — XPY,

(VIL2)

Un resultado importante en geometria diferencial, establece que si se conoce la curvatura seccional
de todos los planos tangentes en una variedad M entonces es posible determinar de manera unica el

tensor de Riemann R”;,, de M.

En esta seccidn se estudiardn espacios que tienen curvatura seccional K constante. Dichos es-
pacios se denominan formas espaciales (do Carmo, 2003). En particular, se estudiaran: el espacio
euclidiano E3, 1a 3-esfera S3, el espacio hiperbélico H? y el espacio anti de Sitter AdS3. Cada uno

de estos espacios se define de la siguiente forma:
E? = {(z,y,2) € R®: ds* = da® + dy* + dz*}
S* = {(¥,0,9) € (0,7) x (0,7) x (0,27) : ds* = diy* + sin” ¢ (d6* + sin® 0d”) }
H? = {(z,y,2) eR®: 2> 0y ds” = % (da® + dy? + L*dz*)}

1
AdSs = {(t,z,2) €ER®: 2> 0yds® = ) (—dt* + da® + L*d=?)}.
(VIL3)

La curvatura seccional de cada espacio puede obtenerse a partir de la ecuacién VII.2. Considerando
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la base {0q, 03}, a # 3, del plano 7y,

R
Kop = K(mag) = —— 228 (VIL4)
Jaa — Jap
Para el caso del espacio euclidiano, Rgang = 0, por lo que K5 = 0; para la tres esfera, K,5 = 1,
1
y para el caso del espacio hiperbdlico y anti de Sitter, K5 = Iz

Una de las caracteristicas mds importantes que tienen en comun estos espacios es que son espacios
maximalmente simétricos (EMS); esto es, su grupo de isometrias es de dimension n(n + 1)/2, el
maximo posible. (una isometria es un mapa que preserva distiancias). Un resultado importante en
geometria diferencial es que una variedad es EMS si y solo si la curvatura escalar R es constante y

ademas, el tensor de Riemann es de la forma (do Carmo, 2003):

R

m(gpugpu - gpzzgau)~ (VILS)

Rpo,uu =
Para el caso de E3, la ecuacién anterior se reduce al caso 0 = 0. Para los otros tres casos, basta con
calcular el lado derecho y el lado izquierdo de la ecuacién VIL.5 por separado y observar que los

resultados coinciden. Por ejemplo, para la 3-esfera se obtiene que:

Rigo1 = —sin®(y) Raszs = —sin?(6) sin(y)
Riz31 = —sin?(0) sin®(y))  Rayz1 = sin(0) sin? (1) (VIL6)
Ry191 = sin® (1) R3a3s = sin?(6) sin (),

mientras que el lado derecho de la ecuacién es (con R = 6y n = 3):

912921 — 911922 = — sin?(1)) 923932 — g22g33 = — sin’(0) sin(¢))
913931 — 911933 = —sin®(0) sin®(¢))  g11933 — g13931 = sin’(0) sin? (1) (VIL7)
911922 — 912921 = Sin2(¢) 922933 — §23932 = sin2(0) Sin4(¢)‘

Este capitulo, tiene como objetivo construir las curvas con torsidon y curvatura constante (hélices)
en cada uno de estos espacios. La forma en que se construyen estas hélices hard uso de las isometrias
de cada espacio. Se comenzar4 con la construccién de hélices en el espacio mds sencillo: el espacio

euclidiano.

En las secciones siguientes, se hard uso del marco de Frenet-Serret definido por las ecuaciones

V.69,V.74 y V.75 definidas en el Capitulo V. Para simplificar la notacién, en este capitulo, se hace
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la siguiente correspondencia entre simbolos:

_KFS — K
(VIL8)
—TFS — T

A. CURVAS EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

En el Capitulo V se analiz6 una hélice descrita con la parametrizacién V.2 con la intencién de
presentar los objetos relacionados con la geometria extrinseca de una variedad inmersa en otra.
En esta seccién, se presenta una forma novedosa de construir la parametrizacién V.2 utilizada por
Adachi, Maeda & Udagawa (2002) para hélices en E3, S3, y H?3. Luego, este método se generalizara
para el caso de AdS3. En E?, la idea es generar la hélice a partir de las isometrias del espacio.
Se comienza estudiando las ecuaciones de Frenet-Serret para una curva 7(s) parametrizada por

longitud de arco (t = 05 (s)):

st = kn'
dsn' = —kt + mn? (VIL9)
dsn® = —rn?,

donde los vectores {t,n', n?} conforman el marco de Frenet-Serret. Estas tres ecuaciones pueden

reducirse a una sola ecuacion diferencial:
A 4 (k2 + 125 =0, (VIL10)

donde 4 = 5. Las soluciones a esta ecuacion diferencial son una combinacién lineal de las
funciones {cos(v k2 + 72s),sin(vVk% + 725),s, 1}. La forma en que se construye la hélice es con-

siderando la siguiente isometria aplicada al un punto (a, 0, 0) € E3:
cos(VKk2 +72s) —sin(vVk? + 725) a 0
v(s) = | sin(vVk2 +725)  cos(vVK2 + T25) o]+ 0 ,  (VIL11)
0 0 1 0 TS/VK? 4+ 72

utilizando la restriccién que |t | = 1:

0
0

2

|t]? = (k* +71%)a® + =1

= ==1 (VIL12)

con lo cual, se obtiene que
2
K

a=—.
K2 4 72

(VIL.13)
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Finalmente, la hélice tiene la forma:

cos(VK? + 72s)
sin(vVk2 4 725s) (VIL.14)

TS

VEZ+ 12

1) =

B. CURVAS EN LA 3-ESFERA

En el capitulo V, se encontré que para cualquier curva inmersa en una variedad de dimension tres,

existe un marco de vectores ortonormales {t, n!, n?} tales que:

DtV = kn'?
Dn' = —kt’ + n? (VIL.15)
1v

Dyn? = —n',

La parte izquierda de estas ecuaciones puede desarrollarse en términos de los simbolos de Christof-
fel asociados a S3, las ecuaciones resultantes son:
Ost” = kn' — Tt

dsn' = —kt¥ + % — t“FZ)\nD‘ (VIL.16)

dsn® = —mntv — t“FZAnz\,
este es un sistema no lineal de nueve ecuaciones diferenciales. El cual es ttil para mostrar la exis-
tencia de curvas con cualquier torsién y curvatura en S? (y de hecho, en cualquier otro espacio);
no obstante, resulta un método poco efectivo a la hora de encontrar las soluciones analiticas de las

hélices. Para simplificar el problema, es conveniente considerar una definicién alternativa de S3 y

tomar el espacio como una inmersién en un espacio de dimensién mayor:
2 2 2 2
S? = {x = (2% 2", 2% 2%) e R : x]? = (2°)" + (2")" + (2*)" + (¢*)" =1}.  (VIL1Y)
Considerando esta inmersion, las ecuaciones VIIL.16 se simplifican y se reducen a:

Ot = —y+ kn!
dsn' = —kt+7n° (VIL.18)

2 1
Osn”“ =—7n",
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Este marco es valido para cualquier funcion x(s) y 7(s); no obstante, solo se consideran curvas con

Ty K constantes. Resolviendo para -y, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:
A B (s) 4+ (K2 + 72 +1)5(s) + 727(s) = 0, (VIL.19)

con lo cual, el problema de resolver un sistema de nueve ecuaciones no lineales se ha reducido al de
resolver una sola ecuacién diferencial lineal. Las soluciones a esta ecuacién son una combinacion

lineal de las funciones {cos(as), sin(as), cos(8s), sin(f8s)} con:

1
a= ﬁ\/\/(ﬁ2+72+1)2—4T2+I€2+T2+1
(VI1.20)

1
ﬁ:\/5\/—\/(:‘624-7'24—1)2—47’2—|-/€2+7'2—|—1,

constantes. Para construir la hélice en S? se considera la siguiente isometria aplicada a un punto

(a,0,b,0) € R*:

cos(as) —sin(as) 0 0 a a cos(as)
sin(as cos(as 0 0 0 asin(as
V(s) = () () = (as) (VIL21)
0 0 cos(fs) —sin(fs) b bcos(Bs)
0 0 sin(Bs)  cos(fs) 0 bsin(fBs)
Para ubicar esta hélice en la esfera S® hay que normalizar (a, 0, b, 0), es decir
a>+ b2 =1, (VIL22)
ademds, la derivada de la curva y debe ser igual a uno, con lo cual:
(ac)® + (bB)* = 1, (VIL23)
resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene que que:
1— (32
a= 2_ 32
o —f
(VIL.24)
e
a? — (32

Finalmente, es posible regresar estas curvas al espacio S? descrito en la ec. VII.3, el mapa se obtiene
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al parametrizar E® en coordenadas esféricas y tomar r = 1:
1) = arc cos(z°)

l’l
0 =arccos | —= ()2 (VIL.25)
22 4+ /(@32 F (m2)2>
3

¢ = 2arc cot <

C. CURVAS EN EL ESPACIO DE POINCARE

El procedimiento para la construccién de curvas en el espacio de Poincaré es similar al procedi-
miento que se siguié en S3. Lo primero que debe hacerse, es considerar a H? como una inmersién
en un espacio de dimensién mayor. Para el caso de H?, considere la inmersién en el espacio de

Minkowski R} dada por:

B = {(z),2%, 2% 2") € R} : % > 0y x2 = — () + («")? + (2*)° + (2%)* = —L°}.
(VIL.26)
Puede mostrarse que esta definiciéon de H? y la definicién dada en la ec. VIL3 son equivalentes,

considerando el mapa ¢ : H® C R} — H? C R? dado por:

1
20 — 23

(z',2%,1). (VIL27)

Este mapa, es una isometria entre espacios; es decir, deja invariante el elemento infinitesimal de

linea ds?. Las ecuaciones del marco de Frenet-Serret en este espacio, son

Ost l+/<n1

dnl = —t 0’ (VIL28)
dsn? = —7n?

Las cuales se reducen a la ecuacion diferencial:

2
A D () + <k2 2o L12> 5(s) — %’y(s) = 0. (VIL29)
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Las soluciones a esta ecuacién diferencial son: {cosh(ws), sinh(as), cos(8s), sin(fs)}, con:

1 1\2 4r2 1
=75 \/</@2—|—72—L2> +ﬁ—/€2—72+ﬁ

o= —
(VIL30)
1 1\? 472 1
5:5 \/<H2+72—L2> +ﬁ+n2+72—§,
constantes que cumplen las siguientes relaciones:
1 1\? | 472 1\* 1 [arz 7
_ 2 2 2 2 - _

ademas
1 1 K2

Finalmente, para obtener la forma de las hélices se considera la siguiente isometria aplicada a un

punto (a,0,b,0) € R3:

cosh(as) sinh(as) 0 0 a a cosh(as)

(s) = sinh(as) cosh(as) 0 0 0 _ asinh(as) (VIL33)
0 0 cos(fBs) —sin(Bs) b bcos(fs)
0 0 sin(8s)  cos(fBs) 0 bsin(Ss)

Para hacer encajar la hélice en H?® y que esta cumpla con las formulas de Frenet-Serret, deben

cumplirse las siguientes condiciones sobre a y b:

_a2 + b2 — _L2
(VIL.34)
(ac)® + (bB)* = 1.

La primera ecuacién ubica a la hélice sobre la superficie H?, la segunda, asegura que norma de la

derivada de la curva sea uno. Resolviendo el sistema de ecuaciones:

_ 1+ (@p)?
TN\ 2

1— (La)?
PR

(VIL35)

Por tltimo, se regresa la curva a la definicién original de H? haciendo uso de la isometria VIL.27, la
imagen de la hélice p(v(s)) es:

1
acosh(as) — bsin(Ss)

o(v(s)) = (asinh(as), beos(Bs), 1) (VIL.36)
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Figura VIL1: Hélices inmersas en H?3.

Para cada grifica, L = 1, k = 1, 2, y de izquierda a derecha 7 = 0.5,1y 1.5, 2.

N N

La Figura VII.1 muestra hélices con diferentes valores de x y 7.

Antes de proseguir con la construccién de curvas en AdSs, es necesario demostrar algunos su-
puestos que se realizaron al momento de construir esta hélice. Las soluciones mas generales de la

ecuacién diferencial VIL.29 son de la forma {e®*, =%, e%* ¢=%5} con:

1 1\> 2 1
OZZE \/(KI2+T2_L2> +4ﬁ—/{,2—72+ﬁ

1 1\? 72 1
ﬁ:\ﬁ \/<m2+72L2> +4ﬁ—%2—72+ﬁ,

Notese el cambio de signo en 3. Estas soluciones se reducen a las soluciones propuestas (cosh(as),

(VIL.37)

sinh(as), cos(Bs), sin(fs)) solo cuando « es un nimero real y 3 es un nimero imaginario. Ademds,
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las definiciones VII.35 de a y b suponen que (La)? < 1. A continuacién se demuestra que todos

estos supuestos son validos para cualquier £ > 0y 7 # 0. Primero se muestra que « es real, esto se

debe a que:

1
K2+ 72— =

1

L2

por lo tanto,

1\%2 472 1
0<\/</€2+T2—LQ> +ﬁ—/‘€2_72+ﬁ-

2

1
. . 2 .
El mismo argumento aplicado a —x~ — 7° + 72 muestra que:

1\> 472, , 1
—\/(HQ—FTQ—B) t oy TR oT +ﬁ<0’

lo que implica que 3 es un nimero imaginario. Por Gltimo, se muestra que (La)? < 1,

1\? 47 212 272 1
</{2+7’2—> +i:/§4+2/{272—i+74—|—i—|——

L? L2 L2 L2 LA
252 272 1
</€4+2/€2T2+F+T4+F+ﬁ

1\2
—</<a2+72+L2> )

luego, dado que ambos lados de la desigualdad son positivos:

1\ 4r2 1
2 2 2 2
\/<K, + T —LQ> +ﬁ<’€ + 7 +ﬁ

por lo tanto, (La)? < 1.

D. CURVAS EN EL ESPACIO ANTI DE SITTER

1)? 1)?
= <K2+7'2—I/2> < </{2+7'2—I/2>

T2

+ 3
(VIL38)

(VIL.39)

(VIL.40)

(VIL41)

(VIL42)

Como en los casos anteriores, se considera al espacio AdS3 como una inmersién en un espacio

de dimensién mayor:

AdS3 = {(2°,2%,2%,2%) € R} : [x]* = —(2°)? — (2)* + (2*)* + (2”)* = - L7}

(VIL43)
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La siguiente isometria asegura que este espacio y el descrito al inicio del capitulo (ec. VIL.3) son el
mismo:

1
(20, 2, 22, 2%) = m(—xl, —22%,1). (VIL44)

En este espacio, las ecuaciones de Frenet-Serret adquieren la siguiente forma:

1

(9St = ﬁ + KN
dsn' = —kt —7n? (VIL45)
dsn? = —7nl,

reduciendo el sistema de ecuaciones diferenciales, se obtiene una tnica ecuacion:

T

2
~F 3 (s) + </-@2 . L12> i(s) + 137(s) =0. (VIL46)

Se consideran soluciones de la forma: {cosh(as), sinh(as), cosh(fSs), sinh(Ss)} con:

1 P |
a:ﬁ _/€+T+ﬁ —ﬁ—/’i—f—’r‘i‘ﬁ

1 1\%2 4r2 1
f=—— —\/(—/@24-7'24-) - — —R2+ T2+ =
72\

constantes que cumplen la relacién:

1 1\? 472 1\? 1 [4ar2 |7
[ k2 2 _ | 2 2 — — A =
of 2\/( K*+T +L2> + Iz < K*+T +L2> 5\ 12 ‘L‘ (VIL48)

1 1 2
(L2 _ ﬁ2> <L2 _ 0;) _ % (VIL49)

Luego, se considera la hélice generada por la siguiente isometria:

(VILA47)

cosh(as) 0 — sinh(as) 0 a a cosh(as)
o(s) = 0 — cosh(f3s) 0 sinh(fs) 0 _ bsinh(f3s) . (VILSO)
—sinh(as) 0 cosh(as) 0 0 —asinh(as)
0 sinh(fs) 0 — cosh(ps) b —bcosh(Bs)
Las condiciones para a y b son:
= L2
(VIL51)

(aa)® — (b8)* =1,
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1—(LB)?
=\
(VIL52)
1 —(La)?
P

Finalmente, se regresa la hélice al espacio original definido en VIL.3, la imagen de la hélice p(7(s))

por lo tanto,

b=

es:
1

e(y(s)) = 2 cosh(as) — beosh(3s) (—bsinh(fBs), asinh(as), 1). (VIL53)

Figura VII.2: Hélices inmersas en AdSs.

Para cada grafica, L = 1, k£ = 0.1, 0.35 y de izquierda a derecha 7 = 0.05,0.1 y 0.3, 0.6.

Como en el caso de la hélice en H3, en este procedimiento se realizaron ciertos supuestos sobre

la forma de las hélices. En el caso de H? estos supuestos no provocaron ninguna restriccién en
el conjunto de los posibles valores para x y 7, porque todos resultaron ser ciertos para cualquier

valor de estas constantes. No obstante, como se mostrard a continuacion, en el caso de AdSs3 estas
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restricciones limitan los valores de x y 7 a un conjunto pequefio de posibilidades. Las soluciones
mds generales de la ecuacién VIL46 son de la forma {e®®, e=**, ePs e hs } con oy 8 dados en
la ecuacion VIL.47. Las hélices de interés, son aquellas cuyos extremos tocan el borde del espacio
AdS3 dado en la definicién VIL.3 (pues estas hélices son la que tienen un significado fisico en el
célculo de la entropia de entrelazamiento cudntico). Es decir, son aquellas curvas que cumplen que
cuando s — oo entonces z — 0. Para el caso de la hélice inmersa en R2, esta condicién se
traduce a: por lo menos una de las componentes de la espiral es una funcién que no esta limitada.
Esto implica que por lo menos una de las constantes o 0 3 es real (lo que permite la construccién

de funciones no limitadas del tipo {cosh(as), sinh(as)} o {cosh(Ss), sinh(5s)}).

A continuacién se mostrara un resultado importante correspondiente a vy Sconk >0y 7 # 0
y es que: si « es un nimero complejo o S es un nimero complejo, entonces o y S son nimeros

. . . . 1 472
complejos. La demostracidon se hace por casos. Primero, si (—/12 + 724+ L2> -7z < 0, en-

2
1 T . . .
tonces \/ (—/12 + 724 L2) — 7z esun nimero complejo y esto implica que tanto o como 3

1\? 472
son complejos. Luego; sin pérdida, tome 0 < <—/€2 + 72+ L2> — % Suponga ahora que « es
complejo, entonces [ también es un nimero complejo pues:

1\? 472 1
—\/<—/<;2+T2+LQ> —ﬁ—nz—i-T?-l-ﬁ

1\ 472 1
S\/<—/€2+72+L2) —ﬁ—/{2+72+ﬁ<0.

7 . pa . 1
Por tltimo, suponga que 3 es un nimero complejo, luego afirmamos que —x2 + 72 + 7z < 0. Pues

(VIL.54)

1 1\? 472
si0 < —k? + 72 + 5, entonces —k* + 72 + — > \/(—/<;2 + 724 Lz) 1o que implica

12 2
que:
1 1\? 472

_K2+T2+L2_\/(_KQ+TQ+L2> —ﬁZO, (VIL55)

con lo cual se concluye que 3 es un numero real (lo que contradice la hipétesis). Esto significa que
1
K2 — 12— 12 > 0, con lo cual,
1 1> 472
K2 — 12— 72 > \/(—KQ + 724 L2) - Tz (VIL56)

Es decir,

2
K+ T +L2 72 K +T +L2, (VIL.57)
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lo que implica que « es un niimero complejo.

Este resultado es importante, pues unido con la condicidn que « debe ser real o 3 debe ser real,
implica que tanto oo como (3 deben ser reales (caso contrario ambos serian nimeros complejos). Esto

impone condiciones sobre los valores que 7 y x pueden tomar. Primero,

1> 472
0< (_&2+72+ L2> N LT2 (VIL58)
y segundo,
2 2 1

1 1
pues si —k% 4 7% + 72 < 0, entonces, k> — 7% — 12 > 0 lo que implica que:

1 1\? 472
52_72_#(_&2”2%) i (VL)

lo que haria a o un ndmero complejo.

Figura VIIL.3: Valores permitidos para k y 7, hélices en AdSs.
Las regiones en rojo y azul corresponden a los valores donde es posible construir hélices en AdSs
cuyos borden toquen la frontera; no obstante, solo en la region roja las hélices cumplen con ser

curvas continuas.

Estas restricciones limitan a x y 7 al conjunto de puntos en rojo y azul que se observa en la Figura

VIL3. Sin embargo, todavia queda una condicidén que tomar en cuenta, y es que se espera que las



70

hélices sean continuas en todo el intervalo abierto (—oo, c0), esta condicién restringe los valores

que x y 7 puedan tomar a la regién roja de la Figura VIL.3. Se prosigue a demostrar esta afirmacion.
Tome |7| > 1/L, para mostrar que la curva VIL.53 es discontinua, basta mostrar que la funcién:
27 Y(s) = acosh(as) — bcosh(Bs), (VIL61)

tiene un cero en el intervalo (—o0, o0). Dado que v y 3 solo dependen de 72, tinicamente se conside-
rael caso 7 > 1/L. Luego, 7 = af > 1/L, dado que 8 > «, 8 > 1/L. Dado que la curvatura x es
un niimero real, se concluye que o > 1/L. Ademés, a > b, lo que implica que z71(0) = a —b > 0.

1 1
Finalmente, cuando se toma s > 0, cosh(as) — 56‘“ y cosh(fBs) — 5665’ con lo cual,

s) > geas (1 _ beW—a)S) , (VIL62)
a

y dado que 3 — « > 0, para s lo suficientemente grande, se obtiene que z~!(s) < 0y dado que
271(s) es una funcién continua, debe existir un punto sq tal que z~*(sg) = 0; es decir, z(s) es
discontinua. Esta dltima condicién, muestra que los tnicos valores posible de 7 y  son los que se

encuentran en la region roja de la Figura VIL.3.



VIII. CURVAS Y FLUJOS DE RENORMALIZACION

La idea del grupo de renormalizacion surge durante el proceso de renormalizacién de la teoria
cuantica de campos. Esta herramienta, permite el estudio sistematico de los cambios que ocurren en
un sistema al momento de considerarlo a diferentes escalas. Su objetivo es el de remover todas las
divergencias que existen en la teoria y hacerla renormalizable. Un ejemplo de como puede renor-
malizarse una teoria ocurre en electrodindmica cudntica, en donde se introduce un corte en la escala
de energia A al momento de considerar integrales divergentes en el espacio de momentos. La idea
del corte A es evaluar la integral sobre el conjunto de puntos |p| < A, en lugar de evaluar la integral
sobre todo el espacio. Una vez realizado el corte, las constantes de acoplamiento del lagrangiano se
vuelven dependientes del pardmetro A y se dice que la teoria cudntica se ha convertido en una teoria
de campos efectiva; es decir, la teoria se ha vuelto una aproximacion y solamente es vélida para
escalas de energia apropiadas (Li, 2017). Al variar el valor del corte A, pueden obtenerse diferentes

teorias efectivas, que describen fendmenos a distintas energias.

A medida que la escala de energia varia, desde el ultravioleta (alta energia y distancias pequefias)
hasta el infrarrojo (bajas energias y grandes distancias) se forma un flujo en el grupo de renorma-
lizacién, el cual puede tener varios puntos fijos (Li, 2017). Uno de los supuestos con respecto al
flujo de renormalizacién es que, si el cambio en las escalas es pequefio desde una energia alta a una
energia baja, entonces la teoria efectiva es invariante ante cambios de escala y en la mayoria de los
casos esta invariancia puede ser promovida a ser una invariancia ante transformaciones conformes.
Otra observacion importante es que el flujo de renormalizacién es irreversible en el sentido de que
siempre recorre un camino desde el ultravioleta al infrarrojo. Este resultado fue demostrado por
Zomolodchikov (1986). La funcion 3 de una constante de acoplamiento g(A) se define como (Li,

2017):
_p99 _ 99

Blo) = A5y = amn

(VIIL1)

Esta funcién describe la forma en que las constantes de acoplamiento g cambian a medida que
cambia la escala de renormalizacién dada por A. En un punto fijo de flujo de renormalizacidn, la

invariancia conforme implica que 5(g) = 0.
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El objetivo de este capitulo, es el de analizar espacios cuyas métricas codifican flujos de renor-
malizacién. Se consideran dos casos diferentes, y en cada caso, se resuelve el problema desde una
perspectiva euclidiana y desde una perspectiva lorentziana. La primera métrica a considerar tiene la

forma:
B dz?  dy? dz>
22 22 f(2)%22%

para el caso euclidiano, donde f(z) # 0 para todo z > 0. Para este espacio, el tensor de Ricci no es

(VIIL.2)

proporcional a la métrica. Es decir que las soluciones al problema de extremizar el funcional VI.35

dejan de ser curvas con torsién y curvatura constante. En cambio:

Ry, = f(2)[zf'(2) = 2f(2)]guw + 6H3(51,3fo(é)), (VIIL3)
donde £ f(2) = f'(z). Con lo cual
R = R, nPr" = T2) by, (VIIL4)

2f(2)

Por lo tanto, las ecuaciones de forma VI.53 del Capitulo VI se reducen a:

~ 2
mK; +s5(Ds o K¢ + R2) =

(VIILS)
mK!' +s(0, K> —7K') =0
Y 1
ng —E(DS CKC —+ Rsl) =
#(2) (VIIL.6)
mK?—s <8SK1 +TK? ¢ n13t3> =0.
zf(2)

Para desarrollar estas ecuaciones, se propone una parametrizacién conveniente de la curva que ex-
tremiza el funcional, el vector tangente se toma como:
Osz(s) = z(s) cos(A(s)) sech(n(s))
s y(s)
0s 2(8)

z(s)sin(A(s)) sech(n(s)) (VIIL.7)
2(s) f(2(s)) tanh(n(s)).

Por construccion, ¢,t# = 1, con lo cual la parametrizacion esta dada por longitud de arco. Final-

mente se propone el siguiente marco normal para la curva:
cos(6(s)) tanh(n(s)) —sin(6(s))
1 1
n, = ~ | sin(6(s)) tanh(n(s)) |- ng = — | cosd(s) |- (VIIL8)
—sech(n(s))/f(z(s)) 0
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por construccion, los vectores {t,n', n?} con ortonormales. Una vez obtenido el marco, es posible

calcular la torsién y la curvatura asociadas:

K4 =t"Dyn?
= t”(@uni - Fﬁunf)

= O 3< f(z)

Paraelcasode A =1,

05 z tanh(n) f'(2)
f(z)

K'= sech(n) [0sm+ f(z) +

= sech(n)[0sn + f(2)],

para A = 2, la ecuacién es mas sencilla

K? = —sech(n) 9 6.

La torsién 7 = T''? del marco esta dada por:

7 =n'" Dyn? = n? o, ni = —(0s 0) tanh(n).
Finalmente, es posible sustituir estas expresiones en las ecuaciones VIIL5 y VIIL.6:

m(n+ f(z)) —s60 + stanh(n)0(27 + f(2)) =0

mo + s +5tanh(n)[92 —n(n+ f(z))] =0,

-2f7)).

-z tanhZ(n)f’(z)]

(VIIL9)

(VIIL.10)

(VIIL11)

(VIIL12)

(VIIL.13)

donde la derivada con respecto a s se representa con un punto. Para encontrar curvas extremales es

necesario resolver el sistema de tres ecuaciones diferenciales compuesto por las ecuaciones VIII.13

y la ecuacion VIIL.7 para Os z(s). Para encontrar soluciones numéricas, se impone que 2(0) = 0.

Esto puede hacerse sin pérdida, pues se buscan soluciones diferenciables cuyos limites toquen el

borde del espacio, es decir z(s) — 0 cuando s — =oo. Por lo que z(s) debe tener un punto

maximo para algtn sg. Fijar el valor de 2(0) tiene implicaciones sobre los valores iniciales de 1 y

0:

(VIIL14)
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donde k; y ko corresponden a las curvaturas en el punto s = 0. Por lo tanto, para encontrar una
solucién numérica del sistema, es necesario fijar ki, ko y z(0). La funcién f(z) con la que se

realizaran los calculos numéricos es:
1
flz)=1+ 3 tanh(log(z(s))), (VIIL.15)

que describe un espacio cuyos extremos se reducen al espacio hiperbélico. La Figura VIII.1 muestra
algunas de las soluciones al problema. Se utiliz6 Mathematica para resolver las ecuaciones. En
la Figura, se pueden observar aspectos importantes de las soluciones. A medida que s — +oo,
RS — % y Krg tiende a un valor constante; sin embargo, los valores asintdticos de K g cambian

dependiendo de si s -+ —c0 0 s — 00.

Figura VIIL.1: Soluciones numéricas y gréaficas de Kpg(s) y 7rs(s) para el caso euclidiano.
Para todas las curvas, m = 1y s = 3, para el resto de los pardmetros: azul, z(0) = 5, k=18 y

ky = 1, y rojo, 2(0) = 15, k1 = 2.3y ko = 0.5.

Krs Trs
5
4W\\\\\§__—_________

-40 -20 20 40

N
N ) )

Ahora, se considera la signatura lorentziana, con el sistema coordenado (¢, x, z) y la métrica:

)

dt®>  dz? dz?

220 22 T f(2)22

ds® = — (VIIL16)
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Al igual que para el caso riemanniano, el tensor de Ricci de esta métrica no es proporcional a la

identidad:

Ruy = F(2)[2f'(2) — 26 ()] g + 5M35V3}C(S)Z, (VIL17)

debido a esto, las ecuaciones de forma son:

~ 2
mKi +5s(Ds o K9+ R?) =

(VIIL.18)
mK'+5(0,K? — 7K' =0,
y
mKy —s(Ds ¢ K€+ R} =
£(2) (VIIL.19)
—mK? —s (03 K'—7K?+ n13t3> =0.
f(2)
Al igual que para el caso euclidiano, se propone un marco para la curva a extremizar:
Os x(s) = z(s) sinh(a(s)) sech(5(s))
Osy(s) = z(s) cosh(a(s))sech(B(s)) (VIIL.20)
05 2(s) = z(5) f(2(s)) tanh(5(s)).
Se consideraré el siguiente marco normal:
—sinh(a(s)) tanh(5(s)) cosh(a(s))
1 1
nu =~ | cosh(a(s)) tanh(B(s)) | n =~ | —sinh(a(s)) (VIIL.21)
—sech(8(s))/f(2(s)) 0

Por construccién {t,n', n?} forman una base ortonormal. Una vez construido el marco, es posible

calcular la torsién y curvatura asociado a él. Para el caso de la curvatura:

K4 =" Dyn
t3)2f’(z) (VIIL.22)
n,u n3 f(Z) f( )
sustituyendo en la expresion anterior,
K = sech(8)(0s B+ f(2)) K% = —(0s ) sech(p). (VIIL23)

En el calculo de la torsién, como en el caso hiperbdlico, esta se reduce al célculo de las derivadas
parciales:

7 =n" Dyn? = n'* o, ni = —(0s @) tanh(p). (VIIL.24)
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Por 1ltimo, es posible sustituir la parametrizacion en las ecuaciones de forma:

m(B + f(2)) = sd + satanh(8)(26 + f(2)) = 0
) o (VIIL.25)
mé — s+ stanh(B) |62 + BB+ f(2))] = 0.
Las condiciones iniciales que se utilizaran son las mismas que para el caso euclidiano:
B(0) =0
&(0) = —ky (VIIL26)

Figura VIIL.2: Soluciones numéricas y graficas de Krg(s) y 7rs(s) para el caso lorentziano.
Para todas las curvas, m = 1y s = 3, para el resto de los pardmetros: azul, z(0) = 30, ,12:1 =05y

kg = 0,yrojo, 2(0) = 70, k1 = 0.9y kg = —0.4.
Trs
0.50
0.45
40

0\35

La Figura VIII.2 muestra algunas de las soluciones de las ecuaciones VIII.25. Las caracteristicas
que presentan estas curvas son analogas a las encontradas en el caso euclidiano: valores constantes
no necesariamente iguales para K pg en los extremos, y valor constante para 7pg igual am /s. No

obstante, a diferencia del caso euclidiano, en la signatura lorentziana se encontraron soluciones solo
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para valores especiales de ke y k2. Ademds, se encontr6 que el conjunto de valores permitidos para
ky y ks depende del valor de z(0). Este resultado esta acorde a los resultados encontrados para
las hélices en AdS3; pues, en el capitulo anterior (VII), se encontr6 que el conjunto de valores de
torsioén y curvatura que podian tener las hélices era un conjunto limitado a la regién roja de la Figura
VIL.3. Debido a esto, también se esperaban restricciones en el conjunto de puntos que kq y ko podian

tomar para el caso lorentziano.

La Figura VIII.3 muestra los valores iniciales para k1 y k2 que dan como resultado una curva
continua. Se encontraron dos conjuntos diferentes para estos valores, uno correspondiente a curvas
cercanas al borde del espacio y otro para curvas que se adentran mds al espacio, e.g. z(0) > 20. Se

encontré que entre 1 < z(0) < 10 no existen valores iniciales permitidos para kq y ko.

Figura VIII.3: Espacio de posibles valores para la curvatura en flujo lorentziano
. En ambas graficas m = 1y s = 3. En la gréfica izquierda z(0) = 0.7,0.5,0.3,0.01; con las
regiones desplazdndose de derecha a izquierda. En la gréfica de la derecha,

z(0) = 20, 50, 200, 2000; con las regiones pasando del negro al anaranjado.

T 15F !

08 asb
0.0 01 0.2 A“ 04 05 00 02 04 06 08 10 12
kq §1
Ahora se analizan métricas de la forma:
ds? = e 240 gg? 4 e72A0) gy? 4 dp?, (VIIL.27)

para el caso euclidiano y

ds? = —e 240 g2 4 e 240) g2 + dp?, (VIIL.28)
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para el caso lorentziano. El andlisis es el mismo que el elaborado para los dos casos anteriores. Para

1

la métrica VIIL.27, el marco ortonormal {t,n!, n?} esta dado por:

e(P) cos() sech(n) e=4(P) cos(f) tanh(n) —e~ AP sin(9)
th = | eA®) sin(h) sech(n) | , ni = | e 4 sin(0) tanh(n) | ni =1 e 4P cos(f) |. (VIIL29)
tanh(n) —sech(n) 0

Con el marco definido, es posible obtener la torsién y curvatura de esta curva:

K' =sech(n)[i + A'(p)] K? = —fsech(n) 7= —0tanh(n), (VIIL30)

con A" = %. Aplicando el mismo procedimiento que en el caso anterior, se obtiene que las ecua-

ciones de forma para esta métrica con esta parametrizacién son:

m(n + A'(p)) — 56 + s 60 tanh(n) (27 + A'(p)) = 0
(VIIL31)

m O + s + s tanh(n)[62 — 7(n + A'(p))] = 0.

Para encontrar las soluciones numéricas asociadas a este sistema de ecuaciones, se utiliza

Al(p) ! (sing(p) + ), (VIIL32)

T2

donde o > 1,1 > 0 son constantes y ¢ esta dado por la expresion:

¢(p) = 2arctan <tanh <p 2_l a)> , (VIIL.33)

con a constante. Para estas soluciones, se tomard « = 2, [ = 1y a = 0. Las condiciones iniciales
son las mismas utilizadas en las métricas anteriores:

n(0) =0,

0(0) = —k2, (VIIL34)

7(0) = k' — A'(p(0)).
La Figura VIIL.4 muestra las soluciones encontradas para diferentes condiciones iniciales.

Como en los casos anteriores, el comportamiento de las graficas es el mismo. Se encontré que las
curvaturas de Frenet-Serret tienden a valores constantes en el infinito y que la torsion tiende al valor

de m / 5. En esta métrica no se encontré restriccion alguna para los valores iniciales de la curvatura.

Pasando al caso lorentziano, métrica VIIL.28, los resultados son andlogos que los encontrados
para la métrica VIII.16. El marco ortogonal esta dado por los siguientes vectores:
e sinh(a) sech(3) —e~ AP sinh(a) tanh(B) e~ 4® cosh(a)
2

t* = | €4 cosh(a)sech(B) | » n,=| e A® cosh(a) tanh(B) |, 1. = | —e 4@ sinh(a) | . (VIIL35)
tanh () —sech(p) 0
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Figura VIIL.4: Soluciones numéricas y graficas de Kpg(s)y Trg(s) para la métrica VIIL27.
Para todas las curvas, m = 1y s = 3, para el resto de los pardmetros: azul, z(0) = 4, k1 =1.5 y

ko =1,yr0jo, 2(0) = 8, k1 = 1y ky = 0.5.
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La torsién y curvatura del marco es:

K =sech(8)(0s 8+ A'(p)), K?=—(dsa)sech(B) 7= —(0sa)tanh(B).  (VIIL36)
Las ecuaciones de forma asociadas son:

m(3+ A'(p)) — s & + s tanh(B8)[28 + A'(p)] = 0
) o (VIIL37)
mé — 53+ stanh(B)[a% + B(B + A'(p))] = 0.

Las condiciones iniciales, son las mismas que las condiciones impuestas para los otros casos:

&(0) = —ky (VIIL38)
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La Figura VIIL5 muestra algunas de las soluciones a este sistema.

Como en el caso de la métrica VIII.16, las soluciones a este problema no son continuas para
cualquier valor inicial de kq y ko. La Figura VIIL.6 resume los resultados obtenidos. En genral,
se encontrd que el conjunto de puntos permitidos es distinto para valores de p positivos y valores
de p negativos. Ademas, se encontrd una regioén entre p < 2.7y p > 0 donde no hay soluciones

permitidas. Estos resultados concuerdan con lo encontrado para el espacio dado por VIII.16.

Figura VIIL5: Soluciones numéricas y graficas de Kpg(s) y 7rs(s) para la métrica VIIL.28.
Para todas las curvas, m = 1y s = 3, para el resto de los pardmetros: azul, z(0) = 3, k=05 y

ko =0, y rojo, z(0) = 5, ky = 1y kg = 0.5.
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Figura VIIL.6: Espacio de posibles valores para la curvatura para la métrica VIIL.28.
En ambas grificas m = 1y s = 3. En la gréfica izquierda z(0) = —5, -2, —1, —0.5, —0.1; con las
regiones desplazandose de derecha a derecha. En la grafica de la izquierda, z(0) = 3,4, 6, 10, 100;

con las regiones pasando del negro al anaranjado.
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IX. CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo, se introdujeron los conceptos relativos a la geometria intrinseca de una
variedad: como la curvatura, la torsién y la métrica (Capitulo IV). Ademds, también se presentaron
los objetos que describen la geometria extrinseca de una variedad inmersa en otra: curvatura y
torsion extrinseca, métrica inducida, vectores tangentes y vectores normales (Capitulo V). En cada
tema, se resolvieron ejemplos como una forma de profundizar en los conceptos desarrollados en
el texto. Todo lo anterior, permiti6 la construccién y el estudio de curvas en diferentes variedades:
formas espaciales y métricas que codifican flujos de renormalizacién (capitulos VII y VIII). En
particular, las curvas que se construyeron son solucién del funcional VI.35, conformado tinicamente
por la torsion y la métrica inducida. Ademas, en el Capitulo VI se explicé la relacién que existe entre
estas curvas y la teorfa de campos conforme en dos dimensiones con anomalias gravitacionales.

Debido a estos resultados, se concluye que el presente trabajo cumplié con sus objetivos.
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