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RESUMEN DE LA TESIS 

APLICACIONES DE ANALISIS FUNCIONAL NO LINEAL A UN 

PROBLEMA DE OPT1MIZACION 

ALVAROUARIAS PALOMO 

Licenciado en matemática. 

Universidad del Valle de Guatemala, 1984 

Asesor: Raul González de Paz 

El problema que estudiaremos es el siguiente: 

(9) nnimrnum{11-71,11112.-3- <Cv- u), -4>L- 7114-vccn.) 
donde o>0, e>(), C(5-.= f2r 	: 0<-41YR-U 	c.t.p. 

y C) V (n) 
Para cada 7€ 

r 
Lp sea 

11:6.(1) 	> 

	) 	1 1 V v I 12.  2 + 	_ u) 	Lao 

El funcional 	tiene un único mínimo absoluto 7,1./E 14:(12) que 

está caracterizado por: 

A7(012=  

Se define el funcional 

	> 	
-11(1149) "7 



d5 es continuo para la topología *-débil y es estrictamente 

cóncavo. 

El problema original se transforma en: 

(e') OaVin 

C(5 es compacto en la topología *-débil y entonces (07) tiene 

solución. Como O es estrictamente cóncavo las soluciones son 

runtos extremales de ce, y son de la forma 3YA donde ÁC11 es me-

dible y)1(A)=V 



I. INTRODUCCION 

Al investigar un modelo matemático de optimización de diseño, Raul Gon 

zález en "Sur un probléme d'optimisatibn de domaine", estudió el siguiente 

problema: 

crnJrn cm&p. 5 vil y Li  + < (14- u); >A ,1 
e. 	tIt 

Por otra parte Cea y Malanowski investigaron, en el artículo "An exam-

ple of a max-min problem in partial differencial equations" la resolución 

(90) 

de: 

691  crnarg,  crr..¿ryn [ 11/2  S 'u (571)1d z cl;] 

c a vas:1) 

( La nomenclatura de los problemas ((IQ) y (a') se encuentra en las pági-

nas diez y diecinueve. 

El problema Cgi) In\ tiene cierta analogía con el kSIJ . Las técnicas em- 

pleadas por Cea y Malanowski, en el primero, son más sencillas que las uti 

lizadas por González en 4?) 

El objetivo de esta tesis es investigar el problema OP) , usando las 

técnicas empleadas por Cea y Malanowski en 011). 

Si bien se llega a los mismos resultados, la perspectiva es distinta, 

ya que se parte de técnicas comúnmente utilizadas en la teoría de optimi- 

zación y control, mientras que González, en su artículo, utilizó métodos 

derivados de la teoría de espacios vectoriales topológicos. 

Previo al estudio ce (I2,), veremos, en el capítulo II, algunos temas 

de análisis funcional. La nomenclatura de este capítulo es básicamente la 



misma que J. Céa usó en "Optimisation, théorie et algorithmes". En el ca-

pítulo III, presentaremos el problema ((?), su estudio y los resultados ob 

tenidos. 



II. ELEMENTOS DE ANALISIS FUNCIONAL 

A. Cálculo diferencial en espacios de Banach  

1. Convexidad concavidad  

Sea V un espacio vectorial, normado, sobre el campo de los núme-

ros reales. 

1.1. Definiciones: 

La función LJ 	R es convexa si: 

J(2111-t-0-2)17) 	A ‘.i (u) 	J citr) 	V 11,17E Y s aE Lo, ,17 • 

Y si la desigualdad es estricta, siempre que 1,117', J es estrictamente 

convexa. 

La función 	 IR es cóncava (estrictamente cóncava) si -1 es 

convexa (estrictamente convexa). i.e. 

.1.(9izi 4- cil—'17) ?— 	1P(u) 	(/1-- 'A) 	Cv-) 	7.11-zr V 3 	E [C3)/1] 
2. Derivada en el sentido de Gateaux 

	

Sean V un espacio de Banach real y 	 una función defi- 

nida en V. 

2.1. Definiciones: 

Si para lUV, (17 15/ el siguiente límite existe: 

9(?) - 	(V)  

lo denotaremos por J/C1J,(9) y diremos que es la G-diferencial de J en el 

punto V y en la dirección de 

Si &71, (p) existe para todo (pé V, Jes G-diferenciable en U. 
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Si para 21,T,11QV el siguiente límite existe: 

JieLZ+  01P , 	— Ji(v, y) 
o o 

lo denotaremos por jfi(111(pilp) y diremos que es la G-diferencial segunda de 

J en el punto '1,( y en las direcciones de Ce y de/p. 

Si diletli(QI1P) existe para todo (19,VQv J es dos veces G-diferencia-

ble en -U . 

2.2. Algunas propiedades: 

2.2.1. Proposición: 

a) Si el funcional JAI----->-1R es G-diferenciable en VEV,.,enton- 

ces: 
	
J1(14, •- (10) = a J /Cu, (19) 	V 	E IR 5  y 	. 

b) Si el funcional LJAP--4Z es dos veces G-diferenciable en V, 

entonces: 

J'1(9,  .)19 /L11)) 	- J1•1  •- 1(11; 	V) 	V ,i1Á e IR 5 	lip€ V. 

2.2.2. Proposición: (Fórmula de Taylor) 

Si el funcional LI:\t--siR es dos veces G-diferenciable en 2,44..wp, 

para cada GEO, A-1 , en las direcciones ce,(f), entonces existe 90  en
(021) , tal que: 

d(1u4-y) = J (-u) + J1(/.1, c?) + 1/z J 	e„ y cp, 

Demostración: Sean tt,q)e\i. 
Sea 	 91 	> 1-(Q) - i(-u-Fe(v) )  
entonces 

41(19) 	_S1( 	gy, ci9) 

f(g) = Ju ( 	QT, y, tp) 
Y por el teorema de Taylor ( Ver Haaser et la C1977:704) ), 
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elf) = J(V) 	Jj(IÁ 3 V-U) + 4/2 jit'U-40(17.-7Á),1Á2V---'1,0 
Entonces, 

J elf) 	J CIÁ) 4  J'eu, v-- 
por lo tanto J es convexa. 

La demostración de la convexidad estricta es Similar. 
a_ E 11) . 

B. Mínimos de funcionales,én espacios de Banach 

Definiciones: 

'ÁEV es un mínimo relativo del funcional 	 si existe una ve- 
cindad V de 	tal que: 

	

J(fÁ) 	J(7)k) 

iieV es un mínimo 

	

Jer,{) 	(u) 

Y 14 é 11 (1 \I . 

absoluto de J, si se 

gE V. 

cumple la siguiente condición: 

Definición: 

El funcional 	 es semicontinuo 

la siguiente condición: 

inferiormente, si se satisface 

==> 
11--2foo 
	„ 	. 

Si 11,7"›1 en la topología débil de V, 

micontinuo inferiormente. 

1. Algunas proposiciones importantes  

1.1. Proposición: 

diremos que J es débilmente se- 

Si V es un espacio de Banach reflexivo, jA/----->IR es un funcional 

débilmente semicontinuo inferiormente, y 2 es un subconjunto aco- 
tado y débilmente cerrado de.V.; entonces existe al menos un mínimo 

absoluto de J en 24. 
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Demostración: 

Sean .1=1'4-5-kv) 	7.,(1  y ( 
4,=4 

una sucesión en V, tal que: 

 

h-*cyo 
(Una sucesión de esta forma es llamada minimizante.) 

\co 
Como 2.1 es acotado, entonces (un) 	es una sucesión acotada y existe una 

rhir4 

00 

subsucesión (Un-)de ("2.1,1) 	, que converge débilmente hacia algún 7741V 1 1-4 	 i 

(Ver Rudin 01979:65) 	y /7E7)1 porqiiíl'U es débilmente cerrado. 

Como J es débilmente semicontínua inferiormente, tenemos que 

J(70 	./9,1/17y j(111 	5 

de donde •J(Ti) 

;?-47.,f es un mínimo absoluto de 	 . (R E - 9 . 

1.2. Proposición: 

Si V es un espacio de Banach reflexivo, J.V 	es un funcio- 

nal débilmente semicontinuo inferiormente y 

Arn, J(u) 
	

00 
tul-400 

entonces existe al menos un mínimo absoluto. 

Demostración: 

Sean j1=114p(u): 7,4E\/ Y (V 	1  una sucesión min:Ilnizante. 

W Si (Z4)11.1  no fuera acotada, existiría una subsucesión (7/{vi4).1  de (7,1*,)
QD
»„1  

tal que 	.1117v 1.1 fa n. V - 00  • 

Entonces, por hipótesis,,,. 00 ; que es una contradicción. 

Luego existe KR.'" O  tal que 	11411 	 h 

Y J tiene un mínimo absoluto en 	= 	V ' 
	 (II.B. 1.2.) 

J tiene un mínimo absoluto en V. Q.E.D. 
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1.3. Proposición: . 

Sea ?) un subconjunto abierto de V. 

a) . Si 1,(1 2) es un mínimo relativo de J en 7J  y J. es G-diferencia 

ble, entonces di(4) (e)=-"D 	141  (9•6 V. 

b). Si J es convexa y G-diferenciable, entonces: 

i. Todo mínimo relativo en un mínimo absoluto. 

ii. La inecuación (1) es equivalente a la ecuación (2). 

J(v 	TUE V 	(4) 

J1(71,{-, 	o 	'vi  cfé V 	(z.) 

iii. Si además J es estrictamente convexa, entonces (1) y (2) 

satisfacen a lo más una solución. 

Demostración: 

a). Sea f.AIZÁ un mínimo relativo de J en U y sea (pe 

Por hipótesis, para 9>0 y suficientemente pequeño 

de donde 

Jun J (5:-‘0(n 

Jci-4-fg(9) - %i(-a)  

   

entonces jerl,T) k O • 

	

Como y es arbitrario, j (u,- te) 	; 

de donde 	Ji(Z.4) (?) '0  • 	61-E.D . 

	

b) i. Sea 1:.,1EV un mínimo relativo de 	V—> R • 

Dado que J es -convexa, por la proposición II.A. 2.2.3., tenemos que 

	

J(u) > Jc-rn + Jics, 	"TÁ) 	V" VE V, 

3' j1(5' 	O Porque. ,.11_ TA  E V. 

• • 

• 	
J(lik) ?.. JC17) 	V. 



(1) (2) es la proposición a). 

(2) (1) 

Como J es convexa 

Jul.() > J (-1-0 + J'ya, 
entonces 	J (u)J ( 	--/Á E V. 

E- V 5 

Q.E.D. 
iii. Supongamos que 2,1„,lizEV son dos mínimos absolutos de J, y su-

pongamos que J es estrictamente convexa; 

entonces ,1 (112) > J (v,) 	 v,) 
entonces J (-L12) > J (24) 
que es una contradicción. 

sólo hay una solución como máximo. 

C. Espacios de Sobolev 

1. Notación. 

„" Sea CLC.. 	un cunjunto abierto. 

Al conjunto de todas las funciones medibles f:12.-->fR, tal que 

es integrable sobre Si lo denotaremos por tf_(a.). 
117(n) con la norma 11- 	es un espacio de Banach.si 	 ( Ver 

Hu(1967:235) ). Cuando f7=2 escribiremos 11-1 en lugar de U 

Para cada multi-indice (1,-.(G(4,-.)N1.,) E- A" , diremos que 
1 Nn + + + 

D 
	a lc¿I 

p es una función de clase C1 t K € A , si DI-  existe y 
es continua para todo multi-Indice IN que satisface 10(1 K 

. Si 	es 

de clase C para cada KEN, entonces t es de clase. CO 

5 
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Al conjunto de todas las funciones 4.12—> 1? de clase Ces, con sopor- 

te compacto, lo denotaremos por JW1). 

2. Derivada en el sentido de distribuciones  

Para mayor claridad, consideremos primero n= (a.m. 
Sea 1:(0.110).---)IR una función continuamente diferenciable. 

Sea (peD(ál). Entonces, integrando por partes, 
lo 

d x = 	(() la — 

= 
a, 

Y por inducción, si /E C Láli), entonces: 

tenemos que: 

1 (y dx, =(-0Y- 	1 (%Ix 

°- para todo (Q Ebv(n) . 

Sean - 1E .5 (jny yw  /\1 . Si existe 
ID 

SCIT d)¿,—(--1) 	47q)("ch (a) 
0., 	 . 

yaft) que satisface 

Y (pe 19(x.); 

	

entonces diremos que 	es lam-derivada de 1.  , en el sentido de distribu- 

ciones y la denotaremos por 1(m). 

Si 9,)92,E(La) satisfacen (a), entonces 

	

S (1h-9Z) (() CAX, 	o 	V c199(1).) 

Y como 1)6(,) es denso en 1_2(a) ( Ver Khoan(1972:148/ ), 

Este concepto de derivada es más general que el de la derivada usual. 

No es difícil probar que posee las propiedades esperadas (. Ver Khoan(1972: 

183) ). Veamos ahora el caso general. 

Sean ac 	, E IJ:(LfUy aE f„ un multi-índice. Si existe 9€1.5(LW 

que satisface: 

s(19 d 
kslo 

(-4) S Dc̀ T dy. 	(‘) E 2(ta) ; 
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diremos que es la dI-derivada de t, en el sentido de distribuciones, 

y la denotaremos por 

11(1 
Al igual que en el caso de una variable, si C es de clase C , inte- 

grando por partes y usando el teorema de Fubini, la derivada en el sen- 

tido de distribuciones es la usual (Ver Rudin(1979:141)). 

3. Espacios 1-11(n) - 

Definición: 

Para 9E/1 , definiremos al espacio de Sobolev 1426(2) como: 

Por la definición es claro que 

cocn) 	1-1'4-ta) c 1-1kni) c. c 14°(,a)= 
En 41t1) definiremos un producto interno: 

C / gr) 	 Cr@ 
wiz2 

3.1. Proposición: 

(V", 51(5) 

El espacio 1-11/1) es un espacio de Hilbert. 

Demostración: 

Sea (1,)°°  una sucesión de Cauchy en 1-(2(n). 
00 

Entonces (Dc't/h) 	es una sucesión de Cauchy en L5:41) y, como L1611) 

es completo, existe 	1....2.a1), tal que: 

D°11h----)  0 	‘-J) • 

Sea w e PGL) 

Entonces : 	 (1) d x 	y S -<„1iQ dx 
di 

Da-1',n  ctx. = 	
ia 	

v, 1)9 G 	 (-1)'12:P11) ofx 

. 	 Cit = (—•1)111 , 	Dely clx 	V ce E 	( 
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K 4.0 
O 

) es un espacio de Hilbert. 

Definición: 

Definiremos a1-11U1) o como la cerradura de OWL) en la topología de pin.). 

Como 1-1 t(1,) es un espacio completo y 1-kG(I) es un subespacio cerrado de o 

42.) , entonces  1-1Re(n)  es completo respecto de la topología relativa. Por 

lo tanto -1 'ta.) es un espacio de Hilbert. 
4. Algunas proposiciones importantes  

4.1. Lema (Teorema de Kolmogoroff) 

MC:(111') es relativamente compacto si y sólo si se satisfacen 

las siguientes condiciones: 

7 a) V' es acotado en j (TR 

lt 	/V-U? ( S 1fi

) . 	,1:'€* 

zo(X)412. < 
4eM 	

Do 
.1EM 

b) 1,4)Yru 	i <(X,+t) — -1(56)1zdX,  = o 	uniformemente en M. 
sRvl 

C) 	 -112olz-.- o 	uniformemente en 1\1 
Ixl>o( 

Como 1_2(,(1) G L (.1R) isométricamente si 0.4  es medible, entonces 

el mismo criterio se aplica para Mc 1_2(n) 

Si además la es acotado, la condición c) puede eliminarse. 

Esquema de demostración: ( La prueba completa está en Voigt.y Wloka ) 

(:-":)a) es trivial. Para b) y c) dado 5>o, sea 	 C M  , tal que 
xy, 

hilc lJ Ve'4.¿,, 1/2), y para cada i.011)—I r0 elegir 	una función simple, L=A 

tal que 	- 	< 

(Sea Tt  : 	C"( (Fe) 	-Tt(n t.,/ • (Tt  1)(K) 1(x.-1-0 

(x) = -1//(o-,) 	(Y) cl t 	donde 	V(a.) 	t 



0.4.0 
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Probar que (11-1"trFa. liTtl-".  
uniformemente en N1- 

Para ci.>0 , el conjunto kja E M 	es equicontinuo y uniformemente 

R . acotado. 	es relativamente compacto sobre todo compacto de r<, 

Sea ¿>0 
AA 

Sea b(>0 	t-C4. 	 12 0(Xj 

I  IX( >p< 

Sea a>0 	t.q. 	L3,1 — 

2/3 	
171  E M • 

Y M. 

Como 
	

-1E N\ 
	

es relativamente compacto 

sean 	1 fA) ..•,f,„ M 	. 

VIEM 3 4E /1,...,YY11 t.4 .  

j I J 0../(3c) 	Ja5(x)1 	4  \-7-(7-j)  Y3 

gi  = J.aa • r; 
Y entonces 	M( O rIA(q.- 5 E) 1„1  

• • es relativamente compacto. 

Sea 

SI Dq< cc 

Definición: 

  

Si X. , \1/  son dos espacios de Banach., la función es com- 

pacta si la imagen de un conjunto acotado en X es relativamente compac-

to en y . 

4.2. Proposición: (Teorema de Rellich-Kondrasov.) 

Si la 	es abierto y acotado y 112. 	, entonces la inyec- 
ciónmt,\ k

Ltd.) (9. rj,(24) es compacta. 

Demostración: 

Sean .73E. .9C(1), tal que 11012  5.1 y ce /MI'  tal que ltd 

Para X. , 	G 



gota). Sea (qdtl) 
b=1 

co 
una sucesión acotada en 

A 

D°20 (Y. I-  — U)1  o() = S 9 n7j(,._, 

az- 

Y tenemos que 

D1153()C+t) DIO(x))1d 	 gYad DC10 (x+rt) 	2 d x 
o 

iLlIgYcLJT/<0(X4 )\°1-C\201 X 
di o 

(•1 

1t12 	ti\CPSLCIDC10(Y-F-C-t)12dv 
dz- 

tIZ (x+rt) 12dx 
„ wzt. 

0 10(1 

L 	r 21 	D'O 
,Q, 

it12 110Ii4  

D«93 	O E Ba).) , 10 u), < 	, i 	/1-1 . 

Todo elemento DY de f satisface la desigualdad: 

ál[l<95(X4-n —  D9'95(x)\2dX, 	it12. 

Sea M 72- 	b°"0 	1-4,24 ( 	, ll ii 	 - 	. 
Como á)(111) es denso en 1-11.4a).), se sigue que si ME tY1 , entonces: 

S 1 D5(X÷t) 	D1'140(c)1 201 	't 1 2_ 
dL 

Además, si D'OeM, entonces: 

111)10 Il — 	De1011c, 	110112^  

Como a es acotado, por el lema anterior tenemos que es relativamente 

compacto en 1_,(d)..). 

15 

dr 

Sea 

Entonces (DgS,) 
h=4 

con 10(1_4.2 	una sucesión en M  y entonces tiene una 

subsucesión convergente. 

Entonces existe una subsucesión ) 	(14,)cp  V Y=4 	h=4 
tal que 



16 

019 

diON, 	con 	2, sea convergente. 
t.4 gx /  

41') 
co 

es una sucesión de Cauchy en 140 	• 
K=4 

 

La inyección es compacta. 

4.3. Proposición: (Desigualdad de Poincare) 

Si In es un conjunto acotado, entonces existe CE R que depen-

de solamente de in , tal que: 

c  	11-_573(x)lzdx 	Tad 	R 	'7/ y5 14 40(n). 
1 /1 =,1 1.Q., 

Demostración: 

Sea rbé. 	. 

	

o = y,  	
=a 

locx.)\2- 

10(x) \I- 4 dx 
La 

I 95(K)1 
9 7C,¿. 1 00Q \ 2" 

sumando desde i,=/1 hasta L= Yt e integrando sobre Lat , tenemos que: 

S

a 
1 oxi.,±1 	1.1 00() 12- xi] ct---5 S -9-100()11x-,;dx +5  S 'i93 /1  
• in,gzA: 	 Lo, 

dx 

Por el teorema de Gauss, el lado izquierdo puede escribirse 

diAr(10)012X9 ---7 10(x)12x.n)cb6 	 )1  106)112 (Z,j .--1 	., • 61-(17‘ = o S 
9£2, 

entonces: 

9 ( 94¿-)*f¿I59) 
1011:  

Como 	es acotado, existe GIÉRtal que 

De donde: 

Z 	 s 93(X) 	(X) k dx 
i,=4 di 	9X): 

21 C 1‘6  IR": I . A.1 

( 
101 	

z 
: 	 '

9 
110i 

	

'¿ 	 l /2 

	

, ci 7-. 51011 	 d 	 ,s„,, n(á  1 951,12dxj 
XL --- 



De'95(Y-t- t) - ()t ,q5 (x) = 

Y tenemos que 

1)1'95(x+t)-1"0(x.)}zdX 	I 	gvad De<0 (x+rt) dr 1 2  d x 
o 

I ItlIgradT70(x4r)\d-c\ 2d 
La 	

x 

it12 	113 1VG1-£1D10(x+-r- t-))2civ dr 
b 

ItIZ 	Z. 1)110 (X+rt) 	CUC- 
O 

11.1 	 Del'O(I)Pli.2-di.dr 

It1
2

1101(4  

DIO 	Oe 5Exn..) , 1011), < 	, 11/1 

Todo elemento MI* de t\ satisface la desigualdad: 

á D195 	Visr50c) \ 	-4-  ±12  - 

Sea M = i Del0 	Hc1,24( 	, 110114  4 	N i 9, - 	. 

Como á)(di) es denso en 1-1 90.,(n) , se sigue que si J210E M , entonces: 
S D5 ( xi-t) — Dtk0(z) j 01 	.t 1 2  

Además, si D'O E M , entonces: 

11 DI  0 = 	Db`0 	11 0 114 	. 

Como a es acotado, por el lema anterior tenemos que es relativamente 

compacto en L%c)..) . 

Sea (15h) una sucesión acotada 
11.4 

Entonces (1:71;4,,) e°  con lcd 

subsucesión convergente. 

Entonces existe una subsucesión 

12.11a sucesión en hl y entonces tiene una 

CO 

co de 91),) 
hr-.4 

, tal que 

9 2- 
) dr 

15 

Sea 



Entonces: 

( S I 1,i\ zok)
/A2  

110110  5- 	d 	 

11 0 11 o 	
zd 	\ 9 	xj /  

17 

De donde: 

d 	 \/1/2  
11)1  0110 2 ) 

Por lo tanto: 

0 1AZ  — 	1102 	 nf0 102 	C- > 	DeV z  1e{t-./1 	 lvd=1 
donde C 4017

+  

Como 2a1} es denso en a n), entonces: 

1 0 11 	CZ4 1 t91 iló , 	V te e 411, (CL) 
	

Q.E.D. 

A continuación veremos dos corolarios de la desigualdad de Poincaré 

que utilizaremos más adelante. 

1,11  Por t1Vtt entederemos itreiSylo  
10.=4 

4.4. Corolario 

(42= o <4 	a 5 V cfE 14A4.0.) 

4.5. Corolario 

..eirrry 	1 Va 11 -m 00  
niillÁ ---> 00 



III. UNA APLICACION 

A. Formulación del problema.  

Y\  Sea [C1 un conjunto abierto y acotado de 1R (n.13). Para(5>C9, deno-

taremos por (21, al siguiente conjunto cerrado, acotado y convexo de ata) 

-• o (loc.) 	c.t. 	 C:( 

donde 0 < Y:  

El problema que estudiaremos es el siguiente: 

() rrrurn rrniprt, 	 7,1) 
C  2s Wo(a) 

donde 

J(4, 	--- 	\12  + < 	uf, > 	n 	U >O • 

Recordemos que 	representa la norma de L2Ge.) . Y 	, > 

representa a la dualidad <1_1. (1a) 7 Lcrttf1)). 	• 

< -P)) -V> 	d 	y'v`..P)E L'(,n) , 	E l_cc2c£1.) 

Para cada E\_a_5(1..(1)4"  sea .1/:14,44.)-->IR el funcional definido por: 

,J;  (tt) 	J 	u) 	-u 	12(n). 

B. Propiedades del funcional  J/1-1:0—> IR.  

1. Proposición: 

El funcional 	 es G-diferenciable. 
• 

Demostración: 

Sean 	21E 1-1:,(n) , 	(n) 

(u4- G(e) = 11 7(.1+gq9) 	-y Esqf - o); -1> 
Entonces 
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eu+gle) = 1172411 z+ z ( 	V(e) 	9z 1V6p1)1.  t < (7,1- 0)21  1> 

+2a < (14 -M, t> g/  <y2 

Por lo tanto 

	

j.ifyyt, 	 _\(1.11 

	

O 	 g 	 = Z 	vy) t 	(cw-u) 	 z. e. 

J,Ieu cy ) = z(7/A,V) 	z < 	u) y )  4 >. 

2. Proposición: 

1 

	El funcional j11-1,,Gri.)-->IR es dos veces G-diferenciable. 

Demostración: 

Sea 	1,1E. 1-1 40  (LC1) • 

Sean (e.1 .11) \-1:(12.)- 

Cu +91, y)= Z C 7( -u+ Gii()), V(p) + Z < 	41)ip _u) (e)  1> 
= z(gu,Vq9)+Ze(710y)+Z<I,1-0)19, 	+20 <-09,f > 

Entonces 

'1+ 	(p) \., (14, /9) 
	 = 	(VI), v(p) z 	p e 

Por lo tanto 

-1±1(1ÁiY,V)= Z (v1), vy) 

3. Proposición: 

1 

	
El funcional j ;1-1<1,(n.)---> Res estrictamente convexo. 

Demostración: 

jt es dos veces G-diferenciable y 

J11(14,q,q) = Z (V(p, V(?) + 2 (W2)  f7 

= z II INg2  + 2 < y2; 



21 

Como fEt. )(1-CIV- , entonces i'20 y 	<,(f2)  "1 -7 2 O 

Y por el corolario II.C. 4.4. , 	tf -= O 4=5  b57(101p-c). 

Entonces 

-# o => _3; (21, y, 	> O , 

Y por la proposición I.A. 2.2.4. , J£  es estrictamente convexa. 

4. Proposición: 

El funcional J/1-u
A

t12.)-->IR es débilmente semicontinuo inferiormente. 

Demostración: s  

Sea 1.4.,-% 'U en la topología débil de 44:(t0.). 

Entonces, por el teorema de inyección de Rellich-Kondrasov (II.C. 4.2.) 

/ti-% 1 -  1.(11=- C) . ( Ver Reed y Simon (1980:199)). 
CO 

Como .4 es convexa y G-diferenciable, por I.A. 2.2.3. tenemos que: 

Ahora bien, J;(11)14,-.7A) = 2 (V2I,V(2ky, -24)) 	Z<C7A--(..)(74,- 7,();  .1> 

Como hm,  ny.,-74=0, entonces 
00 

(t(1.1 —11)) 	> 
oo 

Como -11y1  -5. 21 débilmente en ;4: , entonces 

( 1A, u 	( 1,4,21), 

(v-m,v14)-F DA,11,1) --> (v-7,1,1774)+ (21,7,1) 

Como(21/Ur) 	(1k, IA) 	arriba obtenemos que (V21711,) , 

Por lo tanto 

(VIti v(`74,-ZA))=0 

,t/Yx, -I;" -1,() — o - 

ZA . 

Entonces 
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(U.) 
n W 

\j/  es débilmente semicontinuo inferiormente. 

5. Proposición: 

El funcional J - W111 ---> R tiene un único mínimo absoluto. ° 

Demostración: 

-14  1 0(11) es un espacio de Banach reflexivo. 

Por el corolario II C , .4.5 . 

V2( 	00 • 
111114-> 

Y como 	, entonces 

J‹  (-u) = co - 
tiht,-›co 

Por las proposiciones II.B. 1.2. y 1.3., existe un A  
único 14/E 1-1„(n) que es 

un mínimo absoluto de Ji.. aE.D. 

Por la prop. II.C. 1.3., el mínimo de J/ está caracterizado por: 

Jti(U4 , le ) 	° 	171 (Pe 1-11(111)- 	e. 

	

(vIte,v (e) = < (u - 11.1) tg, -Vi 	E 14'1(o.) - 
La ecuación anterior caracteriza a la solución débil del problema: 

A.U/ 	(114 - U) 	PAN in4 

tit 	=.> 

y si 9,11 es "suficientemente regular", entonces 7,14e CCMST 
O<3/ ZU en SI . (ver_ Gonzalez (1982:1'78)). 

Los resultados anteriores permiten la definición del funcional: 

§'• _°1(1(1)1- 

i 	) I(f) = J<euf\ = 1411".M1 	J1(11)  • 



Y el problema 0/0) se transforma en: 

4£ c. 

C. Propiedades del funcional I'CIILLP---->w\. 

1. Proposición: 

El funcional CD'L(a) 

 

es cóncavo. 

 

Demostración: 

Sean 4,1ifz E L~GO..)t y c1 (05,0 - 

1/( cd1+ (4-11 	Vnim Dylit24. < u)z) 	fA 4 (A -e() 2 
H:Go.) 

= 1111/YL, 	1V14.7-4 	-Uf) 41,) + 	e() ( 	uliz-b <14-01/ f2))1 

.? I( 1(14) + (,1- 	1( lz) 

es cóncava. dl.E.D. 

.4(/0 donde /4 está caracterizado por: 

(7 	v(p) 	-af) 	-1> 	(I) e 	• 

Substituyendo en la ecuación anterior (f por VI , tenemos que 

( 714,71,0 < (u-w) N. .19 > ) 

y entonces: 

11)(1\ - (Tuf)5714) + < (11 - u)2, 4 

< u tthi> - (11.1, f> 4 < 14/2, >-2 <Lít,V> 4 <uz, 4) 

< U(uv -21,4+u),1) 

<0(u-.14)14). 

Sea 	$R= •IE 	11 -1M 	R 	R> o . r 
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2. Lema: 

Si -1,-, -4 en la topología *-débil (en BR ) ' entonces existe una 
co 4 
	

,c0 

4 
subsucesión ( ./11,,) 	de (n) 	tal que: 11= 	Yl=  

Demostración: 

	

Para cada YN€ 	, sea 1.4.,E 14:(12.) tal que 

(774,57Ce) = < (u-- 1.1,1)cp , 	v 	1-11:(,D.)- 

Substituyendo ( por 14, tenemos que: 

117141( 7- s 	(U-1,,)un )",,> LU2-,u(SL) R 
oo 

Entonces (14)
1.4 es una sucesión acotada en 14:6Q), y existe una subsuce- 

co 
sión (1k )c°  de (1(11)y,„1  tal que (lAit 	es débilmente convergente hacia 

	

tr..4 	
1C Kb• 

algún 7.-iM1I(LCL). 

Por el teorema de inyección de Rellich-Kondrasov (II.C. 4.2.) 

X11- ?.(nY!_o  
co 

Vamos a probar ahora que 7A = 21 f  . 

Sea cliE. 1.-C(z). 

Como 211,1L--3. S débilmente, entonces 

(v-u„„Iv(e) 4- CIA„, (49) 	(villvci9) + ('j  4) 

	

Y como ellysyl (Q) 	(ii,T) entonces (viA,11) vy) 	(aiL v(p) 

Sea ¿.>0 

Sea )4E 	tal que 

KZN> 1111,1„ 	< 2/4- R 1411 

K 	 1 < 	 -)> < 1/4  

t\k > t (71(„Kiv(p)— (751 v(19)1 <1/ 2  

entonces para KIN( , tenemos que: 
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1 (77A;7(p) -< (u-ük, f>1- I (v1A,v(0- (vu„,,v(p) + (v-u„,, ve) - < (u- 74,)(e,111,) 

+ 1 <tu 	«VII<> - <(o- i0,4„,y1 +1<(u- 	y, ;y- 

4 + 0 	¿mol uLthe.._ E < 

(n,V49) ---  <W-1)9 )1> 	( 196 1-1/1,(ta). 

•••2t =114 . 

Vamos a probar ahora que twx, 	 1.)(1) • 

Sea E >0 . 

Sea AlE, Zt  tal que 

S =a  111,-  l't4 Y 	74 RUY(4 - 

KM\I 	1 <U74, -1-1,--  >\ < 1/4  

V.?_ /Y 	\ < Uz)  1,y- -V> \ < 1/4- 

entonces para 	, tenemos que: 

1 ,c1).(y,k) 	d),(./) =..I <u2,.1„> 	< 014,, 	- <u, 	> T < u -11 / , «1>1 

1 <uz, nr > 1 4I < 	<U 14ny1  11> \ 

\ <U2) 	 4„) 

<U11.f, .4 t,) — <U u„, 
.< 	A_ (-)A(a) ¿l4h11115._ 	 OZ . E E. 

4 	Z R ACIA 	4- 

3. Proposición: 

El funcional : 	IR es continuo para la topología *-débil. 

Demostración: 

Sea 	'Y en la topología *-débil Cen EG,(-1)1' 

Entonces (.111): es una sucesión acotada en (1.7(,_Q))  11- V t_co 	e • 

co 	( Ver Hu(1967:258)). 
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5. Lema: 

Si 4 )(3 E 1.c_0(n.)+  entonces 

Derdostraci6n: 

Sean 	5 k 	Ge (o, )1-1 

114-vocg-4) til  — 
(vsr)—r) — /74-  

y sea 1f0  - 	  B 
Es fácil ver que /I está caracterizado por: 

(Vvr6,,VT)-i- <14(9:4 	<( u -74f,,,wc) )cp, 9-1) 	TE_ Ku. 

Substituyendo (.? por Yo en la ecuación anterior, tenemos que 

Vv-t,12+ 	-1> 	( ( u-  1147+o(1-1) ) 7/1)  9- V> 

Entonces 

ire 112 	U ,u(1 .11. z  111e11 11,1- 

y usando la desigualdad de Poincare (.II.C. 4.3.), 

V1Ts112 	C uVve11 

donde C depende de U, &1, 

ira G E ((:), /a está acotado en 

U-Pa(9-1)) —J/i„(1_4) (vhocq--1)) 

= 11 V (v4 + 9179)112  + <(M4±G 27e -  U)2 , f 9(9-49)> 

V 2I4,17± 2 e (V147, 	e2 1lVv911z  < (114 -  U)2, > 

+219<(-1,14 -U)n,4> 92eYsz) 4(9 <(741-1-))1  

4Z82 < 	- Vi U, 9-1) + 11;,' < 	g-0 

12(1+Q(c4-1)) - 	[(su , Q -17..) 	< (-14 - 	v.,1) 

+9 W17.511+ 	tY91, -V) -V 2.0 ( (Uf 	7rs,j  g- 

< trj, 9,-1> + < CZA4-  U)2)  1- 

27 



» )Z=1 

co 

( 179 n)1,1=1 (cfg de 
OZ) 

el límite está tomado 

28 

Por la caracterización de /44, 

( V 24 , Q74) -+ < 	- u) -U9 7  -I> = o 
	

y 13E (O, /5] 
Y como UA 0€(0,131 está acotado, entonces 

9-4)_ < (1.4 - u) , 	. Q.E.D. 

6. Lema: 

Si -1,ccl e Cal) entonces 

o 

existe, y es negativo si .1 <1. 

Demostración: 

Sean 	 Ge 

-11440(q- 	— -Uf  Sea e 	
9 

2)l está caracterizado por 

(S11'9, 7W)+01(9,4> 	<((-) /1499,-n) (-1), 945 	9€ 

Vamos a probar que .1011 (.79 existe, cuando el límite es tomado respecto de 

la topología débil de 14404 

Sea (9),) h., una sucesión en (0,11} tal que 	9, = O. 

Como ( 
	co 

está acotada, existe una subsucesión 

tal que trr) 	•="Út para algún 	gal) , donde z_—>co 

respecto de la topología débil de r-tí.). 

Puede probarse que 	satistace la ecuación: 

(VII /3'7(19)i-  <11(f) ; 	= <(u)->'1-1 $)(4,5 	V y e 1-k:(121) 
y que la ecuación anterior tiene una única solución. 

Y similarmente al lema 2, J);Tyl, (Y9= 11 
9-5,0+ 



5. Lema: 

Si 4,5E 1.°:(n) entonces 

I(49(q--1)) -1(1) 	z 	
.1> 

Demostración: 

Sean I5 g e 1_7(1(1)-i-, ge 

Ii4-1G0-1) 	1-14 
4. g 2'1149(q-1)  

y sea 
14+9( -1) -  2/0  = o 

Es fácil ver que l está caracterizado por: 

C7119, V1p) + e; (9 -4 _ <(u  - 	g--1> 	(í) 1-1Z(n). 

Substituyendo C? por Iro en la ecuación anterior, tenemos que 

11 V; 	eue, -V> 	( ( u-  vf40(9-1) )7f/, 

Entonces 

j u vire 	,Ltc,c z 117-,li 

y usando la desigualdad de Poincare CII.C. 4.3.), 

11V1re112  4 c I1Vife V  

donde C depende de 1.), 10, (1-4 

:. 	119  (91(0,1a1 está acotado en 11:1(1.0.). 

-J/ 4 ".4)Vilfin-1) )  

= 	v(vo-gv-e>112-1- <(1,141- ezi¿ -u)2, •1+9(9,4)) 

- u  V 71: 11 2+ 29 (V Uf, V Ve-) 92  11 V 74? 112.  < (114 tA2)  

+29<(1,14-u)n,) +92 <vi,z,4) -19<(24/-u)11- f) 

4 292  < 7,tf - 	, 9-  ) 49 < Vez)  9-0 - 

12(4+Q(ci-g)) - 	[(vvf., 	+ K (1.14  - 

Vire- 112  4. 9 1791) -1) 	20 ( (Uf 	-27-1, 	-4) 

4-92  < vez, q-1> 	<eu;- u)2, 	-4>> 

27 
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1(4+ 9(9,43  5-1) = ( (1,1/„(y/,— t.))7, 9— 

< 114+ 963-12) g- 	- 2  (-1'?+9() 	g-f> <i4 	> 

Entonces 

//("1 4- 9(-1),9--1) 	1):(1,9- )  _ <114-1e0-t)--11$7 9-1> -2  <Culi- II-1r 114) C)5 9-1>  

<(7140(3-41 1114')V-9) -2<141-259-12>  
Por lo tanto 

tirry, 	}(<1-9(9-49-1)-1+1(ii9-11-) 	
<11!U;@--12)-1 0-40+ 

= 2 < )1:1!01—  U) 	> 

Substituyendo ce por '75/ en la ecuación característica de 14, tenemos que: 
2 , <  

11N7x11 	 = 	(U —  llt) /1 / , g - 

Y entonces 

lz;Tyb 1,+(f+o(g-<),(1-n-/4.(1,94) 	-z 	iiv-L1/1 2.+ < -(1/25 f>i - 

Si 116 5 entonces como U--14; >0 c.t.p.,leilYrID. 

7. Propoáléión: 

El funcional 	 IR es estrictamente cóncavo. 

Demostración: 

Supongamos que § no es estrictamente cóncavo. i.e. 

existen "f.  5  E 1.c.:CM), .1; 	y 0„ (O I  11) tal que 

1(44. 9,(9,--f))-= 	e, ( 1(g) - I(-1)) 

91(9) § C +9(9-4)) - 

Es fácil ver que les cóncava. Y como 

.17)(O.) = G0  _R(A) + (A-go) 3,(o) 

entonces 1-1 es lineal. 
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además .41/4.(9 = §4.(-1-4-13(9,-- 1),(3-n = de. 

Entonces 

Sí SE [0,/1 

/ 
o5 un  II,( Ar 9 (4),q- 1) - §:(1,14)  _ ti,,, A-1/4  (9) - 2,_/“D) 	 , O 

0.1.04- 	 G 	 o -,., O 4' 	9  

que es una contradicción. 

es estrictamente cóncavo. 

D. Características de la solución. 

1. Proposición: 

El problema arto .410 tiene solución. 
41 ce 

Demostración: 

C e, es compacto en la topología *-débil de te:TL(2) (Ver Rudin(1979:65), y 

como cl5 es continua para esa topología, existe la solnción. sulp.  

Definición: 

-1. E C15  es un punto extremal de Ce si se satisface la siguiente con-

A océ,(f), A) A b< 1 +t4-A.= 

2. Lema: 

Los puntos extremales de Ce, son de la forma ex, donde A es un 

conjunto medible de ni y tiene medida V. 

Demostración: 

Sea f un punto extremal de Cé . 

Supongamos que para algún £>0 , el conjunto 

E= x LCL 	cx.) 6 54  5 (5-i1 



tiene medida positiva. 

Sea Fc_ E , medible, tal que ja( 	YzjiW y sea - 	E (ZZF — 

Es claro que 	cxot 	O , I .9-1(x-) \ 4. E V x‘ 	o . 

Entonces 	'1-4 E Ce y 42 14 (+ 	"4- A/2(4 - 

contradiciendo que 4 es un punto extremal de Cp 

-1 es de la forma In . stE-D- 

3. Proposición: 

Las soluciones del problema ~in 1:rn son puntos extremales de 

Demostración: 

Sea 4ECp- una solución del problema. 

Sean 4).1 1f2ECE, y 10%5'1) tal que CCIA (4-  «) 1)2 

Si i,1 # t2 entonces como 	es estrictamente cóncava tenemos que: 

> 	(1) 	(4- ) § -12)z 	§(f) 	-f>1 /(4) 	111(fr), 

que es una contradicción. 

es un punto extremal de Cts . 

Sea (»e; : A es medible y p_(A)=-- 75 - 

De las proposiciones anteriores se deduce que el problema 

re, 
es equivalente a: 

que es un problema de optimización-de dominio. 

31 
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