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RESUMEN DE LA TESIS

APLICACIONES DE ANALISIS FUNCIONAL NO LINEAL A UN

PROBLEMA DE OPTIMIZACION

ALVARO-ARIAS PALOMO
Licenciado en matem3tica.
Universidad del Valle de Guatemala, 1984

fisesor: Raul Gonzélez de Paz

El problema gue estudiaremos es el siguiente:

(®) mi mum )[ lIVuH;+<(u—U)i‘§>L‘,Lwt[

eCe wUeHUA

donde (.)->O, @>D, C€>= g ‘f=E‘5%: 0£a)< ) c.t.p. y S;D_.C& dx=Y S
y 0< V< pa). 2 |

Paraz cada ¥€ CE’ sea
Jf: H:(LQ\——-}R
Ue=—=0= ”V?il],_zz T < (u- U)i ’¥>f,L""

A
Il funcional \Jf tiene un Gnico minimo zbsoluto 'H_ré Hn('-OJ) gue

- esté carzcterizado por:

(g, vg) = - 20 9,0 o Y@e H20).
| Se define el funciocnzl
4__): L?..QY——}R
s HE) = e (Upy



D es continuo para la topologia *-débil y es estrictamente

cobnecavo.

El problema original se transforma en:

@) omim B

'e<f9
C@ €s compacto en la topologia *-débil y entonces (Gf) tiene
sclucidn. Como (_?l-) es estrictamente céncavo las soluciones son

/
runtos extremales de Cb y son de la forma e}% donde AG(L es me-

dible y U(A)=V.



i. INTRODUCCION

Al investigar un modelo matemitico de optimizacidn de disefio, Raul Gon

z3lez en "Sur un probléme d'optimisation de domaine", estudid el siguiente

problema:

Omm Ivui, + ‘(H-U)sz. .
(@a) {eCe m@\[ i < [ LJL]

Por otra parte Cea y Malanowski investigaron, en el articulo "An exam-

ple of a max-min problem in partial differencial equations" la resolucidn

de:

(@) oman i 3[%. S&u(vmzdx —~ g&fgd:ﬁ]

( La nomenclatura de los problemas (& ) vy (3') se encuentra en las pigi-
nas diez y diecinueve. )

El problema (G”\ fiéhe ciefta analoéia con el G?) . Las técnicas em-
pleadas por Cea y Malanowski, en el primero, son mis sencillas que las uti
lizadas por Gonzilez en @ .

El objetivo de esta tesis es invegtigar el problema (I?) , usando las
técnicas empleadas por Cea y Malanowski en G?“.

Si bien se llega a los mismos resultados, la perspectiva es distinta,
ya que se parte de técnicas comiinmente utilizadas en la teoria de optimi-

zacidn y control, mientras que Gonzdlez, en su articulo, utilizd métodos

derivados de la teoria de espacios vectoriales topoldgicos.

Previo al estudio ae (GL) veremos, en el capltulo II, algunos temas

de anilisis funcional. La nomenclatura de este capitulo es basicamente la



misma que J. C&a usd én "Optimisation, théorie et algorithmes". En el ca—

pitulo III, presentaremos el problema (G%), su estudio y los resultados ob

tenidos.




II. ELEMENTOS DE ANALISIS FUNCIONAL

A. C&lculo diferencial en espacios de Banach

1. Convexidad y concavidad

Sea V un espacio vectorial, normado, sobre el campo de los nime-

ros reales. /

1.1. Definiciones:

La funcitn J:V—>R es convexa si:

J@Aura-0v) € Ada) + (4-2) J(2) YuveV; Qe To,4] .

Y si la desigualdad es estricta, siempre que U#V, J es estrictamente
convexa.

La funcidn éV‘—“éR es cbdncava (estrictamente concava) si - § es
convexa (estrictamen‘te‘convexa)f i.e.

U+ U-D1) 2 A DW) + (U-N D) Yu7e V; deloA].

2. Derivada en el sentido de Gateaux

Sean V un espacio de Banach real y L]V""‘"R una funcidn defi-
nida en V.
2.1. Definiciones:

Si para ’ue\/, q:e\/ el siguiente limite existe:

0 Jutesp) - S

B-—»D e ‘ :
7
lo denctaremos por J(U,CP) y diremos que es la G-diferencial de J en el

punto U y en la direccién de 99

b
Si \J(’u, SV) existe para todo (pe\/, Jes G-diferenciable en U.



Si para 'u,()D,‘lPeV el siguiente limite existe:

Jos Jusroy, 9) - J'u,¢

e—0 &

lo denotaremos por d”(ﬂ,(f),‘!p) y diremos que es la G-diferencial segunda de
J en el punto U y en las direcciones de @y de 1{}

S d"(u, L?,"[J) existe para todo @,YeV, J es dos veces G-diferencia-
ble enl. ”

2.2. Algunas propiedades:

2.2.1. Proposicién:

a) Si el funcional J:V—R es G-diferenciable en 'ﬁéV,-}enton-
/ ]
ces: \J('u,'/\(mr- _)\‘J(U;Lm V ')éP‘, (peV.
b) Si el funcional U V‘—‘*R es dos veces G-diferenciahble en U,

entonces:

JO20, 49y = WS, 9) ¥4 ueR; 9,9¢ V.

2.2.2. Proposicidn: (Férmula de Taylor)

Si el funcional ;J V—)R es dos veces G-diferenciable en u+950,
para cada ©¢[0,4] » en las direcciones @,¢, entonces existe @, en
(0,4) , tal que:

Ju+9) = Jw + S, 0) + 12 Jute. 9, ¢,0)

Demostracidn: Sean u,tpe\/.
sea [0, l—> R o — 5% = Ju+ey),
entonces

{o) = U'(us 09, o)

for < J"(usr oo, 9, @),

Y por el teorema de Taylor ( Ver Haaser ek la C1977.704) },

-



J) = Jw + Jlu,o-w + A/ J’(mw(v—m,?}au;zr—m
Entonces,

Ja) 2 @) 4 J’(U,U-’iﬂ
por oitadte 3" es: convenss

La demostracidn de 1a convexidad estricta es similarp. R.E D.

B. Minimos de funcionales €n espacios de Banach

Definiciones:

neV €s un minimo relativo del funcional \JﬂVL*—+§F3, si existe una ve- .
cindad Y ae U, tal que:

Jaoy ¢ Jewy ¥ aeday.

iI&Ves un minimo absoluto de J, si se cumple la siguiente condicidn:

Ja@) ¢ Jay ¥\

Definicién:

El funcional LJ=\/—~—$>WQ €s semicontinuo inferiormente, si se satisface
la siguiente condicidn:

U U =2 i) L0l S1 00

N oo

Sl = g o topologia débil de V, diremos que J es débilmente se-

mieontinuo inferiormente.

1. Algunas proposiciones importantes

1.1. Proposicién:

r_ Si V es un espacio de Banach reflexivo, Ji\/———*9ﬁq es un funciong]
débilmente semicontinuo inferiormente, y ?4 €5 un subconjunto aco-
tado y d&bilmente cerrado de V.; entonces existe al menos un minimo

abscluto de J en 24.




Demostracidn:
@

Sean A=wm} {J(m i "ue'Uk vy ('un\’, una sucesidn en u , tal que:
T=A

B duny =X .
Nn—>oco
(Una sucesidn de esta forma es llamada minimizante.)

@ 25 ;
Como ?)\ es acotado, entonces (’Hn)nq es una sucesidn acotada y existe una
- = oo 2l 1o " L= V
subsucesidn (U“QM—« de ('U,-.> , que converge débilmente hacia algun Ye
= -

(Ver Rudin {1979:65) ), y W& porqie 1) es débilmente cerrado.

Como J es débilmente semicontinua inferiormente, tenemos que

JT) £ ﬁ? Jn) 3

de donde \.J(h‘tﬂ - ,0

ﬁeu es un minimo absoluto de \J‘- U~——>-TR ¢ QE.D.

1.2. Proposicidn:

Si V es un espacio de Banach reflexivo, JV—%R es un funcio-

nal débilmente semicontinuo inferiormente y
Aim. J(u) = oo
LUt — oo

entonces existe al menos un minimo absocluto.

Demostracibn:

Sean ,P: m_.c ﬁd(rm . ug\,”s ¥y (’U..n\,. ::‘ una sucesion minimizante.

: -] - £ 0 P o2 / s
53 (u“)nﬂ no fuera acotada, existiria una subsucesidén (’M“‘S) de \U,.)

b= et
tal que /g/}w WU, | = 0.
26;\7 2

Entonces, por hipdtesis, j.—:..(xa 5 que es una contradiccidn.
/ +
Luego existe KF:R* tal que WUl € K V nhed .
Y J tiene un minimo absoluto en U: x'uev ol Y _{-Mi (IE.B. 1.2.9

<, J tiene un minimo absocluto en V. R E.D.



1.3. Proposicidn: .

Sea U un subconjuntoc abierto de V.

a). %i €U es un minimo relativo de J en {) y J es G-diferencia
ble, entonces \J’(ﬁ,l?)=0_ "Vl Qe V.

b). Si J es convexa y G-diferenciable, entonces:
i. Todo minimo relativo en un minimo absoluto.

ii. La inecuacién (1) es equivalente a la ecuacién (2).

J@a) ¢ Jay  YueV )
Jiu,¢9)=0 ¥ e V (2)
iii. Si ademis J es estrictamente convexa, entonces (1) y (2)

satisfacen a lo mas una solucidn.

Demostracidn:
a). Sea Uel) un minimo relativo de J en U y sea q}(— V
Por hipbtesis, para ©>0 y suficientemente pequefio
J@) ¢ J@+rey)

de donde \J(T_HG’(P\'-J({” i -
9 —_ J

entonces Jl(ﬁ, L{)} 20-7
“Como (p es arbitrario, SR Sprr o
de donde J(H,9)=D. eED.
b). i. Sea U€V un minimo relativo de J:V——=R.
Bado que J es -convexa, por la proposicién II.A. 2.2.3. tenemos que
J 2 J) + J @ u-1) YueV,

v J(@,u-%)=0 porque = y-ne V. A
<. d(’m >Jd@) Yue V. gep.
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ii. (1) =(2) es 1a Proposicién a).

(2) = @)

Como J es convexa

Y 2 J@) + I3, u-5) ¥V

entonces  J( Ty (U) ¥ ue . Q.E.D.
iii. Supongamos que U, ,'Uzév son dos minimos absolutos de J, 'y su-—
pongamos que J es eé:rictamente convexa;
entonces J(U,) > \]'(Uﬂ + \JI(’UA;,L{Z—‘?/{“I\ 3
entonces J (uz) > J(UJ P
que es una contr-adiccién._‘

- s6lo hay una solucidn como miximo. : .

C. Espacios de Sobolev

1. Notacidn.
n
sea {] C R un cunjunto abierto.
Al conjunto de todas las funciones medibles iQ———Z’R » tal que HI?
es int_egrable sobre |.0.l lo denotaremos por E(ﬂ).
LF(‘Q.\ con la norma |- "L” €S un espacio de Banach si AéPé co ( Ver
Hu(1967:235) ). Cuando P:Z escribiremos fj- | en lugar de |- lz .
R n %
Para cada multi-indice = (0(4, ...,0\’") & N » diremos que

ol = N,\'f‘ N2+--- t Oy

Ox* ... XX i
i:,ﬂ_,—-——)P es una funcidn de clase o CKeAM Y, &i ng- existe y

8S continua para todo multi-indice X que satisface LK. 53 5f es

X ao
de clase C para cada KGN, entonces :r es de clase C .
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] (=4
Al conjunto de todas las funciones 1,0.——) R de clase C , con sopor-
te compacto, lo denotaremos por E(ﬂ)

2. Derivada en el sentido de distribuciones

B e Eh e Yo Ao Db LT L )
Sea $:@b)—>R una funcién continuamente diferenciable.
Sea (PG.;D(LQ) En'tonces, 1ntegrando por partes, tenemos que:
Sf(gdx=¥g01 fgfq?d:c
- - g%cp dx

Y Apror induccidn, si {6 C (LQ.\, entonces:

£ A X b )
L4
(¢ @ dx =(-1) @ £0%dx
o a
para todo (Pé QC\_QA
Sean ié L(ﬂ) v ‘meN Si existe %el__z(ﬂ) que satisface
v ) :
@ Sq(p dx =(=1) ifcp(m dx ¥ @e )5
entonces diremos que O es lawn-derivada de £','eﬁ el sentido de distribu-
(m)
ciones y la denotaremos por f
Si 9.,Q: € \_(‘Q_.) satisfacen (a), entonces
v 1
(g3 @ dx=0 ¥ 0eD0Q),
s -
y como 9(;0.) es denso en LZ(Q,\( Ver Khoan(1972:1u48) ), g,;z gz e Tep
Este concepto de derivada es mds general que el de la derivades usual.
No es dificil probar que posee las propiedades esperadas ( Ver Khoan(1872:

183) ). Veamos ahora el caso general.
Sean {LC HQ“ . 'Ke \f(-ﬂ.)y ol¢ Nhun multi-indice. Si existe gel_z(&m

que satisface:

é%cp dy =(——4)N]SfD°‘c(> dx ¥ e DAY 3
Q.




12

: AL s :
diremos que % es la D -derivada de £, en el sentido de distribuciones,

o
y la denotaremos por D 4.
: i ol
Al igual que en el caso de una variable, si # es de clase C , inte-

grando por partes y usando el teorema de Fubini, la derivada en el sen-
tido de distribuciones es la usual (Ver Rudin(1979:141)).

3. Espacios ¥4%¥33*

"Definicidn: ” ;

Para Je N | definiremosal espacis .de Scbolev WKL) como:
HiQ) = {4 20 - D9 e 120Q) o \i¢ 9]

Por la definicidn es claro que

DayEd . renli® ) « ad ez o W60y = 1)

En 14%31) definiremos un producto interno:

($,9), = Z, S V¥ Ugde < 2. (DY, 0)

3.1. Proposicidn:

El espacio F4%Kl) es un espacio de Hilbert.

Demostracidn:
Sea (4,),”, una sucesién de Cauchy en HQ) .
Entonces (D*fu) ., es una sucesién de Cauchy en 2(Q) v, como L*((1)
es complett, existe e {°G(LY, tal que:
p*f —4" S a28) .
Sea e D)
ntonces:  § D4, @dx ——> § $odx
1ol o 0 o
§ TR Gdx = )" {4, D di — "5 £ 00

. Lé #:cg? dy -—-(—4)mé {D%dx ¥ we D).
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SR R G g L

HR(\OJ) es un espacio de Hilbert.

Definicidn: .

Definiremos a -Hi(ﬂ) como la cerradura de 096_(1.3 en la topologia de HQGQ)

Como Hq(‘ﬂl) es un espacio completo y H‘:’Qﬂ.) es un subespacio cerrado de
H!(IQ.} , entonces Hi(ﬂ) es coglpleto fespecto de la topeologia relativa. Por
lo tanto Hﬁ(ﬂ\ es un espacio de Hilbert.

4. Algunas proposiciones importantes

4.1, Lema (Teorema de Kolmogoroff)

Zp . ; 5 : 5
M LUR3 es relativamente compacto si y sdlo si se satisfacen

las siguientes condiciones:
a) M es acotado en LZ(IR") X ire.
4/2_
Aup 1E = Awp (S 11%dx %
TeM l feM (ué" ) e
b)  Lom g | i’(mt\ — 3‘2(%31'201)6 =0 uniformemente en M.
>0 R"
c) Lom € l{lzag-_: O  uniformemente en M.
4o 1wisw
Como 12(.0)) C;E(R“) isométricamente si )y es medible, entonces
el mismo criterio se aplica para MCLZ(Q_) .

Si ademds ) es acotado, la condicién c¢) puede eliminarse.

Esquema de demostracién: ( La prueba completa estid en Voigt y Wloka )

(=)a) es trivial. Para b) y c) dado €50, sea {%,-, 3™, ta1 que

Mc:l:_‘)*uﬁ,;, 2) ., y para cada Le{A., M| elegir g; una funcién simple,

tal que [§;—9g.| < &2.

@sea T LRV — AR = $— T,(8) tq. (D= x4t
J = Q%}&}éé_‘_t{)(”3df donde V@ = 5 dt

Ntlca
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Probar que l\J g #q AAUP “T‘g :l . L”mdag= g
uniformemente en M. Vo

Para Q>0 , el conjunto {da-f'- {-e Mi es equicontinuo y uniformemente
5 n
acotado. ., es relativamente compacto sobre todo compacto de R ;

53 S

Sea. E>0-

sea w20 tig. [ (141 olx] ¢ ¥z WM.

x> > :
sea 050 tg. | J.f-1l <3 Y ieM.
_ Como SJJ-’){A 2" % e M 1 38 relativenente colachi
C(A=ieR: e d§ ) sem if,,.,8.1cM tg.
[ ¥4eM 3 4ela,. mit
| Jad0d - Va0 4\,"\ E/s o %<«
Sea g, = dafffg X
Y entonces M C U'U(%“ £)

=&
es relativamente compacto.

Definicidn:

5 X ,Y son dos espacios de Banach, la funcién \J X——>Y es com-
pacta si la imagen de un conjunto acotado en X es relativamente compac-
toen Y.

4.2, Proposicidn: (Teorema de Rellich-Kondrasov.)

n ;
s fL<C R es abierto y acotado y X2< »QA , entonces la inyec-—

cidn H (Q) g HQI(\QA es compacta.

Demostracidn:

n
Sean 9‘56 36(1.\, tal que [l{éﬂpé‘i y e N tal que iyl 5-52;- 1
Para %, K+l el



is5

A
Dty - Do = § 2 TG« 1) dv
Y tenemos que

( 1Dty - D) dx =
1L

I~
-
S
[\4
\'_/-"\
U
?‘
e
&
N
o]
A

It gL, <1t

sea N={D'¢: BeDQ), 1g1 <1, wigh-a]
Todo elemento D' de N satisface la desigualdad:
O {IDB e - Dl e ¢ 112
sea M={D%: Be HAQ), 11y <4, lWl< -]
como DAY es denso en HUQ) , se sigue que si [Ffc M, entonces:
(1D%0et) — D) 2dx < 112,
Ademé‘?, si DBeM | entonces:
IDgl = |04, ¢ “Qéﬂ& & ¥
Como L) es acotado, por el lema anterior tenemos que V] es relativamente
compatto en LoGOLY .
Sea (#) uma sucesitn scotata e HLUO).
Entonces (D“d.,)h': , con W2 Ay 5 o susesite & M 7 entences tiene wnn
subsucesidn convergente.

o
. ©
Entonces existe uma subsucesién | ( )
cesibn ~¢“v)y:-.=4 de ¢h e tal que
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0o
(Du¢n ) con |14 9 sea convergente.
(;d‘) es una sucesidn de Cauchy en H (\.QJ\

- La inyeccidn es compacta.

4.3. Proposicidn: (Desigualdad de Poincare)

Si Q es un conjunto acotado, entonces existe Ce¢ R que depen-

de solamente de Q » tal que:

ig1” ¢c > (ID%ol'dx = C[}gradgﬁ]\ VpeH:(&l)_

lotl= A L

Demostracidn:

Sea ¢é E(ﬂ)

\gis == 2 S 16031 A d
L=A

gc[ gaft k] = P 18091 + gool” 4

sumando desde (=4 hasta L= e integrando sobre LQ_l tenemos que:

S ’ax = Ligeol" 2. 1 dy = Z Sa |Boal"x, dx +Z § 1660\ ? Adx
0.4 =4 0,%% =4

Por el teorema de Gauss, el lado izquierdo puede escribirse

Sd,mr(“é(x)lz‘ﬁ“,mj(x)\z)(“)dxl = g \ﬂ@lz(ﬂl‘”...! }6»,)'0(3 :OJ
. 20,

entonces:
ll;é\l Z S 2 %“; ’d\x e < “_Z_, SgﬁmJ—ira % o
4.=4LQI Y A.——'"lt_(}_,
Como LO_. es acotado, existe delR tal que LQ.C {%é FR s P ¥ \<d L= - T
De donde: =
Z
1, <~ Z 3 1351181l d :
n 2d 3 68 |2
¢ 2d z. ém\ggb)dx 522 wua%(élm] dxj.
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A
Dty - D°6 0 = § 2L g+ 71y dt
o
Y tememos que

( 1Boat) - D) dr =( |
S .

< |t

4/‘

il ]
éltlzlliél[ z 12]°

sea N={D'8: BeDQ), Ig1y <1, Wigh,-4).
Todo elemento D' de N satisface la desigualdad:
 §IDB et - Dgelde < 112
sea M= D% : Be HAQ), gl <A, i< §-ai.
como (L) es denso en HMQ), se sigue que si [FBc M, entonces:
(1Dt — D80 | *dx < 112,
Ademéﬁl, si DPeM, entonces:
D¢l = 1091, < 181, <1
Como £ es acotado, por el lema anterior tememos que M| es relativamente
compacto en Lo GOL) .
" Sea (ﬁn)‘: una sucesidn acotads cn Hi‘(ﬂ)
Entonees (B¢, con Jqi< S, es una sucesidn en M ¥ entonces tiese una
subsucesidén convergente.

: o = © i
Entonces existe uma subsucesidn Kgﬁ“w)\f ; de (525“)“ . tal que
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Entonces:

n | 7 @@
19k ¢ 59 2§18V de)
De donde: 0@
7 = 9¢ 172 J
Igl, <24( 7 ¢ 12| o!x) (7, o

Por lo tanto:

181, = 18l + Z 1091 < ¢ X | o’

Como Saéfl) es denso en {44[£1\ entonces:
g5 & e M e e an N g .

IW[=4

A continuacidén veremos dos corolarios de la desigualdad de Poincaré

que utilizaremos mas adelante.

‘ Por “V‘uﬂ entederemos 2 I D°"uu° G

Wi=a
L.4. Corolario

@=0 & [Vel*=0 ; ¥ e HILQ).

4.5. Corolarioc

Sim.  IVal =00

Wup,—> eo




IIT. UNA APLICACION

A. Formulacidén del problema.

Lo
Sea KL un conjunto abierto y acotado de |R (n¢3). Para §>0, deno-
taremos por (:P al siguiente conjunto cerrado, acotado y convexo de E?Gfll
donde  0< Y < o).
El problema que estudiaremos es el siguiente:
(G) qun wmin I W)

fece ueHzuO)
donde

JEw = 1vul’+ {u-u¥ 4> A Uso.
Recordemos que |-l representa la norma de lji&l)- Y <\ y :>

repfesenta a la dualidad <&j(&1§'71f?&fi>. e
<£,f>=_RMoIK Y Re (), e 17(0).

© + 4 '
Para cada $e\_(ll) sea J{=FgQQ)-+$? el funcional definido por:

Je = JE u) Yue HWQ).

B. Propiedades del funcional Jp?ﬂ@ﬂ-—~+?ﬁ.

i. Proposicidn:

A
El funcional J;=HJI1)———>EQ es G-diferenciable.

Demostracidn:
Sean ue HoWQY, ve Q) -
Je(us o) = | Vauseqy | + L (ureg -0y, §;

Entonces
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JiCureq) = Ivul™t zo (Vu, 99) + 10017 + ((u-015, >
+20 L (U-0)g, §> + 62 L @? §>.

Por lo tanto

Aiws Sgii09) - Je ()
8->0 =3

JJH,QB=Z(V%V@)%—Z((u—w@,i>, Q.E.D.

= Z(Vu,étp) r 2 (-0, > ie.

s

2. Proposicidn:

1
El funcional Jsikhﬁﬂﬁ-—?ﬂ? es dos veces G-diferenciable.

Demostracidn:
Sea ~te HLIGOY.
Sean @, ¥e HIGO)-
d;u4+gp,¢)= 2 (Y(u+ey), Vo) + 7 C(Usop-U) @, §
= 2(Vu,Y¢) + 28 (Y, V) TZ@-vp, % +26 v, >
Entonces

g’(u+sﬂaw)-J{(u”)
: g Ak =Z(VW,V(P)+Z<UJLP,57;

For lo tanto

3 (U g ¥) = 2 (V4, vy) +2{yy, 1.

3. Proposicién:

El funcional Jgngﬁﬂ——bE?es estrictamente convexa.

Demostracién:

\J: es dos veces G-diferenciable v

Jo(u,0,9) = 2 (vy, ve) + 7 {? §y
=2 W91t + 2 L@t 4y,
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*
Como #eLm(LOA , entonces {20 y <,(«?z; {720
Y por el corolario II.C. 4.4. , p=0 &> \\V(P“':-‘O.

Entonces
®+#0 = Jr,9.0) >0,

Y por la proposicidn I.A. 2.2.4. , J, es estrictamente convexa.

L4, Proposiecidn:

A Z: 3 x i o
El funcional J;H,,(ﬂ)——)R es debilmente semicontinuo inferiormente.

Demostracidn:
Sea U, U en la topologia débil de -HT;(LQ.\
Entonces, por el teorema de inyeccidén de Rellich-Kondrasov (II.C. 4.2.)

Lim, {U,— UK=0O . ( Ver Reed y Simon (1980:189)).

n-so
Como J; es convexa y G-diferenciable, por I.A. 2.2.3. tenemos gque:

JoUn) = Jg (W) + Ji (U, Un=2) ¥ ne'Z'
Ahora bien, J;(U, U= U\ =7 (V'U,V('U-n"un + 7 < ( YA—U) (Ua~ 'L{), :Y>
Como ,me U ull=0, entonces A
N-So0
L L -0 ue-w), §5 = 0
Como U,—> U débilmente en H: ., entonces
T, == AW, e
(Y%, VU + (W Un) = (VUVD+ (u,u).
Como (WUp) — (U, 1) , arfiba obtenemos que (VU,V’b\h\__ — {V?l.;VIA\).

Por lo tanto

Hirws (V-u,v('u“—uﬂ=o

n—=00

.lbnu \J;(ﬁu}’uh‘-u) =0.

w0

Entonces
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fim Jg(t) 2 )
n—so
it \J$ es débilmente semicontinuo inferiormente.
5. Proposicidn:
: 4 . ; .
El funcional de.UI\-——%EQ tiene un Gnico minimo absoluto.
Demostracidn:

>
Ho€l) es un espacio de Banach reflexivo.

Por el corolarie IL.C, . 4&.5.

fio | ioul e oo

1ut,-> e
Y como 4'2,0 , entonces

L}VW \)g (=00 -
U, >0 i
Por las proposiciones II.B. 1.2. y 1.3., existe un Gnico Uge Ho(ﬂ) que es

un minimo absoluto de J.q,. RE=ED.

Por la prop. II.C. 1.3., el minimo de Jp- estd caracterizado por:
Qg Y=o ¥oe B O ie.
(Vup, 9¢) = {(U-Uu) g, §) Y pe HQ).
La ecuacidn anterior caracteriza a la solucién débil del problema:
Aug = (up-0) % on ML
Up = O 2 O
¥ si QL es "suficientemente regular", entonces Uge Cﬁﬁ)y

(j(],{#{U en {1 . (Ver. Gonzalez (1982:178)).

Los resultados anteriores permiten la definicidn del funcional:
+
& VL) —— R~
fr——8d) = Jyup = o e
(]

1
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Y el problema (@D) se transforma en:

(°A m o .

+
C. Propiedades del funcional @L“G@-—)R

1. Proposicién:

+
El funcional ®: EGQ)——&-R es cdncavo.

Demostracidn:
- ia,:;zé LWC‘Q'Y-Y e (O,’ﬂ
Oladr+ (a-m 4,y = [wuu + {(u-0)) ®f,+ 4-o #’zﬂ

e H‘GQ.
Ib( (Wutl +{ (y-v) f§\+ (4- o) ( | Vuy +<@ -v), § =>ﬂ

1.1(-_ H'L&L

23N+ (4-w O(L).

"+ ® es céncava. ®ED.

é('h = \J¥ (1) donde 'ug estid caracterizade por:

(Vug, vo) = <(u-up) @, §7 ¥ 0e H,00)-

Substituyendo en la ecuacidn anterior ¢ por Uy , tenemos que

(Vtlg, Vatg) = (U-U) Ug, T
Yy entonces:
S = (Vupvu) + {ug-0)5 § 7
{-u)ug 3y + {auy-0), )
= {Uu Y - @D 4 CuB Iy -z <o iy 4 (U DD
CUUg-zug+0), 10
Culv-up,i>.
Sea BR=%'-€G ey ﬁ“\." 4 R& , R>0O.

I

n

n
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2. Lema:

Si f“—b'!: en la topologia #*-débil (en BR ), entonces existe una

subsucesidn (#n.‘)::‘ de (?n)::‘ tal que:

D6 = D)

Demostracidn:
Para cada ne Z+, sea Up¢e H:(QJ tal que

(Y, 99) = < =10, 4 Yye 160
Substituyendo ¢ por U,, tenemos que:

19U = {O-UN U, $0) € 0% Q) R
Entonces (Un):“ es una sucesidén acotada en H:(;Q,) » ¥ existe una subsuce-
sidn (u“K)::A de (_Un)\:,‘ tal que ('Un!_)::{es débilmente convergente hacia
algin ﬁéﬂf,(lﬂ.).

Por el teorema de inyeccidn de Rellich-Kondrasov (II.C. 4.2.)

)&}m ii-vml*—’o

k= i
Vamos a probar ahora que U= U .

sea (e H(Q).
Como Un,—> U oL, .
(YU, 90) + (Un, 0) = (YU, V9) + (T, ¢)

¥ como (Un, @) —> (U, @) entonces (Vik, V) —> (V& Vep) .
Sea &£ FO-
Sea N¢ 'Z+tal que

2N = I~ % 1 & 4RIl

2N = | (-, f-11<%

KN = | (Yo, Vo) = (YT, v | <2

entonces para K2AN , tenemos que:
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| (V2,90)—< (V-T)g, 1< [ (98, v9) - (Y, 9o |+ | (v, Vo) = (U= )¢, A
1= @ F0y - CO-Phy| +[{U-T) g, § - §)
< £ +0 v Qo thiies I

4R IQY
SR OERQCEERIE VAR goé Ho (L) -
W= Ug.
Vamos a probar ahora que ,&m @(#;) Q%) .
Sea. £ >0

sea Ne 77 tal que
Kz = JUh,- Uk ¢ Z4RUAGQ)-
LN = [ uag, B2 < %4
ST IS RQVAE A SR RS
entonces para {2Al , tenemos que:
1B - 3] = 102 4 = (Ve B0 ) = V2 $Y + Loy, Y]
ARCGE S SRS R TR SRR AU/
¢ [RE3 BT] Gon gy = T Sy |
+ l {vug, Ty = U Un,, fhﬁ‘

£ € 4 Va) elnley € ¢ £ . aE.D.
4 Z RU A(Q) e

3. Proposicidn:

El funcional @:L”G_{LXL—}R es continuo para la topologia *-débil.

Demostracidn:
Sea f“-—a‘g en la topologia *-débil (en E)(tg.\)+ )
Entonces (#,,\:; es una sucesidn acotada en (E’(‘_ﬂ_)! 1 “L"5 » Filoe

gl 1$.0, ¢ R < oo ( Ver Hu(1967:258)).
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Si #}ge E?(i1\+ entonces
355~ 1) = fom Riroe ) 280 - () -1

Demostracidn:

Sean 1,g € 1), e (0, 4]

Utsocg-n —Us ) v, = Utre-9) ~ Ug
o)

y sea ° P

Ugsoig-1y = Uy + © (
Es fécil ver que W estd caracterizado por:

(Y, V) + (U, 7 = {(U-TUpyoq-)9,9-1) Ve HolQl).
Substituyendo ¢ por Vo en la ecuacién anterior, tememos gque

VI <08, 47 = C(U- Uno-0 ) Vs, -

Entonces

IV IP S O Gy 1% 18-l -
y usando la desigualdad de Poincare (II.C. 4.3.),
1V’ £ C | VW1
donde C depende de U, Q, g—f-
s AUt e o, A__li ;as‘l:é acotado en H:(m.
B($+0(3-9) =y, og-1) (Ugyoqg- 1)
= | V(U rovI I+ { (Upteve- oY, $+e(g-)7
= | Vugl®+ 26 (Vig, V) +6° 17zl + <(u4~u)2, 1>
126 (U -V, 7 + 62 v, $ v+ 0 (Ug-v)5 G-17
12654 (Uy- V) Vo, g-17 +07¢W% g4 0 -
%wﬁfsjﬂ—éd) = 2LV, Vo) +{Cup-0) v, 40
re 1wl +e <, Iy 126 U=V %, g-17
+67<CUE g-§y + Lwg-0)| g- >
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Por la caracterizacidn de Uy,
(VH;IVUV)_"((U;*U)'UOJ{):O VGECO,/‘]-
Y como 1'\]9 » 8¢ (o, ’ﬂk estd acotado, entonces

3.4, 9-1) = (-5 g-1) . aeo.

6. Lema:

‘@,%e C’C&D éntonces ‘
§+(¥+e(g—i) q- ¢y L -8,(4,4-5)

g0t

existe, y es negativo si ##c}.

Demostracién:

Sean {,q& ‘f(ﬂ)+) Sé(o;ﬂ-

Sea 7, = Ms0ta-¢) = Ug
(=

Us estd caracterizado por

e L T
/T e BT

Vo, V4 b, 37 = U= Uppo i) 0,9-27  ¥ge HD).
“: Vamos a probar que gdm Vs existe, cuando el Ifmite es tomado respecto de
- A >0

la topologia débil de H;G.Q)

Sea (Qn):: una sucesidn en (0,1] tal que Im 8. =0

N N

Como (Uow)wd estd acotada, existe una subsucesidn (Ub )K'—-'I de (% ) -
tal que {ﬂh Us,, =’U; para algin ’!Jgé Ho(to«) donde el limite estd tomado
respecto de la topologfa déhil de ML),
Puede probarse que Uy satistace 1a ecuacidn:

(Thy, Vo) + (B9, {5 = {Cu-up g, 3-1> ¥oe ),
¥ que la ecuacidn anterior tiene una dnica solucidn.

¥ similarmente al lema 2, fim Us= U
= 90+
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Si i,% € f(ﬂ\-‘- entonces
@;'(4, o- 1) :E&,;% @(#mqjs) -3 _ <(u£_ u)z, a- 1>

Demostracidén:

Sean #,g € Lw(lﬂ-)‘r, ge (o, 4—1

u’ﬁe(ra-h ~Ug¢ ) V. = Utso@-) ~ uf
e

v sea ° S

Ugyggpy = Ug + 8
Es facil ver que W estd caracterizado por:

(V0,90 + (59,47 = L (U=Upoq-5)9,9-8) ¥ e Hotl).
Substituyendo  por Up en la ecuacitn anterior, tenemos que

IVl + (Ve , 7 = (V- Upog-0) T, g-§>

Entonces

AR ORI
y usando la desigualdad de Poincare (II.C. 4.3.),
1V 17 ¢ C 1YWl
donde C depende ae U, i1, g-7-
~ v oe o, 4l ekl Srewifodin HoQ.
D($+0(9) =Jp, oq0y Utiog-))
= 1 VU rev I I+ (Ug 6 Vs oY, $+elg-)7
L VU 26 (Vug, V1) + 62 1Vt + C(ug-0), 35
126 (U -V, 4 + 62V, $ 710 {Ug-v)5 4- 17
126%4 (Ug- V) Vo, a-17 +67¢W% g4 -
ﬂ‘-+0ﬂcs;f>\—§>(f) = 2 (v, v o) +{ QU -0) Vs, 8
re 1w+ e (U ¥y +26 {up-W %, g-§)
F67 U g- 4y + {ug-0) g- 5.
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@I(.hg(%' 9, %-f) = { (g °@G-H" U)z, g- £>
=5 s 903-{2] 1'9: {912 <ﬂi+9{g—£) U, 9-f> + U, g-‘f)
Entonces

& (4roq-0,0-0) - BEG0) | (Yo U -1 -2 Upro 67U Uy 0§
& =]

5 <(ﬂ£+ecg-g}“"“f)vpj g- iv _Z<‘U'e U,@"‘W

Por lo tanto

3 @ (-‘E (-f) ) ° °
g e A e &t11) =2 [ <ty g-15 ~ { B,0,9- 8]

:Z<’a£(74,g*()), %—f)

Substituyendo @ por 'U; en la acuac1on caracteristica de Uy, tenemos que:

v+ <O $Y = L w-up By, a- 17

¥ entonces

i, B, (4 6(g- ﬂ a-1)-8.(8.4-9) _ 2 Luvdi s (A5 1))

8i :l'*‘;} entonces como U=—Up >0 c.t.p.,’alv‘:o. Q.E.D-

7. ProposSicidn:

El funcicnal @ LGQ-‘——-—%R es estrictamente cdncavo.

Demos tracisn:
Supongamos gue @ mno es estrictamente cbéncavo. 1.e.
existen §,g¢ (N i#9y 6,€(0,1) tal que
D3+ 0,(-) =3 + 6,(3(q) - B(H)
sea h:[0,A]—> R ::0+—— hie) = & (F+0(g-H) -
Es ficil ver que % es céncava. Y como
(o) = 8 A + (A-0) k(O

entonces 9’) es lineal.
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ademéis J\i(e\= @1('@-!- 9(%-—“,%*“ =Ct€.. 51 ©¢ [0,4\ .

Entonces

o> b @:(g“'g(a”‘h;%"g)—@K’g;%‘g\: M J\’J.(sﬂ—ﬂ\,fco\ Oy
o->o0* o >0t e

que es una contradiccidn.

7. @ es estrictamente cdncavo.

-

-
D. Caracteristicas de la solucidn.

i

S .~ e
ﬁ;"‘ 1:". Proposicion:
4 El problema amum P({) tiene solucién.
4 [ gec?
Demostracidn:
Cg, es compacto en la topologia *-débil de Q) (Ver Rudin(1979:65), y
COmo @es continua para esa topologia, existe la solucidn. QED
5
&
= Definicidn:
< j 'ge C@’ es un punto extremal de C@ si se satisface la siguiente con-

dicidn: [’%_’fzéte A 0Dy A) A Hg{ + (1-x) £2= g]'é' fi= f2=

2. Lema:

Los puntos extremales de C?’ son de la forma F:EA donde A es un

conjunto medible de KL y tiene medida V .

Demostracidn:
Sea { un punto extremal de C{s i

Supongamos que para algln £€>0, el conjunto

E=yxedl: fooelovey p-¢] %




tiene medida positiva.

Sea FcE , medible, tal que /l(F)'—‘ A/Z/U(E) v sea = 5(2%;:"' 765_.\
Bt tlona e lé‘ﬁaoodm =0, (healle Yxel y Sh=o0.

Entonces T4+%, 3-5 ¢ Co. Ny {- /_’/Z(!Hﬂ,)-’r "/2(¥*j‘}3
contradiciendo que # es un puntc extremal de (:P'

'; es de la forma @;KA . QE-D.

3. Proposicidn:

Las solucicnes del problema in'm'm @(f\ son puntos extremales de Cp.
‘ €lp

Demostracidn:

sea fe(g una solucién del problema.

Sean ﬁﬁzéCE, .y A€©A) tal que dF,+ (- ¥, = 1.

B e h aebndes foams . &8 estrictamente phneade mnenon et
O > PEN + -0 F($) 2w EN + D) = ),

W 2 O oW o SIRECS '

# es un punto extremal de Cf_z, . QED.

o
-Sea C;\@h : A es medible y }U.(A\"—‘\/ % .
De las proposiciones anteriores se deduce gque el problema

(@) qmim (£

{é CP

es equivalente a:
: :
(8 grir ¥

que es un problema de optimizacidn-de dominio.
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