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PREFACIO 

Los rápidos avances del conocimiento científico en todas sus ramas, particularmente 
en las ciencias de la computación, la electrónica, y la tecnología en general, ha significado un 
reto para el quehacer matemático de la actualidad. Es por ello que la Matemática Discreta, 
cuyo objeto de estudio lo constituyen las propiedades de las funciones con dominio de 
cardinalidad a lo más contable, se ha constituído, junto a la Lógica Formal, en la herramienta 
teórica fundamental para el análisis y diseño de modelos que apoyan la sostenibilidad del 
mencionado desarrollo tecnológico. 

Una de las características de la teoría de funciones discretas es la inexistencia del 
concepto de límite, tal como se estudia en el análisis matemático real y complejo. En el 
presente trabajo de investigación, se presenta una propuesta de reciente desarrollo formal, 
en la que, de una manera heurística, se define el concepto de derivada para funciones 
discretas definidas, en una estructura de álgebra booleana, utilizando su interpretación de 
incrementos. En base a este concepto, se propone un ánalogo discreto al Teorema de Taylor 
para funciones booleanas. Igualmente se realiza, a manera de aplicación en la teoría de 
electrónica, con las señales discretas. Además, se presenta una metodología para la 
optimización del método de cascada, con el fin de evaluar el grado de relación entre una 
función y un bloque de variables de exclusión. 
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I. INTRODUCCION 

A. Definiciones Preliminares 

Un conjunto es un ente indefinible cuyos sinónimos son: colección, agrupación, etc. 

Definición: A los objetos que forman un conjunto se les llama elementos. 

Notación: Si x es elemento del conjunto M se notará xEM. En caso contrario se escribirá 

xffM. 

Definición: El conjunto A se denomina subconjunto de B si y sólo si, todo elemento del 

conjunto A pertenece al conjunto B (es decir, si VxEA x eB). En el caso en que A es un 

subconjunto de B y A no es igual a B se dice que A es un subconjunto propio de B. 

Notación: A es subconjunto de B se denotará AcB. 

Definición: Para cualquier A y B conjuntos. Se dice que A = B ssi AcB y BcA. 

Definición: Para cada conjunto A existe un conjunto, cuyos elementos son los subconjuntos 

del conjunto A y sólo ellos. Tal conjunto se llamará el conjunto potencia de A. 

Notación: P(A). 
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Definición: Un conjunto M del tipo, M={(a,b) : aeA y bEB} donde A y B son conjuntos, se 

denomina Producto Cartesiano de A con B. 

Notación: Axil 

Definición: El subconjunto FcAxB se llama función, si para cada uno de los elementos xeA 

existe un elemento único yeB tal que (x,y)eF. Si para cada xeA existe un elemento yEB tal 

que (x,y)EF, la función se denominará completamente definida. En caso contrario, 

parcialmente definida. Al conjunto A se le llama dominio de la función F y al conjunto B se 

le llamará contradominio de la función F. 

Notación: (x,y)EF se escribe a veces como y=F(x) donde y es el valor de F y x es el 

argumento de F. 

Definición: Llámese Producto Cartesiano M=Mi x...xMn  de los conjuntos MI  ,...,M, al 

conjunto M={ 	1 ,..., n ) : m1  e MI  ,..., 	eMn  }. 

Nota: Si en la definición de función, A es el producto cartesiano Mi x...xMn , se obtiene la 

definición de función n-ádica. 

Definición: Una operación n-ádica en el conjunto Mi  x...xMn  es una función n-ádica 

y=F(xi,...,xn ), cuyos dominio Mi  x...xMn  y contradominio B satisfacen Mi  =...=Mn —B. 

Definición: La unión AuB de los conjuntos A y B es el conjunto: AuB={ x : xeA o xEB}. 

La intersección AnB de los conjuntos A y B es el conjunto: AnB={ x : xeA y xGB}. La 
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diferencia A\ B de los conjuntos A y B es el conjunto: A \ B={ x xeA y xT13}. El 

complemento —A del conjunto A, es el conjunto: —A={ x : xeA}. 

Definición: Una función F se llama inyectiva ssi, para cada x,y del dominio de definición de 

F, x*y —f(x)of(y) 

Definición: Una función F se llama sobreyectiva ssi para cada elemento y del contradominio 

de F, ax del dominio de F tal que y=f(x). 

Definición: Una función F se llama biyectiva o correspondencia biunívoca si y sólo si F es 

sobreyectiva e inyectiva. 

Definición: Se dice que dos conjuntos son cardinalmente equivalentes si, y sólo si, existe una 

correspondencia biunívoca entre ellos. 

Definición: Se dice que un conjunto A es infinito si, y sólo si, A es cardinalmente equivalente 

a un subconjunto propio de A. 

Definición: Un conjunto A es un conjunto finito si, y sólo si, A no es un conjunto infinito. 

Definición: Para cualquier f:A—>B y g:B—>C funciones. Se dice que la composición de 

funciones de f y g es la función gol A—> C tal que (goe(x)=g[f(x)], VxeA. 
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Definición: Para cualquier f :X-+Y y g:X—>Y funciones. Se dice que f=g ssi f(x)=g(x), VxEX. 

Definición: Un álgebra A es una colección del conjunto M#e con operaciones prefijadas en 

éste S. 

Notación: A=<M,S>., 

Nota: Para identificar un todo común que contiene objetos de distintas estructuras 

matemáticas, por ejemplo, un conjunto y operaciones en él, se propuso utilizar el término 

colección y designarlo con los paréntesis angulares <,>. 

Definición: Se denomina relación binaria T en el conjunto M, a cualquier subconjunto del 

producto cartesiano de M con él mismo, MxM. 

Nota: Uno de los conceptos fundamentales, en el estudio de la matemática discreta, es el de 

relación binaria , ya que se utiliza para designar la ligazón entre objetos o nociones. 

Definición: Sea T una relación binaria. Por relación binaria inversa de T, 	, se comprende 

aquella tal que (x,y)E T -' si y sólo si (y,x)ET. 

Definición: Una relación binaria T definida en el conjunto M se llama reflexiva, si VxEM, 

(x,x)ET. 

Definición: Una relación binaria T en el conjunto M se llama antisimétrica, si (x,y)eT y 

(y,x)eT x=y. 
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Definición: Una relación binaria T en el conjunto M se llama transitiva, si (x,y)ET y (y,z)eT 

(x,z)eT. 

Definición: Una relación binaria T en el conjunto M se llama relación de orden parcial y se 

designa con s, si cumple con ser reflexiva, antisimétrica y transitiva . 

Definición: Un conjunto M en el cual se define una relación de orden parcial -s, se denomina 

conjunto parcialmente ordenado. 

1. Teorema: (Principio de Dualidad) La relación binaria inversa de la relación de orden parcial 

s es también una relación de orden parcial. La relación binaria inversa se designará por s_ T. 

Demostración: : Sea M un conjunto parcialmente ordenado respecto a s. 

Como a-sa, VaeM, por ser la relación s reflexiva, entonces a sTa, VaEM. 

Sean a,bEM. Si a -sl p y b Ta > bsa y asb -=> a=b, por ser la relación s antisimétrica. 

Sean a,b,cEM. Si a sTb y b -s Tc > c-sb y b_ _a > cs a a -sTc, por ser la relación s transitiva. 

Por lo tanto, la relación _S res de orden parcial ❑ 

Definición: Se llama dual del conjunto parcialmente ordenado M, el conjunto parcialmente 

ordenado M definido sobre el mismo conjunto M empleando la relación binaria inversa. 

Nota: Es usual encontrar la siguiente formulación del principio de dualidad: Si un teorema es 

válido para los conjuntos parcialmente ordenados también es válido su teorema dual. 
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Definición: Sea a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento ceM es cota 

superior de a y b ,si asc y b< c. 

Definición: Sea a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento deM es cota inferior 

de ay b, si clsa y d-sb. 

Definición: Sea a,beM un conjunto parcialemente ordenado. Un elemento cEM es la menor 

cota superior (supremo) de a y b, si: 

i) ces cota superior de a y b. 

ii) no existe d, cota superior de a y b, tal que dzsc. 

Notación: sup(a,b) es el supremo de a y b. 

Definición: Sean a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento cEM es la mayor 

cota inferior (ínfimo) de a y b, si: 

i) ces cota inferior de a y b. 

fi) no existe d, cota inferior de a y b, tal que c< _d. 

Notación: inf(a,b) es el ínfimo de a y b. 

Definición: Sea aEM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento cEM cubre al 

elemento a si no existe bGM tal que a-sb-sc. 
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B. Retículos 

Definición: Llámase retículo a un conjunto parcialmente ordenado <M,3>, en el cual 

cualquiera de dos elementos a,beM tienen un único ínfimo y un único supremo. 

Sea <M, <_> un retículo. Definase el sistema algebraico <M,y,A>, donde y y ^ son operaciones 

binarias en M tales que sólo, para cualquier a,beM, avb=sup(a,b) y a^b=inf(a,b) 

1. Teorema: Si Mes un retículo con la relación de orden parcial -s, M conserva su calidad de 

retículo, si se considera con la relación de orden parcial dual a la dada, designada por sr . 

Demostración: Por el principio de dualidad se tiene que la relación dual < T  es un orden 

parcial en M. 

Sean a,beM. 

Pruébese que el supremo de a y b con la relación dual sT  es al). 

Como a^b-sa y a^b-sb = a -s Tal) y b s TaAb a.^13 es cota superior de a y b con la relación < T  

de orden parcial. Sea c una cota superior de a y b con la relación sT  de orden parcial, 

entonces a s Tc y b sTc = cs a y csb c-s a^b por ser a^b la mayor cota inferior de a y b 

aft -s Tc = a^b es la menor cota superior de a y b con la relación sT  de orden parcial. Nótese 

que el supremo de a y b con la relación -sT  de orden parcial es único porque el ínfimo con la 

relación s de orden parcial es único por ser <M,s> un retículo. 

Pruébese ahora, que el ínfimo de a y b con la relación dual <T  es avb. 
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Como a-savb y bsavb avb sra y avb -s rb avb es cota inferior de a y b con la relación sT  

de orden parcial. Sea c una cota inferior de a y b con la relación -Sr  de orden parcial. 

Entonces c -s ra y c s rb = asc y bsc avb-sc por ser avb la menor cota superior de a y b, por 

lo tanto c s ravb = avb es la mayor cota inferior de a y b con la relación sT  de orden parcial. 

Nótese que el ínfimo de a y b con la relación -i r  de orden parcial, es único porque el supremo 

con la relación s de orden parcial es único por ser <M,-s> un retículo El 

Notación: Utilizando la relación 'S r  de orden parcial, se designará sup(a,b)—ayb y 

inf(a,b)=Wib. 

2. Teorema: Para cualquier a y b en un retículo <M,-s> se tiene as avb y a^bsa.  

Demostración: Por definición, avb es cota superior de a. Entonces, asavb. De igual manera, 

por definición, a^b es cota inferior de a. Entonces, a^b.s a o 

3. Teorema: Para cualquier a,b,c,d en un retículo <M,-s>, si a-sb y cs.d entonces avcsbvd y 

a^c -s Vd. 

Demostración: Como b-sbvd y dsbvd por el teorema anterior. Por hipótesis y por 

transitividad se tiene: as.bvd y csbyd. Por tanto, bvd es cota superior de a y c. Pero la menor 

cota superior de a y ces avc entonces, avc-sbvd. De igual forma, como a^cs a y a^c-sc por el 

teorema anterior. Por hipótesis y por transitividad se tiene: a^c-sb y a^c-s d. Entonces a^c es 

cota inferior de b y d. Pero la mayor cota inferior de b y d es Vd entonces, a"csbAd o 

4. Teorema: (Idempotencia) Para cada a en el retículo <M, s>, se tiene: ava=a y a^a=a. 
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Demostración: Sea a en el retículo <M,s>. Por definición de supremo, se tiene: asava. 

Además, a-sa por reflexividad. Entonces, a es cota superior de sí mismo. Con lo cual, avasa 

ya que aya es la mínima cota superior de a. Por ser antisimétrica la relación s, se tiene: ava=a. 

De igual forma, por definición de ínfimo se tiene: a^asa. Además, asa por reflexividad. Por 

lo anterior, a es cota inferior de sí mismo. Con lo cual, asa^a. Al ser antisimétrica la relación 

s se tiene: a^a=au 

5. Teorema: (Absorción) Para cualesquiera a y b en un retículo <A,s> se tiene: av(a^b)=a y 

a^(avb)=a. 

Demostración: Sea a y b elementos del retículo <A, s>. Por definición de supremo se tiene: 

asav(a^b). Luego, asa por reflexividad y aAbsa por definición de ínfimo. Entonces, 

av(a^b)sava por el teorema I.B.3. Por idempotencia se tiene: av(a^b)sa. Como la relación 

s, es antisimétrica se concluye que: av(a^b)=a. De igual forma, como a^(avb)-sa por la 

definición de ínfimo. Luego, asa por reflexividad y asavb por definición de supremo. Por 

consiguiente, a^as.a^(avb) por el teorema I.B.3. Entonces, asa^(avb) por idempotencia. 

Como la relación s es antisimétrica se tiene: a^(avb)--au 

6. Teorema: Las operaciones v y ^ son asociativas. 

Demostración: Sean a,b,c en un retículo <M,s>. 

Nótese que asav(bvc) y bvcsav(bvc). Además, bsbvc y csbvc = asav(bvc) y b-sav(bvc) y 

csav(bvc) por transitividad. Entonces, avbsav(bvc) y csav(bvc) por el teorema I.B.3 e 

idempotencia. Por lo tanto, (avb)vcsav(bvc) por el teorema I.B.3 e idempotencia. 
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Por otro lado, nótese que ayb(ayb)vc y c-L<(ayb)vc por definición de supremo. Como a.-avb 

y b-savb entonces, a4avb)vc y Mavb)vc por transitividad. Por lo tanto, a.(avb)vc y 

bycavb)yc por el teorema I.B.3 e idempotencia. Con lo cual, ay(byc)_<(ayb)vc por el 

teorema I.B.3 e idempotencia. Por ser la relación < antisimétrica se tiene: av(bvc)=(avb)vc. 

Por tanto, la operación y es asociativa. 

De igual forma, para el retículo <M, - 7.> se tendría: ay(bvc)=(ayb)vc ,Va,b,ceM 

aA(bAc)3(aAb)`c, Va,b,cEM por el teorema I.B.1. Por ello, la operación A es asociativa❑ 

Definición: Un retículo <M, <_> es distributivo si para cada a,b,cEM se cumple: 

i) ay(bAc)=(ayb)A(avc) 

ii) aA(bvc)=(aAb)y(aAc). 

7. Teorema: Sea <M,-> un retículo. La operación ves distributiva respecto a A  en el retículo 

si y sólo si A es distributivo respecto a v. 

Demostración: 

() Supóngase A es distributiva respecto a v. Entonces, Va,b,cEM se cumple que 

aA(bvc)=(aAb)y(aAc). Luego, (ayb)A(avc)=((ayb)Aa)v((avb)Ac)—ay((avb)Ac)=ay((aAc)v(bAc))= 

(av(aAc))y(bAc)=av(bAc). De esta forma, la operación y es distributiva respecto a A  . 

(—) Sea y es distributiva respecto a A. Así, se cumple que av(bAc)=(avb)A(avc). Como 

<M, :< 7.> es un retículo. Entonces, ay(bAc)—(avb)A(ayc) ,Va,b,ceM > aA(byc)=(aAb)v(aAc) 

,Va,b,cEM por el teorema I.B.1. Por lo tanto, la operación A es distributiva respecto a y ❑ 
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Definición: Sea <M,_<>  un retículo. Un elemento aeM es llamado mayor cota universal si 

VbEM, b s a. 

Notación: La mayor cota universal se denotará por 1. 

Nota: Si un retículo tiene mayor cota universal, ésta es única. 

Definición: Sea <M,s> un retículo. Un elemento aeM es llamado menor cota universal si 

VbEM, asb. 

Notación: La menor cota universal se denotará por O. 

Nota: Si un retículo tiene menor cota universal, ésta es única. 

8. Teorema: Sea <M,s> un retículo con 1 y O. Entonces: av1=1, av0=a, a.^1=a y a.^0=0 

,VaEM. 

Demostración: Sea aeM. 

Nótese que avl :5.1 por ser 1 la mayor cota superior. Además, 1-savl por definición de 

supremo de a y 1. Como la relación -s de orden parcial es antisimétrica, entonces av1=1. 

Nótese que Osa por ser O menor cota universal. Como asa por ser la relación -s reflexiva, 

entonces, avOsa por el teorema I.B.3 e idempotencia. Además, asavO por definición de 

supremo de a y O. Como la relación s de orden parcial es antisimétrica, entonces av0=a. 

Por el teorema I.B.1 se tiene: CM, <_ 7.> es un retículo, VbeM, bs 1 y 0-sb VbeM, 1 -s Tb y 

b -s TO > 1 es la menor cota universal y O es la mayor cota universal del retículo <M, {T>. 

Entonces, <M, sT> es un retículo con 1 y O donde 1 es la mayor cota universal y O es la 

menor cota universal. Entonces, av 1=1 y av 0=a. Por lo anterior, y el teorema I.B.1, se tiene: 
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a^0=0 y a^1=a o 

Definición: Sea <M,-> un retículo con I y O. Para un elemento aEM, el elemento bEM es su 

complemento ssi avb=1 y a^b=0. 

Nota: Por la conmutatividad del v,^, si b es complemento de a, entonces a es complemento 

de b. El complemento no necesariamente es único. Un elemento no necesariamente tiene 

complemento. 

Definición: Un retículo es complementado, si cada elemento del retículo tiene complemento. 

9. Teorema: Sea <M,-s> un retículo distributivo con 1 y O. Si un elemento tiene complemento, 

entonces éste es único. 

Demostración: Sea a un elemento de <M,->, retículo distributivo con 1 y O, el cual tiene 

complemento. Supóngase que b y c son complementos de a, entonces avb=1, a^b=0 y avc=1, 

a^c=0 por definición. Con lo cual , b=b^1=b^(avc)=(b^a)v(b^c)=Ov(bAc)=(aAc)v(b^c)= 

(avb)^c= lAc=c. Por lo tanto, b=c ❑ 

Definición: Un Retículo complementado y distributivo se llama Retículo Booleano. 

Nota: Como cada elemento <M,-s> tiene un único complemento definase una operación 

unaria en el conjunto M, denotada —, así que para cada aCM, —a es el complemento de a. La 

operación antes definida se llama complementación. Entonces, El retículo Booleano 

define el sistema algebraico <M,v,^,— 
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Definición: 	Dado un retículo booleano <M,<>. Se define e:MxM-M tal que 

aGb=(aA-b)v(-aAb), a,beM. 

Nota: e recibe el nombre de " ó exclusivo". 

10. Lema: Dado un retículo booleano <M,_>. Entonces: 

i) -(aeb)-(-a"---b)v(aAb), Va,beM 

ii) aeb=bea, Va,beM. 

iii) aG(bec)=(aeb)ec, Va,b,ceM. 

iv) aA(bec)-(aAb)G(aAc), Va,b,ceM. 

y) aGa=0, a--a=1, ae0=a y -a=lea, VaEM. 

vi) avb-aebe(aAb), Va,beM. 

Demostración: Sea a,b,ceM. 

i)-(aeb)=-4(aA4)v(-aAb)}=(-av---b)A(—av--b)={ (-avb)^a} (-avb)A~b }={ (-aAa)v(bAa)} 

{ (- aA~b)v(bA--b)}={ Ov(aAb)} { (--aA,-b)v0 } =(aAb)v(-aA-b)=(-aA-b)v(aAb) 	por 

conmutatividad de A y y, distributividad de v con respecto A , distributividad de A con 

respecto a v. 

ii) aGb-(aA-b)v(-aAb)=(-aAb)v(aA-b)=(bA-a)v(-bAa)=bea por conmutatividad de A y v. 

iii) ae(bec)=ae{(bA-c)v(---bAc)}=[aA-{(bA-c)v(-bAc)}]y[-aA{(bA-c)y(-bAc)}]=[aA{(-bA-c)v 

(Ve)} ]v{(-aA(bA--c))v(-aA(-bAc))}- { (aA(4A-c))v(aA(bAc))}y{ ((-aAb)A-c)v((-aA-1)Ac)} 

=[1((aA-b)A-c)v((aAb)Ac)}v((-aAb)A-c)]v((-aA.--b)Ac)=[((aA--b)A-c)v( ((aAb)Ac)v((--aAb)A 

-c)} }y((-aA-b)Ac)=[((aA~b)A-c)y{ ((-aAb)^-c)v((aAb)Ac)} ly((-aA--b)Ac)=[ { ((a&-b)A--c)v( 

(-aAb)A-c)} y((aAb)Ac)]v((-aA-b)Ac)=[ ((aA-b)v(-aAb)}A-c]v{((aAb)Ac)v((-aA-b)Ac) }= ((a 
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eb)A-c}v[{(a^b)v(---a^-1)}^c}={(asb)A---o}v[{(-a^--b)v(a^b)}^c}={(awb)A-c}v{-(aeb)Ac}= 

(agb)ec. 

iv) a^(bec)=a^{(b^-o)v(-b^c)}=(a^(b^-c))v(a^(-bAc))={0v((a^b)^-o)}v{0v((a^--b)Ac)}= 

{((a^-a)^b)v((a^b)A-c)}v{((-a^a)^c)v((--b^a)Ac)}={(a^(-a^b))v((a^b)A-c)}v{(-a^(a^c)) 

v(-b^(a^c))}={(a^(b^-a))v((a^b)^-c)}v{(-av-b)^(a^c)}={((a^b)A-a)v((a^b)Ac)}v{(-av-b) 

^(a^c)}={(a^b)^(-av-c)}v{-(a^b)^(a^c)}={(a^b)A-(a^c)}v{-(a^b)^(a^c)}=(a^b)e(a^c). 

y) 	aea=(a^-a)v(-a^a)=0v0=0, 	a®-a=(a^--a)v(-a^-a)=(a^a)v-a=av-a=1, 

ae0=(a^-0)v(-a^0)= (a^1)v0=av0=a y 1ea=(1^--a)v(-1^a)=--av(0^a)—av0=--a. 

vi)aebe(a^b)={(aeb)A--(a^b)}v{-(aeb)^(a^b)}={[(a^-b)v(-a^b)}^(-av-b)} 

v{[(a^b)v(-a^-b)}^(a^b)}={[(a^-b)"(---av-b)JyR-a^b)^(-av-b)]}v{[(a^b)^(a^b)] 

v[(-a^-b)^(a^b)]}={[((a^---b)",--a)v((a"--b)^4)]v[((-a^b)^-a)v((--a^b)^4)1}v{(a^b)v0}= 

R-a^(a.^-b))v(a^(--b^-b))]v[(-a^(---a^b))v((-n^(b^.--b))1} v(a^b)={[((--a^a)^4))v(a^-b))] 

v[((-4^-a)^b))v0] }v(a^b)= [0v(a.^-b))]v[-a^b]}v(a^b)={[a^--b]v[-a^b]}v(a^b)=(a^-b)v{ 

(-a^b)v(a^b)}=(a^-b)v{ (--ava)^b}-(a^-,b)v(113)=(a^--b)vb=(a^-b)v{(a^b)vb}={ (a^-b)v( 

a^b)}vb-{a^(-bvb)}vb=(a^1)vb=avb. 

C. Algebra Booleana 

Definición: Un sistema algebraico definido por un retículo Booleano se llama Algebra 

Booleana. 

1. Teorema: (Leyes de DeMorgan): Para cualesquiera a,b en un álgebra Booleana se tiene: 
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—(avb)-----a^—b y —(a^b)—av—b. 

Demostración: Sean a,b en un álgebra Booelana <M,v.^,—>. Luego, (avb)v(—a^---b) 

= { (avb)v--,a }^{ (avb)v—b }={ (av—a)vb }^{ av(bv—b)} =(1 vb)^(av1)=1^ 1=1 	y 

(avb)^(—a^--b)={ a^(—a^—b)} v{ b^(—a^---b)}={(a^—a)^--b}v{—a^(b^---b)}=(0^—b) 

v(0^—a)=0v0=0. Como el complemento de avb es único, entonces —(avb)----a^.--b. 

Como <M,v,^,—> es un álgebra Booleana. Por lo anterior se tiene: —(avb)=—a^--b, Va,beM 

Va,bEM ❑ 

Definición: Un elemento a de un retículo Booleano es un átomo si cubre a O. 

2. Lema: Sea <IV1,s> un retículo booleano finito. Para cada a elemento no cero, existe por lo 

menos un átomo b, tal que: b-sa. 

Demostración: Si a es un átomo, se obtiene el resultado. En caso contrario, si a no es un 

átomo, el elemento a no cubre a O por lo que 9beM tal que 0-sb-sa y b*a. Si b es un átomo, 

entonces queda demostrado. En caso que b no es un átomo, se sigue el mismo argumento. 

Como M es un conjunto finito, este proceso eventualmente termina, con lo que se obtiene: 

Osb 	sb2sbi s a b, es átomo y es tal que b,-sa ❑ 

3. Lema: Sea <M,-s> un retículo distributivo con O y 1. Si b^--.c=0 bsc. 

Demostración: Si b^--c=0 .=> c=Ovc--(1DA—c)vc—(bvc)^(--cyc)=(bvc)^1=bvc 	b-sc ❑ 

4. Lema: Sea <M,v,^,—> un álgebra booleana finita. Sea b un elemento no cero de M y 
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a1 ,02,...,antodos los átomos de M tales que a, <_b para i=1,...,n. Entonces b=ai va2 v...va„. 

Demostración: Por hipótesis, a, -sb para i=1,...,n, entonces, al  va2  v...van 	Supóngase 

c=a1  va2 v...van  y que b ,̂--c#0. En este caso, SaeM, átomo, tal que a-sb^--c. Además b^---b 

y b"--cs.--c. Por transitividad se tiene: a-A y a--c > a es uno de los al , a2,...,an , de lo que 

se sigue que aL<c y a.3—c. Entonces, a-sc^—c=0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, 

b ,̂--c=0, lo que implica que 1:1. Es decir, b:.<.ai va2v...van  . Entonces, b=ai  va2 v...van  por 

antisimetría 

5. Lema: Sea <M,v,^,--> un álgebra booleana finita. Sea x elemento de M y sea a un átomo 

de M, entonces a.sx ó a^x=0. 

Demostración: Sea x en M y a un átomo de M. Nótese que 0:1x y O 	0.-x^a.-5.a. Entonces 

x^a=0 ó x^a=a por ser a un átomo. Por lo tanto, x^a=0 ó a=x^asx, con lo cual, x^a=0 6 a-sxo 

6. Teorema: Sea <M,v,^,—> un álgebra booleana finita con conjunto de átomos 

S={a 1,a2,..,a n }. Sea x un elemento no cero de M. Así, x puede representarse: x= a v...v a 
lk 

donde 	son todos los átomos L<x. Más aún, esa expresión es única, excepto por el 

orden de los átomos. 

Demostración: Sea x*0 en M. Nótese que a,-sl,Va, GS. Entonces 1—a1  v...yan  por el lema 

I.C.4. Luego, x=x^1—x^(a1  v...van )—(x^al  )v...v(x^an ). Como x^a,=a,,si a,sxyx^a,=0, 

en .  caso contrario, entonces x—a v ..va donde a 	a son todos los átomos 	Para 
lk 

verificar la unicidad, supóngase que x=b1 v...ybk  donde b1 ,...,bk  son átomos. Entonces, b1  s.x 

para 	, por lo tanto b, {aeS:ax}. Por otro lado, si aeS y aL<x entonces 
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0*a=a^x=a^(b i  v...vbk)=(a^bi ) v...v(a^bk ). Con lo cual, para algún b, con i=1, ...,k se tiene 

que a^b,*0, ya que de lo contrario, si todos los a^b,=0, entonces a=0, lo cual es una 

contradicción. Lo anterior implica que, a^k=a=b, ya que a y b, son átomos. Por lo tanto 

ae{ bi  ,..., bk }. En consecuencia, { b1 ,..., bk }={aeS:a:5x}. 

7. Lema: Sean x,y elementos de una álgebra booleana y a un átomo. 

i) as.xvy si y sólo si a3x o a3y. 

ii) a3x^y si y sólo si a..3x y a-sy. 

iii) a3x ó a3—x. 

Demostración: Sean x,y elementos de un álgebra booleana y a un átomo. 

i) (—.) Como x es un elemento de un álgebra booleana, se tiene: a3x ó a^x=0 por lema I.C.5. 

Para el caso as.x, se obtiene el resultado. Para el caso contrario, por hipótesis se tiene que: 

a3xvy a=a^(xvy). Luego, a=(a^x)v(a^y)=Ov(a^y)=a^y > a3y. 

i) () Por hipótesis se tiene que a-sx o a-sy. Además, x3xvy y y3xvy por definición de 

supremo. En cualquiera de los dos casos por transitividad se tiene: a-sxvy. 

ii) (—) Por hipótesis se tiene que: ax^y. Además, x^y-sx y x^ys.y por definición de ínfimo. 

Entonces, a-sx y a-3y por transitividad. 

ii) () Por hipótesis se tiene que a-sx y a3y. Entonces, a^a-sx^y por el teorema I.B.3. Por lo 

tanto, a3x^y por idempotencia. 

iii) Como x es un elemento de un álgebra booleana se tiene: a3x ó a^x=0. Para el caso a3x 

queda demostrado. Para el caso contrario, como a^x=0 	a^--x=0, por unicidad del 

complemento de —x. Entonces, a-s—x por lema I.C.3. 
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8. Teorema: Si A es un álgebra Booleana finita con conjunto de átomos S={ 	y B 

es un álgebra booleana finita con conjunto de átomos D={ 	}, entonces existe una 

corresepondencia uno a uno f de A en B, tal que gai—bi, para i=1, ...,n y cumple las 

siguientes propiedades: 

i) x. si y sólo si f(x)<_f(y) , Vx,yeA 

fi) f(xvy)=f(x)vf(y) , Vx,yeA. 

iii) f(x^y)=fixy`f(y) , Vx,yeA. 

iv) , VxeA. 

y) f(xsy)=f(x)ef(y) , Vx,yeA. 

Demostración: Sea x€A un álgebra booleana finita con conjunto de átomos S. Si x#0 

entonces, x puede escribirse de manera única en la forma x=aii  v...vaik . Definase fA—>I3 tal 

que f(x)=b. v...vb;k,  si x*0 ó f(x)=0, si x=0. En particular, f(ai )=bi  para i=1,...,n. Para cada 

xeA, f(x) tiene representación única (salvo por el orden de los átomos). Entonces f está bien 

definida . 

Pruébese ahora, que f es biyectiva. 

Sea yeB. Luego, y=bi v...vbik  por el teorema I.C.6. Como f(a)=bi  para i=1,...,n.  

Considérese x=a,.,  v...va,k 	 .6 , de donde f(x)=, v...v bik 	 f =y por definición de  

Sean x,yeA tal que f(x)=f(y). Luego, 	x=a,v...vaik  y r-ai  v...va.. Entonces, 

.b 	 .v...vb. k=f(x)=f(y)=b.v ..vb. . Como la representación de f(x) y f(y) es única, se tiene que 
l 

k=m y VtE{1,...,k}, 9! w tal que bi = bL . Entonces ai =aj , con lo cual, 

x=a. v...va =a v...va. =y. Entonces f es biyectiva. 
11 	 1k 	bk(I) 	.1”(k) 

A probar, que VyEA y VaeS si a:ly si y sólo si f(a)4y). 
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(-) Sean yeA y aeS, tal que, asy. Nótese que y=yAl=y^(av-a)-(y^a)v(y^-a)-avy^-a, por 

ser asy. Como y^-aeA, se tiene y"--a=afi v...vain  por el lema I.C.6; entonces, 

y=ava 	va 
„, 	 J 

. Luego, f(y)=f(a)vf(a )v...vf(a n, ) por definición de f. Entonces, f(a)sf(y). 
J, 	I 

(=) Sean yEA y aeS tal que f(a)sf(y). Nótese que f(y)=f(y)^1=f(y)^(f(a)v---f(a))=(f(y)^f(a)) 

v(f(y) ,̂--f(a))=f(a)v(f(y)^4(a)). Como f(y)^-4(a)eB se tiene que f(y)^-f(a)=bv...vb,.. Siendo 

así, f(y)=f(a)yb. v...vb . Además, f(a,)=b, para i=1 ,...,n y, por definición de f, se tiene 1, 

f(y)=f(ava v...va. ). Como f es inyectiva entonces y=ava 	va . Por lo tanto, a-y. 

i) (-) Sean x,yeA tal que xsy. Como x EA se tiene: x=ava, por el teorema I.C.6. En 

ese caso, a, 	Vje{1,...,k} = f(a,)-f(y), Vje {1,...,10. Como f(x)=f(a,i )v...vf(a,k ) por 

definición de f, entonces f(x)-sf(y). 

i) () Sean x,yeA tal que f(x)sf(y). Como f(x)EB se tiene: f(x)=bv...vb,,  por el teorema 

I.C.6. Como f(a,)=b, para i=1,...,n ,entonces f(x)-f(a,i )v...vf(a/k). Por lo tanto, f(a,j)-sf(y), 

VjE{1,...,k} se tiene: a, 	Vje{1,...,k}. Con lo cual, xsy. 

fi) Sean x,yeA. 

Como f(xvy)EB se tiene que: f(xvy)=1),,y...vb,,  por el teorema I.C.6. Nótese que b, f(xvy), 

Vje { 1,...,k}. Por ser f sobreyectiva, a a1  tal que f(a,)= b,, Vje{l,...,k}, entonces 

f(a, )sf(xvy), Vje{1,...,k}. Con lo cual, a, -nvy, Vje{1,...,k} por i) 	a, :sx o a, -sy, 

Vje{1,...,k} por el lema I.C.7. Luego, f(a, )sf(x) o f(a,)sf(y), Vje{1,...,k} por i). De lo 

anterior se tiene: f(aisf(x)vf(y), Vje{1,.. k} por el lema I.C.7, entonces b, sf(x)vf(y), 

Vje{1,...,k}. Por lo tanto, f(xvy)sf(x)vf(y). 

Como f(x)vf(y)eB se tiene que: f(x)vf(y)=b,y. vb,k  por el teorema I.C.6. Nótese que 

b 5. f(x)vf(y), Vje{1,...,k}. Por ser f sobreyectiva, Sal  tal que f(a ,)= b Vje{1,...,k}, 
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entonces f(a,)f(x)vf(y), Vje{1,. .,k}. Luego, f(a1 )_<f(x) o f(as)s.f(y), Vje{1,...,k} por el 

lema I.C.7. Con lo cual, as  <_x o as i  sy, Vje{1,...,k} por i). Por lo tanto, ai -sx-vy, Vje{1,...,k} 

por el lema I.C.7. De lo anterior se tiene: f(as)sf(wy), Vje{1,...,k} por i) , así, bs  -sf(xvy), 

Vje{1,...,k}. Por tanto, f(x)vf(y)sf(xvy). 

Por antisimetría se tiene: f(xvy)=f(x)vf(y). 

iii) Sea x,yeA. 

.Como f(x^y)eB se tiene que: f(x^y)---b ..vb,á  por 
I  

Vje{1,...,k} Por ser f sobreyectiva, Ras  tal que 

fel teorema I.C.6. Nótese que b (x^y), 
5 

f(as)= bs, Vje{1,...,k}, de esta manera 

)-sf(x^y), Vje{1,...,k}. Con lo cual, a, sx^y, Vje{1,...,k} por i) 	a, -sx y a, -sy, 

\ 	1,...,k} por el lema I.C.7. Luego, f(a1 )<_f(x) y A )sf(y), Vje{1,...,k} por i) . De lo ,  

anterior se tiene: f(a,)sf(x)Af(y), Vje{1,...,k} por el lema I.C.7, entonces b,sf(x)^f(y), 

Vje{1,...,k}. Por lo tanto, f(x^y)-sf(x)^f(y). 

Como f(x)^f(y)eB se tiene que: f(x)^f(y)=b,v...vbik  por teorema I.C.6. Nótese que 

b -sf(x)^f(y), Vje{1,...,k}. Por ser f sobreyectiva, 3a, tal que f( a, )= b1 , Vje{1,...,k}, 
J 	J 

entonces f(a, )-sf(x)^f(y), Vje{ 1,...,k} Luego, f(a1 )<f(x)y f(a, )sf(y), Vje{1,...,k} por lema 

I.C.7. Con lo cual, a, -sx y a, <y, Vje{1,...,k} por i). Por lo tanto, a, -sx^y, Vje{1,...,k} por 

el lema I.C.7. De lo anterior se tiene: la, )-sf(x^y), Vje{1,...,k} por i), siendo así, bi  -sf(x^y), 

Vje{1,...,k}. Por lo tanto, f(x)^f(y)sf(x^y). 

Por antisimetría se tiene: f(x^y)=f(x)^f(y). 

iv) Sea xeA. Nótese que f(0)=0 y «1)=1. Luego, f(x)vg-x)=f(xv-x)=--f(1)=1 por ii), y 

f(x)^f(-x)=f(x^-x)=f(0) por iii). Entonces, f(-x) es complemento de f(x). Por unicidad del 

complemento de f(x) se tiene: f(-x)=--f(x). 
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y) Sea x,yEA. Luego, f(xsy)=f((x^—y)y(—x^y))=f((x^—y))yf((—x^y))=(f(x)^1—y)) 

y(f(—x)^f(y))=(f(x)^ —f(y))y(—f(x)^f(y))----f(x)Esf(y) por ii), iii) y iv) ❑ 

Definición: Dos álgebras booleanas A y B son isomorfas si existe una función f biyectiva tal 

que: 

i) f(xvy)—f(x)vf(y) , Vx,yeA. 

ii) f(x^y)--f(x)^f(y) , Vx,yeA. 

iii) f(—x)—f(x) , VxeA. 

9. Corolario: (Teorema de Stone) Toda álgebra booleana con n átomos es isomorfa al álgebra 

booleana P(S) de todos los subconjuntos de un conjunto S con n elementos. 





II. FUNCIONES BOOLEANAS 

A. Funciones Booleanas 

Considérese <{0,1 },v,^,—> el álgebra de Boole. El álgebra de Boole es la más simple en 

la clase de las álgebras booleanas. Es un álgebra de dos elementos. 

Definición: Sea <{0,1 },v,^,—> álgebra de Boole. Una expresión booleana sobre (0,1} es: 

i) Cualquier elemento de {0,1}. 

ii) Cualquier variable evaluada en 10,11. 

iii) Si E1  y E2  son expresiones booelanas también lo son El  vE2 , E1 ^E2  y —E1 .  

Definición: Dos expresiones Booleanas son equivalentes si: 

i) son ambas de n-variables 

ii) ambas toman el mismo valor para cada asignación de variables. 

Definición: Sea <{0,1 },v,^,—> álgebra de Boole. Una función de 10,11" -910,11 es una 

ftinción booleana ssi se puede encontrar una expresión booleana que la represente. 

Notación: .,={f : f es una función booleana de n-variables}.  
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Definición: Sean <{0,1},v,^,—> álgebra de Boole e ic{1,2,...,n}.. Se define x, e i.9,, tal que 

x, (yi ,... y‘,...,y„)=y,, V(y1,y2,...,yn )e{0,1}". A x1  se denomina i-ésima función coordenada. 

Definición: Sea <{0,1},v,^,—> álgebra de Boole. Se define Viitirn  x „9-n _ici7,, tal que 

(fVg)(x1,x2  ..... xn ) = f(x1,x2,...,xn )vg(xi,x2,...,x„) , Vf,g8.1.7n . De igual manera, se define 

A: .9; x 	.9; tal que (fAg)(x1,x2,...,xn ) = 	 , 

Además, se define 	tal que (-9(xi,x2,...,xn ) = —f(xi,x2„x ), Vfe 	. 

1. Teorema: Sea <{0,1},v,A,—> álgebra de Boole entonces < ,.9"n „A,—> es un álgebra 

booleana. 

Demostración: Nótese que el <{0,1},s> álgebra de Boole es un conjunto parcialmente 

ordenado. Definase la relación s en .9; tal que: Sea fge...9,,, fsg ssi 

g(x1,x2  ..... xn ),V(xi,x2  .... x,,)e {0,1 }" . 

i) Sea fe 	. Nótese que fsf ya que f(xl,x2,. xn )sf(xl,x2,...,xn ),V(xi,x2,...,xn  )8{0,1 }" por 

ser s reflexiva en {0,1}. 

ii) Si fsg y gsf 	f(x1,x2,...,xn )sg(x1,x2,...,xn ) y g(x1,x2,...,xn )sf(x1,x2,...,xn ) 

V(x1,x2  ..... xn )e {0,1}" = f(x1,x2  .... ,x,,,)=g(xpx2  ..... 	 { 0,1}" por ser < 

antisimétrica en {0,1} = f=g por definición de igualdad de funciones. 

iii) Si fsg y gsh 	f(xi,x2,...,xn )sg(xi,x2,...,xin) y g(xi,x2,...,xn )-sh(xi,x2,...,xn ) 

)e { O, 1 }" 	g 	-s h( xpx2,...,xn 	 )8 (0,11" por ser 

transitiva en {0,1} a. fsh por definición de s. Por lo tanto, <9,,,s> es un conjunto 

parcialmente ordenado. 



D E L 	1  
K1 LIS 

25 

Sean fge.7n . 	Como f(x1,x2,. ,xn )sf(x 	 „) Y g(x1,x2, ,xn)s 

f(ri ,x2  ..... xn )vg(xi ,x2,.. 	), 	 )6{0,1 }" fsfVg y gsfVg = fVg es cota superior 

de f y g. Sea c una cota superior de f y g= f-sc y gsc 	f(x1 ,x2, .,xn )sc(xl ,x2,...,xn ) y 

g( 	) -s c( 	),V( 	)E { 0, 1 }" f( xi ,x2  , x )vg( xi,x2,...,xn  )s c( 

xi,x2  , ) , V(x1,x2,...,xn ) e {0,1}" fVg-sc > fVg es el supremo de fy g. Pruébese ahora 

que el supremo es único. Sea a el supremo de f y g = fVgsa por lo anterior > fVg=a por 

definición de supremo de f y g. 

Sean f,ge Srn  . Como f(x1,x2„xn 	 ) y fi xi,x2  ..... xn )^8( 	) 

V(x1,x2,... )E{ 0,1 }"> fAgsf y fAgsg > fAg es cota inferior de f y g. Sea 

c una cota inferior de f y g 	csf y c-sg = c(x1,x2  ..... xn )sf(xi,x2  ..... xn ) y c(x1,x2,..., n  )-s 

g( xi,x2  ..... ), 	V( 	)e { 0,1 }" 	c(x1,x2  ..... n  ) f(xl,x2,...,xn 	 ) 

V(x1,x2 	xn )e {0,1 }" csfAg = fAg es el ínfimo de fy g. Pruébese ahora que el ínfimo es 

único. Sea a el ínfimo de f y g > asfAg por lo anterior fAg=a por definición de ínfimo de 

f y g. Por lo tanto, <Srn ,V,A> es un retículo. 

Sea fe ..17n  . Definase le 57; tal que 1(x1,x2,...,xn )=1, V(x1,x2  ..... xn )e (0,1 }" . 	Como 

)031= 1(x1,x2  ..... xn ), V(x1,x2,...,xn )e{0,1}" > fs 1. Por lo tanto, 1 es mayor cota 

universal.  

Sea fe ,.7n . Definase Oe ,57,2  tal que 0(x1,x2,...,xn )=0, V(x],x2  ... xn  )e { 0,1 }" Como 

0(x1,x2  ..... xy,)=0- f(x1,x2,...,x,), V( 	)e { O, 1 }" 	0-sf. Por lo tanto, O es menor cota 

universal. 

Sean f,g,he c97-n . Nótese que 	(fA(gVh))(x1,x2,... )=f(xi,x2 	xn )^(gVh)(x1,x2  ..... xn  )= 

f( 	)^(g( xi ,x2  ..... )vh( 	))=(f( xi ,x2  ..... )^g(  xi,x2,...,x, ))v(f( 	) 



26 

Ah(x1,x2  ,,,, xn )=(fAg)(xi,x2,..., )v(fAh)(x1,x2,...,xn  )=((fAg)V(fAh))( xi,x2,...,xn  ), 

V(xl,x2  ..... xn )e{0,1 }" > fA(gVh)=(fAg)V(&\h). Por lo anterior se tiene: fV(gAh)=(fVg)A(fVh) 

ya que <.7,V,A> es un retículo. Por lo tanto, <9,„V,A> es un álgebra distributiva con O y 

1.  

Sea fe .9,. Luego, 0(x1,x2,...,xn )=0=f(x1,x2,...,xn )^-f(x1,x2  ..... 

(xi,x2 	xn )=(fA-f)(x1,x2,...,xn ) 	y 	1(x1,x2,...,xn )=1=fixi,x2,...,xn )v-f(x1,x2  ..... xn )= 

)v(-4)(x1,x2  .... )--(fV-1)( xi ,x2, 	n  ), V( x 	)e 1 O, 1 ln — 0=P \ -f y 1=fV-f. 

Por lo tanto, -f, el complemento de f, es único porque <..9,„V,A> es un álgebra distributiva 

con O y I. Con lo cual, <c9,,,V,A,-> es un álgebra booleanan 

2. Teorema: Sea fe 	Entonces fr- s„)EF X i si  AX2s2  A...Ax ns" donde F={ (x1,x2  ..... xn ) 

: f(xl,x2, .,xn )=1} y x, =x, si s.=1 ó 	x, si sf =0, i =1,...,n. 

Demostración: Sea f E.9; . Nótese que xi  A 232 A...Arns"E,9-n  y 0-s xis'Ax252 A...Axnsn por 

ser O menor cota universal. Sea ge .9; tal que 03g<_ 	AxPA...Axns". Entonces 

g(x1,x2  ..... xn )=0, V(x1,x2 	xn) excepto (s1,s2  ..... sn ) donde g(s1,s2  ..... sn )=0 ó 1. Por lo tanto, 

g=0 ó g=x1s'Ax2s2 A...Axns". Con lo cual, xis'Ax2s2 A...Axnsn cubre a O. Entonces, 

xis' A x2s2  A...A xnsn es átomo de 	V( si,s2,...,s,, )e 10, 1 l" 

Sea b un átomo de 	Como b cubre a O > b*0 3(s1,s2,...,sn ) tal que b(s1,s2  . 

O xis' A x2s2 A...A xnsn 	b=xis' A x2s2 A...Arns" por ser un átomo. 

Como <9,,,V,A,-> es álgebra booleana finita con un conjunto de atomos 

x1s'Ax252 A Axn  in (S1/  S 	Sn  )e{0,1}" }. Entonces, f xislAx252 A...Ax s" donde 
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F={(s1 ,s2 	: 	A s2 A...Ax;" sf} por teorema I.C.6. Nótese que F=1(s1,s2,.. 

f(s1,s2,...,s„)=1} ya que : x1s'Ax2s2 A Axnsn sf si y sólo si f(s1,s2,...,.s•)=1 o 

3. Teorema: Sea fe . Entonces f = "(s 	»F —x I  siV—x2s2  V V—x sn donde F=1 v 	s,  

(x1,x-2' ' n) 	 n)=0 ) 

Demostración: Sea fe,in . Como 	,—> es álgebra booleana finita con un conjunto de 

átomos { 	Ax2s2 A...Axns" : (5.1 ,..v2 	.08{0,1 } entonces <.±.7,,,V,A,—> es álgebra 

booleana finita con un conjunto de átomos { 	 ( 	 }" } por 

principio de dualidad para álgebras booleanas. Por teorema I.C.6 se tiene: 

8 	s, 	
s x — 

5, 	.S  
donde F={(si,s2  .... „vn ) : xi±Ax2—A.../..\xn-a sT n. Además, sn),F   

x f=x si sj=1 	si sj=0, i =1,...,n y por el principio de dualidad para álgebras 

booleanas se tiene: A=V, V=A, 1=0 y 0=1. Con lo cual, f= /ido, 	sa)GF—X131V—X252V.• .V—Xn 

donde F={(x1,x2,...,xn ) : fs—xisiV—x2s2 V...V—x;^}. Nótese que F=Ux1,x2  ..... xn ) : 

n)=°} ya que f'— xisi V— 
	V...V—xnsn si y lólo si f(s1 ,.v2  . 	vn )=0 o 

Definición: Se define e: 	x.57-n —).7, tal que (feg)(x1,x2  ..... xn )=f(xpx2,...,x,)e 

g(xi,x2,..., ) Vf,ge 

4. Corolario: Dado < (..27; 	—> un álgebra booleana se tienen las siguientes propiedades: 

i) feg=gef, Vf,ge 

iD fe(geh)=(feg)Sh , 

iii) 11310=f, fe>-0 y fe--fr-1, Vfe .9rn  . 
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iv) fA(gEBh)=(fAg)(19(fAh), Vf,g,he,5-rn  J. 

y) fVg—I0g9(fAg) y--=1®f, Vf,ge..7n  . 

Demostración: Sean f,ge:-.); . 	Luego, feBg(y1ty2, 

={ IYIY2,...‘Yn Y—S(3)10'2,—J,, »y{ —AYIY2,—. Yn 	 )}=(fA—g)(Yi‘Y2,..-tY„ )v 

(—fAg)(yi 	)=(fA—g)V(—fAg)(yi,y2,... ), 	2, )E { 0,1 in . Por lo tanto, 

felg—(fA—g)V(—fAg). Por el lema I.B.10 queda demostradoo 

Definición: r={fe,57"f= V 	x s'Ax s'A Axnsn } donde F=I nPi : 	V(si 	 , )EIF 	1 	2 

gYi 	...tYpr 1  )r- 	.‘3)17,° )1=1  } • 

5. Teorema: es isomorfo a 

Demostración: Pruébese ahora que <r,V,A,--> es un álgebra booleana. 

Como 	es un conjunto parcialmente ordenado y Xc 	. Entonces 	es un 

conjunto parcialmente ordenado. 

Sea f,gEr. Entonces, f= V 	 S2  A...Axns" donde F={ (ypy2,...,y,r ) : sn)EF 

f(Y1y2,...yn,l )=  f(Yp.Y2, • • 	)= 1  / y 	g= 	xis' A x2s2  A...A xns^ donde G={ 

CY1,112,- 	1-111,1'2,  • Yn, 1  »- g(Yi 	(1)= 1  1- 

Luego, 	fVg 	Vv(s, 	 )V( Vvoi 	A x232  A...A xns")= 
s„)E-G sn)EF Xi si  Ax2s2  A Ax:n 

V v(si 	s„)FL,G X
I I  Ax:2  A... A xnsn EX ya que { (yi 	) 	fVg(y 	1 )= 

} —{ 	 f(y1,y2,...,yn,1)—flyi,y2,...,yn,0)=1 o g(yi,y2,...,yn,l) 

= g(ypy2,...,yn,0)=1}=FuG. Por tanto, tVg es el supremo de f y gen r. 

Luego, 	fAg = (V 	Xi si  A x2s2  A A xn3')A( 	x:' A x2s2  A...A x:^ )= 
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Vv(si 	sn)eh- V X 	 Ax 	Ax")A(x 'A vui,..,tn)EG  / 252 A...: 	'2 A Ax„'")= Vn(si 	 „)eFriG 

s' A...A x,'"EX-  ya que { (yi 	: fAg(yi  y2, ..y 1 )=fAg(y1,y2,.. 	1 } = 

J'„) 	IY1 ,122,...,Y, I = «YDY2,...,3)„,0  )= I Y g(Y1.Y2,  -,Y„, 1  )= g(YrY2 	Y„,C)= 1  

= FnG. Así, fAg es el ínfimo de f y g en F. Por lo tanto, <X,V,A> es un retículo. 

Nótese que ler Ya que 1=V x s'Ax 	snAx s—i= (V 	x Si  Ax 
V(si 	ywsn.1) 	1 	2 	n 	n-I 	7 .1) 	I 	2 

A...A xr:"A 	)V( V v(s, 	xls' A x2s2  A...A x:"A— xn, )={ ( \in). 	'Ax2s2 A...Arns")A 
s„) 

x„1  }V1( V,s(si su)  XI'' A x2s2 A...A xns")A—x„1 } = 	.... su)  x1 3' Ax2s2 A. .Ax:")A ( xn,1  V 

—xn, 1  )= ( 	su)  xis' A x2s2  A... A xns" )A I = V 	x s'Ax2 ns". Por lo tanto, 1 es 

la mayor cota universal en X De igual manera, OEX ya que 0=V(5 	sn)GF X
1

5I A s'A...Axns" 

donde F=e. Por lo tanto, O es la menor cota universal en X Como <..9,,,1 ,V,A> es un 

retículo distributivo, entonces <XV,A> es un retículo distributivo. 

Sea fel:g. Como = " 	„.s„. i)f:F —x1  V—x2  s' V V—xnS"V"-Xn4-1sn+1  donde 	F={ 

(yly2, 7 nyn,l ) •• f(yi  y2,...ynyn,i )=0} por teorema II.A.3. Entonces, f 

V— X2s2  V... V— X ns" 	Xnt  1  )A( "v(sp...0.,00)EF  — X /51  V— X2s2  V... V X:" V 

)={ 	 —Xisi  V"- X2s2  V ... 	Xns")V—/ Xnt  1  } A {(/ \— x1 5' V—x2s2  

V...V—xns") Vxn,i  } donde H={(yi y2,...yn ) : f(y1y2,...yn,1 )=0} y G=1(yi,y2,...yn ) : 

f(yiy2,...,yn,0)=0). Como fe le se tiene que H=G ya que f(yiy2,...,y,,1 )=0 si y sólo si 

f(y1,y2,...y,,O)=0. Entonces, fr—("vo)  „wi—xii'V—x2s2 V V—xns")V(—xn,1 nxn,1  )= 

is' V x2s2  V V—x . Por lo tanto, 	V,),(s 3n)cH  X1si  A x2s2  A .Ax:" er ya 

que H={(yi,y2,...yn ) : 	 1 )= —f(yiy2,...yn,0)=1 }. De esa forma, <X,V,A,—> es 

un álgebra booleana. 

Sea aeX tal que (ii--xis'Ax2s2 A...Ax:". Entonces, a(yiy2,...,y„ i  )=0, si (yry2,...,yn,1  )11 



30 

(s1,s2 	 , 1 ) , (s1,s2  ..... s,,,0)}. Nótese que a(s1,s2  ..... s,,, 1 )=0 ó a(s1,s2  ..... s„ , 1)=1 . Si 

a(s1}s2 	 n}1)=1}) 	-a(s1,s2}- }s,}1)=1 	-05.1,12 	s',, ,0)=1  ya que -aer 

a(s1,s2   	vn ,0)=0. Con lo cual, a=0. Si a(s1,s2  ..... sn ,1)=1 > a(s1,s2, 3,0)=1 ya que aeK. 

Entonces, a=x1s'Ax2s2 A...Ax,,s". Por lo tanto, zis' Ax2s2 A Ax,;" es un átomo de I', 

V(s1,s2 	sn )e{0,1}". 

Sea b un átomo de r. Como b cubre a O > b*0 a  9(s1,s2  . .... 	tal que 

b(si, 	 1 	0-sxis'Ax2s2 A Ax,,, 	. Además, b(sps2  ..... 	ya que '' 	n' S  n. 1) — 

ber e  0-s zis' A x2s2  A...A xn, 	Con lo cual, 	{ 	A x2s2  A...A 	}V 

{ xis' Ax2s2  A...A xn, -Snd  bvb=b. Luego, xls' A x2s2  A...A xns" = { xis' A x2s2  A...A x,,s" } A 1= 

{ 1  Ax2s2 A...A x,,sn }A{ x,,, isnaVx,iti-s-4  }={xts'Ax2s2 A...Ax,,, isi'd }V{ xis' Ax2s1A...Ax„ 

-sb. Entonces, b = x1s'Ax2s2 A...Ax,,sn por ser un átomo y x1s'Ax2s2 A...Axns" er. 

Nótese que el número de átomos de es r y como el número de átomos de ,57,, es T2  . Así, 

r es isomorfo a Ln por teorema I.C.8 y definición I.C.3. Considérese el isomorfismo (I): 

(.57};,->7 tal que 4:1)(x1s' A x2s2 A...Ax,,s")=xis'Ax2s1A...Ax,,sn, V(s1,s2  ..... s,i )e {0,1 }" 

6. Teorema: Sea febr . Entonces E 
V(s 	

x
i,...,sn)EF I 's  Ax2s2 A Ax s" donde F={ (Y1,Y2,--Yn) 

f(y1Y2,--Y„)=1}. 

Demostración: Arguméntese por inducción. 

i) Como .91={0,x1 ,--x1 ,1}. Para los casos en que f=0 ó =x1  ó 	Ya queda demostrado. 

En caso contario, si f=1=x1 e-x1  . Entonces vs EF x,s' donde F={ y1  : gyi )=1}, 

Vfe . 

f-= E x,s'Ax s2 A Ax s" donde F={ (YY} ... ,Y,}) V(si,. n)eF 	2 	n 	 12  
ii) Por hipótesis de inducción : 
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: 	y,)=1 1, Vfe,.7„. 

iii) Sea fe ,97„,1  . De manera que, f Vv(s, su.oefr, 	L AX2s2 A AXnLis"' l  donde F={ 

(y1,Y2,•••,))„.1 ) 1  gY1Y2,•••‘)/n,1 )=1 } por teorema II.A.2. Como </7,. ,V,A,—> es un álgebra 

booleana se tiene: f = /(V  	x1  s'Ax2 "• s'A Ax n  s")Ax„, }V{(V 
v(si 	sn)em 	 v(s 	.5.,,)eV 	1 

x 'A 

x2''A...Ax„s")A—x„, i  } donde M=I (yi,y2,... y,) • f(yi y2,....y,, 1)=1 } y N=I (yi,y2, ,y,) : 

f(y1,y2,...y„,0)=1 }. 

Nótese que Vv(s  sn),m 	Ax2s2 A...Ax„s", V 	X SI  Ax s1A...Ax 3"  eg2. Entonces, 
n)G211 I 	2 	 n 

A x2" A...A x;" y (1)(h)= VV(si ag,he..57, tal que (I)(g)=Vv(si,..  ,sn)FAif  x s'Ax s'A Ax JEN' 1 	2 "' n 

por teorema II.A.5. Por hipótesis de inducción se tiene: g= Ev(s 	xis' Az:2  A...Ax;" y 

h= 

	

	 Sisl  A x2s2  A...Ax„s" donde A={ (Yi,Y2,•••Yn) 	g(-))1Y2,  •Yn)=1  / y B={ 

: h(yi,y2,...,y,)=1 }. Luego, (1)(g)=Ev(st....,Q,A  x1s'Ax2s2 A A „s" y clo(h)= 

x Ax S2  A EV(.11 	s„)€13 1 	2 	"• Ax n 

Pruébese ahora que A=M y B=N. 

Sea 	..... .5•,)eM 	 s2 A Ax 3n  <4:1)(g) 	x s'Ax2s'A...Ax s"= 

szt. (xis' Ax2s2 A...Ax„s")<_g e 	1=xisl Ax2s2  A...Ax„s"( 	 ) 	g 

(si,s2,...,s,)eA. Entonces, McA. 

Sea (sps2,...,s„)eA. Supóngase que (si,s2,...,s„)ffM. Luego, 	s1A...Ax,s" 

xis' x2s2  A...Ax;"=(1)( zis' A x2s2 	el)(g) 0  1 = 	A x2s2  A A x;"( 1 ,. 2, 	• , I ) 41)(g) 

(si,s2, 	,1)=0, lo que implica una contradicción. Entonces, AcM. Por lo tanto, A=M. De 

igual manera, se tendría que B=N. 

Luego, 	 xistAx2s2A...Arns")Ax„, }V{(Ev(st. ,sn)eiv xIsiAz2s2 A...Ax:")A 

X }={ E Ys'Ax  s2 A Ax s"Ax }V{ a 	x x s2 A 	s"A—x. = 
n41 	v(s, snyA I 	2 	, „.1 	cyu s),A 	 „ 
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{ Ensi.  ,, s rr )efr, XI  A x2s2  A...A x,:"A x„, i  }V{ Ev(,,, _3,00)GF 	Ax s'A...Ax,:"A—x„„ } = 

{ zis' Ax2s2  A...Ax:NA x„,,, }e{ Evcs. swowp  Xisl  A X2s2  A...A Xsts" A—Xn. 1  le 

{(Ev(si 

	

	s„.WF 
Xl  si Ax2s1A...AxnsnAx„, )A( Ev(s, no)p, x13' A x252  A...A x:"A—xn, i  )1 = 

	

nts 	s„.1),F  

ss,„i)EF 
X131  A x2 s2  A...A x„, 	} { 7 	 (x ti A x t2  A Axntn  A { 	v(,  	 :ni"' e  - —v(ti....,t„,l)eF EV(si,.. 	0)cF ' 

Xn. 1  )A (vis' Ax2s2 A...Ax:nA—xn,1  )). 

Nótese 	que 	(xi'l A x2t2  A...A x„'"A x„„ )A(x15'Ax252 A...Ax,:^A—x„,1  )=0 	por 	ser 

.ri tl A x2t2  A...A x,:"A x„i  y xisl Ax2s7 A...Ax,:"A--xn,i  átomos diferentes. Entonces, 

2 	
n,1 	 sn+0,,, X SI AX S2  A...A x 	'Di  } 	 x,si A 	A.•Ax,,,,s-10 



III. DERIVADA DE FUNCIONES BOOLEANAS Y SEÑALES DISCRETAS 

A. Derivada de la función booleana 

Definición: Dado fe Sr,. A g se le llama función residual unitaria de f respecto a la función 

coordenada x, , si g(yi,y2, 	1,Y,,Y(u 1, 	)=ftYpYr- 	-1, 1,Y(i 	V(Yi,Y2, ,Yn)e 

{0,1 }" . 

Notación: g=fi _ i . 

Definición: Dado fe 	A g se le llama función residual nula de f respecto a la función 

coordenada x, , si g(yi,y2, 	 ji _1,0,y, 1, yn) V(yity2, tyn )e 

{0,1 }" 

Notación: g=f, zo  

Nota: f= {f,, i  A xi  }9{fi,o 	}, V fE 	. 

coordenada x1, es 
(9f = f _ ef 1=0 .  
"I 

Nota: La expresión booleana f — 	 .y,_ /,1, . ,y,)euffyi ,y2, 
dx, 

La expresión anterior determina las condiciones, para las cuales la función f cambia su valor 

cuando se conmuta el valor de la función coordenada x, 

Definición: Derivada de primer orden J./ de la función booleana f respecto a una función 
ax, 
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dk  
Definición: Se denomina derivada mixta 	 f 	 de la función booleana f una expresión 

ex. ex. ..dx, 

de la forma 
ay 	a  átc-il. 

 )
k 

 
dx dx ...dr ex 

= 
dr 

( 
dr. ex ...dr II 	11 	ik-I 	1 k 	1k 	11 	' 

, 
2 	ik-I 

Definición: La derivada de orden k 	
akf 
	dula función booleana f respecto a las 

2(x x x ) 
II' 12'''''  lk 

funciones coordenadas x x 
'

es igual a la suma módulo dos de todas las derivadas de 
12  

e e 	dkf  

	

d(x x. ...'l  x.) 1  dx, 19 dx dx 	19c-s extaxi&S 	dr ax. ...2x ex, 
1"2 ' k 	 z 	j 	 1 1 	12 	lk-1 	'k 

	

i,i,S,. ..=. 	i k . 

Nota: La derivada de orden k 	ay 	de la función booleana f respecto a las funciones 
d(x x x ) 

II' 12-  111 

coordenadas x. x. determina las condiciones para las cuales esta función cambia su valor 

sustituyendo simultáneamente los valores de las funciones coordenadas 

1. Lema: Sea fge..17n  Entonces: 

i) e(jeg)  _ df dg bs, 
ex 	ex dx , 

2(fÁg) _ dg 2f 
ii) 	 fA e A 

	

2x 	dx ax 

iii) a(19.g) 	 - -f/ 

	

2x . 	ex ax, 

iv) aeliñ 	 - af , Vie{1,...,n}. 
dx 

Demostración: Sean f, ge Sr, y ie{1,.. 

i) aVgg)  094= ieVeg),=0=( f=1® g,=1)evi=oeg1=0)= U1 =1 $f=o )®( g1=1eg1=0)= 

ef e 'aj 
dx 

d(fA,)  ii) 	 - (fAg), 	(fAg),.0  =( A 	)e(fi=0  A g,.0  )=(( —af ey_o w—eg Eleg,=0 )} 
dx, 	 2x 	c3x 

primer orden, de las segundas, las terceras y las k-ésimas derivadas mixtas fijando las 

variables x x . ' Ik 

8Lf 	_ E af 9 E.  8 2f  ®. E 	83f  donde 

ef A  eg 
— — 
dx ex 

al ag 
ex, dx,' 

,n} . Luego, 
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(fi3OAg,,c,)=1( af  A g )(1)( —f Agi _o)e(f_ 0A—g )(13, (f_o  A gi _0 )}e( f„„ A gi,o ) 

	

ex ex; 	ex. ^ ^ ex, 	̂ - 

=(±1A)E1)( clÁgjev, onsí)=( ±f A-a-1)e { ( ±tini''A,v,)e( 'In cinic,)} 
ax. dx, 	exi 	̂ dx. ex, dx 	ex;  c9x. 	axi  ex;  
al 	 eg 	al eg 	Jf ag 	i  al ag 

	

C1)( —Ag,„))9(froA—) 	=c —A — )e( —A—Ax,)e{ —A(—Ax,198g, o) } e 
ax - 	- dx 	 ax, ax, dx ax, 	ex ex;  

(f-)=1( f_Ari )e( eg) } e { ( 111AIAx,)9(fi„b eai )}=1( fAg)G( 

—af A—eg 
dx 	dx 

)}e{ (±/Axtey, oyS }= (fA—eg )(DU liAgY9( —af A)}. 
ex. ^ ax 	dx. 	ex 	dx. dx 
jo i  dvvg)  _ 006,:t(fAg))  _I  8f e  ag e' 8(fAgL  af ce  ag% e{ (fA  eg  )e( afng)® 

ex; 	ex, 	dx. dx. ex(  dx ex 	dx. ex. 

( 	alA2-1)={ 4  e (fA4r)} e { _1E4( -9±Ag)}E1)(1  -31-X-21)={ (leñA±Ig- }e 
ax dx. ex. 	dx, 	dx. ex. 	dx dx, 	ax. , al ' el eg 	dgÍr aj 	ej a { —A(19g) }ED( —A—) = {( -IA —)e( —A-g)}9( —A —). 
ex 	ex. dx 	ax. ex. 	ex. ex. 

iv)  J(1)  = SOGA  _ 1 01 e' al _oe  af :  di  o  ' 
ax, 	dx, exi  axi 	az;  ex;  

71 	n 
2. Lema:  a—("xj)= /\ xi  Vie{1,...,n}. 

ari .r-1 	jr-lpi 
Demostración:  Sea ie{1,...,n}. 

77 	71 	a 	a 77 	 11 	 77 

Nótese que /\xj. = ( " xi)Ax,. Luego, —("xj)=—([ " xilAri)=1( " xi)A 

e 

	

.P1 77 pifr 	
a 

i 	 n Sri j=1
8 
	dx; Fl,i.j 77 	PIPÍ 

—(x,)}e{ —( " xi)Ax, }SU —( /\ xDA —(x)}-= {( " xj.)A 1 }e{0Ax, } 
ax, 	Ivi j=-1,/*/ 	axi j=1,/*/ j 	axi 	j=1,jti 
9{0A1}= /\ xio 

pijoi 

B. Derivada de una señal discreta 

Definición:  Una señal discreta es una función cuyo dominio y contradominio son N y {0,1} 

respectivamente. 

Notación:  S={x x es una señal discreta} 
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Definición: Dada f una función booleana de orden n y 	señales discretas. Se dice 

que x es una función booleana en el tiempo de orden n, si x es una señal discreta tal que 

x(t)=f(x1(t), x2  (t),..., x,, (0), VteN. 

Definición: Sea <{0,1},v,A,—> álgebra de Boole. Se define V:Sx S S tal que 

(xVy)(t)=x(t)vy(t) , Vx,yeS. De igual manera, se define A:S x S—)S tal que (xAy)(0=x(t)^y(t) 

, Vx,yeS. Además, se define —:S—.S tal que (—x)(t) =—x(t), VxeS. 

I. Teorema: Sea <{0,1},v,A,—> álgebra de Boole entonces, < S,V,A,—> es un álgebra 

booleana. 

Demostración: Nótese que <{0,1},s> álgebra de Boole es un conjunto parcialmente 

ordenado. Definase la relación -s en S tal que: Sea x,yeS, xsy ssi x(t)sy(t), VtEN. 

i) Sea xeS. Nótese que x-sx ya que x(t)sx(t),VteN por ser s reflexiva en {0,1}. 

ii) Si xsy y ysx x(t)_y(t) y y(t)-sx(t) ,VteN x(t)=y(t),VtEN por ser s antisimétrica en 

{0,1} x=y por definición de igualdad de funciones. 

iii) Si xsy y ysz > x(t)<_y(t) y y(t)sz(t),VteN > x(Osz(t),VtEN por ser s transitiva en {0,1} 

xsz por definición de s. Por lo tanto, <S;s> es un conjunto parcialmente ordenado. 

Sea x,yeS. Como x(t)sx(Ovy(t) y y(t)sx(Ovy(t) , VteN > xsxVy y y-sxVy xVy es cota 

superior de x e y. Sea c una cota superior de x e y xsc y ysc x(t)<_c(t) y y(t)sc(t), VtEN 

x(t)vy(t)sc(t), VteN > xVysc xVy es el supremo de x e y. Pruébese ahora que el 

supremo es único. Sea a el supremo de x e y > xVysa por lo anterior xVy=a por definición 

de supremo de x e y. 
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Sea x,yeS. Como x(t)^y(t)x(t) y x(t)^y(t) <_y(t) , VtEN xAyr<_x y xf\y-y,  = xAy es cota 

inferior de x e y. Sea c una cota inferior de x e y — 	y cs_y = c(t)-<x(t) y c(t)-y(t), VteN 

c(t)(t)^y(t), VtEN > c-sxAy > xAy es el ínfimo de x e y. Pruébese ahora que el ínfimo 

es único. Sea a el ínfimo de x e y = a-sxAy por lo anterior =, xAy=a por definición de ínfimo 

de x e y. Por lo tanto, <S,V,A> es un retículo. 

Sea xeS. Definase 1:NH 0,1} tal que 1(t)=1, VtEN. Como x(t)_-1= 1(t), VtEN > )(1. Por 

lo tanto, I es mayor cota universal. 

Sea xeS. Definase 0:N {0,1) tal que 0(0=0, VteN. Como 0(t)=0z‹. x(t), VteN > 0-sx. Por 

lo tanto, O es menor cota universal. 

Sean x,y,zeS. Nótese que (xA(yVz))(0=x(t)^(yVz)(0=x(t)^(y(t)yz(0)=(x(t)Ay(0)y(x(t)^z(0= 

(xAy)(t)y(cAz)(t)=((xAy)V(xAz))(0, VteN = xA(yVz)=(xAy)V(xAz). Por lo anterior se tiene: 

xV(yAz)=(xVy)A(xVz) ya que <S,V,A> es un retículo. Por lo tanto, <S,V,A> es un álgebra 

distributiva con O y 1. 

Sea xES. Luego 0(0=0=10^—f(t)=10^(-0(t) = (fA-0(t) y 1(0=1=f(t)y—f(t)=10y(-1)(t) 

=({V-0(t), VteN 	0=fA—f y 1=IV—f. Por lo tanto —f es el complemento de f y es único 

porque <S,V,A> es un álgebra distributiva con O y I. Con lo cual, <S,V,A,--> es un álgebra 

booleanao 

Definición: Sea <S,V,A,—> un álgebra booleana. Se define ED:SxS S tal que 

(xey)(0=x(t)ey(t), Vx,yES. 

2. Corolario: Dado <S,V,A,—> un álgebra booleana se tiene las siguientes propiedades: 
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i) xEDy=yGx, Vx,yES, 

ii) (xey)ffiz=xe(yEDz), Vx,y,zeS, 

iii) xeD0=0, x9x=0, y x®-x=1, V>Ce S, 

iv) xA(yEE9z)=(xAy)EB(xAz), Vx,y,zeS, 

y) xVy=(xWy)e(xAy), Vx,yES, 

Demostración: Sean x,yeS y telkl Luego, (xey)(t)-x(t)(Dy(t)={x(t)^-y(t)}v{-x(t)^y(t)}= 

(xA--y)(t)v(-xAy)(t)=[(xA-y)V(-xAy)](t). Por lo tanto, xey=(x./\--y)V(-xJ\y). Por lema 

I.B.10 queda demostradoo 

Definición: La derivada de primer orden 
r — de una señal discreta x en el tiempo es una señal 

dt 

discreta tal que 
dx—(t)=x(t+1)9x(t), VteN.  
dt 

Definición: La derivada de orden n de la señal discreta x en el tiempo es la expresión de la 

forma 
anx 

= 
a a^- lz 

atn dt
( 
 atn-1

). 
 

3. Lema: Para cualquier x,yES. Entonces: 

i) 
d(x-Ty) _ ar n,w  ay 

at  dt  as
,  

d(xAy)  _ xAdy g er Aye  dx A  By 
as 	as as dt as 

iii)  
d(xV y) _ 	2 

xA -
d
Ye 
	 ay 

as 	at at 	as as' 
a(-x) _ dx iv)  

as 	as .  

Demostración: Sean x,yES. Luego, 

i) Sea teN. Entonces, 
as 

a(xgY)  (t)-(xey)(t+l)e(xey)(0={x(t+l)ey(t+1)}e{x(t)ey(t)}= 
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fx(t+l)ex(t)} e{y(t+l)ey(t)}= 
ax (t)®  d —Y (t)=  dx _e (3y  (t). Por lo tanto, 

a(xey) = dr By .  
ar at at at 	 3t ar a, 

ii)Sea teN. Entonces, 
8(Ay) 

 (t)=(xAy)(t+ I )e(xAy)(0={ x(t+1)^y(t+1) } O{ x(try(t) } = 
cgt 

{ x(t+ 1 )^y(t+ 1)} e{ Oce[x(t)Ay(t)] } { x(t+1)^y(t+1)} e{ x(t+1)^y(t)e[f x(t+1)^y(t) } e{ x(t)^y( 

t) }] }={ [x(t+1)^y(t+1)]e[x(t+1)^y(t)] } e[ 1 x(t+1 )ex(t) } ^y(t)]=[x(t+ I )^{ y(t+1 )®y(t) He 

ax 	 ay 
[ — (t)Ay(t)]=4 { x(t+1)^ clY  (t) } e0M 	(t)Ay(t)]=[{x(t+1)^ —

ey
(t)} e{ x(t)^ — (t)}1e{ [x(t) 

e( 	 at 	at 	 at 	di 

^tY (t)}]®[ 	(t)^y(t)]}={ --a2c--(t)^-?-1)  (0} e{(xA clY  )(t)e( 	Ay)(t)}=((xn .?±.1 )e( trAy))( 
di 	at 	 at 	al 	al 	ar 	 at 	St 

ax 	 ay 	ax 	ax ay 	 Ay)  _ t)®( 	a 
—A —Y  )(t)(t)=(((x —)e( —Ay))e( —A —))(t). Por lo tanto, 	

a(x  
at al 	St at 	at at 	 di 

((xA 
31  
—
y )ce( —dx 

at 
Ay)) ®(

31 at 
—dx A—ay ). 

iii)  3(xV y)  = d(xeye(xAy))_ a e  Oye  d(xAy)_(  aX er.
tío. 

 av 
' )9( xAeY  El3 a x  A 	x  A aY 

di 	ar 	at ar at 	at ar 	di al 	at at 

y{ 92-̀ eY}e{((xn (13±)e( 'Ir  AyDEB(2-c3  A la  ))={ 3  `-e '13.) 	.31  }e{{(xn 	)ED( Ay)}ED dx 
ar at 	at ar 	ar ar ar at 	at di 

dr 3 	3 	a 	dx ax 	ax ay 	 a 	dr { —A }}={{ ED{xA }}e{ —ED{ —Ay))1(13( A —)=[{(1Gx)A }e{ _A( 
at at 	di 	at 	at at 	at at 	 at at 

ley)}]®( axn IlY )=[{--r,A9-1}e{ -aIA-y}Ei)(:2-A-ElY-)=((-xA (1)/- )9( Ér Aype( A 3'). 
at di 	at at 	dt di 	at at 	31 at 

. a( --x) 3(19x) al 	dx 	ax ax 
tv) 	= 	

_ e = OED = o 
ar 	al al at 	St di 

C. Peso de la derivada 

Considérese una serie de métodos de proyectar circuitos. La eficiencia de cada uno 

de ellos aumenta en comparación con los anteriores. 

El método de cascada basado en la descomposición de Shannon 

f( )11, 	 n ) 	V V(s 1,52 	sk ) 
SI A 	2 A 	S  k 

Y1 	.Y 2 	
. 	

Ya Al( SPS2,"''SklYk‘ "Y n )' 

permite , al existir los bloques de exclusión de k variables, reducir la realización de una 



40 

función booleana de n variables a la realización de una función booleana de n-k, 	1, 

variables. La dimensión de funciones residuales f( 	 1 yn  ) puede bajarse al 

excluir t variables, etc, hasta que las funciones residuales tengan la forma simple. 

La complejidad de funciones residuales depende del grado de exclusión de variables. 

En una función booleana dada f(.v i.•.- .v 	), el número de todos los posibles 

procedimientos de exclusión de variables aumenta de modo combinatorio. Por ejemplo, si se 

utilizan sólo bloques que excluyen una misma variable en cada nivel, este número es igual a 

n!. Sin embargo, en todo nivel se puede excluir tanto una misma variable como también 

distintas. Luego, a cada paso se puede excluir diverso número de variables. Escoger la 

exclusión óptima de variables mediante el sondeo de todos los procedimientos de exclusión 

es un proceso que requiere trabajo de mucha laboriosidad. 

Una exclusión óptima, se busca empleando el criterio heurístico, uno de los cuales se 

basa en el empleo de la noción de la derivada de una función booleana. 

El criterio de exclusión óptima de las variables en el método de cascada consiste, 

primero, en la exclusión de variables. Con la conmutación de las mismas, la función booleana 

se conmuta con el número máximo de condiciones. El número máximo, se determina por el 

peso de la derivada. 

Definición: Llámese peso de la derivada de la función booleana el número de átomos de esta 
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derivada. 

Al emplear los bloques que excluyen k variable, se hallan las derivadas de orden k de 

una función realizable y se busca el valor máximo del peso de la derivada P( 	811  

3(x ,x.. x ) 
1 	t2' 	i k 

que determina variables para excluir. Para las funciones booleana residuales obtenidas, se 

vuelve a hallar las derivadas, se determinan los pesos, mientras que la derivada de la función 

residual a examinar que tiene peso máximo, determina variables correspondientes, que en este 

nivel se excluyen para esta función residual, etc hasta que las funciones residuales tengan 

realización simple. 

El criterio de exclusión óptima de variables tiene carácter heurístico. Este se basa en 

las siguiente suposición: cuanto mayor es el peso de una derivada P( df 
 ), tanto más la 

función f depende de la variable xr  Si existen bloques de exclusión de k variables, la 

construcción del circuito se realiza de modo análogo, calculando el peso de las derivadas de 

orden k, P( 	3k7  

D. Función de error 

Considérese un esquema lógico de dos entradas que se conmutan simultáneamente. 

Para más precisión, examínese la transición (0,0)-->(1,1) La condición de conmutación 

simultánea de los canales de entrada xi  y x2  es ideal. En realidad, con la probabilidad casi 

d(x.,x.,...x ) 
i  I 	12 	1k 
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igual a la unidad, cambia primero una entrada y, dentro de un rato otra. En dependencia del 

orden de su conmutación, el cambio (0,0) a (1,1) puede pasar a través de (1,0) ó (0,1).  

Analícense dos casos: 

I. Las funciones f(0,0) y f(1,1) no son iguales. La señal de salida antes y después de 

la conversión es diferente. Entonces, en los estados intermedios puede tener lugar el valor 

viejo de la señal ó el valor nuevo. Si en el esquema faltan picos, en principio no puede haber 

señal falsa. 

2. Las funciones f(0,0) y f(1,1) son iguales. La señal de salida antes y después de la 

conversión es igual. Es decir, en la salida de la conversión "no se siente". Pero si en los 

estados intermedios la señal de salida se difiere de f(0,0) a f(1,1), durante la conmutación 

puede aparecer señal falsa, la conversión es crítica. Este fenómeno se denominará riesgo en 

el esquema lógico. El camino por el cual la señal pasará del estado (0,0) al (1,1), depende de 

los parámetros fisicos de las señales del esquema y de la suerte, ya que los parámetros tienen 

carácter estadístico. 

Según Bochmann, pónganse las condiciones necesarias y suficientes de la conversión 

crítica. Para que la conversión del estado (s1,s2 ) en el (—s1 ,—s2 ) (s1,s2  =0,1) sea crítica es 

necesario y suficiente que 

i) f(s1,s2 )--f(—s1 ,--s2  ); 
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f(—sirs.2 ) #g—si 	Is1,— s2 )41— si 	). 

Es fácil enunciar estas condiciones empleando las derivadas. En caso de la conversión crítica 

se tiene: 

Sr Sr 
i) la conmutación simultánea de ambas entradas: il A 	2  = 1 ; 

at at 
fi 	 a y  
) el valor de la señal de salida antes y después de la conversión es igual: 	—O; 

8(xi,x2) 

iii) la conmutación solamente de una entrada lleva a la conmutación de la salida: 

af V af =1 
axi  8x2  

Por lo tanto, el error se expresa del modo siguiente: 

Af_ A Sr2 A(  a.f v  af 	a2f  ) 

as at axi ax2 a(xpx2) 
donde Af es la función del error. 

ex Sr 

	

En la exprésión Af, la señal discreta 	A —2 determina las propiedades de la señal, 
at at 

a2 f 

la cual se denominará miembro de señal. La función booleana ( 
ef 

V 
 ef 

)A ( 	) 
8xi  8x2  8(x1,x2) 

determina las propiedades de la función que se realiza. En adelante, se denominará miembro 

funcional de la fórmula que define el error. 

Uno de los procedimientos para aumentar el rendimiento del ordenador, es el 

incremento de la frecuencia de trabajo de los elementos utilizados. Los elementos electrónicos 

moleculares modernos, tienen frecuencia de trabajo de miles de megahertzios. Durante el 

funcionamiento de los esquemas lógicos, el retardo en el circuito de los elementos se hace 

comparable con el período de trabajo del esquema, lo que lleva a la necesidad de tomar en 

consideración las señales falsas determinadas por la expresión Af. 
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El error no surge, si 0-0, para lo cual es necesario hacer restricciones en el miembro 

de señal o en el funcional de la fórmula. 

Examínese el caso de los esquemas lógicos, en los cuales tres canales de entrada se 

conmutan simultáneamente. Según Al', el error tiene lugar cuando se conmutan dos entradas 

arbitrarias. Por consiguiente, en la conmutación de tres entradas xa , xb , xa  la función de error 

contiene los siguientes miembros: 

8x ax 	af 	32f  
°A A( 	V )A—( 	 ) 

al 	ex 	ex 	3(x ,xb) 
Cxex 

	

A =7\( al  —V al 
 )A—( 	) 

al 	at 	ax ex 	8(x x,) 
ax ax 	al 	ay 

	

b  A - . A( V —)A—( 	
) 

at at as ex, 	d(xb,x,) 

La fórmula que determina las condiciones en que surgen los errores al conmutar tres 

entradas, contiene otro miembro que tiene en cuenta la conmutación simultánea de tres 

entradas: 

ara
A

ax
b AexcA( 

 82.1, 
V 

 32f 
 V 

 32f 
 )A—( 	  ). 

at at at 3(x,,xb) a(ra,x,) e(xb,x,) 	e(xa,xb,x,) 

Por lo tanto, para la conmutación de tres entradas la función de error tiene forma: 

Af 	ara   &ea  	2.7e  af 	32f  ) 	axa A  ara  A(  af af ),\_( ay ) 

81 el' ex axb  8(xo,x) al el ex ex, 3(xb,x 
axn A axc A(  al v  ef ayv.„(  821 V  a A  aXb A  (3Xc A(  (92/  v  ay  v  á2f  
el et a

f 	
ex 	d(xb,x,) 	el al at 3(xo,rb) a(xa,x,) 3(xb,x,)

) 
a3f  

A—( 	
). 

a(xa,xa,x) 

Generalizando la función de error para el caso de conmutación de n entradas en el 

esquema lógico, se tiene: 
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a'x. a„ )—( 	012-1„- I --tx01.-var",Xa„;i1 .  
F(x 	 • • 

y la función de error tiene forma 

Of 	
di ar 

= (V 	 11  A —2- AF( /2  DV( V =x 	...,x ;;,<;, 	 a  
" aáx ' aar 	ar arar 

) )V V al  A 
 dt 

a' A...A 
 di 

a" AF( xa l  ,xa?• " ,x0„ ). 
dt  

an-7 	)A ( 	37 	) 
a 12,...j„) 

ai di, di, 
—IA =AF( 

-5  di at ar 

De la fórmula anterior se desprende que con el aumento del número de canales de 

entrada que se conmutan aumenta la probabilidad de la conversión critica. 





IV. UN ANALOGO AL TEOREMA DE TAYLOR PARA FUNCIONES 

BOOLEANAS Y SEÑALES DISCRETAS 

A. Análogo al teorema de Taylor para funciones booleanas 

Definición: Sea <10,11,v,^,-> álgebra de Boole. Se define •:{0,1}x.9-1, -1,7, tal que 

a. 	1 )= 	 ae {0,1 } y Vfe ..57; 

1. Lema: Para cualquier f,ge..9-n , se tiene (a.f)Ag=ae(fAg) , Vae {0,1} . 

Demostración: Sean f,ge 	y aE{0,1}. Luego, (a..f)Ag(y1 y2,...‘y„)=(a•f)(Y1 ,Y2  ,,,,,,,,) 

^g(yi 	)= { a^f(yph, •.,31„) }"g(YiY2,--iY„ )=a^  { gyi 	)^g(yi,y2,...,y„ )1=a^ 

(fAg)(yi  y2,. . yn )={a. (fAg)} (y/  y2,. ny, 1, V(y1 y2, 	)e { 0,1 }". Por lo tanto, (a.f)Ag= 

a.(fAg)o 

2. Lema: Para cualquier fe 9; se tiene: a•fGb.ifr--(aeb).f, Va,be10,11. 

Demostración: Sean fe.7n  y a,bE{0,1}. Luego a•feb•f(y1,y2,...,y,)=a•f(y1,,y2,...,y,) 

gbigYiY2i-Y„)=a^gYiY2,-..Y„)Gb 1̂.Y1,312,...Y)=(aGbrgYpY2,...Y„)=(aeab)*IY1Y2,--‘11„),  

V(ypy2,...tyn )e{0,1}". Por lo tanto, a•fEBb•-(aeb)efti 

3. Lema: Para todo fe.17n  se tiene: 1•f=f y 	donde Oe..57-n. 
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Demostración: Sean fc ..9t, y (y y2,... )e {0,1 }" . Luego 1. f(yi,y2 	 ) 

) y 0•f(yi,y2,...,y),)=0/}f(yry2,...,y,,)=0=0(yi,y2,...,y,). Entonces, 1•f--f y 

0. fr-OD 

4. Lema: Para todo ae {0,1} y fe 	se tiene 01)(a.9=a•41)(f) donde (Des el isomorfimo entre Srn  

y ,.. 

Demostración: Sean fe .-7 y ae {0,1 } . 

Caso I: Si a=0, entonces (1)(a4)= 0.(0.0=4)(0)=0=0.(1)(9=a.(1) por ser Imn isomorfismo y por 

el lema IV. A.3 . 

Caso II: Si a=1, entonces (1)(a.f)—(1)(1•0=0(t)=1 • (1)(f)--as cDpor el lema IV.A.3 0 

5. Lema: Para cualquier fe .i"+ , , ge ...9; y ae {0,1} tal que g(yi,...,yn )=f(yi,...,y,,,a), 

ak  
V(Yir -.Y,,)E { 0, 1  }". 	Entonces, 	

c3kf 	
(Y1,--Y„,a)— 	

g 	
0/1---Yn), a a 	8 	a dx, ..ax 

,1 	'2 	t k 	 I I 	'2. 	;k 
 

{ 0,1 }" y keN \ { O} . 

Demostración: Sean fe .9-nt  , ge .9; y ae {0,1} tal que g(y1,•• ,Y„ )=f(Yp • • Y. >a),  

V(yi,...,y,,)e { 0,1}". 

Arguméntese por inducción. 

i) Sea (yi,...,n)e {0,1 }" . Luego, —8f 
(y1,...,y,,,a)=f(yi,...,y7,  1,y 	...,y 	 01  

; 
-1, 	 n' 	 -1' ex 

1,1 J'y 	 _ 1,0,y,, 	)= 
ex

(y1,...,yn  ). Entonces, 
, 

ef 	 eg 	
) V(Y _..,y )E{0 1 }n  n 	axi 	1 	n ' 	1' 	n 	• ex, 

	

ak, 	 ak, 
fi) Por hipótesis de inducción: 	j 	(.)/ 	a)— 	e' 	(Y 	) 

	

ex ex ...ex 	1' ‘Y"' 	ex ex ...ex 	1' i, 	i2 lk 	 I I 	1 2 	i k 

V(yi,.. ,y,,)e {0,1 }" . 
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iii) Sea (y1,. yn )e10,1 i" . Luego, 	 (Y] Y„,a)- 	a ( 	 
eiC ex .ax 	 ax 	ex ex . 

k 	I I 	11 	ik 

l'''''Yn)g 	 (.31 •,••• •Y 	•••J'n ',c.,- 	ik„ 1 -1' 

/.f: • I e, 	
ex11ex

12
...3x

ik 
6 	(y1,...yn ) por hipótesis de inducción. 

g 	 (y ...y ) \u/(y 	y )e10 I ino 

,1 	12 	k 
3x ax 

ak,f 	 /I 	l k 	k.I f 	 lk• I 	II 	1 2 	F I 

(3) ,•••,)) 	 v ,a),3) 	 
dx ax ...dr 	lb» 	rk, 1 4-1 	v 

Or ax ...ax ("Y'' ---j)lk.1-1'°131(k.1" 1 
akg. 	'2 	'k 

Yn,a)- ax ax ...ax CY1,•••Yik.,-1,1,Y1 
'1 	1k 	1 k 

	 )(.37 1,--;Yri)= 
ex 	ex ax ...3x 	 ax a ,, 12 akuli, 	 11 

Entonces,  	a(Y •Y ax ax ...ax ax. 	'7•• 
n 

I I 	11 	1k 	1k1 

Il 

.,0).14) E /f 
(0, 10).x, 

i=1 3x1 
El) e 

6. Teorema: Para todo 

ED E  321  
j (0,...,0)* XI AX 

	(o,...,o). xiihr2A. 

Demostración: Arguméntese por inducción. 

fE~n , 

e 

Axn . 

se tiene f = 

ay  
1=i<j<saxiaxiax5 

i) Sea fe «71 . Nótese que f(y, )=f(0)^-y,*1)^y, =f(0)"(1eyi )ef(1)^y, =f(0)^1 e{ f(1)ef(0)} 

^y, =f(0)^1(y, )e—(0)^xi (y, )={f(0).1}(y1 )e{ —af (0).x 1 }(y 1 )=HI0). 1 }e{ —3f
(0).x i 

ax i 	 3x 1 	 ex i 

}liy 1 ),Vy, e{0,1 }. Luego, F-f(0). le -1- (0). x1 .  

á) Hipótesis de inducción: Vfe 	Entonces, 

n ?2f 

E 	(O ..... 0). xpc e E 	ay  , 0).x,Axtx s e...e 
ax,ax 	' 1,i<i<s ax,axiaxs 	 ax iax 2...ax n 

x1Ax2A.--Ar • 

iii) Sea fe (.9-„, . Por el teorema H.A.2 se tiene: 	 'A s'A...Axn,:"*1 donde 

F=1 (Y1 Y2,•••,.3),,,.1 ) 	f(Y1Y2,-• •,Y„,)=1 }. Como <,7„ ,V,A,-> es un álgebra booleana se 

tiene:f={(Vv0.1 pm, xislAx2s2 A...Axns.)Ax„,}V{(V,(5, ... s n)EN xis'AxPA...Axns")A-x 

donde M=1 (y1 y2,. 	: f(y1,y2,...,y,,,1)=1} y N=1 (y1,y2,...ya ) : 

Nótese que ,sn)d.1 
xI s'Ax

2 	" • 
s2A Ax

nV(si 	S N 
x1 51 	• 

Ax2S2 A Ax n't'el& Entonces, 
)n  

3g,he..9; 	tal 	que 
	

(g)=Vv(si 	
s1 	52 A A xnsi, 	Y 
	(1)(h)- 

II 2,r 

f = 	 E 	(O,...,o).x 
i=iax- 

aif (0,...,o)• 



x A x A ..Ax Sn  
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n ar, 
Por hipótesis de inducción se tiene: g = g(0,...,0). 1e E ---. (o 	0)•x,® 

n2 	i= 1 ex, 
5

2g  E 	(or.,o).x,Ax,i9 E 	83g  p„o»AxAx 9..E) 	ung 	(0,..,0),x1Ax2A.../V, 
1 =i< . ax iax 	- 1 =i<j<s Na idx, 	' -I s 	ex ex .dx 

y 	h 	= 	h(0 ..... 0).1G E —ah (0,...,0). r, 	e 	E 	
ah  (0,...,0).xnr. 

11 i=1 ax, 	 1 =i<j axaxj  

e z 	d'II  (0,...,0). xActx e...e 	anh  
s

(0 , 0). xpe2A...A}cn  . Con lo cual, 
1 =i<jcs: ar,exidxs 	 8x, 8x2...2 	 n 

0(g) 	= 	g(0,...,0). le 1 Ar (0,...,0).x, 	e 	E 	}g 	(0,...,0). x,Ax., 
n 	 i =1 ax , 	n 	 1=i9 axax I  

x Axnx e e 	(o ,,, 0).x1Ax2A Arn . 
ax,ax2  .arn  

Como f = {9(g)Axn+1  }V{(1)(h)A—xn,1  }, entonces f={ (1)(g)Axn, }9{(1)(h)A—xn,1  }9 

{0(g)Axn,1  MD(h)A—rn11  }={(1)(g)Axn„ }9{0(h)A—xn,1  }={(1)(g)Axn„ }ED{O(h)A(lED 

rnt1))={1)(g)Axn,1  }e}(1)(h)9{01)(h)Axn,i  }}=0,(h)e{(00(g)END(h))Axn,i  }. 

Considérese A={ 	012,  - .,y ri ) 	g(y ikY2,  • • • 

Pruébese que A=M y B=N. 	Sea (s1,s2  ,,,,, sn )eM 	zis' A x2s' A...A xns" (I)(g) 

xis' A x2s2  A...A rns"= 0-1  (xistAx2s2  A...Axns^)-s g 	1=xisl Ax2s2  A...A xns" ( 

g(s1,s2,...,sn ) 	g(s1,s2,...,sn )=1 > (s1,s2,...,sn )EA. Entonces, MsA. 

Sea (s1,s2,...,sn )EA. Supóngase que (s1,s2,...,sn )1M. Luego, x1s'Ax2s2 A...Axns" 3g 

xis'Ax2s2 A Axnsn=.1)(xis'Ax2s2 A...Axnsn):s0(g) 	1=x:1  Ax2s2 A .Axnsn(sps2,. 

0:1)(g)(s1,s2  ..... ,1) =0, lo que implica una contradicción. Entonces, AcM. Por lo tanto, A=M.  

De igual manera, se tendría que B=N. Con lo cual, g(y1,y2,...,y,7 )=gy1,y2,...yn , 1) y 

8kg 	
{Yy.Y2,•••,Yn)— h(yi,y2,...,yn )=f(yiy2,...,yn ,0) 	 )e (O, 1 }" 

Sr.ex _dr 
a`f dk h  

(YY +— n'tY l) Y 	 (Y1 Y2,. • 
n 
 )= 	 (Y1 Y2,---Y„,0), 

	

ax 	...Sr. 	2 	 dx dx 	 ex ex ...ex 
i2 	 1 1 	12 	lk 

	

, 	, 'I 	12 	lk 

e 	E 	ag  (o,...,o). xpetx, 9...9 	g 	(0,...,0). xiA.,c2A...Ax, y (1)(h) = 
1=i<j<sax,ark, 	

n3h 2h 5 
 1 2". n (3X 

h(0,...,0). 1G 	Y  —811 (0,...,0). x e z, 	(0,..,0).x,AriG 	E 	5 	(0,...,0). 
i=1 ax 	= axiax; 	 ,i<i<saXiaXiaXs 

Y„)=1} Y B={ (Y1Y2, ,Y„) 11(y1,y2, ,yn )=1} 
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V(ypy2, ,y,)e O, 1 1" y VkeN\ {O} 
77 ,I.,  

Como f = 0 (h)G{ (0(g)e0(h))Axn, i  } entonces, f = { h(0 ..... O). 1G E n(0, O). x,9 

,--,1 	a2h 	
n 	

a311 	 r=1 d r 
y' h 

1_, 	(0,...,0). x Axi ED 	E 	(0,...,0). x 1 AxJ AxS e...e 	 (0,...,0). 
i=i<Jax,ax 	' 	i=i<i<sax,ica,x., 	 n 	, ax1ar2".axn 
X i l\x 2A...Ar } ED 1 [ g(0,...,0). le E '4'  (o ..... 0).x. e E 	'22  g (0,...,0)..ynx e 

	

, 	, 
ii

0 g 	
i= 1 dr, 	' 	1 =i<j axiari 

E 	(0,...,o).x,Axtx 	
an 

 9...e 	g 	(0,...,0). xikv2A...Ax, 	9 
1 =i<j<s dx,exial f., 

n  d2h 
 3xiax2...exn  n 

83h  
h(0 ..... O). le E /1(0,...,o).x,ED E 	(0,...,o).x,Axie 	E 	(o,...,o). 

	

i=1 ax 	n 

	

i 	 1=i<> dx1dx1 	 1 	c.s  ax f ax Jex s  

X PCAC 	
a h  

s 	e...e 	(0,...,0).x,Ax2A...AxiAx„,,}={ 	10,...,0,0).1e 
n  3x1Bx ...ex, 

E ±L(0,...,o,o). x, e E 	1   (0,...,0,0). xiAri  9 	E 	• 	(0,...,o,o). x,ArAx, 9 
n #4. 	 82 	 n 

8 3  f  

i =lar; 	 1 = ij ax taxi 	 1,i<i<s  ax ,axi a y s  „ 

• . • e enf  (0,...,0,0). xiAx2A...Ax je{ 	[f(0,...,0,1). le 	E cf  (o ..... o, 1). x , 
n ex dx 24. 	

nxe 

	

2- ..ex, 	 77 	 i=1 ax 

l  e E  	(0,...,o,1)•x i 	E , 	
aY  (o ..... 0, i )• x,Axi\x, S_ e 

1i, a- r fax./ 	 1 = /9.<5. ex,exiex 5  

I,ax ..axn  

E { —
blf

(0,...,0,1)e —
df (0,...,0,0)}. x . e E 

{daza 
 (0,...,0,1)9 	(0,...,0,0)}•xfAxj  

n 	
32f  

i=1 19X  I 	TI 	aX 	 i 	1=1<1 	x 	 dx ¡dr.]  
a". 	 a'y  .1  ® 	E 	{ 	(o,...,o, 1 	)9 	(0 ..... 0,0)}• .vbxjAJcs 	e...e 

<.< . ex dx dx 	 ax,exiex 5  anil. =1 j ,s 	, j  s an 4. 

{ 	 (0 ..... 0,1)e 	f 	(0,...,0,0)} • xiAx2A...Ax JAxn,i  } = ( f(0 ..,0,0). le 
j?xlax2  ...a 	

d
n 	i?xiax,...ax „ n 	a  ai. 	 3 

E 	(O ..... 0,0).x' 
	

l 9 E 	• (0 ..... 0,0).x Axi  e 	E 	- .1
f  

(o .. o,o).x,Arnx, 
i= i dr, 	 1 =ij ax Pe./ 	 ' 	i = K.i.<s  ax,ax ax . 

e...G 	(37  
(o,...,o,o). xiAx2A...Ax, }9{ 	[ 	&.  (O,...,0,0).1 	e 

ex dr ex 	 dx n 	
a2f 	

1 2" • n 	 n si 

E 	 ( o , ... , o , o ) • x, 	® E 	aY 	(o,...,o,o)•x,Ax, 	e 
i=inariax,,,, 

a4f 	
1 ,i9 8.viarply  

E 	 (0,...,0,0» Ax Ax 9...9 	 (0, 0,0). xiAx2A Ax, lA 
1 =i<i<s  ex f ax Jex sex„ i 	' ' s 	axidx2...axndxn, 

n al . 	(o ,...,03). . r Ax2A...Ar , 	e 	f(0 ..... 0,0).1 	e 	E —(o,...,o,o). x, 

	

ax142. -di 
elif 	

17 	 i=1 ax 1 nf 

e E 	(o,...,o,o). x,Axi  9 	E 	a3f  (o ..... o,o).x,Ariltv, 9...9 	a.'  
1 =1<jaxiax) 	 1 =ici.(s  ex ,exidx s  

17 	
a Y t aX2...aX n  

(0 , ... ,0 ,C)• X I AX2A...AXJA X n44  } = 	{ 	f(0 ..... 0,0).1G 	E ff-(o,...,o,o). X I  

17 	2 ,e 	 77 	 i =1 ax , 
2 3f  

e E 	uf 	(0 ..... 0,0). x Ax 	9 	E 	(0,...,0,0)..x ArAt 	9 e , 	, 	 , 	, 	., 
1=9,.axiax, 	 1 =1.‹.),,ax,axyars  

J 	(0,...,0,0)•xlAx2A...Ax„ }e( 	[{f(0,. O, 1)9f(0, ...,0,0)} • 1 	e 
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n 	 n a2, 	 11 

X774 1} —50  ..... 0,0).1ED E —af (o,...,o,o).x, G E 	i (o,...,o,o).xI Azj e 	E 	85e  
i= 1 axi 	 1 =i<J,  ax,ex; 	 1 =i<i<s ax iariax, 

37 	 a f 
(0,...,0,0). xI AxfAxS 9...9 	(O ..... 0,0)..,c1Ar2A...Ar e 	• 	(O ..... 0,0).xn . 19 

ex ax .ex 	 ri 	ex, 	 ,. 

al" 	(O ..... 0,0) Ax Ax 	e 	E e  X, 	j 	n• 1 

Definición: Se define C.:{0,1 In  {0,1 In  tal que ((yi,... 	 'Yn ®Cln )3 

V(y1,...,yn )e {0,1 }" con (oi,.. 	)e{0,1}". 

6. Lema: Para todo f,ge 9-n . Por tanto: 

i) x,o(=x,ea, , Vie{1,2,...,n}. 

ii) fo(e,, 

iii) (fo().(=f, 

iv) (feg).(=(frOe(go(), 

v) (fAg).(--(foc)A(g0C), 

vi) (fVg)0(=(foOV(go(), 

(-0°(---(bC), 

viii) (a.f).(=a.(f.C.) , Vae {0,1} 

Demostración: Sean f,ge..9"-n . 

i) Sea ())1 ,...,),,,)e {0,1}", entonces x,°C(.371,..-,Y,,)=x,Gbi, .5Y,M=Xi (YIEDap ‘Yrigan 

dx 10x jax Sax „ i  n=1 ,u  
x,,,.1  =f(0 ..... 0,0).1ED E 1-L(o,...,o,o).x 

n-h1 a3f 	
¡=1 ax, 

E 	, 	(0,...,0,0). x„AriArs ED... 
1=i9<sariaxiaxs 

¡=1 ex ex,,.1 	 - a a dx 1=19 	, I  n• Jan, 7 	 i=i9<5.  

' 	1 	j 	s 	n4-1 

n-P1 	 ti 11 	32, 
E 	u  "I  (O ..... 0, 0)* Ax„ e 	E 

241  	(o, . O O). x,AxAx Ax 	e...e 	 (0,...,0,0).xthc2A...A.rn  A 

1 	2" 	n jj 

axt ex2.71:74ax 421  
v. 	f ® 	(0,...,0,0).x IAxJ 	e 

1 4. =/<.; axiaxi 
	un1- . O 0).x 	A...Ar Ax ❑ • , 	1 	2 	n 	n-1 

idx2.. .dx nax 

=x,(yi, 	 yn )=(x,EDo,)(yi, ,y,,) Por lo tanto, x,o(=x,E9a,, Vie { 1,2, n} 
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ii) Como fe /..rn  . De tal forma,Vvo  s,,wp  Xisi  Ax2s2 A Ax 3" donde F={ (y1 y2,. 	: 

f(yi  y2, ..yn )=1} por teorema II.A.2. Luego, fo((yi ,.. ‘yn )=f(((yp...,),',D=f(yi  901,...‘ynean ) 

Vv(si sn)EF  xls' A x252  A...A x;"(yiscr i,...ynean  )= Vv(sp. )€F  (xlecr i  ) S' A (r2@a2)s1 A. A 

(vneon):"(yp. .yn ), V(yr...,y,)e{0,1}". Por lo tanto , fe( = \t(s, 	s,)EF  (x ecy )51 A 

(x2Ga2)'2 A...A (xneDan)'" e 9-n . 

iii) Sea 	(y1,...tyn )e {0,1 }", 	entonces 	[(f0)0(]())1 ,...,y,)=(&)(C(y(,...,y,))=(K) 

(yl iaga r...,ynean )=f (((yi  gay. ynean ))=fayiecjegal,. [yneon]son )—f(y( ,...3),). Por lo 

mismo, (f 000(=f 

iv) Sea 	(y1,...‘yn )e{0,1}", 	entonces 	[(fffig)0(1(y1 ,...,yn )=(fe1/2)(((yi, ..iyn ))= 

(fEDg)(Y i  9°1, ...NYn Gan )=( gg)(Yiga p.--YnGan)=IYIGG I ,...AYnGern)Gg(Yigap...,Ynean)=  

(foc)(y),...lyn  )(4<go(Xyp...lyn  Rfo0e(goaj (y),. yn  ) Por lo tanto, (fTg).(=(fo()%00. 

\T) 	Sea 	(yi,...,y,)e {0,1 }", 	entonces 	[(fAg)0C1(yi,...,y,)—(fAg)(C())1,...,y,))=(fAg) 

(y( ecr i ,...tyneon  )= ( fA g)(yi eop...,yneon  )=f( y( eop...,nean  )^g 	 )= 

(fo()(y( ,..„)),)^(K)())/,... .yn )= [(fo()A(g001(yp...,y,). Por lo tanto, (fAg)0(=(f0C)A(go(). 

vi) (fVg).(=({f9g}e{fAg}K={(fo()e(g.0119{(fo()A(g001=(K)V(go() por E), iv) y v). 

vii) (-00(=(1900(=(100E1)(fo()=19(fo()=—(50 por ii) y iv) 

viii) Sean (yi,....,y,)e{0,1 In y ae{0,1}. De manera que, (a.f).((y1,...,y4=(a4) 

( ((y1 , 	))=(a• 	(Yi Ga i,...,Y,90„ )=a ^ f(Y) eap. ,Yneo„ )=a^(f°C)(Y1 ,...,Y„ )= 

ae(f00(y1,...,yn ). Por lo tanto, (a•f)0(=a•(f000 

avoo 	5'7  
(Yigap...Ynecin) 

lk 	
a ...Sr 

7. Lema: Para cualquier fe .9; entonces, 



ii) Por hipótesis de inducción se 

ah +ven 

ex ...dx ex 
	 (Yi,

n  ex 
2k(roo 	 ,

1k ,k+, 	 9c: 

(Y1' 	 4- 8x ...dx 

	

k 	ak 

	

...,ynean )e 	 
dx ...dx 

I I 	lk 
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VkeN \ {O} y V (y1,... yn )e {0,1 }" 

Demostración: Sean fe 9; y (y1,...,yn )e {0,1 }u  

Arguméntese por inducción. 

aV°C)  (y 1, 	„_ pY „ „ 	--J'n)=(110(-vp..-Yi l-
qq  

	

p°,31, 	n )  
0X, 

= f(C(Y 	 ))sn((.311,—.Y,L pOY,tp..-Y„ ))=n)lieg 

gcli, -1 	Jnwan )9f(Y, Gap- -Y,-19°,1 -1,13°G, ,Y,,tigcli, 	.Ynecin )=1(-Yiler p. 

af  a,c 	 ...ynean  ) f ( yl eop. .,y,c  eay pa,,,yyleoir,1„ ,ynean  )= 	( 
dx 

11  

.„ynean ) ya que ali  e {0,1 }. 

ak(f00 	 27 
tiene: 	 

	

ex ...ex. 	'' 	dx....ex. aki. fo  di 	1 k 	ak vo  di 	1  k 

	( v  
dx....ex. )(Y1' ...jin»  ex....ex. (y1' 

, 	1 1 	<p f 	 ii 	ik 
,./),» 	j  (Yieclp.-.Yik:I-19°ikil-1, k: l  ex....ex. 

, 	1k , 
I  hi - 100  ik:1- 110 e° 1k:14Y  ik: 4  l ee F  ik, 1 4 11 %Y nga  77) —  

3/1 9° 

Yik.1-14144Y1k.1 414— "Yn)  

yneon ) 

1 	ic:1 4' 
1®a; 	Ger 1, 

Ik.1 

akf 
ex, ...ex 

.1 	ik 
( y1

® 
° 1' Yik:i 1ga  k‘i- 	C 1k: l'Y i19  k.1‘ (71  k:1 

.1,... 'Y n®° 	ax ...ax 	l ga  1,  • • ,Yi k„-tscri - k;,peri , k; , 

ekf  ak f  
yi,„1112301„,+1,•••,Y,,wn)= ) ( yi  so 1,  Y I .k; e 	'Ynea )=- n 

ax 	ax....dx. 	
ik,i1 	 ax....ex. ex. 

tkil 	1 1 	1k 	 1 1 	k 	I,: I 

h., eo. 	,yn  eon  ) por hípotesis de inducci 1  yó.
k; 

e{0,1 }❑ 

	

8. Corolario: Para cualquier fe .9.-n  y ( 	)e {0,1 }". Entonces, f= f(a i,o2, an ).1 

ak f 

n a  
L 	CI I ,G2,  

i=byx, 

1=1<j<seriaxiax., 

o 
 

)• (xiedoi) 	e E 	82!(al,a2, . ,on ). (xiGcr,)A(xiGai) 
_4<i dx,dx f  

'f 
(o1,o2,.. ,o,),(xeoi)A(xteol)A(x,ec,)9...9 	

d 
 

( exidx2...dxn  cYPG2'. cr")*  
d'Y 

(xlecr i )A(x2902)A. A(xnean) 

Demostración Sean fe „9"-n  y ( 01,02,...,an )e {0,1 }" . Como fo(eYrn  se tiene: f0( = 

  

(fo )(O, 
"avoo  c )• le E 	(O....,0)• x, 

ax, 

e 	n 32." n o  
y, 	v ') (O,...,0)• xpri  

1=1<j ax,axi 
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n 	23  (j" o a 	 a" Vo 
9 	E 	(o ,,,, o). x Av Ax e ..ED 	(0,...,0). xi Ax2A...Ax, por teorema 

I 

	

1, i.9<s  ex,exiax 	 dxlex2" • axn 

n 	 i =1 ax ,
f 	

1  „.zi.ci  ex er, 
0-i nf 

9 E 	(a a 	a ). x/AvAx 9...9 
a 

I ,  2,--  -, n 	i J S 	 (a a 	a ). v Ax A Ax 
1, j<i<s aXiatjaXs  

il 	ax1 ax2 ' . . axn  17 	22 f  
Luego, f= (fo().( = 1f( cr i ,o2,...,on ).1 e E 

ef • (a i,a2,...,a,)•xi  9 E 	. (apar• (fp) 

	

n 	3 	i=1 ax, 	 1=i<Áaxiax; 

	

9_9 	 

77 	3: É =  1 ax, 	 1=1<j ax,ax, 

1 ,1<ics 	1'
a 

 2'  ... ' Gil  ). (X I°  ()A(Xj°0A(X ° a e...9 	̀'7.  ). (x,o()A(xic() ® 	E 	a  i 	(c r 
, 	I f S 	 ti 2, 	

ei l ar 2  ... arn  

( 01,02, .-. 'O, » (XI °C)A(X2°C

ex exax

)A...A(VO = lapa2 ,...,an )* 1 e E t (al,132,...,an ).(x,Cea,) 
n ay 	 ',ni a, 

E 	( opur —0, ) 

	

1 =i<j ax ,ax, 	 1 =t<i<x ax,ax,ars 
• (x,eoi)A(xeai)A(xseas)e...e 	ay  

(01,(32,...,on).(xigGI)Mx2e°2)A...A(ingan) 
exi dx2...axn  

por lema IV.A.60 

9. Corolario: Para toda x función booleana en el tiempo de orden n tal que 

x(t)=f(xi  (t), x2  (t) ,,,, xn  (t)), 	VteN 	donde 	fe .1.7",, 	y 	x1,x2,...,xn eS. 	Así 	que, 

	

ax 	n 	 ex ex 
—ex (t)=[ E —af (x (t), x

2 
 (t), , x n (0). 	e E 	(x,(0,2 (0,..., x

" 
(0). 	'A 1  

at 	ax 	 et 	1_ ex ex 	 at 

	

n 7 = d;f 	 ex . 	Sx» 	enf  
E 	( X I  (0, X2 	X (0) • 	'A 'A 	e...® 

= ij<s 	 ax 	 at 	at 	ex 	
(x

1 
 (t), x

2 
 (t),... 

XF7  (0) • a;  AA...A-51̀ 1(t), VteN. 

Demostración: Sea x una función booleana en el tiempo de orden n tal que 

x(0=f(xl  (t), x2  (t) ..... xn (t)), 	VteN 	donde 	fe 49; 	y 	 e S. 

(x1  (t), x2 	(t))e{0,1 }n  , entonces f = f( x1  (t), X2 	n (0). 1 9 

39.  
IV.A.5. Además,  J9b()  (0,...,0)= 	• 	(ap. 

ax ...ax 	71  ex*  ...ex. 
I k 

lo cual, fe( = f( a r G2 	an ).1 ®F 

..,an ) , VkeN\ {O} por lema IV.A.7. Con 

un», G   crPor a„)• xAxi  

.x,Axi  e E 	
l  (o, 2,"', n x )•AxAx t 	 s 

1=i<j<sdxaxdxs  77 

(al,  a 	o ) 2,  • , n ax 	ax 

•x1Ax2A .Axn ).C=f(a l,a2 	on).1 e E —(a1,02, .,a„).(x,o()G E 	• (apa,, ,an  

ay 
®E 	( o p  a2, 	(x,ea,)A(xGai) 

Como 

77 f 

	

17 	a2f 	 i = 1 ax 

	

(t), x2  (0,.. , Xn  (0)• (XIEDX1(0) e E 	 xl  (0, x.2  (t),. .,xn  (t)). (xpx,(0)A(x ex1  (0) 

1= Kj a V laX 
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83f 	 d„”G 	(x, (o, x2 	x„ (0). (x,ex,(0)A(xiexj(t))A(xsex,(0)G...e 	  
1=1<j<saxiaxfax, 	 dxidx2...axn 

(x1 (t), x2  (t),...,xn  (0). (xlex,(0)A(x2ex2(0)A...A(xnexn(0),VteN. Por lo anterior, se tiene 
n a, 

quegx, (t+1), x2  (t+1),..., x„ (t+1)»f(xl  (0, x2  (0,...,x„ no 	(xi  (0,x2(t),...,x,,(0)^(x,(rf 1 )ex(t)) 
77 

e E 	
a, 

 (x1  (t),x2 	xn  (0)A { (xit; Dex,(0) (xi(t-E 1)exj(0) } e 	E 	 
1 =1<jaxiaxi 	 1=i<jcs.3x,exiax, 

(xi  (t), 	(t), 	xn  (t )) { (x,(t4L 1)ex,(0) A (x ft+ nexit)) A  (xs(14-1)exs(0) } 	9...0 

57 	(x1  (0, x-2  (0,. x„(0)^{ (mí; nexo) (x2(t;,1)ex2(0)^.. A  (xn(t-P1)exn(t))), 

11 

axtax2.-axn 
VtEN. Con lo cual, —

3

dt 

.7c 
(t) = f( x, (t+1),x2  (t+1),...,xn(t+1)) e A x, (0,x2  (t),...,xn  (t)) = 

77 aí. 	 ax_ 	n 22, 	 dx. 2x. 
E -1-(x, (0, x2  (t) ..... x„(0)^ 	(t) e 	r 	i (x1 ( ),x2 (0,...,x,(0),{ 	A-1 (t)} 

1=1 a; 	_3,, 	 dt 
1 93c9 ajbdx 	 ay 	

 al dt 

0 	E 	u  f 	(x, (t), x2  (0,...,xn(t)y{ 	'A '' A 	s (t)} e... e 	 (x, (t), x2  (t) 

	

1 --ii<8 ax'axiaxax 2x 	2x 	"
dr

3f
3t at 	Sx dx .ax 1 	- 	n n 	,2 r  

..... X n en^  { 	—I A —1A ...A-(t)} =[ E 	(x1 (t),  x2  (t),..., x„ (o). =e E 	̀7  .1  ( 

	

31 3t 	dt 
dx. dx. 	n É = 1 ax. 	 di alxffitajgcs  

aif  
x1 (0,x,(0,...,xn (0). 	A-1 e 	E 	(xl  (o, x2  (0,..., x„ (o) . ±Att A at  

at dt 1=1<j<saaxxiaxigrxs ax dnf  
€2...8) 	 (x, (t), x2  (t),... xn(t)) • 	A 2A .A1(t), VteN0 

axi ax2 ...axn 	 at dt 
-

di` 
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B. Análogo al teorema de Taylor para señales discretas 

Definición: Se define •:{0,1}xS--+S tal que (a•x)(0=a"x(t) , Vae {0,1} y VxES. 

1. Lema: Para cualquier x,yES y ae{ 0,1}. Entonces, 

i) a.(xey)=(a•x)ED(a•y), 

ii) 
ª 

(a•x)=a•  dx 
at 	Bt 

Demostración: Sean x,yES y ae{0,1}. 

i) Sea tEN. Luego, [a..(x9y)](t)=a"(xEDy)(0=alx(t)ey(t)}={a"x(t)}e(a"y(t)}=(a•x)(t)o 

(a•y)(0=[(a•x)G(a•y)](t). Por lo tanto, a.(xWy)—(a•x)E1)(a•y). 

ii) Sea teN. Luego, —
a 

(a•x)(t)=(a•x)(t+1)e(a•x)(t)={ a"x(t+1)} a."x(t)1=a."{x(t+1)ex(01 

=a" —2Ea  (t)=(a• —Xa  )(O. Por lo tanto, ±(a•x)=a• ax  
8t 	31 	 ar 	ar 

Definición: Se define t °  :N {0,1} tal que t ° (t)=1 , VteN. 

Nota: t °=1. 

Definición: Para cualquier neN\ {0}. Se define t ":N {0,1} tal que 

i) t "(0)=0, 

ii) t n  (UFO=  t 	I ti  (t), VteN\101. 

Utilizando las definiciones se tiene: 
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N 10 tl t3 t 4 t5 r  1.7 t 	to t 'O t ll t12 13 t 14 t  15 t ilo t 17 18 t lo t  20 t21 t22 (23 1.24 t 25 t2t, t27 28 t 20  ( 30 t31 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	0 	1 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
I 	1 	1 	1 	0 	0 	0 	0 	0 	0 0 	0 	0 
1 	0 0 0 	1 	0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 	0 0 	1 	1 	0 	0 0 0 0 0 0 
1 	O 	1 	0 	1 	0 	1 	O 	O 	O 0 	0 	0 
1 	1 	1 	1 	1 	I 	1 	1 	0 	0 	0 	0 	0 
1 	0 0 0 0 0 0 0 	1 	0 0 0 0 
1 	1 	0 	0 	0 	0 	0 0 	1 	1 	0 	0 	0 
1 	0 	1 	0 	0 	0 	0 0 	1 	0 	1 	0 	0 
1 	1 	1 	1 	0 	0 	0 	0 	1 	1 	1 	1 	0 
1 	0 	0 	0 	1 	0 0 0 	1 0 0 	0 	1 
1 	1 	0 	0 	1 	1 	0 	0 	1 	1 	0 	0 	1 
1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 
1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 	1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 O O O O 0 O O O O O O 
1 0 	1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 	1 	1 	0 	0 	0 	0 	0 	0 0 0 0 
1 	O O 0 	1 	0 0 O O O 0 0 0 
1 	1 	0 0 	1 	1 	O 0 0 0 	0 0 0 
10 	1 	0 	1 	0 	1 	0 0 0 	0 0 0 
1 	111111 	1 	0 	0 	0 	0 	0 
1 0 0 0 0 0 O 0 	1 0 0 0 0 
1 	1 	0 0 0 0 0 0 	11 	0 0 0 
1 	O 	1 	O O O O 0 	1 0 	1 	0 O 
1111 	0 	0 	0 	0 	1111 	0 
1 	0 	0 	0 	1 	0 	0 	0 	1 	0 	0 	0 	1 
1 	1 	0 	0 	11 	0 	0 	11 	0 	0 	1 
1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 
1 	1 	1 	1111111111 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
O O O 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
1 	0 0 
O 	1 O 
I 	1 	1 
0 0 0 
O O O 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
O O 0 
0 0 0 
0 0 0 
1 0 0 
O 	1 	O 
111 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
O O O O O O O 0 O O O O 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
O O O O O O O O O O O O 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 O O O O O O O O O O 
1 	0 	1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 	1 	1 	1 	0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 0 O 	1 O O 0 0 0 O 0 
1 	1 0 0 	11 	0 0 0 0 0 0 
1 	0 	1 	0 	1 	0 	1 	0 0 0 0 0 
1 	111 	1111 	0 	0 	0 	0 
1 0 0 0 0 0 0 0 	1 0 0 0 
1 	1 	0 0 0 0 0 0 	11 	0 0 
1 	0 	1 	O O O O 0 	1 	0 	1 0 
1 	1 	11 	0 	0 	0 	0 	1111 
1 	0 0 	0 	1 0 0 0 	1 	0 0 0 
11 	0 	0 	11 	0 	0 	11 	0 	0 
1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 	1 	O 
I 	1 	1 	1111 	11 	111 

0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
O 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
O O 
0 0 
0 0 
O 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
1 0 
11 
1 O 
1 	1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
1 
1 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
0 
0 
O 
0 
0 
0 
O 
1 

Definición: Para cualquier a , neN. Se define (t-ar :N\ {0,..., a -1}-> {0,1} tal que 

ar (0=  t 	a), Vte:N\{0,...,a-1}. 

2. Lema: Para cualquier a eN y nEN \ {0}, se tiene —((t-a)") 	. 
et 

Demostración: Sean a eN, neN\ {O} y tEN\ {0,..., a - 1} . Luego, —a W-ar)(t)-(1-ar (t+l)e 
at 

(t- ay (0=t "([t- a]+1)st n  (t-a)={ t "(t- a)stn-1(t- a)}cot 	- a )= ti (t - a ) { t "(t- a ) e 
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a 
t "(t- a )1= 1 "- 	

at 
(t- a) por definición. Por lo tanto, —((t-a)n) = (1- a )n-  I ❑ 

3. Lema: Para cualquier aeN, se tiene que: VnEN\ {0} , (t-a)"(t)=0 Vte( a,a+1,..., 

a+(n- 1)). 

Demostración: Sean aEN. 

Arguméntese por inducción. 

i) Nótese que (1- a)1  (a)- t I  (a - a)= t i  (0)=0 por definición. Por lo tanto, (t- a)1  (1)=0 , 

Vte 1 a 1. 

ii) Hipótesis de inducción: (1- a)" (0=0 , Vte { a , a +1 , a +(n- 1)}. 

iii) Nótese que r (a-a)=t"“(0)=0 por definición. Como 

(t-a)""(t+0=In‘1 (t'El a)= t".1(t-  a)s t (t- a)-(t- a)nn  (t)e (1- a)" (t)= (I- a)"4  (t)e0= 

(1-a)"` (t), Vte{ a, a +1,. a +(n- 1)} por hipótesis de inducción y por definición. Entonces, 

(t- 	I  (a +n)- (I- a)" 1  (a +(n- 1))= .= (t- a)" (a +1)= (t- 	(a)=0. Con lo cual, 

(t- 	(t)=0 , Vte{ a, a +1 , a +n} E 

4. Teorema: Para cualquier xES y aeN se tiene que: VnEN, x=x(a).1E19 — ( a)* O- a)1 (1) 
3t 

Arguméntese por inducción. 

i) Sea xeS. Nótese que x(a)-=x(a)^1=x(a)^1(a)=[x(a).1.](a) Por lo tanto , x=x(a).1, 

Vte{a} 

aX 	
a2x 	 anx  

ii) Hipótesis de inducción: VxES, x=x( a). le _ (a)* (t- a)1  EE) 	(a). (t-a)2 3..9 	(a). 
3t 	 212 	 at " 

22x  

at2 	 at n 

anx (a). (1-a)2  e...e 	(a)* (t-a)", Vte{a,a+1,.. a+n}. 

Demostración: Sea aeN. 
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(t-a)" , Vte{a,a+1,...,a+n}. 

at 	 at 2 	 at" 	 &"+l  
d ar 	 dx Vte{ a,a+1,... a+n}. Como —eS, entonces —= ax

(a).1ED —( dx)(a) ' (1-a)' 
at 

	e 
di at 	at at 

a2 ( 	
a dx )(a)• (1-a)2  9 . ® _(

ax
—)(a). (1- ar , Vte{ a, a+1,... ,a+n} por hipótesis de 

n 

at  2 as 	 at" at 

inducción. Con lo cual, 91=
a

(a).19,E-c (a) • (1-a)' e x (a) • (1-a)2  e ... 
at di 	di' 	 ar a  an-Il x  

9 
at  n 1 
	(a ). (t-ar , Vte{a,a+1 ,...,a+n} por definición. Por lo anterior se tiene: 4- 

dx 	 dx 	a2x 
x(a+(n+1))=—ex (a+n)ox(a+n)={ —

at 
ex}(a+n)={ —

at
(a)• 19 —(a).(1-a)' e 

	

at 	 at  2 
23x  (a). (t-a)2G...G 

an.ix 
 (a). (1-a)" ax  19{x(a).19 —(a). (1-a)' e_82x (a)• (t-a)2  9 9 

ata 	 »In-1 	 at 	 at 2  anx 	 an, x  

	

(a). (t-are 	(a). (t-a)"+l }(a+n)={x(a)ele (a).{(1-a)Iel}e tc (a) 
den 	 ainn 	 at 	 at  2 

an+lx  

tn4  
• {(t- a)2 ED(t-a)1  }e...9 	(a).{(1-ar 9 (t-ar }}(a+n)=x(a).1(a+n)e ±ac

t 
 (a). 

c
2
x a 

a 

{ (1-a)' $i }(a+n)e — (a). { (t a)29(t-a)1}(a+n)e...e  '"
+l
'
, 

(a). { (1- a)"+l  ES (t- a)" } 
di 2 	 at nt I 

(a +n)=x( a).1(a+(n+1))® 	(a). (t-a)1  (a+(n+1))e 	(a). (t-a)2  (a+(n+1))eg G 
dr 

at 	 at 2  
ant lx 
atn+1 	 at 

ax 	 a2x 
	(a)• (t-ar (a +(n+1))=-[x(a)•19 —(a)• (t-a)1  e 

at2 
 (a)• (t-a)2  E B. Eld 

anx 
(a). (t-a)

"®an.ix 
 (a). (1-a)"+' ](a+(n+1)). Por lo tanto, x=x(a).1ED ex 

 (a). (t- a)' 

2 	

e atn 	 din41 
nx 	 n t 	 at 

dx (a). (t-a)2 e...ED d  
—(a). (t-at9

a 

	

	(a). (t-a)''' Vte{a,a+1,...,a+n,a+(1+1)}o 
4 

at 2 	 den 	 arn4 I

x 

2 dx 5. Corolario: Para cualquier xES y aeN, se tiene que x=x(a). le —(a). (1-a)'  e x (a) 
at 	 at 2  a  

• (t-a)2  e 	
nx 	

Vte{a,a+1,. a+n,. }. 
at" 

z 
iii) Sea xeS. Luego, [x(a).19—(a).(t-a)1 9 —( 

at 	

a  x 

 al  2 

'  • - (a).(1-a)"+l ](ty[x(a).19 dx  —(a).(t-a)'e(a) at „,.1 	 dt 

	• 	(a). (1-a)"n  (t)=x(t) e u 	(a )^ (t-a)"+1  (t) 
atn“ 	 dtn“ 

Vte{ a,a+1,...,a+n} por hipótesis 

x=x(a).19 —ex (OQ-(01 G —82x (a)• 

at  n 
ten+ ix  

=x(t)e 
at  n+I 

( a )^0=x(t)e0=x(t), 

de inducción y lema IV.B.3. Por lo tanto, 

dn (t-a)2  G .E1) 	x (a)• (t-a)"® 	"'" (a). (1-a)"` l , 

dnx a) • (t-af ED...9—(a).(t-a)"ED 

• (t-a)2  e . e —(a).(t-a)1(t)e 
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