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PREFACIO

Los rapidos avances del conocimiento cientifico en todas sus ramas, particularmente
en las ciencias de la computacion, la electrénica, y la tecnologia en general, ha significado un
reto para el quehacer matematico de la actualidad. Es por ello que la Matematica Discreta,
cuyo objeto de estudio lo constituyen las propiedades de las funciones con dominio de
cardinalidad a lo mas contable, se ha constituido, junto a la Légica Formal, en la herramienta
teorica fundamental para el analisis y disefio de modelos que apoyan la sostenibilidad del
mencionado desarrollo tecnoldgico.

Una de las caracteristicas de la teoria de funciones discretas es la inexistencia del
concepto de limite, tal como se estudia en el analisis matematico real y complejo. En el
presente trabajo de investigacion, se presenta una propuesta de reciente desarrollo formal,
en la que, de una manera heuristica, se define el concepto de derivada para funciones
discretas definidas, en una estructura de algebra booleana, utilizando su interpretacién de
incrementos. En base a este concepto, se propone un analogo discreto al Teorema de Taylor
para funciones booleanas. Igualmente se realiza, a manera de aplicacion en la teoria de
clectronica, con las sefiales discretas. Ademds, se presenta una metodologia para la
optimizacion del método de cascada, con el fin de evaluar el grado de relacion entre una
funcion y un bloque de variables de exclusion.
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L INTRODUCCION

A. Definiciones Preliminares

Un conjunto es un ente indefinible cuyos sindnimos son: coleccion, agrupacion, etc.

Definicion: A los objetos que forman un conjunto se les llama elementos.
Notacion: Si x es elemento del conjunto M se notard xeM. En caso contrario se escribira

xX¢M.

Definicion: El conjunto A se denomina subconjunto de B si y solo si, todo elemento del
conjunto A pertenece al conjunto B (es decir, si Vx€A = x €B). En el caso en que A es un
subconjunto de B y A no es igual a B se dice que A es un subconjunto propio de B.

Notacién: A es subconjunto de B se denotara AcB.

Definicion: Para cualquier A y B conjuntos. Se dice que A =B ssi AcB y BcA.

Definicién: Para cada conjunto A existe un conjunto, cuyos elementos son los subconjuntos

del conjunto A y sdlo ellos. Tal conjunto se llamara el conjunto potencia de A.

Notacion: P(A).



Definicién: Un conjunto M del tipo, M={(a,b) : acA y beB} donde A y B son conjuntos, se
denomina Producto Cartesiano de A con B.

Notacién: AxB.

Definicién: El subconjunto FcAxB se llama funcion, si para cada uno de los elementos xeA
existe un elemento unico yeB tal que (x,y)€F. Si para cada x€A existe un elemento yeB tal
que (x,y)eF, la funcidon se denominara completamente definida. En caso contrario,
parcialmente definida. Al conjunto A se le llama dominio de la funcién F y al conjunto B se
le llamara contradominio de la funcion F.

Notacién: (x,y)eF se escribe a veces como y=F(x) donde y es el valor de F y x es el

argumento de F.

Definicién: Llamese Producto Cartesiano M=M,x..xA de los conjuntos M,,...,.M, al
conjunto M={ (mh""’mf‘,.) : mileMl,...,mr.n eM 3.
Nota: St en la definicion de funcién, A es el producto cartesiano M, x...xM , se obtiene la

definicion de funcién n-adica.

Definicion: Una operacién n-adica en el conjunto M, x..xM es una funcion n-adica

y=F(x,,...,x, ), cuyos dominio M,*...xM, y contradominio B satisfacen M,=..=M =B.

Definicion: La union AuB de los conjuntos Ay B es el conjunto.: AuB={ x : x€A 0 xeB}.

La interseccién AnB de los conjuntos A y B es el conjunto: AnB={ x : x€A y xeB}. La



diferencia A\B de los conjuntos A y B es el conjunto: A\B={ x : xcA y x¢B}. El

complemento ~A del conjunto A, es el conjunto: ~A={ x : x¢A}.

Definicién: Una funcion F se llama inyectiva ssi, para cada X,y del dominio de definicion de

F, x=y =f(x)#f(y).

Definicién: Una funcion F se lama sobreyectiva ssi para cada elemento y del contradominio

de F, dx del dominio de F tal que y=f(x).

Definicién: Una funcion F se llama biyectiva o correspondencia biunivoca si y solo si F es

sobreyectiva e inyectiva.

Definicion: Se dice que dos conjuntos son cardinalmente equivalentes si, y $0lo si, existe una

correspondencia biunivoca entre ellos.

Definicion: Se dice que un conjunto A es infinito si, y sélo si, A es cardinalmente equivalente

a un subconjunto propio de A.

Definicidn: Un conjunto A es un conjunto finito si, y s6lo si, A no es un conjunto infinito.

Definicion: Para cualquier fA—B y g:B—C funciones. Se dice que la composicion de

funciones de f'y g es la funcién gof: A~ C tal que (gof)(x)=g[f(x)], YxeA.



Definicién: Para cualquier £:X—~Y y g:X—Y funciones. Se dice que f=g ssi f{ix)=g(x), ¥xeX.

Definicién: Un algebra A es una coleccion del conjunto M#e con operaciones prefijadas en
éste S.

Notacidon: A=<M, 5>,

Nota: Para identificar un todo comun que contiene objetos de distintas estructuras
matematicas, por ejemplo, un conjunto y operaciones en él, se propuso utilizar el término

coleccion y designarlo con los paréntesis angulares <,>.

Definicion: Se denomina relacion binaria T en el conjunto M, a cualquier subconjunto del
producto cartesiano de M con €l mismo, MxM.
Nota: Uno de los conceptos fundamentales, en el estudio de la matemética discreta, es el de

relacion binaria , ya que se utiliza para designar la ligazon entre objetos o nociones.

Definicion: Sea T una relacion binaria. Por relacion binaria inversa de T, 77!, se comprende

aquella tal que (x,y)e T'! siy solo si (y,x)eT.

Definicion: Una relacion binaria T definida en el conjunto M se llama reflexiva, si VxeM,

(xx)eT.

Defini¢ion: Una relacion binaria T en el conjunto M se llama antisimétrica, st (x,y)eT y

(v, x)eT= x=y.



Definicion: Una relacion binaria T en el conjunto M se llama transitiva, si (x.y)T y (y,.2)eT

= (x,z)eT.

Definicion: Una relacion binaria T en el conjunto M se llama relacion de orden parcial y se

designa con =, st cumple con ser reflexiva, antisimétrica y transitiva .

Definicion: Un conjunto M en el cual se define una relacion de orden parcial =, se denomina

conjunto parcialmente ordenado.

|. Teorema: (Principio de Dualidad) La relacion binaria inversa de la relacidn de orden parcial
< es tambicn una relacion de orden parcial. La relacion binaria inversa se designara por ..
Demostracidn: : Sea M un conjunto parcialmente ordenado respecto a =.

Como a=a, VaeM, por ser la relacién < reflexiva, entonces axya, VaeM.

Sean a,beM. Siax,byb=,a—=b=zaya<b= a=b, por ser la relaciéon < antisimétrica.
Seanab,ceM. Siax byb=, c— c<byb=a = cza = ax,c, por ser la relacion < transitiva.

Por lo tanto, la relacion =,es de orden parcial O

Definicién: Se llama dual del conjunto parcialmente ordenado M, el conjunto parcialmente
ordenado M definido sobre el mismo conjunto M empleando la relacion binaria inversa.
Nota: Es usual encontrar la siguiente formulacion del principio de dualidad: Si un teorema es

valido para los conjuntos parcialmente ordenados también es valido su teorema dual.



Definicion: Sea a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento ceM es cota

-

superior de ay b ,si a<c y bxc.

Definicion: Sea a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento deM es cota inferior

de ayb, st d<ay d=b.

Definicion: Sea a,beM un conjunto parcialemente ordenado. Un elemento ceM es la menor
cota superior (supremo) de a y b, si:

1) cescotasupeniordeayhb.

ii) no existe d, cota superior de a y b, tal que dxc,

Notacion: sup(a,b) es el supremodeayb.

finicion: Sean a,beM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento ¢c€M es la mayor
cota inferior (infimo) de a y b, si:
1) cescotainferiordeayb.
ii} no existe d, cota inferior de a y b, tal que c=<d.

Notacion: inf(a,b) es el infimo de ay b.

Definicion: Sea aeM un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento ceM cubre al

elemento a si no existe beM tal que a<b=xc.



B. Reticulos

Definicion: Llamase reticulo a un conjunto parcialmente ordenado <M,<>, en el cual

cualquiera de dos elementos a,beM tienen un Unico infimo y un Gnico supremo.

Sea <M, <> un reticulo. Definase el sistema algebraico <M,v,">, donde v y " son operaciones

binarias en M tales que sélo, para cualquier a,beM, avb=sup(a,b) y a"b=inf{a,b).

1. Tegrema: Si M es un reticulo con la relacion de orden parcial <, M conserva su calidad de

reticulo, si se considera con la relacién de orden parcial dual a la dada, designada por 2.

Demostracion: Por €] principio de dualidad se tiene que la relacidon dual <, es un orden
parciaf en M.

Sean a beM.

Pruébese que el supremo de 2 y b con la relacién dual <, es a”b.

Como a"bzay a"b<b —a =, a"by b= a" = a"b es cota superior de a y b con la relacion =,
de orden parcial. Sea ¢ una cota superior de a y b con la relacion <, de orden parcial,
lentonces az,cybx,c—c=saycsb= cza"b por ser a”bla mayor cotainferiordeay b =
a"b= ¢ = a"b es la menor cota superior de a y b con fa relaciéon <. de orden parcial. Notese
que ef supremo de ay b con la relacion <. de orden parcial es tnico porque el infimo con la

relacidn < de orden parcial es unico por ser <M, <> un reticulo.

Pruébese ahora, que el infimo de a y b con la relacion dual <., es avb.



Como a=avb y bsavb = avb s,a y avb <,b = avb es cota inferior de a y b con la relacion <,
de orden parcial. Sea c una cota inferior de a y b con la relacién <, de orden parcial.
Entonces c<,ayc=<,b—=ascyb=c~ avbzc por ser avb la menor cota superior de ay b, por

lo tanto ¢ < .avb = avb es la mayor cota inferior de a y b con la relaciéon <, de orden parcial.
Notese que el infimo dea y b con la relacion <, de orden parcial, es Unico porque el supremo
con la relacion < de orden parcial es inico por ser <M, <> un reticulo I

Notacion: Utilizando la relacién =<, de orden parcial, se designard sup(a,b)=avb y

inf(a,b)=ab.

2. Teorema: Para cualquier a y b en un reticulo <M, <> se tiene a<avby a"b=a.
Demostracion: Por definicion, avb es cota superior de a. Entonces, a<avb. De igual manera,

por definicion, a”b es cota inferior de a. Entonces, a"bza O

3. Teorema: Para cualquier a,b,c,d en un reticulo <M, <>, si a<b y c¢xd entonces ave<bvd y
a“c=<b~d.

Demgstracion: Como b=zbvd y dx<bvd por el teorema anterior. Por hipdtesis y por
transitividad se tiene: azbvd y c<bvd. Por tanto, bvd es cota superior de a y ¢. Pero la menor
cota superior de a y ¢ s avc entonces, avesbvd. De igual forma, como a”c=a y a"c=c por el
teorema anterior. Por hipotesis y por transitividad se tiene: a*c<b y a”c=<d. Entonces a’c es

cota inferior de b y d. Pero la mayor cota infertor de b y d es b~d entonces, a*csb™d O

4. Teorema: (Idempotencia) Para cada a en el reticulo <M, <>, se tiene: ava=a y a"a=a.




Demostracion: Sea a en el reticulo <M, <>, Por definicion de supremo, sc tiene: a<ava.
Ademas, a<a por reflexividad. Entonces, a es cota superior de si mismo. Con lo cual, ava<a
ya que ava es la minima cota superior de a. Por ser antisimétrica la relacion <, se tiene: ava=a.
De igual forma, por definicion de infimo se tiene: a*a<a. Ademas, aza por reflexividad. Por
lo anterior, a es cota inferior de si mismo. Con lo cual, a<a”a. Al ser antisimétrica la relacion

< se tiene: a™a=ald

5. Teorema: (Absorcion) Para cualesquiera a y b en un reticulo <A, <> se tiene: av(a®b)=a y
a™(avb)=a.

Demostracion: Sea a y b elementos del reticulo <A, <>. Por definicion de supremo se tiene:
axav(a™b). Luego, aza por reflexividad y a*b=a por definicion de infimo. Entonces,
av(a”b)=ava por el teorema 1.B.3. Por idempotencia se tiene: av(a”b)sa. Como la relacion
< es antisimétrica se concluye que: av(a”b)=a. De igual forma, como a*(avb)<a por la
definicion de infimo. Luego, axa por reflexividad y a<avb por definicién de supremo. Por
consiguiente, a*axa”(avb) por el teorema I.B.3. Entonces, aza™(avb) por idempotencia.

Como la relacion < es antisimétrica se tiene: a*(avb)=al

6. Teorema: Las operaciones v y  son asociativas.

Demostracidn: Sean a,b,c en un reticulo <M, <>.

Notese que axav(bvc) y bve=av(bvc). Ademas, bsbvec y cxbve = azav(bve) y b<av(bve) y
czav(bvc) por transitividad. Entonces, avbzav(bvc) y czav(bve) por el teorema IB3 e

idempotencia. Por lo tanto, (avb)vcsav(bve) por el teorema IB.3 e idempotencia.
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Por otro lado, notese que avb=(avb)vc y cx{avb)vc por definiciéon de supremo. Como a=<avb
y b=zavb entonces, az(avb)ve y b=z(avb)vc por transitividad. Por lo tanto, a<(avb)vc y
bvcz(avb)vc por el teorema 1.B.3 e idempotencia. Con lo cual, av(bvc)=z(avb)vc por el

teorema 1.B.3 e idempotencia. Por ser la relacion < antisimétrica se tiene: av{bvc)=(avb)ve.
Por tanto, la operacion v es asociativa.

De igual forma, para el reticulo <M, <> se tendria: av(bvc)=(ayb)vc ,Vab,ceM =

a™(b"c)=(a”"b)"c, Va,b,ceM por el teorema LB.1. Por ello, la operacion * es asociativaC

Definicidén: Un reticulo <M, <> es distributivo si para cada a,b,ceM se cumple:
1} av(b"cy=(avb)*(avc)

it) a*(bve)=(a"b)v(a’c).

7. Teorema: Sea <M, <> un reticulo. La operacion v es distributiva respecto a ~ en el reticulo
s1 y solo si  es distributivo respecto a v.

Demostracion:

(=) Supongase " es distributiva respecto a v. Entonces, Va,b,ceM se cumple que
a™(bvey=(a"b)v(a"c). Luego, (avb)(ave)=((avb) ajv((avb) c)=av((avb) c)=av({a"c)v(b"c))=
(av(a”c))v(b c)=av(b"c). De esta forma, la operacién v es distributiva respecto a ~ .

(=) Sea v es distributiva respecto a *. Asi, se cumple que av(b"c)=(avb)*(avc). Como
<M, =,> es un reticulo. Entonces, ay(b”c)=(avb)’(ayc) ,va,b,ceM = a”(bvc)=(a"b)v(a’c)

,va,b,ceM por el teorema I.B.1. Por lo tanto, la operacion * es distributiva respecto a v O
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Definicion: Sea <M, <> un reticulo. Un elemento aeM es llamado mayor cota universal st
vbeM, bxa.
Notacion: La mayor cota universal se denotara por 1.

Nota: Si un reticulo tiene mayor cota universal, ésta es unica.

Definicion: Sea <M, <> un reticulo. Un elemento aeM es Hlamado menor cota universal si
vbeM, axb.
Notacién: La menor cota untversal se denotara por 0.

Nota: Siun reticulo tiene menor cota universal, ésta es unica.

8. Teorema: Sea <M, <> un reticulo con 1 y 0. Entonces: avl=1, av0=a, a®l=a y a"0=0
VasM.

Demostracion: Sea acM.

Notese que avl=1 por ser 1 l[a mayor cota superior. Ademas, 1=avl por definicion de
supremo de ay 1. Como la relacién < de orden parcial es antisimétrica, entonces avl=I.
Noétese que 0<a por ser 0 menor cota universal. Como a<a por ser la relacion < reflexiva,
entonces, av0<a por el teorema I.B.3 e idempotencia. Ademas, a<av0 por definicion de
supremo de a y 0. Como la relacion < de orden parcial es antisimétrica, entonces av0=a,
Por el teorema I.B.1 se tiene: <M, <> es un reticulo, ¥beM, b<1y 0<b = vbeM, 1 <;by
b<,0 = 1 es la menor cota universal y 0 es la mayor cota untversal del reticulo <M, <,>.
Entonces, <M, <,> es un reticulo con 1 y 0 donde 1 es la mayor cota universal y 0 es la

menor cota universal. Entonces, ay 1=1 y ay 0=a. Por lo anterior, y el teorema 1.B.1, se tiene:
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a™0=0yatl=al

Definicion: Sea <M, <> un reticulo con 1 y 0. Para un elemento aeM, el elemento beM es su
complemento ssi avb=1 y a"b=0.

Nota: Por la conmutatividad del v,”, si b es complemento de a, entonces a es complemento
de b. El complemento no necesariamente es Unico. Un elemento no necesariamente tiene

complemento.

Definicion: Un reticulo es complementado, si cada elemento del reticulo tiene complemento.

9. Teorema: Sea <M,<> un reticulo distributivo con 1 y 0. Si un elemento tiene complemento,
entonces €ste es Unico.,

Demostracion: Sea a un elemento de <M, <>, reticulo distributivo con 1 y 0, el cual tiene
complemento. Supdngase que b y ¢ son complementos de a, entonces avb=1, a*b=0 y ave=1,
a”c=0 por definicién. Con lo cual , b=b"1=b"(avc)=(b"a)v(b c)=0v(b"c)=(a"c)v(b" c)=

(avb)*c= 17¢=c. Por lo tanto, b=c O

Definicion: Un Reticulo complementado y distributivo se ilama Reticulo Booleano.

Nota: Como cada elemento <M, <> tiene un Unico complemento definase una operacion
unaria en ¢l conjunto M, denotada ~, asi que para cada aeM, ~a es el complemento de a. La
operacion antes definida se llama complementacion. Entonces, El reticulo Booleano <M, <>

define el sistema algebraico <M, v,",~>.
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Definicion. Dado un reticulo booleano <M, <> Se define &:MxM-M tal que

asb=(a"~b)v(~a"b), V a,beM.

Nota: @ recibe el nombre de " 6 exclusivoe".

10. Lema: Dado un reticulo booleano <M, <>. Entonces:

i) ~(aob)=(~a"~b)v(a"b), Va,beM.

ii) asb=bea, Va,beM.

iii) ae(bac)=(acb)ec, Va,b,ceM.

iv) a’(bec)=(a"b)e(a’c), Va,b,cEM.

v) aga=0, ad~a=1, ag0=a y ~a=1@a, VacM.

vi) avb=aebe(a"b), Va,beM.

Demostracién: Sea a,b,ceM.
i)~(asby={(@™b)v(~a"b)}=(~av~—b)(~—av~b)={(-avb)"a}v{(~avb)~b}={(~a"a)v(b a)}
v{(~a"~b)v(b"~b)}={0v(a"b}}v{(~a"~b)v0}=(a"b)v(~a"~b)=(~a"~b)v(a"b) por
conmutatividad de * y v, distributividad de v con respecto ~ , distributividad de ~ con
respecto a v.

ii) asb=(a"~b)v(~a"b)=(~a"b)v(a"~b)=(b"~a)v(~b a)=bea por conmutatividad de " y v.
iii) ag(becy=aa{(b"~cv(~b"c)}=[a"~{ (b ~c)v(~b"c)} Jv[~a™{ (b ~c)v(~b c) }]=[a"{(~b"~c)v
(b7e)} Iv{(~a(b"~c)v(~a*(~b"e)} }={(a"(~b"~c))v(a”(b"c)) } v{((~a"b) ~c)v((~a"~b)"c) }
=[{((@*~b)"~c)v((a"b) c)}v((~a"b)"~c)]v((~a"~b)"c)=[((a"~b) ~c)v{ ((a"b) c)v((~a"b)"
~e)}Iv((~a"~b) c)=[((a™~b)*~c)v{((~a"b)"~c)v((a"b)"c) } [v((~a™b) c)=[ {{({a"~b) ~c)v(

(~a"b)~c)}v((a"b) c)Jv((~a™~b) c)=[{(a™~b)v(~a"b) }*~c]v{((a"b) c}v((~a"~b)"c)}={(a
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eb)™~c}v[{(a"b)v(~a™~b)} c]={(aeb) ~c} v[{(~a™~b)v(a"b) } c]={(a@b) ~c} v{~(a@b)*c}=
(asb)ec. |

v} a*(bec)=a™{(b"~c)v(~b"c}}=(a™(b ~c})v(a*(~bc}}={0v((a"b}*~c}} v{Ov((a™~b) c}}=
{((a~~2)"b)v((a"b)"~c)}v{((~a"a) c}v((~b"a) c} }={(a"(~a"b)}v((a"b}"~c}} v{(~a"(a"c))
v(~bNa"o))}={(a(b™a}}v((a"b}*~c) } v{(~av-b)"(a"c)} ={((a"b}~a)v((a"b} )} v{(~av~b)
Marc)}={ @by (~av~c) pv{~(2"b)(@*c}}={(a"b)"~(a"c) } v{~(a"b}"(a"c} }=(a"b)&(a"c).
v} aea=(a’~a)v(~a*a)=0v0=0,  ae~a=(a’~~a)v(~a"-a)=(a*a)v~a=av~a=1,
a80=(a*~0)v(~a"0)= (a*1)v0=av0=a y 1ea=(1"~a)v(~1 a)=~av(0 a}=av0=—a.
vi)asbe(ab)={(aeb)"~(a"b)}v{~(a®b)"(a”b}}={ [(a”~b)v(~a"b}]"(~av~b}}
V{[(a"b)v(~a"~b)]N(a"bY}={[ (a*~b)"(~av-b)V[(~a"b) (~av~b)] }v{[(a~b)*(a"b)]
v[(~a*~b}(a"b}] }={[((a"~b) ~a}v((a™~b)*~b) V[ ((~a b} ~a)v({~a"b)*~b)] }v{(a"b)v0 }=
{[(~a™(@a ~b)v(a"(~b"~b))]v[(~a"(~a"b)}v((~a"(b"~b)} 1} v(ab)={ [((~a"a)*~b)}v(a"~b))]
v[((~a™-a}"b))v0]} v(a"b)={[0v(a"~b))]v[~a"b]}v(a"b)={[a*~b]v[~a"b]} v(a"b)=(a"~b)v{
(~a”b)v(a"b)}=(a"~bv{(~ava)"b}=(a*~b)v(1"b}=(a"~b)vb=(a*~b)v{ (a"b)vb}={(a"~b)v(

a™b)}vb={a’(~bvb)}vb=(a"1}vb=avb.
C. Algebra Booleana

Definicién: Un sistema algebraico definido por un reticulo Booleano se llama Algebra

Booleana.

1. Teorema: (Leyes de DeMorgan): Para cualesquiera a,b en un algebra Booleana se tiene:



15

~(avb)=~a"~b y ~(a"b)=~av~b.

Demostracion: Sean a,b en un algebra Booelana <M, v.~,~>. Luego, (avb)v(~a"~b)
={(avb)v~a}~{(avb)v~b}={(av~a)vb }*{av(bv~b)}=(1vb)*(avl)=1"1=1 y
(avb)"(~a"~b)={a"(~a"~b)} v{b"(~a"~b) }={(a"~a) *~b} v{~a"(b"~b) }=(0"~b)
v(0"~a)=0v0=0. Como el complemento de avb es unico, entonces ~(avb)=~a"~b.

Como <M,y,”,~> es un algebra Booleana. Por lo anterior se tiene: ~(avb)=~a’-b, Va,beM

= ~{a”"b)=~av~b, ¥a,beM O

Definicion: Un elemento a de un reticulo Booleano es un atomo si cubre a 0.

2. Lema: Sea <M, <> un reticulo booleano finito. Para cada a elemento no cero, existe por lo
menos un atomo b, tal que: bxa.

Demostracién: Si a es un tomo, se obtiene el resultado. En caso contrario, si a no es un
atomo, el elemento a no cubre a 0 por lo que 3beM tal que O<b=<a y b#a . Si b es un atomo,
entonces queda demostrado. En caso que b no es un dtomo, se sigue el mismo argumento.
Como M es un conjunto finito, este proceso eventualmente termina, con lo que se obtiene:

0<bx..xb,xh xa— besatomo yestal que b,xa D

3. Lema: Sea <M, <> un reticulo distributivo con 0 y 1. Si b*~c=0 = b=c,

Demostracion: Si b ~¢=0 = c=0ve=(b"~c)vc=(bvc) (~cve)=(bve) 1=bvc = b=zc O

4. Lema: Sea <M,v,*~> un algebra booleana finita. Sea b un elemento no cero de My
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a,a

5....» @, todos los dtomos de M tales que a, <b para i=1,...,n. Entonces b=a,va,v...va,.

1>
Demostracion: Por hipétesis, a,<b para i=1,...,n, entonces, a,va,v...va, <b. Supdngase
c=a,va,v..va, y que b"~c+#0. En este caso, JacM, atomo, tal que axb"~c. Ademas b ~c<b
y b*~cx~c. Por transitividad se tiene: a<b y ax~c = aesunodelos a,,a,,...,a,, delo que
se sigue que axc y a<~c. Entonces, axc”~c=0, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,

b*~c=0, lo que implica que bxc. Es decir, bxa,va,v..va, . Entonces, b=a,va,v..va, por

antisimetria O

5. Lema: Sea <M,v,",~> un algebra booleana finita. Sea x elemento de M y sea a un atomo
de M, entonces a<x 6 a™x=0.
Demostracion: Sea x en M y a un atomo de M. Notese que 0<x y 0<a = O0<x"a<a. Entonces

x"a=0 6 x"a=a por ser a un atomo. Por lo tanto, x"a=0 6 a=x"a=x, con lo cual, x"a=0 ¢ asxO

6. Teorema: Sea <M,v,”,~> un algebra booleana finita con comunto de atomos

A I |

§={a,.a,....a,}. Sea x un elemento no cero de M. Asi, x puede representarse: x=a,v..va,
donde a ... @, son todos los dtomos <x. Mas aun, esa expresion es unica, excepto por el
orden de los atomos.

Demostracion: Sea x+0 en M. Notese que a,<1, Va,€8. Entonces 1=a,v...va, por el lema
LC.4, Luego, x=x"1=x"(a, v..va, )=(x"a,)v. v(x"a,). Como x"a,=a, si a,xxyx a =0,
€n c¢aso contrario, entonces x=a V...vaf.k donde a; 5., @, SON todos los atomos <x. Para

verificar la unicidad, supongase que x=b, v..vb, dondeb ,...,b, son dtomos. Entonces, b, 3x

para i=1,..k , por lo tanto b e{aeS:axx}. Por otro lado, si a€S y a<x entonces
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O=a=a"x=a™(h, v..vb, )Ha"b,) v..v(a"h,). Conlo cual, para algin &, coni=1,... k se tiene
que a~b #0, ya que de lo contrario, si todos los a*5,=0, entonces a=0, lo cual es una
contradiccion. Lo anterior implica que, a*b,=a=b, ya que a y b, son atomos. Por lo tanto

ac{b,.,b.} En consecuencia, {bl .. b y={agS:axx}.

7. Lema: Sean x,y elementos de una algebra booleana y a un atomo.

1) axxvy siy solo sia<x o axy.

ii) a<x™y sty solo s1 a<x y axy.

1ii) axx O a<~x.

Demostracion: Sean X,y elementos de un aigebra booleana y a un atomo.

i) (=) Como x es un elemento de un algebra booleana, se tiene: a<x 6 a”x=0 por lema 1.C.5.
Para el caso axx, se obtiene el resultado. Para el caso contrario, por hipotesis se tiene que:
axxvy — a=a"(xvy). Luego, a=(a"x)v(a"y)=0Ov(a“y)=a"y = axy.

i) (=) Por hipétesis se tiene que axx 0 a<y. Ademas, x<xvy y y=xvy por definicién de
supremo. En cualquiera de los dos casos por transitividad se tiene: a<xvy.

i1} (=) Por hipotesis se tiene que: a<x"y. Ademas, x"y<x y x"y=y por definicion de infimo.
Entonces, a<x y a<y por transitividad.

ii) (=) Por hipotesis se tiene que a<x y a<y. Entonces, a”a<x"y por el teorema . B.3. Por lo
tanto, a<x"y por idempotencia.

iif) Como x es un elemento de un algebra booleana se tiene: a<x ¢ a”x=0. Para el caso axx
queda demostrado. Para el caso contrario, como a“x=0 = a"~~x=0, por unicidad del

complemento de ~x. Entonces, a<~x por lemaI1.C.3.
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8. Teorema: Si A es un algebra Booleana finita con conjunto de atomos S={a,,....a,},y B
es un dlgebra booleana finita con conjunto de atomos D={4,,...,5, }, entonces existe una
corresepondencia uno a uno f de A en B, tal que f{a,)=b,, para i=1,...,n y cumple las
siguientes propiedades:

i) x<y si y solo si fix)=f(y), Vx,yeA

i) f(xvy)=f(x)vily) , Vx,yeA.

iit) fix y)=f(x)"{y) , vx,yeA.

iv) fl~x)=~f(x) , VXeA.

v) f(xey)=f(x)ef(y) , ¥X,yeA.

Demostracion: Sea x€A un algebra booleana fimta con conjunto de atomos S. St x#0
entonces, x puede escribirse de manera unica en la forma X=a, V..Va, . Definase f:A—B tal
que f(x)y= b,.l V..V bjk, st x#0 0 f{x)=0, si x=0. En particular, f(a,)=5, parai=1,...,n. Para cada
xeA, f{x) tiene representacion unica (salvo por el orden de los atomos). Entonces f esta bien
defimda .

Pruébese ahora, que f es biyectiva.

Sea yeB. Luego, y=b,.lv.‘.vbr.k por ¢l teorema 1.C.6. Como f(a.)=b, para i=l,..n.
Considérese X=a, v..va, , de donde f(x)= bl.l V..V br.kﬁr por defimcion de £

Sean x,yeA tal que f(x)=f(y). Luego, X=a,v.va, y y=a,v.va, . Entonces,
l’aj1 v...vbik=f(x)= iy bj1 V.V bf,,.' Como la representacion de f{x) y f(y) es unica, se tiene que
k=m y wte{l,. k}, I w tal que bl.1=bj.w . Entonces a,=a; , con lo cual,
X=a,v.va,=a, v.va, =Y. Entonces f es biyectiva.

A probar, que VyeA y VaeS st a<y si y solo si f{a)<f(y).
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(=) Sean ye A y a€S§, tal que, axy. Notese que y=y"1=y"(av~a)=(y a)v(y"~a)=avy ~a, por
ser axy. Como y"~a€A, se tiene y’\~a=arjl v..va,  por el lema 1.C.6, entonces,
y=ava, v.va, . Luego, f{y)=f{a)vi( a JAARY { af,,,) por definicion de f. Entonces, f{a)<f{y).
(=) Seanyc A y a€S tal que f{a)<f{y). Notese que f(y)=f{y) 1=f{y)*(f(a)v~(a))=(fy)" K a))
v(flyy~fla))=t(a)v(Ry) ~f{a)). Como f{y)*~f{a)eB se tiene que f{y)*~f(a)= bf; V..V bf,,,' Siendo
asi, f(y)=f‘(a)vbj.l v...vbj.m. Ademas, f(a )=0, parai=1,...ny, por definicidn de f, se tiene
f(y)=f(avaj.l v...vaj.m)_ Como fes inyectiva entonces y=ava, v.va, . Por lo tanto, axy.

1) (=) Sean x,ye A tal que x<y. Como X €A se tiene; x=q, v..va, por el teorema 1.C.6. En
ese €aso, g, <y, vie{l,... .k} = f(ajj)sf(y), vie{l,...,k}. Como f(x)=f(ail )v...vf(a,.t) por
definicién de f, entonces f{x)<f(y).

i) (=) Sean x,yeA tal que f{x)<f{y). Como f(x)eB se tiene: f(x)= b,lv...v b,.t por el teorema
1.C.6. Como f{a,)=b, para i=1,...,n entonces f(x)zf(af.l)v...vf(ar.*). Por lo tanto, f(ay)sf(y),
vie{1,... .k} se tiene: a,.jﬁy, Vie{l,...,k}. Con lo cual, x=<y.

i) Sean X yeA.

Como f(xvy)eB se tiene que: f{xvy)= b,.1 V.V b,.t por el teorema 1.C.6. Notese que b,.j <f(xvy),
vje{l,...k}. Por ser f sobreyectiva, Ela& tal que f(aij)= br‘,’ vje{l,....k}, entonces
f(ag)if(xvy), vje{l,...,k}. Con lo cual, a, =xvy, vie{l,...k} por 1) = a, X 0 a3y,
vie{l,... .k} por el lema 1.C.7. Luego, f(ar.j)sf(x) 0 f(a‘.J)ﬁf(y), vie{l,...,k} pori). De lo
anterior se tiene: f(ajj)sf(x)vf(y), vie{l,....k} por el lema I.C.7, entonces bijsf(x)\/ﬂy),
Vie{l,...k}. Por lo tanto, fixvy)=f(x)vi(y).

Como f(x)vi{y)eB se tiene que: f(x)vf(y)=br.lv...vbfk por el teorema 1.C.6. Notese que

b, f(x)vily), Vje{l,....k}. Por ser f sobreyectiva, Ja, tal que f{a, )= & , Vje{l,...k},
J J J J
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entonces f(aij)sf(x)vf(y), Vvie{l,....k}. Luego, f(a&)sf(x) 0 f(ag)ﬁf(y), vie{l,....k} por el
lema I.C.7. Con lo cual, a; 3X 0 a; <y, vie{l,...,k} por i). Por lo tanto, a; <Xy, vje{l,....k}
por el lema I.C.7. De 1o anterior se tiene: f(al.j)sf(xvy), Vvie{l,...,k} pori), asi, bjjﬁf(xvy),
vie{l,...,k}. Por tanto, f{x)vi(y)=f(xvy).

Por antisimetria se tiene: f(xvy)=f(x)vi{y).

ii1} Sea x,yeA.

Como f{x"y)eB se tiene que: f{ix"y)= bilv...v b,.k por el teorema 1.C.6. Notese que b:j <f(x"y),
Vje{l,... k}. Por ser f sobreyectiva, E!aij tal que f(al.j)= bij, vje{1,...k}, de esta manera
f(ag_)ff(x"y), vje{l,..,k}. Con lo cual, a!.jsx"y, vie{l,...k} por i) = <Xy a3y,
vie{1,....k} por el lema I.C.7. Luego, f(a,.j)sf(x) y f(aij)sf(y), vje{l,...,k} pori). De lo
anterior se tiene: f(al.j)sf(x)"f(y), Vie{l,....k} por el lema 1.C.7, entonces bij <fO)M(y),
vje{l,...,k}. Por lo tanto, f(x"y)=<f(x)"f(y).

Como f{x)*M{(y)eB se tiene que: f(x)MM{y)= bilv...vb i, Por teorema I.C.6. Notese que
bjj-_<f(x)’\f(y), vje{l,....k}. Por ser f sobreyectiva, Ha,j tal que f(aij)= br’,-’ vie{l,...k},
entonces f(al.j)sf(x)"f(y), Vje{l,...,k} Luego, f(aij)sf(x) y ﬁaﬁ)sf(y), vje{l,...,k} por lema
I.C.7. Conlo cual, a, <Xy a sy, vje{1,....k} pori). Por lo tanto, aijsx"y, Vie{1,...k} por
ellema 1.C.7. De lo anterior se tiene: f(ar.j)sf(x/‘y), Vje{l,...,k} por 1), siendo asi, br.j <f{x™y),
Vje{l,...,k}. Por lo tanto, f(x) M(y)<f(x"y).

Por antisimetria se tiene; f(x y)=f(x)"f(y).

iv) Sea xcA. Notese que f{0)=0 y f(1)=1. Luego, f(x)vi{~x)=f(xv~x)=f(1)=1 por ii), y
T M{~0)=f{x"~x)=f(0)=0 por iii). Entonces, f(~x) es complemento de f(x). Por unicidad del

complemento de f{x) se tiene: f{(~x)=f(x).
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v) Sea xyeA. Luego, fxeyy=f(x"~y)v(~x"y))=H(x ~yWH((~x"y))=(fx)"f(~y))

V(X)) Ry =)™ ~Ry)v(~Rx)"y))=flx)efly) por ii), iii) y iv) O

Definicion: Dos algebras booleanas A y B son isomorfas si existe una funcién f biyectiva tal
que:

I} vy ={x)vily) . VX, yeA.

i} fx y)=x) fly) , ¥x,yeA.

1) f~x)=~f(x} , Vx€A.

9. Corolario: {Teorema de Stone) Toda algebra booleana con n dtomos es isomorfa al algebra

booleana P(S) de todos los subconjuntos de un conjunto S con n elementos.






II. FUNCIONES BOOLEANAS
A. Funciones Booleanas

Considérese <{0,1},v,",~> el algebra de Boole. El dlgebra de Boole es la mas simple en

la clase de las algebras booleanas. Es un algebra de dos elementos.

Definicion: Sea <{0,1},v,",~> algebra de Boole. Una expresion booleana sobre {0,1} es:
1) Cualquier elemento de {0,1}.
i1) Cualquier variable evaluada en {0,1}.

iii) Si £, y E, son expresiones booelanas también lo son £, vE,, £ "E) y~E|.

Definicidn: Dos expresiones Booleanas son equivalentes si:
1) son ambas de n-variables

ii) ambas toman el mismo valor para cada asignacion de variables.

Definicién: Sea <{0,1},v,",~> algebra de Boole. Una funcion de {0,1/"—>{0,1} es una
funcion booleana ssi se puede encontrar una expresion booleana que la represente.

Notacion: &, ={f: f es una funcion booleana de n-variables}.
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Definicion: Sean <{0,1},v,",~> élgebra de Boole ¢ i€ {1,2,...,n}.. Se define x,€ & tal que

X, (e Voo Y Y V(0 Y0, JE{O, 1Y A x. se denomina i-ésima funcion coordenada.

Definicién: Sea <{0,1},v,",~> algebra de Boole. Se define V:._‘}'”nx*?;l_;ﬁ; tal que
(tVg)(x, x,,..0x, ) = f(xyx5...x, ve(x, x,....x,) , Vige F . De igual manera, se define

NF xF -7 tal que (fAg)(x,.%,....x ) = f{xx,,...% )g(¥.X,...x) , vige 7 .

Ademas, se define ~ 5 — 7, tal que (~)(x,.x,,....x,) = ~f(x, x,....x ), Ve & .

1. Teorema: Sea <{0,1},v,*,~> 4lgebra de Boole entonces < & " V,A~> es un algebra
booleana.

Demostracion: Notese que el <{0,1},2> algebra de Boole es un conjunto parcialmente
ordenado. Definase la relacion < en & tal que: Sea fge #,, fxg ssi fx),x,....x )=
g(x X%, ) V(x,.x,,...x, )e{0,1}".

1) Sea fe 7, . Notese que f<fya que f{x.x,,... %, )<f(x,.x,,...X, ), V(¥,.x,,....x, )€{0,1}" por
ser < reflexiva en {0,1}.

i) St fxg y gzf = flx;,x,.x)<g(x.x,...x) ¥y g0,y )3f(x X, 00 )
V(0 )E0 N = f(x %, %, )=8 (%), %, %, )V (X,,%,,...%, )E{0,1}" por ser =
antisimétrica en {0,1} = f=g por definicion de igualdad de funciones.

i) St fxg y gzh = flx x,..x )<g(x,%,....x,) ¥ g(x,x,,....x, )2h(x x,,...x, )
(% X, )E{0 1) = f(x X, 0 Y<h(x, x,,...x ), V(x,x,,...x, )€{0,1}" por ser <
transitiva en {0,1} = f<h por definicion de <. Por lo tanto, <% ,<> es un conjunto

parcialmente ordenado.
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Sean fges . Como f{x,x,,...x, )2t(x,, %, .. x va(x,. 05,0, ) ¥y g(x),%,,..X, )=
ey 0, va(x X, 0x, ) L V(X 0x, )E{0, 11 = F<fVeg v g<fVg = £Vg es cota superior
de fy g. Sea ¢ una cota superior de fy g = fxc y gxc = f{x,.%,,....x, )sc(x,.0,...x ) ¥
g XXX, )5 e X%, %, ), Y (x,%,,...x, )e{0,1 P =1( XXX, JVE( XXX, )3 C(

X pXgeenX, ) L V(XX 0%, ) €00, 11— fVg<c — fVg es el supremo de fy g. Pruébese ahora
que el supremo es Unico. Sea a el supremo de f'y g = fVg=<a por lo anterior = fVg=a por
definicion de supremo de fy g.

Seanfge &, . Como f{x,,x,,...,.x, Y'8(x,.%p....x, )=f(x %%, }y {2 %,..0%, Y g(x . x,,...x,)
280X XX, ) V(%) Xg00x, JE{O, 1 = fAg<fy fAg=<g = fAg es cota inferior de fy g Sea
¢ una cota inferior de f y g = exfy cxg = o(x,.x,,...x )=f(x,.x,,....x, ) ¥ c(x.%,,....%, )<
g(x,. %50 ), V(X%,.0x, )0, 11 = c(x,,x,...x, ) <0(x)xp,00%, Y 8(x0 00X )
V(x,x,,...x, )€ {0,11"= c<fAg = fAg es el infimo de fy g. Pruébese ahora que el infimo es
nico. Sea a el infimo de £y g = a<fAg por lo anterior = fAg=a por definicion de infimo de

fy g Porlo tanto, <& V. A> es un reticulo.

Sea fe.#, . Definase 1% tal que 1(x,X,,...x,)=l, V(x.x,..x ){0,1}". Como

f(xl,xz,...,xn)ﬁ: 1(x,,x5,...%,), V(X .x,,..., xn)e{O,l}" = fﬁl. Por lo tanto, 1 es mayor cota
universal. |

Sea fe# . Definase 0e~, tal que O(xx,..x )=0, V(x],xz,...,xn)E{O,I}". Como
0(x,X,5,....x, 0= flx,,x,,..x ), V(x!,xz,_..,xn)e{o,l}" = 0<f. Por lo tanto, 0 es menor cota
universal.

Sean fghe 5 . Notese que : (FA@VR))(x 5,00, )=H(x, 0, YNEVR)(x, 0,0, )=
(x50, )8 x X 0%, VR X, X, 0 x, N=(Fx),x,, 00 Y g X, 6 DVE(x X, .0x )
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(XX, )= (EAR) (xpx,, . ox, )Y (FAR) (.06, )=((FA)V (FAD)) (x.x%,....%, ),
Y(x,,%,,....x, )E{0, 11" = fA(gVh)=(fAg)V(fAh). Por lo anterior se tiene: {V(gAh)=(tVg)A(fVh)
ya que <., ,V,A> es un reticulo. Por lo tanto, <&, ,V,A> es un algebra distributiva con 0 y
1.

Sea fe . Luego, O(x.Xx,,..x,)=0=f(xx,, . x "f(x.x,..x, )=f(x1,x2,...,xn‘ (=)
(x, %%, =(FA~D)(x, %% )y Lx xy, 0, = 1= x,, . x, JvAlx %, )=
x5, WD %, %, = VD) (x X, 0%,), V(X X, 0%, )EL O, 1) = O=fA~fy 1=V~
Por lo tanto, ~f, ¢l complemento de £, es Gnico porque <& ,V,A> es un dlgebra distributiva
con0y 1. Conlocual, <% VA ~>esunalgebrabooleanad

" 2. Teorema: Sea f& % . Entonces f= x "Ax.TA Ax ™ donde F={ (x,x,....x.)
n 1 2 n 172 n

V(s )EF
Cf(xx,.0x, =1y x,.sj=x,. si 5;=1 0=-x si 5}=0, i=1,.,n

Demostracién: Sea fe.%, . Notese que x,"'Ax,2A Ax e F, y 0sx, " Ax,? A Ax ™ por
ser 0 menor cota universal Sea ge.%, tal que 0xg<x "Ax,?A.Ax ™. Entonces
g(x,.%,,...%, )0, V(x, x,.....x ) excepto (s,5,,....s,) donde g(s .8,,....s }=0 6 1. Por lo tanto,
g=0 & g=x,"Ax,?A. .Ax™. Con lo cual x"Ax,"A_Ax'" cubre a 0. Entonces,
xlS‘/\x;z/\.../\xns" es atomo de &, V(sl,sz,...,sn)e{o,l}”.

Sea bun atomo de .. Como b cubre a 0 = b#0 = 3(s,5,,...,5, ) tal que b(s.5,,....8, )=1 =
0=x""Ax,"AAx *"<b = b=x""Ax,? A Ax ™ por ser un atomo.

Como <& VA~> es algebra booleana finita con un conjunto de atomos |

A, NLAx  (5,,8,,...,8,)6{0,1)7}. Entonces, f= \/

5 ¥ E
V(508 JEF xl /\xz /\---/\xn ande
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F={($.55-8,) X, Ax,? A Ax " <f} por teorema 1L.C.6. Notese que F={(5,,5,,....5, ) :
f(5,.5,....8,)=1} ya que : x" Ax,? A Ax " <fsiy solo si f(s.8,,....5,)=1 O

3. Teorema: Sea fe &, . Entonces f = /\ x"V~x,"V. V~x " donde F={

V(.\'I.A...S,,)EF’H
x ) f(xl,xz,...,xn =0},

Demostracion: Sea fe # . Como <%V, A~> es algebra booleana finita con un conjunto de
atomos { x"Ax,?ALAx" 1 (8.85....8,)6{0,1)"} entonces <F, VA~> es élgebra
booleana finita con un conjunto de atomos { xliﬁxzﬁﬁ\_...ﬁxrf“ (88,8, )6{0,1 P73 por
principio de dualidad para algebras booleanas. Por teorema 1.C.6 se tiene: f=

1 5 I (e DY - o 5 Sa :

\/ s )ngl Ax,"A Ax ™ donde F={(s,,55.....5,)  x,7Ax,”A_Ax * < f}. Ademas,
xi’1=xr. si 5;=1 0 =~ x, sl §5,=0, i=l,...ny por el principio de dualidad para algebras

booleanas se tiene: A=V, V=A, 1=0y 0=1. Conlo cual, = /\,, " x, W PV Ve ™

..... SR)EFN
donde F={(x,.x,..x) : fx~x""V~x?V. V~x ™) Noétese que F={(x x,...x)
1+%2 n 1 2 n q 12 n

f{x.%,0...%, )=0} ya que fx~x, " V~x,? V. Vox ™ siy $6lo si f(s,5,,....5,)=0 O

Definicion: Se define @:% xF L%, tal que (fDg)(x,

8(x.xy,...x,) , Vige 7 .
4. Corolario: Dado <.# _,V,A,~> un dlgebra booleana se tienen las siguientes propiedades:
i) fDg=f , Vi ge .7 .

ii) fB(gPh)=(fBg)Ph , Vg he &, .

iii) FDO=F, FDF=0 y fD~f=1, Ve 5.
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iv) fA(gPh)=(fAg)D(fAh), Vi.g he & .

v) Ve=fBgB(fAg) y ~f=1Df, Vge7, .

Demostracion: Sean fige % .  Luego, fDg(y,),...0, )=y V.-V, )88( ¥ Vo V,)
=0y I8 IOV 0 2,805 YO EEEA2) (35, )V
(~EAGN Y, oy, )=~V (STAGY (1, VooV, s V(Wory, )E{0, 11, Por lo tanto,

fPg=(fA~g)V(~fAg). Por el lema 1. B.10 queda demostradoO

Definicién: &={fe ¥, : f=\/v(slwm(___F x"Ax,"AAx ) donde F={ (y,y,....v,) :

V- VL F (Y Y, 01

5. Teorema: & es isomorfo 2 & .

Demostracion: Pruébese ahora que <&,V A ~> es un algebra booleana.

Como <47 |,<>es un conjunto parcialmente ordenado y €c % . Entonces <&, <>esun
conjunto parcialmente ordenado.

’’’’’ eF xAx AL Ax" donde F={ (,....,) :

-----

XA e Y=
\/V(sl!___!s”)EFUG xAXALAx €€ ya que { () o VB 1)=
V80 VO = 00 30) - T8 D0, ,:0051 0 80 00 1)
= g(¥,Vp--,,.0)=1}=FuG. Por tanto, fVg es el supremo defy gen &.

Lueg0= f/\g = (VV(S 5 Y F 'xlsl szsz/\' "/\xnsn )/\( \/V(s Jclsl /\x232 /\ : '/\xmsn )=
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5 2 S 4 5] by i
V*:’(sl.....s"}f-rF \/v(,} 1eG (%" AN A N A TAL AT \/v(ﬁ}_"_s")mﬁ

% Ax AL Ax e ya que { (10 Y, ) NS Y Y DA g, 0071 ) =
p-dn) s T V1) = {0 3,001y 200, 1 8001000 0,:007 1
=FnG. Asi, fAg es el infimo de fy g en & Por lo tanto, <&,V,A> es un reticulo.

Notese que 1€&. Ya que 1=\/

NS85, )

x AN Ax A, l"(\/W 15‘/\:‘:251

fl -

A Ax " Ax 41)\/(\/\7( ls‘/\x;l/\.._/\xns"/\~xn”)={(\/v( ) xls‘/\xzz/\.../\xns")/\
Spensfy

xn”}\/{(\/v(slmx xAXIALAX W%, ) = (\/‘7(51 . x VAT AL AN (Y

5 E 5" . 5 §- 5"
~%,, )= (V o B A AL )/\lm\/m sy XN *A..Ax,". Porlo tanto, | es

,,,,,,

la mayor cota universal en &. De igual manera, 0c& ya que 0= \/ XA AL Ax
donde F=o. Por lo tanto, 0 es la menor cota universal en &, Como <&, M A> es un
reticulo distributivo, entonces <&,V A> es un reticulo distributivo.

Sea fe& Como = /\

‘v‘(sl.

— sl — Sz — Su —~ “‘n;l —
Ve X V=2 Y Ny PV Pt donde

Sdni g

D FVpreVgmi1) + TV Yy VY, )70} por  teorema ILA3.  Entonces, f =

("N XV~ TV Vex 2V AN o, Vi, PV VxSV

S DEF V51508, O)EF

VetV Ve WV x  YA(( /\V(:I!___,SH)GG~x15' Ve,
V.V~x ™) Vx .} donde H={(y\Jp-..,) 1 0005 b 120} Yy GV b,)
f(y, Wy ,,0)=0}. Como feé& se tiene que H=G ya que f(y\y,.....y,,1)=0 si y solo st
f(y,Wp--,,0)=0.  Entonces, f=(/\ IVex, V. VxS Wx, Ax )=

5 ¥. 5"
\, X, "W~x, V. V~x ™. Por lo tanto, ~f=\/

(s 6 H 1 S‘/\xsl/\ Ax "e& ya
Iy

V(5|8 JEH
que H={(y,J,--,) -~ VoV 1)~ 050 ,,0)=11}. De esa forma, <&V A ~>es

un algebra booleana.

Sea ae& tal que O<as<x, 'Ax,” A, Ax'm. Entonces, a(y,Jy. Vi1 =0, 81 (V1 Vg0 V,s ) JE S
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($pp83005,,1) 5 (51,55,...,8,,0)}. Notese que  a(s,,s,,....5,,1)=0 6 a(s5,.5,,...5,,1)=1. S
a($.5,,...5,.1)=0 = ~a(s.s5,,...5,.1)=1 = ~a(s.s,..5 .0=1 ya que ~acé& =
0)=1 ya que acé&.

a(s,8,,....5,,0)=0. Con lo cual, a=0. Si a(s,s,,....5,,1)=1 = a(s,.5,,..

‘!1’ "H"

Entonces, a=x;"Ax,”A..Ax . Por lo tanto, x,"Ax,?AAx" es un atomo de &,
. g . R
V(5,858 )E{0, 11",

Sea b un atomo de & Como b cubre a 0 = b20 = 3(s,5,,... )} tal que

nnl

b(s,85,...,5,,8 ,)=1 = Oﬁxlsi/\x;’/\..,/\xmls"” <b . Ademas, b(s,,5,,....5 ,~s,  )=1 ya que
be& = 0<x"Ax,"A.Ax, ""'sb. Con lo aual, {x"Ax,*A. Ax, "™}V
{x"Ax, A Ax,, "™ y<bvb=b. Luego, x,"Ax,A.Ax "={x1Ax,"A. Ax "IN1=
(" Ay A Ax N %, 0V x, T = A AL A OV A AL A )
<b. Entonces, b = x,'Ax,?A_Ax " por serun atomo y x,"Ax,?A..Ax," &,

Notese que el nimero de atomos de & es 2”7 y como el nimero de dtomos de # , €5 27, Asi,
& es isomorfo a & por teorema 1.C.8 y definicion 1.C 3. Considérese el isomorfismo @
F,~& tal que B(x,"Ax,"ALAx ") =x Ax, N A Y(s,s,08,)E (0,117

6. Teorema: Sea fe &%, . Entonces f= Y xl"/\x;’/\.../\xns" donde F={ (y,5,.....y,,)

LS e, JEF
f(y -, =11

Demostracién; Arguméntese por induccidn.

1) Como &, ={0,x,,~x,,1}. Para los casos en que =0 6 =x,0 =~x,. Ya queda demostrado.

En caso contario, si f=I=x,®~x,. Entonces f—Ev o X " donde F={ y, : f(y, =1},

vie F .

i) Por hipdtesis de induccion : = x"Ax," A Ax " donde F={ ( o)
C(CIS e | 2 n ypyz 1})”
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f(y, 05,3, =1}, Ve .

iii) Sea fe.# ,,. De manera que, f= \/v(s xlsl/\x;z/\._./\xn;lsn-, donde F={
-

-8y, JEF

(Y Yy Hysy): TV, )1} por teorema ILA2. Como <7 VA, ~> es un dlgebra

booleana se tiene: f = {(\/V( e x AN A AR VY, x,TA
SpneesS )6 i

...... (33, JeN 71

x, AL Ax, A%, } donde M={ (¥, 0. ,) 1 Yy Fs DF T Y NS (0 0500.0,)
¥y ,200=11

Notese que \/ x"Ax,*A\ . Ax "e&. Entonces,

V(s pem. 8, )EM

Jg.he 7 talque P(gy=V/

Sl .5'2 3
x\Ax, AL Ax, N

V(8 o8, JEN

x,TAx, AL Ax "y D= x,WAx, AL Ax)

V(S et JEM V(S penss, JEN 71

por teorema ILA_S. Por hipotesis de induccion se tiene: g=Y x'Ax, AL Ax Ty

P e JEA

Pruébese ahora que A=M y B=N.

Sea ($p8pem8 JEM = x"AXTALAX " <B(g) = xAXALAx =
O (x AXPALAY Mz = 1=x A PALAY, (88508, )3B(S 8 08,) D 8
(8):55,..8, =1 = (5.,5,,....5, JEA. Entonces, McA.

Sea (5.5,....5,)€A. Supdngase que (s5,5,,...,5,)§M. Luego, xlsl /\x;i/\.../\x:" <g =
xls’ /\xzs" /\.../\xns"=(I)(xls‘ /\xljz/\.../\xns")ﬁ(l)(g) - l=xls*/\x;i/\.../\xns"(.5'1,.5'2,...,5", D=<®(e)
(5558 170, lo que implica una contradiccion. Entonces, AcM. Por lo tanto, A=M. De
igual manera, se tendria que B=N.

Luego, %{(ZV(SP_”S")E y x,Ax, A Ax, A }V{(Zv(sl,...,s")z—jN x,Ax AL AX, A

—~ — 5y 5 Sp 5y 5 Su — 1=
X, ) {Zv(sl__.._,s")m x A ALAx T Ax, IV Em[,...,s")m x, A AL Ax A,
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{Zv(sl,...,:ml)eﬁ' x A% AR T Ax, FVE EV(SI,...,s”,O)EF x A% AL AR " A-x L ) =
{Z:V(s|...._.:”.l)r-:F X, A% A A, 1D Ev(s],...,s",())r-.‘F XA N Ax Nx,, VD
{(ZV(.:],....:".I)E £ X AT A N ZV(sl,.....s,,,O)sF XA AN Ax ) =

{ Zv(sl_....,:”_”)eF xAx, A Ax OB ZV(HM%I)E}: ZWIIM%’O)&_F (x,"Ax,? A Ax A
X, ONTARIAL A T A~x )

Notese que  (x"Ax?AAx"Ax, NG, Ax, A Ax,"A~x,, =0  por ser
X AGALAx " A%,y x"Ax"AAx,"A~x,,, 4tomos diferentes. Entonces,

— f 0 Snit — 5 A L
ﬁ{ ZV(SIB"'BSH;])EF xl sz A‘ ‘./\xn; l }®0 ZV(:I?"',SH;I)EF xl sz A.‘ .Ax"; 1 D



IIL. DERIVADA DE FUNCIONES BOOLEANAS Y SENALES DISCRETAS

A. Derivada de 1a funcion booleana

Definicion: Dado fe # . A g se le llama funcion residual unitaria de f respecto a la funcidn

coordenada X, , si (¥, Vo, Vi1 Vi Y FEN Yo Vit LYo Vi) > Y Vg W, )E
{0,11".

Notacién: g=f, ;.

Definicidn: Dado fe.# . A g se le llama funcion residual nula de f respecto a la funcion
coordenada x, , si gV, Wy, 1 Vi Yo RN 0o Vi OV 0 ) s YO g0, JE
{0,117,

Notacion: g=7 .

Nota: f= {f,, Ax }D{f ,A~x,}, VIS, .

Definictén: Derivada de primer orden éai de la funcion booleana frespecto a una funcion
X
coordenada x,, es ?i =f.Pf,
X,

i

Nota: La expresion booleana ~a-*~f~(y Yoo Y Y YV Loy ety s, 00,0,).
EAAbe

i

La expresién anterior determina las condiciones, para las cuales la funcion f cambia su valor

cuando se conmuta el valor de la funcion coordenada X..
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Definicion: Se denomina derivada mixta 3 aakf p de la funcion booleana f una expresion
x. dx, ...0x,
i N ll i'k
de la forma 9f =94 & J )

( )
dx dx. ..dx, dx. Jdrx. Jx dx ..Ox
Iy et I hh tee

o

8(xl.l,x‘.2,.. LX)

ik

Defipicion: La derivada de orden k de*la funcion booleana f respecto a las
funciones coordenadas x, .x, v X, €8 igual a Ia suma modulo dos de todas las derivadas de
i 2

primer orden, de las segundas, las terceras y las k-ésimas derivadas mixtas fijando las

varables x x X,

. 2 3 ]
——akf— ):af L af E of b...D of donde
A, X, 1o, ) ! dx, ’<J dx,Ax, ’<J<S O, 9 Ox, o, ox, ..0x, dx,
RS S
k
Nota: L.a derivada de orden k % de Ia funcion booleana f respecto a las funciones
X; XX

coordenadas , ,....x, determina las condlcmnes para las cuales esta funcion cambia su valor
sustituyendo simultidneamente los valores de las funciones coordenadas x, ,....x,

l’ ’lk

[. Lema: Sea f,ge # Entonces:

y S S g

ax, ax. ax
iy 8\ _ n g of N I no%2.
ox dx, dx, ax. ax

i

iy 20V8) AN ég@ I A e N
ax X, x, ox, ax
1v) f) A Vle{l
ox, ax,.
Demostracion: Sean f,ge ¥y ie{l1,...,n}. Luego,

i) (’@g’—(f@g), BB, ~( S P £ )BU Bz ) ) g Bg)
8f®'8g
8x. ax
i) 7€) a(f 9~ (Ng),. BN, o=y N8 B o N80 («Z af A ag@g ®

i‘
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(fohg.o)={( ;f/\jf)@( af/\,o)®(f,0/\ag)®(f Ag ) B(f, Mg )

ijag)ea( Y g ). Of\ag) ( 8f/\af’ B cff/\af“'/\x)@( a’"/\aé*/\x)}
X x,

/\g, B o/\ag) (jf/\gg@( éf/\ag/\ B¢ af/\( af*’/\reagr YL
X X

i i'

. /\ag) (« ‘“f/\ag)@( af/\ 2) B (( af/\af‘*’/\x@(f /\ag)} af/\g)@(

cff/\ag)}@{(f/\x@fg)/\jg (f/\ag)@ jf/\ )B( af/\jf“’)}

X
iy dWVe)_ 2SN L o 9 ag 2N _ o g By i ag)®( o I pge
ox, ax, ox; ax‘ dx, dx, dx

(LnE)- {"’gwf\jf)}@{ Yo IngraInE)- (1®ﬁ/\j—f

{—f/\u@ ) 16B( af/\gf) ( f/\ag)®( f -£))B( 8f/\ag).
é(f) (1Y) _ aI@af VS af af
X, dx, ox. 8x dx, ox,

!

i

n n

2. Lema: (%)= /\ x,Vie(l,..n}.
ox, J=1 ]"IJ#I

Demostracion: Sea i {1,...,n}.

n 7 n "
Nétese que /\x =( /\ x)Ax,. Luego i(/\x)—i([ AN x]Ax)={( N XA
5 5L L 5 ox; jo1 X ilizp Jo1j#i
—-—(x)}@{——( AN x )N FB{(=—( /\ A== {( A\ x )A1}D{0Ax, }
%; i j=1,i%j Xi =l X F=1j#i
B{0Al}= /\ xO
J=1j#i

B. Derivada de una seiial discreta

Definicién: Una sefial discreta es una funcion cuyo dominio y contradominio son Ny {0,1}
respectivamente.

Notacién: S={x : x es una sefial discreta}
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Definicion: Dada f una funcion booleana de orden ny x,x,,....x, sefiales discretas. Se dice

que x es una funcion booleana en el tiempo de orden n, si x es una sefial discreta tal que

x()=f{x, (1), x, (1),...,x, (1)), VieN.

Definicién: Sea <{0,1},v,",~> algebra de Boole. Se define V:SxS_S tal que

(xKVy)E)=x(t)vy(t) . ¥x,yeS. De igual manera, se define A:SxS—S tal que (xAy)(H)=x(t)"y(t)

, Vx,yeS. Ademas, se define ~:S—S tal que (~x)(t) =-x(t), ¥xeS.

I. Teorema: Sea <{0,1},v,"~> algebra de Boole entonces, < S,V,A,~> es un algebra
booleana.

Demostracion: Notese que <{0,1},<> algebra de Boole es un conjunto parcialmente
ordenado. Definase larelacion < en S tal que: Sea x,yeS, x<y ssi x(t)=y(t), VteN.

1) Sea xeS. Notese que x<x ya que x(t)<x(t),vteN por ser < reflexiva en {0,1}.

i) Si x<yy y<x = x(t)<y(t) y y(t)=x(t) ,VteN = x(t)=y(t),vteN por ser < antisimétrica en
{0,1} = x=y por definicion de igualdad de funciones.

iit) Six=<yy y=<z = x(t)<y(t) y y(t)=z(t) ,VteN = x(t)<z(t),vteN por ser < transitiva en {0,1}
= xxz por definiciéon de <. Por lo tanto, <§8,<> es un conjunto parcialmente ordenado.
Sea x,yeS. Como x(D)<x(Dvy(t) y y()=zx(t)vy(t) , VteN = x<xVy y y<xVy = xVy es cota
superior de x e y. Sea c una cota superiorde xey = x<cy y=<¢ = x(t)zc(t) y y(t)=c(t), VieN
= x(vy(t)=c(t), VieN = xVy=zc = xVy es el supremo de x é y. Pruébese ahora que el
supremo es (nico. Sea a el supremo de x e y = xVy=a por lo anterior = xVy=a por definicion

de supremo de x e y.
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Sea x,yeS. Como x(t) y(t)=x(t) y x(t)*y(t) <y(t) , VteN = xAy<x y xAy=zy = xA\y es cota
inferior de x e y. Sea c una cota inferior de x e y = cxx y c2y = c(t)<x(t) y c(t)=y(t), VteN
= c(t)=x(t)*y(t), VteN = czxAy = xAy es el infimo de x e y. Pruébese ahora que el infimo
es Unico. Sea a el infimo de x e y = a<xAy por lo anterior = xAy=a por definicién de infimo
de x e y. Por lo tanto, <S,V,A> es un reticulo.

Sea xeS. Definase | :N—{0,1} tal que 1(t)=1, VteN. Como x(t}<1= 1(t), VteN = x=1. Por
lo tanto, I es mayor cota universal.

Sea xeS. Definase 0:N—{0,1} tal que 0(t)=0, VteN. Como 0(t)=0z x(t}, VteN = 0zx. Por
lo tanto, 0 es menor cota universal.

Sean x,y,zeS. Notese que (x/\(y\/z))(t)=x(t)"(y\/z)(t)=x(t)"(y(t)vz(t))ﬁ(x(t)"y(t))v(x(t)"z(t)=
CAV(OVEAZO=((AVIV (XA, VEEN = xAyVz)=(xAy)V(xA\z). Por lo anterior se tiene:
xV(yAZ)=(xVy)A\(xVz) ya que <S,V,A> esun reticulo. Por lo tanto, <S,V,A> es un algebra
distributiva conO y 1,

Sea xeS. Luego 0(H)=0=f(0)"~f(t)=(t)"(~D)(t) = (FA~D)(t) y 1({)=1=t)v~{(t)=f{t)v(~E)}(t)
=(fV~f)(t), VteN = 0=fA~fy 1=fV~f Por lo tanto ~fes el complemento de fy es Gnico
porque <S,V.A> es un algebra distributiva con 0y 1. Con lo cual, <S,V,A,~> es un algebra

booleanad

Definicion: Sea <S,V,A~> un algebra booleana. Se define ©:5xS—»>S tal que

(xPy)(ty=x(t)ey(t), Yx.y<S.

2. Corolario: Dado <8§,V,A,~> un algebra booleana se tiene las siguientes propiedades:

3 b ¥
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) xPy=yPx, Vx,y€S,

i) (xPy)Dz=xP(yDz). ¥x,y,z€S,

i) x0=0, xPx=0, y xB~x=1, VxeS,

iv) xA(yBz)=(xAy)P(xAz), ¥x,y,2€8,

v) xVy=(xDBy)B(xAy), Vx,yeS,

Demostracion: Sean x,yeS y teN. Luego, xBy)(t)=x()@y(t)={x(ty*~y(t)}v{~x(t)'y(t)}}=
(A-YOV(~AYIO=TEA-Y)V(~xA)(T). Por lo tanto, xBy=(xA~y)V(~xAy). Por lema

I.B.10 queda demostrado

. . . X L . -
Definicion: La denivada de primer orden —g— de una sefial discreta x en el tiempo es una sefial
t

discreta tal que %—th (t)y=x(t+1)ex(t), VteN.

Definicion: La derivada de orden n de la sefial discreta x en el tiempo es la expresion de la
x_ 3,0

forma .
gt” ot gt

3. Lema: Para cualquier x,y€S. Entonces:

D) _drgd
ot o ot
a(x/\y) ay®ax y@ax Ay ay
at ot ot at ot
(xVy) _ /\ay@ax A- ox ay
=3 e P N

i)

o) _ox
a ot
Demostracion: Sean x,yeS. Luego,

v)

1) Sea teN. Entonces, a(ic_;?y—)(t)=(x€9y)(t+l)e(x®y)(t)={x(t+l)@y(t+l)}@{x(t)@y(t)}=
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8(1&9)’):&@8_3’
ot a ot
ii)Sea teN. Entonces, (c?/\y ) (t)= (x/\y)(t+l)®(x/\y)(t) {X(t+D v+ D} ef{x(t) v()}=

{x(t+Dex(t)} ef{y{t+Dey(t)}= —-(t) ay() 3y (t) Por lo tanto,

((E+1)AY(+1) @ 0 [X(0) (O] 1= (x(tH YV (t+ 1) o x(e+ 1) (D)ol (x(t+1) y(1) ) e {x(1) y(
03]} =4 DX 1)y DT o[x(t+ DAy ) e {x(tF ) ex() ) Ay =[x+ 1) M y(t+ ey (1)) o
[%(t)’\y(t)}z[{x(m)ﬂa—y(t)}eOJ [g(t),\ (t)]=[{x(t+1)f\f‘l(t)}e{x(t)fﬂ(t) Jo{ [x(t)

A@(t)}]e[@(t)"y(t)]}{ (t)/‘ay ()}e{(x/\ay )(t)e( £ A=A L 3 )@(—/\ )

o( S ay ’)e)=xn 2 > )ea(—/\ ))ee(_ %(t) Por lo tanto, _9(;/:”=

(N S )EB( EAy) 619( ay ).

)a(x\/y) a(xGBy@(v/\y)) ar@ay ANy _ (ax 8y)69( /\EyEB@x/\y@_ dy
ar ot ot ot ot ct &t ot

){-— ay}éB ((x/\ay)ﬂa(—/\ ))@(ﬁ a}’)}{ ay}@{{(x/\ay)@(—/\ )}

{‘3; ay}} ¢ ayﬂa{ /\ay}}ﬂa{—@{—/\ }}]@(— ay) [{(1Dx )Aay}ea{ A(

leBy)}]EB( aJ’) [{x/\ay}@{ £ }]@(ax/\a}’) ((x/\ay)@(—/\ ))EB(— a}’).
A 1y e o

EB—— 0b—==—"n
ot ot ot ot dr dt

iv)

C. Peso de la derivada

Considérese una serie de métodos de proyectar circuitos. La eficiencia de cada uno

de ellos aumenta en comparacion con los anteriores.

El método de cascada basado en la descomposicion de Shannon

_ 5 2 Sk
f YisoViV i1V )= VV(S],Sz,....sk) Y A ¥ A Vi M R IR N TR N ).

permite , al existir los bloques de exclusidén de k variables, reducir la realizacién de una
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funcién booleana de n variables a la realizacion de una funcion booleana de n-k, k=1,
variables. La dimension de funciones residuales f{ s,,s,,...,5,.V,,>--¥, ) puede bajarse al

excluir t variables, etc, hasta que las funciones residuales tengan la forma simple.

La complejidad de funciones residuales depende del grado de exclusion de variables.
En una funciéon booleana dada f{ ...V, V-V, ) €l nimero de todos los posibles
procedimientos de exclusion de variables aumenta de modo combinatorio. Por gjemplo, si se
utilizan sélo bloques que excluyen una misma variable en cada nivel, este nimero es igual a
n!. Sin embargo, en todo nivel se puede excluir tanto una misma variable como también
distintas. Luego, a cada paso se puede excluir diverso nimero de variables. Escoger la
exclusion optima de variables mediante el sondeo de todos los procedimientos de exclusion

es un proceso que requiere trabajo de mucha laboriosidad.

Una exclusion Optima, se busca empleando el criterio heuristico, uno de los cuales se

basa en el empleo de la nocién de la derivada de una funcién booleana.

El criterio de exclusion Optima de las variables en el método de cascada consiste,
primero, en la exclusion de variables. Con la conmutacion de las mismas, la funcion booleana
se conmuta con el nimero maximo de condiciones, El nimero maximo, se determina por el

peso de la derivada.

Definicion: Llamese peso de la derivada de la funcidn booleana el nimero de atomos de esta
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derivada.

Al emplear los bloques que excluyen k variable, se hallan las derivadas de orden k de
&

una funcion realizable y se busca el valor maximo del peso de la derivada P( 8(—-)
' x"l’x"z""’x’-k

que determina variables para excluir, Para las funciones booleana residuales obtenidas, se
vuelve a hallar las derivadas, se determinan los pesos, mientras que la derivada de la funcion
residual a exarmnar que tiene peso maximo, determina variables correspondientes, que en este

nivel se excluyen para esta funcion residual, etc., hasta que las funciones residuales tengan

realizacion simple.

El criterio de exclusion optima de variables tiene caracter heuristico. Este se basa en

las siguiente suposicion: cuanto mayor es €l peso de una derivada P(—a-f—), tanto mas la

X

funcion f depende de la variable x,. Si existen bloques de exclusion de k variables, la
construccion del circuito se realiza de modo andlogo, calculando €l peso de las derivadas de

orden k, P( a—kf-).
Ax. x ,...x)

LS JERRAE M)
i‘l 12 lk

D. Funcion de error

Considérese un esquema logico de dos entradas que se conmutan simultaneamente.
Para mas precision, examinese la transicion (0,0)—(1,1). La condicion de conmutacion

simultanea de los canales de entrada x, y x, es ideal. En realidad, con la probabilidad casi
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ignal a la unidad, cambia primero una entrada y, dentro de un rato otra. En dependencia del

orden de su conmutacion, el cambio (0,0) a (1,1} puede pasar a través de (1,0) 6 (0,1).

Analicense dos casos:

1. Las funciones f{0,0) y f(1,1) no son iguales. La sefial de salida antes y después de
la conversion es diferente. Entonces, en los estados intermedios puede tener lugar el valor
vigjo de la sefial & el valor nuevo. Si en el esquema faltan picos, en principio no puede haber

sefial falsa.

2. Las funciones f{0,0) y f(1,1) son iguales. La sefial de salida antes y después de la
conversion es igual. Es decir, en la salida de la conversién "no se siente". Pero si en los
estados intermedios la sefial de salida se difiere de f{0,0) a f{1,1), durante la conmutacion
puede aparecer sefial falsa, la conversion es critica. Este fendémeno se denominara riesgo en
el esquema logico. El camino por el cual la sefial pasara del estado (0,0) al (1,1), depende de
los parametros fisicos de las sefiales del esquema y de la suerte, ya que los pardmetros tienen

caracter estadistico.

Segiin Bochmann, ponganse las condiciones necesarias y suficientes de la conversion
critica. Para que la conversion del estado (s,s,) en el (~s,,~s,) (5,,5,=0,1) sea critica es
necesario y suficiente que

1) f(Sl,Sz ):f("'sl 8, );
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i) f{~5,,5, )2 {(~5,,~5,) 0 f(s,,~5,)*f(~5,,~5,).
Es facil enunciar estas condiciones empleando las derivadas. En caso de la conversion critica
se tiene:

: o ] dx,  Ix,
1) la conmutacion simultanea de ambas entradas: 8_/\ —547»1;
4 t

2
i) el valor de la sefial de salida antes y después de la conversién es igual: L:0;
a(xlvxz)
1) la conmutacion solamente de una entrada lleva a la conmutacion de la salida:
Yy
dx, ox,

Por lo tanto, el error se expresa del modo siguiente:

d 0 2
Af:_i/\ ﬁ/\(i\/ i)/\m( _i)
ot or dx; 0x, d(x,.x,)

donde Afes la funcidn del error.,

. dx,  Ox
En la expresidn Af, la sefial discreta 8_1/\ 8_; determina las propiedades de la sefial,
t
2
la cual se denominara miembro de sefial. La funcidn booleana (ivﬁl)m(_if;)
dx, o, A(x,.x,)

determina las propiedades de la funcion que se realiza. En adelante, se denominara miembro

funcional de la formula que define el error.

Uno de los procedimientos para aumentar el rendimiento del ordenador, es el
incremento de la frecuencia de trabajo de los elementos utilizados. Los elementos electronicos
moleculares modernos, tienen frecuencia de trabajo de miles de megahertzios. Durante el
funcionamiento de los esquemas logicos, el retardo en el circuito de los elementos se hace
comparable con el periodo de trabajo del esquema, lo que lleva a la necesidad de tomar en

consideracion las sefiales falsas determinadas por la expresion Af.
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El error no surge, st Af=0, para lo cual es necesario hacer restricciones en el miembro

de sefial o en el funcional de la formula.

Examinese el caso de los esquemas 16gicos, en los cuales tres canales de entrada se
conmutan simultaneamente. Segun Af] el error tiene lugar cuando se conmutan dos entradas
arbitrarias. Por consiguiente, en la conmutacién de tres entradas x, x,, x_ la funcion de error

contiene los siguientes miembros:

“AbN?vﬁw(af)

o ox a(x x,)

Q b

axa/\ Pe af’vaf)/\( af)
ot a: o  or

NEAY, —f) A2 a0 )

s 81 ox, ox, a(x,,x,)

La formula que determina las condiciones en que surgen los errores al conmutar tres
entradas, contiene otro miembro que tiene en cuenta la conmutacion simultinea de tres

entradas:

a 2 2 2
Fap Sop Fepn Oy _F y I I,
ot ot ot dx,x,) d(x,x) d(x,x) d(x,.x,.x.)

Por lo tanto, para la conmutacién de tres entradas la funcién de error tiene forma:

Af = Fap Fop Sy Iy FapFep Fy I F
at ot dx, 0x, d(x,.x,) ot ot dx, Jx, a(xa,xg

, 8ch(af af) A af) &, NXop Fep S E Y

a aéf ox, dx, o(x,.x.) ot dt dt d(x,x,) d(x,x) J(x,.x)

o(x,,x,x_) )

-

Generalizando la funcidén de error para el caso de conmutacion de n entradas en el

esquema l6gico, se tiene:
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an‘l an
F(xa ‘xa """ xa )=(\/1' SO R . PO, T PR S .- f )/\N( . f . )
[ n e R R R e M B n-1 a(I]”Z""’In-]) 8(11”2""”;1)
y la funcion de error tiene forma
A A i, 3l i,
Af - (\/'lv"z=xa ,tal,...,xa A EA_a—t—/\F(’1’12))V(\/r‘l,r'z.ifxal.-raz...._ra":r'l(ifiJ E/\E‘AEAF(

X ox, ox,
Pndgndy ) WV at‘/\ a;/\.../\ at"/\F( X, Xy )-

De la formula anterior se desprende que con el aumento del niumero de canales de

entrada que se conmutan aumenta la probabilidad de la conversion critica.






IV. UN ANALOGO AL TEOREMA DE TAYLOR PARA FUNCIONES

BOOLEANAS Y SENALES DISCRETAS

A. Anilogo al teorema de Taylor para funciones booleanas

Definicion: Sea <{0,1},v,",~> algebra de Boole. Se define +:{0,1}x5 — 5 tal que

a*f(y, ., )= (Y, 0.0, ), Y ag{0,1} y Vie .57”

1. Lema: Para cualquier f,ge % | se tiene (asf)Ag=ae(fAg) , Vac{0,1}.
Demostracion: Sean f,ge.#, y ac{0,1}. Luego, (a*DAg(y, 5., )= @Dy, V5..0,)
GG RUS LTI (RSN § 1 (G NN - LR (SN ORIV [ (G TN -

(A Yy )T 2 (A (Y Y, 1 V(y,yz,...yn)e{o,l}". Por lo tanto, {asDHAg=

as(fAg)o

2. Lema: Para cualquier fe . se tiene: asfDbsf=(aa@b)ef, Va,be{0,1}.
Demostracion: Sean fe ¥, y abe{0,1}. Luego a-fEBb-f(ylyz,...yn)=a-f(y,,yz,...,y”)

ebef(y, 5,0, Py |y, )OO MY, Ve, ) (2D Y, )= (@0D) Y 0,00, ),

V(¥ Py, JEL0,11". Por lo tanto, asfDbef=(asb)ef

3. Lema: Para todo fe &#, setiene; 1sf=f y 0+f=0 donde 0c 7 .
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Demostracion: Sean fe.& y(ylyz,...yn)e{o,l}". Luego 1ef{(y,.y,...., =1 My 0 0)
=f(y, Vg Vy) Y 0of( ¥, Yy, )= Vg, )70=0( 3, V5,0, ). Entonces, lef=f y

Qef=00

4. Lema: Paratodo ac {0,1} yfc &7, se tiene ®@(asf)=a+@(f) donde Des el isomorfimo entre &,

)

y
Demostracion: Sean fe & yac{0,1}.

Caso I Si a=0, entonces ®(asf)=D(0+ =D (0)=0=0+D(f}=a*® por ser Pun isomorfismo y por
ellemalV.A3.

Caso II: Si a=1, entonces ®(asf)=P(1+f)=P(f)=1eP(f)=asPpor el lema IV.A.3C

S. Lema: Para cualquier fe.#,,, , ge.%, v ac{0,1} tal que g(y,,...v,)=f{(¥y,.--.¥,-2),
d g

Y(y,,.... )e{0,1}". Entonces, — (¥, V8 = (Vs s

Opedn)et ax,.]axrz_._ax,.k(y o) o, o, 0%, (Vi)

V(Y- JELD, 11" y keN\{0}.
Demostracion: Sean fe.57,,, , ge.%, vy ac{0,1} tal que g(y...», )=y, V,.3),
V(¥ )ELO 1,

Arguméntese por induccion.

) " d
i) Sea (y,.....v,)e{0,1}". Luego, an(yl,...yn,a)=f(yl,...,yll_l,l,yr.lu,...,yn,a)@f(yl,...yil_l,o,

'1

a
y,.‘“,...‘yn,a}=g(y|,...\yifl, I‘yr.ﬁl,...yﬂ)@g(yl,...,yil_ 1’0%141:---1}’"): f(yl,...yn) Entonces,

I

0 G, n

Y )= E (33 Yy )OI,

dx, ox, . .

.. T . o g

i) Por hipodtesis de induccion: —t Ay Ly )T ——"(Vi,...} ),
) P c?xl.laxl.z...axik("yl o) ax,lasz...ax,.k(yl )

V(Yo JELO 1Y
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vy
ax, ax, ...0x, X,
2 k kel
e Y AP
ol ) 0, ax, .ax,
g ’
——(.
ax ox, .ax, Y
(¥\.--,) por hipétesis de induccion.

i) Sea (y,....,)e{0, 11", Luego, (Vy0 o, 2)= (

a’*f
(Voo Vo= ar o, (yl

(ylv _]11’)]
X

‘ki e

peeY,)@
C)k'*lg

ax“axh. : .axfkéxém 1
Oy, o

x dx ...ox dx, ox dx ..0x dx
12 Ik J'k 1 fl !1 J'k '.k&]

ey i'k_l'],oi)]fk_l;]’”'\’vﬂ) =

: Wy, =
X

Y ¥y, {0,110

h
6. Teorema: Para todo fc&f , se tiene f = f0,..001D Y af(O

n 2 n 3 =10

) aag (0,...0)0x e D %7 (o ,...,O)-xj/\xJ/\xs D@
1=i<

T

dx, 0x,..0x,

Demostraciéon: Arguméntese por induccion.

1=i<j<s dx ox jaxs

0,...,0) xife A Ax,,

i) Sea fe 7. Notese que Ry, )=R0)*~y, of( 1)y, =f(0)"(1ay )af(1)*y, =f{0)" 1 &{{(1)@f(0)}

3, =Y 1 ()o Lo (0yx, (= (ROW 1}y ol <L (0w x, (v, )={10) 13 L 0pex,
E‘xl dx, dx,
H(y, )V, €{0,1}. Luego, f=f(0)e 1€9—§‘£(O)- X,.

! n
i) Hipotesis de induccién: Vfe# . Entonces, f = £0,.,0)1D } af(O S0)ex D
L oy o 15
y (0,... 0)-x/\x€B ): (0,....0)ex A Ax, .. EB__—(O, L0)
1 =< Ox2x, 1 =i<j<s X Ax0X, dx,dx,...0x,
x A, AL A
iti) Sea fe F, , . Por el teorema IL A2 se tiene: = \/v(sl ooyer X x'Ax," A Ax,, ™! donde

F={ (¥ Yy, Vg Y, )=1} Como <& ,V,A,~> es un algebra booleana se
tiene: f:{(\/v(%_n_s s 51 N VIV AxSPA Ax, x|}

donde M={ (y,.J,....y,) : (¥, y,.y, . =1} y N={ (0 35,...0,) T Ty, 0, 001

Notese que V/ x Ax, T AL Ax wa( x,'Ax,? A Ax "<& Entonces,

o I =45 |

tal que D(g)= VV(sl,...,s,,)eA . xTAXTAL Ax y @(h)=

Sl,.....i'")!:,;\"

dg he &

n
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.T] SZ Sn
Vv(s,,...,s,,)sN x,Ax, AL Ax,

Por hipotesis de induccién se tiene: g = g(0,..,0)1D Z Sg (0,...,0)0x, B
R 2 ” i=1
Y 28 0 px/x® 5 Q. O)xAxAxEBEB-——(QO)xAxA Ax,
1=7<j 9xX,0X; 1 =i<j<s 9% xéix ox,dx,,,.0x,
y h = h,.,001BY —(0, Opx B 0,...,0) x Ax,
n Ph i=1¢ h 1=1~<j8x,.8xl
(... 0)°x/\x/\x EB & (O,...,O)°x1/\x2/\.../\xn. Con lo cual,
1=i<j<s ox, 6x8x , dx,0x,...0x, n )
(@) =  g(0,.,0)01® z %, 0x, @ v %€ (0,..0px/,
n , i=19%, e 1=i<j % ,0%, !
y —28 (0, 0pxivir, .0 L_(o Opx, A A,y O(h) =
1=i<j<s O%, X G, n ax,0x,...0%x,, - X
h(0...00 18 T 0,0 Jox, & (o, 0 xfe® Y F__(0,..0)
8 }1 1:i<j 8x,.8 ”I<_]<S 8x ax ax
xr./\x/\xs®...@—a——(0 ,,,,, Opex N e
/ 3, 3, ... 0x

Como f = l{@(g)/\xm}\/{fl)(h)/vxml}, entonces f'—-{tIi(g)/\xml}@{CI)(h)/\~xn”}65
{D(g)Ax,, AD(MA~x,, }={@()\x,, }D({D(WA~x,,, }1={D(Nx,, }D{PMAOQD
X, = @@Ax,, }S{@MB{PMAx,,, HI=DMD{(P()BD(hYAx,,, .

Considérese A={ (y,)p..-.V,): 80Yar Y, 11 Y B={(y,0,) h(y,. Vo), =11
Pruébese que A=M y B=N.  Sea (s5,5,...5 )M = x AN Ax < D(g) =
xlsl/\xzsz/\.../\xns”=@'1(xls‘/\xzszl\.../\xns")ﬁg = 1=xls‘/\x232/\.../\xns"(sl,sz,...,sn)ﬁ
g(5,,85,,5,) = 8(8,,5,,...,5, )= 1 = (5,,5,,....5,)€A. Entonces, McA.

Sea (s,,5,...5,)€A. Supéngase que (s,,5;...5,)¢M. Luego, x"Ax,?A Ax,"zg =
X, Ax, AL A =00x A, AL A, )< D(g) = 1=x, " A" A A, 7 (8,85,...5,,1)=
D(g)(5,.5,...8, ,1) =0, lo que implica una contradiccién. Entonces, AcM. Por lo tanto, A=M.

De igual manera, se tendria que B=N. Con lo cual, g(y,.)}...0, )=y Vs-¥,. 1) ¥

" boid
(VYo Y gV 0) V(0 JEO LY = — axg — 0, Yo )
akf akh gkf BT
ax, ax, .0, T 11 EVEE e B ——— e ,0 E
axfiaxig-"axfk (yl,-yz J" ) y ax{-]axiz...axik (yhyz ,'y") a axil-"a (yl RyZ Ryn )
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V(Y V-, JELO 1) y WkeNN {0},

n
Como f = @(h)@{(@(b)@d)(h))/\rm} entonces, £ = { h(0,...,0001D } S—h(o ..... 0)ex B
i=1 0X

L 3 =150
Y -2l (0, 00 x kD LA 0 x /o, BB — (0,0
1 =i<j X0, 1=i<j<s O,y jax " 28x|8x2. .0x,
A A A @ ([ 0,001 T E(0,.,00x, & ¥ —E (0. 0px\r D
n 63 i=1 axt By 1 =]<] axraxj '
£ (0,..,0 )-x/\xj/\xs .. _g—(o,...,O)-xl/\xz/\.../\xn ®
l=f<j<.§' ax aﬁs W n 82;,, ax ax .Ox n a3h
h(0,...,0) 18 ¥ _(o x® Y O)-x/\xEB‘ y
i= 1 1 ,<J6 6 1= ,<j<58x8x8x

0,....0)
a"h

x Ao/, o.® —(o O)-xlf\x/\ /\x]/\ L R0,.,0,0018

" 8x ax

& o 7
Y (0,000 x P Z (0....0,0) x/\x B E (0....,0,0)rx Ax A, @
i=10%, | =< Ox,Ax, 1 ,<j<§8xc"‘x8xé ) S
df
0,0)ex Av,ALAx JB{  [f0...,0,1) 1D ¥ <L(0,.,0,1)x,
n 'ézfl n n 1f leax.i
y — (0,....0,)sxx & Y} (0,....0, Do xfx e D&
l:é'ffiaxfaxj 1= 1<j<-3 axaxax n 3 ’
——(0,..,0,)ex, A A, & f(0,., 0,0)- & z_a_i(o ..... 0,0)sx,
o,
af;r "y oo
©0,..00pxAx, & ¥ (0, 0,000 x o Ax BB — L
1 =< OX,0x, | =i<j<s OX,0%,0X, N x,0x,...0x
(0,...,0,0) x, A,AAx JAx | }= { £(0,...,0,0)0 1 y ~a—f~(0,.,.,0,0)vx‘.
o g n a7 i=10%,
E (0,...,0,0)* x Ax, D ¥ (0,...,0,0) xAv Ax SrRSY
= éﬁj 8 1=j< j<S 8x1.axjax5
( 50,00 x A A Ax, YD [{£(0,....0,1)ef(0,...,0,0)} 1 ®
%ax ox .
(o ¥ o & &f
©,..0,De—=-(0,...00kx, & T {——=—(.. 0o ———(0... 10,0)} e x/\x,
8 dx 1=j<; Ox ox ox.
85f Gy Y
Yo —2—(0,..,0,0)}rxx Ak,  B.D
]<l<s axéxax /
)

sssss

]=1 xi n

Lk B A S R

ox, axax
¥ oo f —0...00) e AN A A, ) = { 60,000 16D
fx dx,..0x, fx
87 T '
Z (0 ..... 0,0)x, B E (... OO)-x/\x &>, Z

@...@ _‘3.1_(0,__.,0,0)-x/\x/\ AB ]

(0 ..... 0,0)° x A x,

( ..... 0,001 @

H 2 3

AN 0,0)x ® z % .. 0,0)e xArx, ®
] 157 axaxaxf] /

PP

1=i<j<s dx dx j@xx{:bcn+ .

0,..,0,0)x A A Ax A
axlaxz...axnaxm( U o]
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¢ o 0.0 x M B g _9f

0,...,0,0) 1B -

S 1A ) ,El N 1 27<j 0% X, 1= I<J<Sax8x8x
0,000 xfxhr, 8.5 —— f —(0,..0.0) s A A B~ (0. 00px

H a“’f &y > 7 s n

¥ (0,..,0,0)x,Ax, .| EB Y ——2—(0,..000xAxAx,,, & )
=1 9xgx,, 1=i<j Oxoxox,,, ] 1=i<j<s
T . 000 x A Ax,, BB 2 L (0. 0,0)x A Ax,A
Jx,Ox 6x O, | nil axlaxz._n%ax?zl
xm]—f( 00018 T Lo, 00px, B 7 .. 00pxix, @
nil e i= lax J+ 1= ;<jax,,axj

5 2L (0,.,00p A A DB S 0,000 x A A Ax Ax,, O
1=i<j<s dx dx jaxs ox,dx,...0x,dx, .

Definicion: Se define {:{0,1}"—{0,1}" tal que {(3,,...V,..- ¥, (3, €0 ... 1,80, ..., @0,),

V(¥ )E{0,1}" con (6,,...,0,,...,0,)€{0,1}".

6. Lema: Para todo f,ge.# . Por tanto:

i) x,o(=x Do, , vie{1,2,...n}.

i) fole 7,

i) (foC)eC=A,

iv) (fBg)e(=(f{)P(ge{),

V) (fAg)oC=(fo0)\(ge0),

vi) (Vg)ol=(f0)V(ge0),

vii) (~fol=~(fe(),

viil) (a*f)og=as(fo() , Yae{0,1)

Demostracion: Sean f,ge &, .

i) Sea (y,....., )E{0,1}", entonces x,°{(y,,....y, Fx.(L(¥ ..y, )=%,(y,80,,....1, €0, }=y,&0,

=X, (VoY )@0, (Y., )=(x D0 )(y,,....v, ). Por lo tanto, x,°{=xDo,, vie{l,2,. n}.
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i) Como fe &7, . De tal forma, f=\/_(

5 P x"Ax, AL Ax " donde F={ (¥, ). ,)

f(y, Wy, )71} por teorema ILA.2. Luego, £20(y,....y, =RC(y ...y, D=ty @0,,..,80,)

Vi oper 51 NN (00 p,00,)= V(0 @0) A (B0,) PALA
(x,90)"(y... ¥, V(... {01V Por lo tanto , fo{ = \/mlwsﬂ (xS A
(x,B0,)* A A(x,Bo ) e,

i) Sea  (y,.0,)€{0,1)", entonces  {(fo0)olI(y,,..., )= (E (., ))F(EC)
(y,80,...3,80, )= ({(y,00,,...y,@0,)=f[y,e0,]e0,,..[y, @0 Jeo, )=y,,....,;,). Por lo
mismo, (f o{)od=f.

iv)  Sea  (y...0,)€{011",  entonces  [(fBg)oll(y,....y,)=(FB((yy... ¥, )=
(fPe)(y,@0,,..y,@0, )=(fDg)( y,00,,...y,00 )=f(y,0,...y,80,)og(y,89,... 1,80, }=
(EO0 D)@y, )= (OB Oy, .-, ). Por lo tanto, (FDg)el=(fo)E(gel),
v)  Sea (y,..),)€{0,1}", entonces [(fAg)oC1(y,.....y, FEASHL(yy,... v, N=(FAg)
(y,@0,,..0,@0,)=(fAg)(ye0,..y,80 )=f(yeo,. .y e0 ) g(yeo,..ye0 )=
O I, O, )= [(FOAEON (), ). Por lo tanto, (fAg)ed=(fe0)A(ge0).
W) (V) l=({fBg JDIfAg ) )oL={ (P Do)} DL (FDA(ge0) }=(£0)V (god) por i), iv) y V),
vii) (~De =190 {=(1e)B(fo{ )= 1B(fo{)=~(fo{) por ii) y iv)

vii) Sean (y,..p)e{0,1¥ y ac{0,1}. De manera que, (asf)ol(y,....y,)=(a*f)
(SO, ) =(as)(y 00,00, )=a (y @0, y,80, )=a"(fo{)(y,.,)=

as(foQ)(y,.....0, ). Por lo tanto, (a*f)ol=as(fo{)0

7. Lema: Para cualquier fe & entonces,

F(f
v (;i), (Ve (y,e0,,....y,80,)

_ &
X ) ox, ..0x,

1 k ! T
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, VkeN\{0} y ¥ (y,..y, )E{0,1)".
Demostracion: Sean fe & y (y[,...yn)E{O,l}".
Arguméntese por induccién.

.. c(fe
l) g;cc')(yl,...vy.'l'l’yzizyzl+1““zyn)=(fOC)(yl""tyi1'l’l‘yll*1""‘yn)@(foc")(yl’”"y*1I‘O’y’l*l‘.“’y")

fy

:f(C(yp--w}’,],le/,-lﬂ,--.\y'n))ef(C(y[ ..... yll,l,()yml,...yn))=f(yl@01,..‘\yfl_1@0}}_1,1@0,,

1

y;,lﬂeao,l._l,,...yn@on)@f(yleaol,...‘y;rleao 1:090, .y, @9, s @0, )=y @0,...y, @
d
_f- (

i

170 Vi 90, Y, @0, yef(yeo,,. Y 190, 10, Y @0 1,80, )=

q "

yleao[,...,Ly;.leozl,...,\yneon) ya que o, e{0,1}.
SAIZ9) (
ax

i1} Por hipdtesis de induccidn se tiene: ViV )7 ———(V,@0,,...y,@0, ).
X ...0x .ox,
B s 3 D, " Fpg)
i ——-if-?—)—(yl BT AR GeA i TR S S O
’*(f dx, 0x, ax;.k‘l axfl...agk 0%,
a *

C) (yla ;1: -,_y )= f (_y[@ 1 1@

g.,...y . @®0,
ax_ i '1.1 1’ ? ’y’k;r‘ a1l feiy

h ‘k I_cf ‘1' Iy a"f

Lyeo e ————(y . ®0,,...Y, &0, Qec. y. .. .@0 Ly ed = —
"yn n) exf ...axi (yl 1 ’yrhlfl ak;l~l’ ".k;["y"k i+l i 40 ‘yn n) ax_ ax

1 k f:f | 'k
——(y,@0 by, 1 @0

1‘yfk;1*l"""y")

i b

"yfic;1“‘1®0’k¢1*l’

(ylepol""vylk;,-leoik;rl’ ~0l,k;l,y,,“;IGBOI,M.*I,..-J’”@On ax. . jh;rl’ojk;l’
3 el‘f 0o 'k af
g )= ®C.,...Y. ®F, . 0, )=
J ) ( ) (yl 1 ,y,k.l rk*i, "yh‘@ n ) ax ar a‘c (
T iy

o0
Vi dx, Jx ..Ox

it i I
Y, 90,,....), @0, ,.-..¥,@0, ) por hipotesis de induccion y a, €{0,1}0
kil il i1

8. Corolario: Para cualquier fe & y (0,,0,,...,0,)6{0, 1}". Entonces, f= f(0,.0,,...,0,)1 &
H 3f n zf.
y T( o .0, ) (xBa) SSED) 5 (0[, gorr T, )8 (xf.@oi)/\(xj@of) S
izlf i 3 1:i<f n
o —_(0,,0,,...,0, ) (x Do Y\(x Ba ,)/\(xs@os)@...@ —éﬁz—(ol,oz,...,on)-
1 =i<j<s 00X X, 7 0x,0x,...0,,
(x,Bo A (xz@oz)/\. Nx Do ).

| R A0

Demostracién: Sean fe.%, y (0,,0,...,0 )e{0,1}". Como fole 5, se tiene: fo{ =

n n
(£2£)(0,...,0)2 1B ¥ m(o,.._,m-xf ® y PO (0. 0ye xAx.
i=1 axr 1= l<_] axax Pl
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H 3 e
ORE). (0,....0)e x Ax Ax, &5 —agC)—(O,...,O)-xl/\'cz/\.../\xr1 por teorema
1= f<j<sax8x8 ox,0x,...0x,

IV.A 5. Adems, j 0 o, 0=

-----

n x— a a}r iy 1 (_32}(-
lo cual, ol =f{0,,0,,..,0, )1 B Y —2(0,.0,....0,)ex, D } L (0,,0,....,0, )2 x \x
1 a3 i=1%, e LIS ey " "
y J (0,,0,,...,0,)¢ r/\x/\x & EB———f—(orl,c:2 ,,,,, a, ) x NN

] =i<j<s OX,0x 0x, dx,0x,...0x, " ”2
Luego, f=(fo()o{ = {f( 0,,0,,...,0, )1 GBE C;Z(ol,cz ..... g )ex © Z </ (0,,0,,...,0,)

rc"r

n 3
xhe D} °J (0,.0,..0,)0x A, DB ——F—
i 1=i<j<s cx,cy ax 7 ax 2y,

ox A, ALAx Jol=0,0,...,0 015 } af(c Oy 0 0 (x20) B ) f —2—(0,,0,,...,0,,
i= 1 ’<]8\’(.3Y

H 3 I
P OMNx) D Y —2L (00,0 )~(xo¢)/\(xo¢)/\(xo¢)@ [

1:i<j<§ax,axj X, n cx,cx,.. ox,

(0,,05,...0,)0 (2 DAEPOA A 0) =f0,,0,,..,0, 218 ¥ aaf(c g,, crn)-(xi.EBo,)

h 82f I+ 3],
@ Y (0,.0,,..0,)° (xi@G:)/\(x:rEBﬂj) & y (0,,0,..,0,)

1=4<j 9% %, L =i<j<s OxxAX,

c(xBONEBNxB0)D. D —L(0,0,,...0,) (e Bo)AEBo .. Ax, B0,)

X, 6x2. .0x,

por lema IV.A.60

9. Corolario: Para toda x funcion booleana en el tiempo de orden n tal que

x(O)=f{x, (1), %, (t),...x, (1)), VteN donde fe& y x.x,. ..x¢€S Asi que,

J

§af X o v &
atg) [, ly(x (0,0, (O) — . _z(}a ax(x ()., (0).... M

a‘x n
) (x, (t)x(t) ..... x,(0) e S IN—IA— EB...GB——”—(xl(t),xz(t) .....
1 =i<j<s JJccex X ot dt ox,0x,...0x,

x (1) * ‘/\i ](t) VteN.
ot

Demostracion: Sea x una funcién booleana en el tiempo de orden n tal que

x(O)=f(x, (t), x,(1),....x, (1)), VteN donde fe&, y x.x,.x,S  Como
(x, (1), x,(1),..., x (0)ef0,11" entonces = f{x(t),x,(t),...x, ()] O Z ;f

I 2 =1 *
(x, (1), %, (1),...x (1)) (xBx ())D Y s

(x, (1), %, (1).....x, (1)) (xDx () /\(r @x(f)
1= ,<]a ar
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¢ _ o s
y (x, (), %, (t).....x, (1)) (x Dx, (O, Dy  (OW\(x, Bx (0D B—-L—

1:f<j<_yaxiaxj XL, ox ax Ex
(x, (), %, (t),...,x, (1)) (x,Bx LA, Bx (A /\(x Bx (£)),vteN. Por lo anterior, se tiene

quef{x, (t+1),x, (1), x, (tHD)FRCx, (), %, (O),....x, (D) Z f(x (0%, (1),..., %, (O (x (t+ Dax (1))

n zf 1"1 b4 3f
® ) (x (0, %, (8),.... x, () (x, {1+ Dex (1)) " (x(t+1)@x(t))} ® 2
1 =/<j0%CX 1 =i<j<s 9%,0% Cx,

(x, (1), x, (t) ----- x, ()M (1 Dax (D)~ (x 1+ Dax (1)) ~ (x (14 1)ex (1)) } ®..®

O (e (1), (0, () O, ) () (15 Dy (). e, (15 D, () ),
dx Ox,..0x,

vteN. Con lo cual, ?(t) = flx (tH1),x, (t+1),...x (t+])) e flx, (1).x, (t) ..... X (t)) =

of ox .
E —=(x, (1), %, (1),...x, (t))’\——(t) e ) (3, (1), x, (1),...,x, (t)™ ’/\ j(’f)}
i=19 e 15 B x, an
Y (@, (t) ..... xn(t))"{ FnTin S e 0 L (x (t) x, (1)
1= I<]<é axaxa X, o nataf dt dJt dx 8c_2x 0x n R 82](’
A 1 ——2/\ = o« P
X (IO Fyahary a [iZl ™ (x, (), %y (1), %, (1) 3 éxg% 3 ax (

x, (1), %, (t),....x, () x ’/\a /I B ajf (x, (1), x,(t),...,x, (1)) * —A-—L
! ot 1:,-<j<58axr.axaxs ot 81 at

’ff .
&b m(x (t) X, (t),...,x ()

=72

ot
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B. Anilogo al teorema de Taylor para senales discretas
Definicion: Se define »:{0,1} xS S tal que (asx)(t)=a"x(t) , Vac{0,1} y ¥x€S.

1. Lema: Para cualquier x,yeS y ac{0,1}. Entonces,

i) as (xDy)=(asx)D(asy),
i) %(a-x)=ao§f

Demostracion: Sean x,yeS y ac{0,1}.

) Sea tel. Luego, [a (<Dy)J0=a"(xBy)(D=a™{ x(Oe¥() }={a"x() }o{a*y(0)} =(asx) ()
(asy)(t)=[(a*x)D(a*y)](t). Por lo tanto, as(xPy)=(asx)S(ay).

ii) Sea teN. Luego, a% (aex)()=(asx)(t+ D) @(asx)()—{2"x(t+1) }of a*x() }=a" {x(t+ 1 Jox(t) )

0

8x ax 8 X
=™ —Z(t)=(a* —=¥t). Porlot to, —(avx)=as— O
a® = (t)=(a ‘t)() or lo tanto t( X)=a t

ot

Definicion: Se define #°:N-{0,1} tal que °(t)=1, VteN.

Nota: t°=1.

Definicion: Para cualquier neN\ {0}. Se define ¢":N—{0,1} tal que
) 17(0)=0,
i) " (t+ D=t "(Het" ! (1), VieN\{0)}.

Utilizando las definiciones se tiene:
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=, COCCOO0OC SO0 TODOOC S -~
3 CC O OoOC OO0 00000 CCOCOCOCCCCCCCOOmm=
& OCCCOoODTC S COOOCOoOCCTCOOC OO CC =G ==
& SC OO OO OO OO O OO OO OC OC -
o) C OO0 00 C OO0 COC O C OO0 C=SOC ==
Ll coccocc oo 000000 C OO0 RmNOC -
M loocccoooccoCc o000 0000 CO0000NO=O=GC =
= CCCCOCOCCCOOTTOC DS C OO COO O m m o -
8 COoOCCOoOOCCOoOOCCCCOOOOC T OoOO=OCS OO OOO =
8 DC OO0 CCOOOOOCOOCCOC OO O=mMOOOC OO ™ -
q CO0 00O OO OO0 CC OO OO =COCCC OO =
g C OO0 OO0 0000 0O C OO OO =ECCCC -
= CCCCoOoOOCOCOOCOOCCOC="OCOmOOO ™D -
z SO0 OO0 OO COOC OO OO0 MmO O™ m OO OO -
S loccccococc o c cc CCC o OO mMO RO RO RO NG -O-~S -
,..mf C OO O S OC OO CO OO O S ™ o e o o o o o e o e
=, OO0 C oo O0O0 0O CCOoOOCmOO00000COCCCCCC -
s OO0 00O OO0 O=mMOCCOoOCOOCOTOODDC — -
T lococ oo oo oo Cc o OO =OC=NCC OO o000 OCC -GS -
T 00000 CcC o000 TR H0000000 00000 = -—=—
T | oc0c0c 00 C O 0O m"0O00O="C OO0 0O 0DD=OCO =
= COoOC OO0 OO0 O mmMOOmMmOCCCOODOCO ™mOD -
oH COOCOO0COCOOCO™mMOmMOmMOSMOOOOO0 OO0 CO mOmO =S -
%, QO O OO OO O ™ mmm e - (OO0 00D C o o o o =
| P o CcCCcCCOoO=0C o000 CO"COOooCS—=-0COSCoO -
2. Lo T oo I an i - B B B g B R i R o R B o L L B B s B an B o B e BN e B i B == B e B o Bl o B oo o BRE Y
N =Wl e el Rl =l Rl R i o i e S e B o S S B B o B o S o i e SRR
O B e R Tl o el B R R e i e S e i S B e S S R I e =R = =R ==
W] OO OO =G OO O OO eSS OO O O -
~ O ol D e (D o D e (e D v (O v O o O o (O o (O o O e O wm () e (O e (O el
0’. L B e T B T I T I I B I I I |
Z] omamruneroas 2 T8 ESRERERHRAGSERRASER

(t-a)’:N\{0,...,a-1}-{0,1} tal que

Definiciéon: Para cualquier a,neN. Se define

" (t-a), vte:N\{0,._,a-1}.

(t-a)"(t)

((t-a)") = (t-ay"".

9
ot

Demostracion: Sean aelN, neN\{0} y telN\{0,...a-1}.Luego,

2. Lema: Para cualquier aeN y neN\ {0}, se tiene

(t-a)'(t+1)e

((-a)") (1)

dt

([t~ al+ et "(t-a)={t "(t- a)oi " (t-a)}ot "(t- a)

9

- a)e{t "(t- a)e

(t-a)'(®
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1"t~ a)y=t""'(t- a) por definicion. Por lo tanto, ai((t—a)”) =(t-a)y"' O
H

3. Lema: Para cualquier gelN, se tiene que: VneN\{0} , (r-a)"(t)=0 , Vte{a,a+l,..,
a+(n-1)}.

Demostracion: Sean a<N.

Argumentese por induccion.

i) Notese que (t-a)'(a)=t'(a~a)=t'(0)=0 por definicion, Por lo tanto, (-a)' (t)=0,
vie{a}.

i) Hipdtesis de induccion: (7-a)"(t)=0 , Vte{a,a+1,...,a+(n-1)}.

iii) Notese que (f~a)y*'(a)y=t"'(a-a)=t"'(0)=0 por definicion. Como
(t-ay (D=0 (i - a)= 0 (b adet T (- a)= (o) (De (- a) (D= (-a)" ' (H)e0=
(t-a)y"* ' (), Vte{a,a+1,..,a+(n~1)} por hipotesis de induccion y por definicion. Entonces,
()" (a+n)=(t-ay™*! (a+(n- D)= =(t-a)"* (¢ +D)=(t-a)"! (¢)=0. Con lo cual,
(i-a)”!(t)=0 , Vte {a.a+1,..,
4. Teorema: Para cualquie‘r XSy acN se tiene que: VneN, xw(a)-l@ﬁa—j(cx)- (1-a)' b
a—Z’Jc(ar) o (1-a) @...@ﬂ(cx)- (t-a)", vic{a,a+1,. . a+n}.

ar? ot”

Demostracion: Sea acN.

Arguméntese por induccion.

i) Sea xe8. Notese que x(a)=x(a 1=x(a)*(a)=[x(a)1](a). Por lo tanto , x=x(a)el,
Vie{a}.

&x

" (a)

2
i) Hipdtesis de induccion: wxeS, x=x(a)* 1D %th(a)- (t-a) b é—f(a)- (t~a)*D.. &-—=
dt ct
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(t-a)',vte{a,a+t]l, . a+tn}.

iif) Sea x€S. Luego, [x(a)*l@—(a)-(t a)' D Q(a) (t-a)t D.. @a—(a)-(r a)"®

j (ay (- a)”*‘}(ty[x(a)-lea—(a)- (- a)‘@(a)- (- a)l B. ®?a""“(“)' (-ay e

a»fﬂl aml 1

(a)"(t a)" (D)= x(t)@ (a)’\o x(1)@0=x(t),

—(a)s (=ay™! (1)= x(t)@

ot”
vte{a,a+l, ,a+tn} por h]pote515 de induccion y lema IV.B3. Por lo tanto,
x—x(a)-IGB—(a)-(t a)' @ —a—(a) (-a)* D.. @——(a)-(t a)y*® % (a)° (t-a)"',
t?
vte{a,a+l,..,a+n}. Como C;—ES entonces %E~ (a)ylD i(%)(a) o (t-a)! D
!
o"  dx

“a—z(a—)(a) (t-a) D .. D —(—)(a) (t a)', Vte{a,a+1,... ,a+n} por hipotesis de

induccion. Con lo cual, %? ﬁ( a)e 169 (a) e (t-a)! @ —f(a) » (r-a) D ...
ot

arH-l

(a)o(t a)', vte{a,a+l ,...,a+n} por definicibn. Por lo anterior se tiene:
2
x(a+(n+1))—c;—(a+n)@x(a+n)={%@x}(a+n)={é(a)-l€9£(a)- (t-a)' D
X (@ (1-a . o

az @t
(t-a)"D

(a)-(t a)’ }@{x(a)ol@—(a) (- a)l@—(a) (t-a)* D. D
t

(a)'(t a)"*‘}(ﬁ+n)—{x(ﬁ)'1@—(ﬁ) {(-a) D1}D —(a)

ar”
o { (-a) B (1-a)’ }EB EBa
ot

(@) {(-ay* D (t-a)" }}(a+n)= x(a)‘l(aﬂl)ﬂ?—(a)'

{(t-a)' D1 }(a+n)@%(a)- ((t-a¥D-a) }(a+n)s...@ g
ct 4
(a+n)=x(a)s I(a+(n+1))@%(a)- (t-a)' (a+(n+1))e 8_23c(a)_ (t-a)’(a+(n+t1))e..®

a"” or?

~(ay{ (- ®(-a))

8 - (a)e (- ay*'(a+(n+1))=[x(a)e l@—(a) (t- a)IGBm(a) (t-a)*D...D
f
(1- a)"@gn (a)* (t-a)™ ' )(a+(n+1)). Por lo tanto, XT((G)'I@—(G)‘ (t-a)' D

8’”

—(a)-(t a)*@.. @—(a)-(t ay'® (a)o(t a)™!, vie{a,a+l,.  a+n a+(n+1)}0

2
5. Corolario: Para cualquier xeSy aeN, se tiene que x=x(a)e l@gf(a)- (t-a)' D a—:;C(a)
4 ot

o(t-ay DD g:—i(a)- (t-ay'®D... , vtela,a+1,.. ,a+tn,. }.
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