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Resumen

La presente tesis busca elaborar herramientas computacionales que favorezcan el entendimiento
de la estructura homolégica de complejos simpliciales, y en especifico, de superficies triangulables.
Esta estructura se estudia a través de los grupos de homologia, invariantes topologicas que, en el
estudio de superficies y otros espacios, comunican informaciéon geométrica de interés como la pre-
sencia de agujeros. En busqueda de este fin, el escrito desarrolla las bases teéricas de la topologia
algebraica necesarias para dicha discusion, tomando como punto de partida el grupo fundamental,
luego recorriendo conceptos basicos de homologia y finalmente describiendo un problema de optimi-
zacion respecto a las bases de homologia. El conocimiento adquirido es luego traducido a algoritmos,
los cuales son capaces de calcular computacionalmente los rangos y generadores de los grupos de
homologia de una superficie triangulada u otro complejo simplicial. Como evidencia visual, se tan-
gibilizan las salidas de estos algoritmos en figuras, las cuales muestran los ciclos homoélogamente
independientes de un diverso catalogo de superficies.



CAPITULO 1

Introduccién

La topologia algebraica puede resumirse como el estudio de espacios topolégicos a través de es-
tructuras algebraicas asociadas a los espacios. Las estructuras principales analizadas son el grupo
fundamental y los grupos de homologia. En conjunto, estas estructuras permiten distinguir entre es-
pacios topologicos y, en el estudio de superficies y otros espacios particulares, comunican informacion
geométrica de interés como la presencia de agujeros. Es mas, es en el contexto de estas estructuras
algebraicas que se matematiza el concepto de agujero de un espacio topologico. A grandes rasgos,
desde la vision del grupo fundamental, un agujero se representa como la clase de equivalencia no
nula de un lazo en un espacio topologico, bajo una relaciéon que agrupa lazos que pueden deformarse
continuamente el uno en el otro. En la mostramos un espacio X y dos lazos en X con
clases de equivalencia distintas bajo esta relacion.

X0

Figura 1.1: Lazos en un espacio topologico.

Por un lado, el grupo fundamental logra describir el concepto de agujero exitésamente para cual-
quier espacio topologico a un nivel tedrico. No obstante, este calculo no es trivial, no se encuentra
sistematizado y resulta retador incluso para espacios relativamente simples. En contraste, la homo-
logia simplicial ofrece una alternativa semejante, con calculos estructurados, aunque pierde un poco
de generalidad en las definiciones. Estas estructuras se encuentran definidas solo para una coleccién
restricta de espacios, denominada los espacios triangulables, definida en el lenguaje de los comple-
jos simpliciales. A pesar de que los espacios triangulables son una minoria ante la gran familia de
espacios topologicos generales, resulta que multiples espacios de interés son triangulables.



En esta tesis, elaboramos herramientas computacionales que favorezcan el entendimiento de la
estructura homolégica de un complejo simplicial. Discutimos las bases teéricas de la topologia al-
gebraica, incluyendo el grupo fundamental y los grupos de homologia. Luego, desarrollamos e im-
plementamos algoritmos para la identificacién de los grupos de homologia en complejos simplicales.
En especial, tratamos un problema de optimizacion que busca identificar grupos de homologia con
ciclos de longitud minima. Como resultado, contamos con tres algoritmos que identifican grupos de
homologia, implementados en el lenguaje de programacién Python.

Estructuramos el contenido del documento de la siguiente forma. En el resto de este capitulo
exponemos los objetivos, justificacion y antecedentes de esta tesis. Luego, en el capitulo [2 discu-
timos la estructura de grupo libre, util a lo largo del tratamiento de la topologia algebraica. A su
vez, introducimos lenguaje y resultados de la teoria de grafos, matroides y algoritmos voraces, todos
esenciales para la discusion de los algoritmos. El capitulo [3] inicia el estudio de la topologia alge-
braica con el grupo fundamental. Se listan sus propiedades relevantes, su invarianza entre espacios
homeomorfos y se realizan céalculos de espacios conocidos.

En el capitulo [ se redirige el estudio a la homologifa, primero definiendo objetos ttiles como los
complejos simpliciales. También se invierte un poco de tiempo en estudiar el algoritmo de cubos
marchantes, el cual permite extraer un complejo simplicial asociado a una superficie implicita en R3.
Las definiciones y resultados basicos de la teorfa de homologia se muestran en el capitulo [5] Este es
el dltimo capitulo con proposito completamente tedrico del texto, y es acd en donde se introduce el
problema de optimizacion asociado a los ciclos en los grupos de homologia.

Finalmente, los capitulos [f] y [7] desarrollan los algoritmos mencionados y presentan sus resul-
tados. Analizamos las complejidades de tiempo de ejecucién de los algoritmos y las verificamos
experimentalmente. A su vez, ponemos a prueba los algoritmos con un diverso catalogo de superfi-
cies, generando una variedad de visualizaciones donde se identifican los grupos de homologia. Para
cada ejemplo, corroboramos la veracidad de las salidas con calculos teoricos.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Elaborar herramientas computacionales que favorezcan el entendimiento de la estructura homo-
logica de un complejo simplicial.

1.1.2. Objetivos especificos

= Exponer las bases tedricas de la topologia algebraica necesarias para la discusién del calculo
computacional de grupos de homologia.

s Desarrollar e implementar algoritmos en un lenguaje de programacion para la identificacion
de rangos y generadores de grupos de homologia de complejos simpliciales.

= Generar visualizaciones de complejos simpliciales donde se identifiquen los ciclos en los grupos
de homologia calculados computacionalmente.



1.2. Justificacion

La presente tesis ofrece una herramienta computacional para apoyar el estudio de una de las
ramas centrales de la matemaéatica moderna, que es la topologia algebraica. En conjunto, la topologia
algebraica ha mostrado grandes aplicaciones teéricas desde su concepcion en el siglo XX, incluyendo
demostraciones de famosos teoremas como el teorema de punto fijo de Brouwer y el teorema de
Borsuk-Ulam. Hoy en dia la rama es fuente de publicaciones teéricas y aplicadas que generan valor
dentro de la comunidad matemaética.

Maés alla de la teoria, los conceptos y algoritmos a discutir tienen aplicaciones en las ciencias de
la computacion y la ingenieria. Un ejemplo inmediato de estas se da en la generacion de graficos
por computadora. Al momento de parametrizar una superficie, esta suele cortarse a través de un
conjunto de ciclos para aplanarla, y resulta beneficioso que estos ciclos sean de longitud minima,
es decir, que pertenezcan a una base de homologia 6ptima, para producir mejores renderizaciones
[7]. El topico de esta tesis puede considerarse dentro de la matemaética aplicada denominada analisis
topologico de datos, la cual observa usos en multiples otras disciplinas, incluyendo quimica, biologia
y medicina. Para el lector interesado, “Database of Original & Non-Theoretical Uses of Topology”,
abreviada como DONUT, es una base de datos presentada en la revista “Notices of the American
Mathematical Society” en 2023 que busca compilar articulos de esta indole [I2]. Al momento de
redactar esta tesis, la base de datos cuenta con cerca de 500 documentos.

A nivel institucional y personal, contar con una herramienta personalizada para el calculo y
visualizacién de grupos de homologia es de beneficio para el mejor entendimiento del tema. La
homologia guarda mucho potencial para generar visualizaciones interesantes, pero este se ve obsta-
culizado por la dificultad de los célculos involucrados y el nivel de abstraccién manejado. Expresar
el estudio de este campo de forma visual permite tangibilizar un tépico usualmente abstracto y abre
las oportunidades para las aplicaciones.

1.3. Antecedentes

El trabajo emplea como fundamento teérico principal la topologia algebraica, una de las princi-
pales ramas de la matematica actual, introducida por Poincaré en 1895, y con grandes avances en el
altimo siglo [I]. Naturalmente, para su estudio es necesario un entendimiento de topologia general
y algebra abstracta, especialmente en teoria de grupos. Esta ultima requiere de temas adicionales
no cubiertos en un curso tradicional del area, como grupos libres y representacion de grupos con
generadores y relaciones.

Una introduccién a la topologia algebraica inicia dentro de la rama de la homotopia, con la
construccion del grupo fundamental. Luego, se exhiben sus propiedades basicas y su invariabilidad
topologica. Es mas, se discute que el grupo fundamental es invariante entre espacios homotdpica-
mente equivalentes, una relaciéon mas general que el homeomorfismo. Se calculan algunos grupos
fundamentales para exhibir su utilidad para categorizar espacios topologicos. No obstante, dada la
complejidad de calculo, el enfoque de la teoria se traslada a analizar otras estructuras algebraicas en
espacios més restrictos y manejables. Los nuevos espacios de interés son los espacios triangulables,
desarrollados a través de la estructura de los complejos simpliciales. Identificamos espacios comun-
mente utilizados, como las superficies incrustables en R?, dentro de esta categoria, y discutimos
algoritmos que generen las triangulaciones.

Luego de estudiar los complejos simplicales se describe en ellos la homologia simplicial. Esto
trae la ventaja de que pueden definirse comodamente miltiples grupos de homologia de distinta
dimensionalidad. En particular, el primero de estos grupos de homologia esta altamente relacionado
con el grupo fundamental. La literatura en estos temas es amplia y en gran parte es material estandar
en un curso de posgrado del topico 2], [13] [19].



El célculo algoritmico de grupos de homologia, en especifico de aquellos con generadores 6ptimos,
ha sido un tema popular de investigacion en las ultimas dos décadas. Las bases tedricas que sustentan
los algoritmos de optimizacion presentados en este trabajo datan de 2005 y 2012, aunque las primeras
ideas se remontan a 1987 en el contexto de la teoria de grafos [3} [10] 14]. Por otra parte, cuando solo se
posee informacion sobre los puntos en un complejo y no de sus aristas y tridngulos, se han producido
algoritmos maés sofisticados para aproximar soluciones [6]. Este y otros algoritmos similares atacan
el problema desde una perspectiva distinta, llamada homologia persistente.



CAPITULO 2

Marco tedrico

En este capitulo, presentamos algunas nociones preliminares no son tan comunes de cubrir a un
nivel de pregrado pero necesarias para estudiar topologia algebraica y describir los algoritmos de
los capitulos finales. En especifico, desarrollamos el topico de grupos libres dentro de la teoria de
grupos, asi como los elementos basicos de la teoria de grafos. Por otra parte, estudiamos la rama
de la combinatoria denominada teoria de matroides. A lo largo del texto, asumimos que el lector
tiene conocimiento de teoria de grupos, topologia y algebra lineal. Empleamos lenguaje y resultados
estandar en estas areas.

2.1. Grupos libres

El estudio de grupos libres suele considerarse un tema adicional de la teoria de grupos, y es
frecuente que un texto en algebra incluso omita su tratamiento. No obstante, la estructura de grupo
libre es de gran utilidad para describir objetos de la topologia algebraica, como se muestra méas
adelante en el capitulo[3] Resaltamos las construcciones y resultados necesarios para su discusion, y
referimos al texto de Gallian para un tratamiento mas a detalle [IT].

2.1.1. Construcciéon

Dado un conjunto no vacio S, definimos un conjunto de simbolos S~! = {z~! : z € S} disjunto
de S. A pesar de la notacién empleada, por el momento no existe una relacion algebraica entre
elementos de S y S~!. Una palabra de S es una cadena formal finita de la forma z,zs - - - z,,, donde
x; € SUS™L. Consideramos también como palabra de S a la cadena vacia, denotada por e. Llamamos
W(S) al conjunto de palabras de S. Con el d4nimo de hacer de W (S) un grupo, definimos en W(.S)
la operacién binaria de concatenacion, dada por

(93112 . l“n) : (ylyz : yn) =T1T2 - TnY1Y2 " Yn-

Notamos que la operacion es asociativa y que e sirve de elemento neutro. No obstante, esta operaciéon
no permite la existencia de inversos en W (S), pues la cadena vacia e nunca es la concatenacion de
cadenas no vacias. Dada la naturaleza simbélica de los elementos de S~!, una cadena como zz !
es distinta de e en W(S). Para hacer identificaciones entre elementos como zz~! y e en W(9),
introducimos una relacion de equivalencia en W(5S).



Decimos que u,v € W(S) se encuentran relacionados bajo ~ si v puede obtenerse a partir de u
via una secuencia finita de eliminaciones o inserciones de palabras de la forma zz~! y z~ 'z, donde
x € S. Como un ejemplo, para a,b € S tenemos ab~'ba~! ~ e en W(S) gracias a la secuencia de
eliminaciones ab~*ba~! — aa~! — e. Mostramos que ~ es de equivalencia.

» Sean w,v,w € W(S). Si permitimos que dicha secuencia de eliminaciones o inserciones sea
vacia, tenemos que ~ es reflexiva.

= Por otra parte, una secuencia de eliminaciones o inserciones que convierte a u en v puede leerse
en sentido contrario, intercambiando eliminaciones por inserciones y viceversa, para obtener
una secuencia que convierte a v en u. Por lo tanto, ~ es simétrica.

= Finalmente, una secuencia que convierte a u en v puede componerse con una secuencia que
convierte a v en w para obtener una secuencia que convierte a v en w. Con esto, ~ es transitiva,
y por lo tanto, de equivalencia.

Para cada © € W(.S) denotamos por [x] € W/~ a la clase de equivalencia de x en W (S). Dotamos
a W(S)/~ de la operacion binaria inducida por la operacion en W (S), es decir

[u] - [v] = [u-v]

En efecto, la operacion esta bien definida. Si [u1] = [uz] ¥ [v1] = [v2], la secuencia que convierte a
u1 en ug puede emplearse para convertir a uj - vy en ug - vy, con lo cual [uy - v1] = [ug - v1]. Del
mismo modo, la secuencia que convierte a vy en vy puede emplearse para convertir a us vy en ug - vg,
implicando [ug - v1] = [ug - v2]. Por la transitividad de ~, tenemos [u; - v1] = [ug - va].

Por otra parte, vemos que la operacion en W (S)/ ~ hereda su asociatividad de la operacion en
W(S). Ademés, [e] sirve como el nuevo elemento neutro. Finalmente, notamos que todo elemento
[u] € W(S)/ ~ posee como elemento inverso a [u~1], pues tenemos [u][u=!] = [u-u"1] = [e] ¥
[u™[u] = [u! - u] = [e]. Por lo tanto, W(S)/ ~ forma un grupo.

Definicion 2.1. El grupo W(S)/ ~ con la operacion anterior es llamado el grupo libre generado
por S, y es denotado por F(S).

En efecto, vemos que S es un conjunto de generadores de F'(S). El grupo libre generado por un
conjunto S unitario es isomorfo al grupo cicilo infinito Z. Cuando S posee dos o mas elementos,
F(S) es un grupo no abeliano. Si s1,s2 € S son generadores distintos, las palabras s;s2 y s281 en
S no estan relacionadas bajo ~. Entonces, es de interés definir al grupo libre abeliano generado por
S. Como lo indica su nombre, este se obtiene de abelianizar a F'(S), efectuando el cociente F'(S)/N,
donde N es el subgrupo conmutador de F'(.S).

2.1.2. Generadores y relaciones

Uno de los beneficios de discutir grupos libres es que estos ofrecen una alternativa de represen-
tacion para cualquier otro grupo. Esto se respalda en el siguiente resultado

Teorema 2.1. Todo grupo es isomorfo al grupo cociente de un grupo libre.

Demostracion. Sea G un grupo arbitrario y S un conjunto de generadores de G. Consideramos la fun-
cion ¢ : F(S) — G que envia a [x125 - - - x,] € F(S) al producto en G dado por 21z - - - x,,. Para dife-
renciar entre los productos de W(S) y G, empleamos la notacion (z1 - - &,)w v (21 - - - &, ). Con esta
notacion, ¢ esta dado por [(x122 - xn)w] — (X122 - -, )g. Vemos que ¢ esté bien definida, pues la



insercién o eliminacion de palabras de la forma (zz 1)y en W (S) corresponde a simplificar produc-
tos de G. De la asociatividad en G se sigue que ¢ es un homomorfismo, pues para todos (z1 - -, )w
y (Y1 yn)w elementos de W(.S) tenemos (z1 - Tny1 - Ym)e = (1 Tn)a(y1 - Ym)a-

Vemos que ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto, por el teorema fundamental de homomorfismos, G es
isomorfo al cociente F'(S)/ ker ¢. O

Una forma usual de representar un grupo es mediante las relaciones que sus elementos satisfacen.
Por ejemplo, el grupo dihedro D,, suele definirse como el grupo con 2n elementos dado por dos
generadores a,b y las relaciones a? = b® = e y ab = b~ 'a. Sin embargo, no es claro como estas
relaciones definen un grupo, o la unicidad del mismo. Formalmente, usamos grupos libres para
definir la presentacion de un grupo mediante generadores y relaciones.

Definicion 2.2. Sea G un grupo, S = {s1,...,8,} un conjunto generador de G y F(S) el grupo
libre generado por S. Ademds, sea R = {ri,...,rm} un subconjunto de F(S) y Ngr el subgrupo
normal generado por R. Decimos que G estd dado por los generadores s1, 82, ..., Sy, y las relaciones
ry =19 ="+ =1y =€ si existe un isomorfismo entre F(S)/Ngr y G tal que Ngs; — s;. Denotamos
esto por G = (S | R).

Si G esta dado por los generadores s1, So, ..., S, v las relaciones ry = ro = --+ = r,, = e, también
escribimos
G=(s1,...,8 |1 ="+ -=rm=ce).
Con esta notaciéon, puede mostrarse que en efecto tenemos D,, = {(a,b | a®> = b" = (ab)? = e).
Notamos que un grupo libre sobre S = {s1,...,5,} no posee relaciones no triviales, con lo cual
tenemos F'(S) ~ (s1,...,8,).

Si tenemos que un grupo esta dado por generadores S y relaciones R, adicionar relaciones en R
produce un grupo con una estructura mas simple a la del grupo original.

Teorema 2.2. Sea G un grupo dado por generadores en S y relaciones en R. Si G’ es otro grupo
dado por generadores en S y relaciones en R', con R C R, entonces G' es imagen homomorfa de

G.

Demostracion. Sean N y N’ los subgrupos normales en F(S) generados por Ry R’, respectivamente.
Luego, tenemos G ~ F(S)/N y G’ ~ F(S)/N’. Definimos el homomorfismo ¢ : F(S)/N — F(S)/N’
dado por ¢(Ng) = N'g. En efecto, ¢ es un homomorfismo, y como N C N, ¢ es sobreyectivo. Por
lo tanto, G’ es imagen homomorfa de G. O

La presentacion de un grupo en generadores y relaciones es util para definir homomorfismos entre
grupos. En particular, nos permite extender una funcién cualquiera definida sobre los generadores
de un grupo a un homomorfismo, siempre que tal funciéon respete las relaciones en el dominio.

Teorema 2.3. Sean G = (S| R) y G dos grupos, y ¢ : S — G' una funcion cualquiera. Ademds,
sea ¢ : F(S) — G’ la extension de ¢ a F/(S). Entonces, ¢ puede extenderse a un homomorfismo de
G a G si¢(r) es la identidad en G' para todo r € R.

Demostracion. Primero, vemos que ¢ posee una tinica extension homomorfa ¢ : F(S) — G’ al grupo
libre en S, dada por ¢(s1---8,) = @(s1) -+ d(sn). Sea N el subgrupo normal en F'(S) generado por
R. Como ¢(r) es la identidad en G’ para todo r € R, se sigue R C ker ¢. Luego, N C ker ¢. Entonces,
¢ induce un homomorfismo canénico ¢ : F(S)/N — G’, donde abusamos notacién y reciclamos el
simbolo ¢. Dado que G ~ F(S)/N, este homomorfismo es una extension de la funcion ¢ original. [

La representacion de grupos también facilita la descripcion de una nueva operacion entre grupos,
llamada el producto libre. Dados dos grupos G, H con representaciones G = (S | R) y H = (S" | R/),
definimos el grupo G * H por la representacion G« H = (SU S’ | RUR').



2.2. Teoria de grafos

Introducimos lenguaje de la teoria de grafos, util para desarrollar los algoritmos del capitulo
[(] Tratamos los conceptos iniciales de caminos, ciclos y arboles. Para un tratamiento mas amplio,
referenciamos el libro de texto de Diestel [§].

2.2.1. Grafos, caminos y ciclos

Definicion 2.3. Un grafo es un par ordenado G = (V, E) de conjuntos donde E es una coleccion
de subconjuntos de dos elementos de V. Decimos V es el conjunto de vértices de G, mientras que E
es el conjunto de aristas de G. Nos restringimos a grafos donde 0 < |V| < oco.

Si G es un grafo, escribimos V(G) y E(G) para referirnos a los conjuntos de vértices y aristas de G,
respectivamente. Ademads, usualmente escribimos uv para representar una arista {u,v} € E(G). Por
otra parte, definimos el orden de un grafo G como la cantidad de vértices en V(G), y lo denotamos
por |G]|.

Definicion 2.4. Dos vértices u,v de G son adyacentes si uv es una arista de G. Ademds, un vértice
v de G es incidente a una arista e de G si v € e. El grado de un vértice v en G es la cantidad de
vértices de G adyacentes a el.

En ocasiones queremos discutir relaciones entre grafos como la contencion, o deseamos combinar
grafos para obtener un grafo mas grande que contenga todas las aristas y vértices de sus grafos
constituyentes. Para ello, introducimos el siguiente el lenguaje.

Definicion 2.5. Sean G = (V,E) y G’ = (V', E’) dos grafos. La unién de G y G’ es el grafo dado
por GUG = (VUV',EUE'). Por otra parte, si V' CV y E' C E, decimos que G’ es subgrafo de
G o que G’ estd contenido en G.

Si G’ = (V' E') es subgrafo de G = (V, E), pero V' £V o E' # E, decimos que G’ es subgrafo
propio de G.

Cuando hablamos de unién o contenciéon de grafos estamos empleando la convenciéon de evitar
el significado literal de la contencién o unién de la teoria de conjuntos. Tratamos a los grafos como
pares ordenados (V, E), y solo es de nuestro interés hablar de las operaciones y relaciones entre ellos
a través de sus componentes.

Definicion 2.6. Si G’ es un subgrafo de G, decimos que G’ es de expansion si V(G') = V(G).

Figura 2.1: Subgrafo de expansion.



La Figura muestra un subgrafo de expansion, resaltado en azul, de un grafo. Aunque el
subgrafo de expansion cuenta con 8 aristas mientras el grafo original cuenta con 12, ambos grafos
tienen 9 vértices.

Ahora, introducimos los conceptos de caminos y ciclos en un grafo.

Definicién 2.7. Dado un grafo G, un camino en G es una lista ordenada (vg,v1,...,v;) no vacia
de vértices de G tal que v;v; 41 es una arista de G para todo i =0,...,k— 1.
Representamos el camino (vg,v1, ..., V) POr vouy - - - vk, y decimos que vy es el vértice de inicio

y v el vértice de fin del camino. Cuando k& > 0, decimos que el camino vguy - - - v, es “de vy a v’
Notamos que un camino vgv; - - - vy define un conjunto de vértices {v;} y un conjunto de aristas
{v;vi+1} que produce un subgrafo de G. Es en este sentido que decimos que un camino en G esta
contenido en G. Usualmente nos referimos indistintamente a los caminos de G y sus subgrafos de G
asociados. Como los caminos vgvy -+ - v y vk - - - v109 definen un mismo subgrafo asociado, tampoco
hacemos distincién entre estos caminos, y decimos que vguvy - - - v es de vg a vk, 0 bien, de v a vg.

Decimos que un camino es cerrado si los vértices de inicio y fin coinciden. Asi, un camino cerrado
es de la forma vgvy - - - vEvo. Similar a la discusién anterior, vemos que el camino cerrado vguvy - - - Ux g
produce el mismo subgrafo asociado que v1vs - - - vvovy. Por lo tanto, tampoco distinguimos entre
estos caminos cerrados.

Definicion 2.8. Dado un grafo G, un ciclo en G es un camino cerrado en G que no repite vértices,
a excepcion del los vértices de inicio y fin.

Decimos que un camino vguy - - - vy €s simple si todos sus vértices son distintos entre si. Notamos
que, si para u,v € V(@) existe un camino en G de u a v, puede recorrerse este camino iniciando en
u y removiendo vértices repetidos hasta llegar a v para construir un camino simple en G de u a v.

Con una nocién de caminos en un grafo que unen pares de vértices, discutimos el tema de la
conexidad de un grafo.

Definicion 2.9. Un grafo G es conexo si, para todo par de vértices u,v de G, existe un camino en
G deu awv.

Definicion 2.10. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo conexo G' de G que es
mazimal, es decir, donde G’ no es subgrafo propio de ningiin subgrafo conexo de G.

Por la propiedad anterior, alternativamente podemos definir un grafo conexo como un grafo
donde, para cada par de vértices u, v de G, existe un camino simple en G de u a v, en lugar de pedir
la existencia solo de un camino general.

Ahora, discutimos uno de los resultados mas clésicos de la teoria de grafos, referente a la existencia
de cierto tipo de camino en un grafo, uno que visite todas las aristas de un grafo exactamente una
vez. El teorema caracteriza cuéles grafos poseen un camino con esta propiedad, y su discusion se
remonta a 1735, cuando Euler ofreci6 su soluciéon al problema de los puentes de Konigsberg.

Definicion 2.11. Dado un grafo G, un camino en G es euleriano si recorre todas las aristas de G
exactamente una vez.

Teorema 2.4. Un grafo conexo posee un camino cerrado euleriano si, y solo si, todos sus vértices
tienen grado par.

Demostracion. Sea G un grafo conexo que posee un camino cerrado euleriano w = wvguy - - - Vg Vp.
Notamos que el grafo asociado a w es precisamente G. Luego, el grado de un v; # vy en G es igual
al doble del ntimero de veces que v; aparece en vyv; - - - Ukvg, pues v; es adyacente a v;_1 y viy1. Se



verifica que el grado de vy en G es el doble del nimero de veces que vy aparece en vgvy - - - V. En
cualquier caso, el grado de los vértices de G es siempre par.

Ahora, sea G un grafo conexo, donde todos sus vértices tienen grado par. Sea w = vgvy -+ - - v Un
camino en GG que no recorre una misma arista dos veces y que maximiza la cantidad de aristas que
visita. Vemos que todas las aristas incidentes a v estan en w por la maximalidad de w, con lo cual
el grado de v en w es igual al grado de vy en GG. Cada aparicion de vy en vy - - - vi_1 aporta dos
aristas al grado de vg. Se sigue que vy = v, pues de otro modo vy tendria grado impar.

Supoéngase por contradiccion que w no es euleriano. Luego, existe una arista de G que no esta en
w. Dada la conexidad de G, escogemos una arista uv; € E(G) — E(w) que sea incidente a un vértice
de w. Entonces, el camino w’ = wv;vi11 - - - V10V - - - V;—1 €s un camino en G que no recorre una
misma arista dos veces, pero que visita mas aristas que w, una contradicciéon. Por lo tanto, w si es
euleriano. O

Corolario 2.1. Un grafo conexo que solo posee vértices de grado par puede descomponerse como la
union de ciclos que no comparten aristas a pares.

Demostracion. Por el teorema anterior, dicho grafo contiene un camino cerrado euleriano w =
VU1 - - - VEVo. Para extraer ciclos de este camino cerrado, replicamos la técnica de extracciéon de
un camino simple de un camino arbitrario. Recorremos la lista w iniciando en vy y removemos vér-
tices repetidos, asi como los caminos cerrados entre ellos en w. Notamos que estos caminos cerrados
definen ciclos. Tras recorrer la totalidad de w, tenemos un listado de ciclos que no comparten aristas
y cuya uniéon es w. O

2.2.2. Arboles

Definicién 2.12. Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos.

Una primera propiedad de los érboles es la relacion entre su numero de vértices y aristas. Como
veremos, esta relacion incluso caracteriza a los arboles dentro de los grafos conexos. Un resultado
previo para esta prueba es la existencia de vértices de grado 1 en un arbol, los cuales llamamos hojas.

Si T es un arbol con dos vértices o més, consideramos un camino simple w = vgvy ---vx en T
que maximice la cantidad de aristas que visita. Luego, todas las aristas incidentes a v; en T estan
en w. Dado que T no contiene ciclos, v; no es incidente a ningtin otro vértice de w excepto vi_1.
Por lo tanto, vy tiene grado 1 en w y en T, por lo que v es una hoja de T. Un argumento anélogo
muestra que vy también es una hoja de 7T'.

Teorema 2.5. Un grafo T es un drbol si, y solo si, T es conexo y satisface |V (T)| = |E(T)| + 1.
Demostracion. Sea T un arbol. Conocemos que es T es conexo, asi que probamos que satisface

|[V(T)| = |E(T)| + 1. Procedemos por induccion en |V(T)|. Si T posee un unico vértice, vemos que
T no posee aristas, y la propiedad se cumple.

Ahora, sea T un arbol con més de un vértice, y supéngase por induccion que todo arbol con
menos de |V (T)| vértices cumple la propiedad. Sea vy una hoja de T', y considérese el subgrafo T”
de T obtenido de eliminar a vy y a la Gnica arista incidente a vy en T. Entonces, tenemos

V(I =V(TD)-1 y |[E(T) =|ET) -1

Notamos que T” también es un arbol, con lo cual |V(T")| = |E(T")| + 1. Se sigue de inmediato que
V(T)| = |E(T)| + 1.
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Por otra parte, supongase que T es un grafo conexo tal que |V (T)| = |E(T)|+1. Por contradiccion,
supéngase que T no es un arbol, con lo cual T posee al menos un ciclo. Eliminamos aristas de los ciclos
de T hasta obtener un subgrafo T” de T sin ciclos, que preserva la conexidad de T. Luego, T’ es un
arbol. Sin embargo, tenemos |V (T")| = |V(T)| y |E(T")| < |E(T)|, con lo cual |V(T")| < |E(T")| +1,
una contradiccién. Por lo tanto, T si es un arbol. O

Los arboles son grafos ricos en propiedades, de las cuales resaltamos dos en el siguiente teorema.
Maés que propiedades, estas son en realidad caracterizaciones de arboles.

Teorema 2.6. Para un grafo T, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es un drbol.
1. Para cada par de vértices u,v de T, existe un unico camino simple en T de u a v.

1. T no contiene ciclos, pero para cada par de vértices u,v de T no adyacentes, el grafo T U{uv},
obtenido de anadir la arista uv a T si contiene ciclos.

Demostracion. Primero, mostramos (I) implica (II). Sea T' un arbol, y sean u, v vértices de T'. Como
T es conexo, existe un camino simple w de u a v en T. Si w’ fuera otro camino de u a v, tendriamos
un ciclo en T dado por la unién de w y w’, lo cual no es posible en el arbol T. Por lo tanto, w es
anico.

Ahora, mostramos (II) implica (III). Sea T' un grafo donde existe un tnico camino simple en T'
entre cada par de vértices, denotado por T[u,v]. Dado que estos caminos son tnicos, T no posee
ciclos. Ademas, si u, v son vértices de T no adyacentes, el grafo T'U {uv} contiene al ciclo obtenido
de agregar la arista uv al camino de v a v en 7.

Finalmente, vemos (III) implica (I). Sea T un grafo que cumple (III). De entrada tenemos que
T no posee ciclos. Sean u,v vértices de T. Si uv € E(T'), uv es un camino de u a v en T. Por otro
lado, si uv ¢ E(T), T U{uv} contiene un ciclo que emplea la arista uv. El resto de este ciclo resulta
en un camino de v a v en 7. En cualquier caso, vemos que podemos unir » y v con un camino en 7T,
con lo cual T' es conexo. Por lo tanto, 7" es un arbol. O

Para nuestros fines nos interesa la equivalencia entre las propiedades (1) y (3). Esto permite
construir un arbol de expansion en un grafo conexo arbitrario a través de un grafo sin ciclos maximal.
En los elaboracion de algoritmos de teorfa de grafos es de fundamental relevancia la existencia de
estos arboles.

Corolario 2.2. Todo grafo conexo contiene un drbol de expansion.

Demostracion. Sea G un grafo conexo, y consideremos un subgrafo 7' de G sin ciclos que maximice
la cantidad de aristas que contiene. Del teorema anterior, T" es un arbol de G. Dada la maximalidad
de T, este debe contener cada vértice de G. Luego, T es el arbol de expansion de G buscado. O

La Figura evidencia un arbol de expansién de un grafo. Ahora que garantizamos la existencia
de arboles de expansion de grafos conexos, nos interesan dos tipos de estos arboles, cada uno de los
cuales minimiza una propiedad de interés. Para ello, introducimos el concepto de grafo ponderado,
que permite asociar un real positivo a cada arista de un grafo, o bien, una nocién de distancia entre
vértices adyacentes.
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Definicion 2.13. Un grafo ponderado es un grafo G junto con una funcién asociada ¢ : E(G) —
R* de walores reales positivos, la cual llamamos funcion longitud. Para todo subgrafo G’ de G,
extendemos £ a G' via

(G = Y e

e€E(GY)

Con esta funcion longitud consideramos dos arboles de expansion notables, denominados los
arboles de expansion minimo y de distancia mas corta respecto a un vértice. Ambos de estos arboles
seran utilizados para los algoritmos del capitulo [6}

Definicion 2.14. Dado un grafo conexo G ponderado por £, un drbol de expansion minimo T de G
es un drbol de expansion de G tal que £(T) es minimo.

Definicion 2.15. Sea G un grafo conexo ponderado por £ y v un vértice de G. Un drbol de distancia
mds corta de G con raiz en v es un drbol de expansion T tal que, para todo v' € V(G), el camino
inico de v a v’ en T es de longitud minima en G.

Por el corolario 2.2 y por la finitud de nuestros grafos, esta garantizada la existencia de un
arbol de expansion minimo en un grafo conexo. A su vez, la definiciéon [2:.15 indica un método de
construccion de un arbol de expansion en un grafo conexo, el cual resulta conexo y sin ciclos por
la condicion de minimalidad impuesta. Existen multiples algoritmos clasicos para identificar estos
arboles. Un método para obtener un arbol de expansion minimo es el algoritmo de Kruskal [15]. Por
otra parte, para encontrar arboles de distancia méas corta contamos con el algoritmo de Dijsktra [9].

2.3. Matroides y algoritmos voraces

Para miiltiples problemas de optimizacién, existe una estrategia para encontrar soluciones deno-
minada el algoritmo voraz. Los matroides son una estructura que busca generalizar las situaciones
donde este algoritmo produce una solucién 6ptima. En este apartado, definimos esta estructura y
demostramos un teorema que garantiza que el algoritmo voraz en realidad produce soluciones 6pti-
mas en matroides. Seguimos el esquema presentado por el libro de texto en algoritmos de Cormen

5]

En el capitulo[f]identificamos un problema de optimizacion que posee una estructura de matroide
ponderado. Para su solucién, citamos el resultado al final de esta seccién.

Definicion 2.16. Dado un conjunto finito S y una coleccion T mo vacia de subconjuntos de S, un
matroide es un par ordenado M = (S,Z) que cumple las siguientes propiedades:

1. SiAeT yBC A, entonces B € Z. (propiedad de herencia)

1. Si A,B € T y|A| < |B|, entonces existe un s € B — A tal que AU {s} € Z. (propiedad de
intercambio)

Los elementos de Z son llamados subconjuntos independientes de S. Notamos que @) € Z, gracias
a que Z es un conjunto no vacio que posee la propiedad de herencia. Los matroides generalizan la
nociéon de independencia lineal del algebra lineal a otras estructuras que no son espacios vectoriales.
Vemos que, si S es un subconjunto finito en un espacio vectorial e Z es la coleccion de subconjuntos
de S cuyos elementos son linealmente independientes, (S,Z) forma un matroide.

Definicion 2.17. Dado un matroide M = (S,Z) y A € Z, decimos que s € S es una extension de
A si AU{s} € I. Ademds, A € T es mazimal si A no tiene extensiones.
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Lema 2.1. Todos los subconjuntos mazimales de un matroide M = (S,Z) poseen la misma cardi-
nalidad.

Demostracion. Por contradiccion, supongase que A, B € Z son subconjuntos maximales tales que
|A] < |B|. Por la propiedad de intercambio de Z, existe un s € B — A tal que AU {s} € Z. No
obstante, esto contradice la maximalidad de A. O

Definicion 2.18. Sea M = (S,Z) un matroide. Decimos que M es ponderado si M tiene asociado
una funcion w : S — RT de valores reales positivos, la cual llamamos la funcion peso de M. Ademds,
extendemos a w para todo A € T via el peso de sus elementos, es decir,

acA

En un matroide ponderado M = (S,7) con funcién peso w pudieramos discutir una nociéon de
maximalidad respecto a w. Esto es porque w induce un preorden en Z dado por A < B < w(4) <
w(B), donde por preorden nos referimos a una relacion reflexiva y transitiva en Z. Un elemento
maximal en este preorden es un subconjunto independiente que maximiza a w : Z — RT. Decimos
que un subconjunto independiente es 6ptimo en M si es maximal respecto a este preorden inducido
por w. Reservamos el calificativo maximal como es descrito en la definicion [2.17]

Contrastamos las nociones de subconjunto maximal y 6ptimo. Por un lado, vemos que todo
subconjunto 6ptimo debe ser maximal. En efecto, si A no es maximal, entonces existe una extension
s €5 de A, lo cual genera un AU {s} € 7 tal que

w(AU{s}) = w(A) +w(s) > w(A).

por lo que AU {s} > Ay A no es 6ptimo. Por otro lado, no todo subconjunto maximal debe ser
optimo. Si .S ={1,2}, Z = {0, {1},{2}} y w es la identidad en S, se verifica que (5,Z) es un matroide
ponderado donde {1} y {2} son maximales pero {1} no es 6ptimo.

De interés para nosotros es resolver el problema de optimizacién de identificar subconjuntos
6ptimos en un matroide ponderado. Para ello consideramos el algoritmo siguiente, denominado el
algoritmo voraz en el matroide ponderado M = (S,Z) con funcién peso w. Este algoritmo propone
un candidato a soluciéon A € Z, el cual se construye de forma iterativa, iniciando con Ay = (). Para
esta iteracion, enumeramos los elementos de S segtn el orden impuesto por w de forma decreciente,
de modo que obtenemos una lista ordenada s1,$2,...,8, € S donde w(s1) > w(s2) > -+ > w(sy).
Recorremos la lista de izquierda a derecha, y para cada s; € S, definimos

A — {Ai—l U {31}7 AU {Sl} IS

A4, en otro caso.

Al finalizar la iteracion, la salida del algoritmo es A = A,,. La lista Ag, 41,..., A, es anidada, y
cada A; difiere de A;_1 a lo maximo por un elemento. Interpretamos cada A; en esta lista como
una actualizacion de A;_1, a medida que el algoritmo traversa y escoge elementos de s1, ..., s, para
formar parte de A. Al escribir pseudocodigo de este algoritmo, evitamos almacenar cada A;, y en su
lugar, actualizamos un mismo A inicial, como se ve en el algoritmo [T}

Dado que iniciamos con un subconjunto independiente Ay, la definiciéon de A; garantiza que cada
elemento de la lista Ay, ..., A, es también un subconjunto independiente. En particular, la salida del
algoritmo voraz también es un subconjunto independiente. Como w asume valores reales positivos y
A;—1 C A;, sesigue w(A;—1) < w(A4;). Luego, el algoritmo mejora el candidato a solucion A; en cada
iteracion, en busqueda de un subconjunto 6ptimo A. El algoritmo recibe el calificativo voraz porque,
en cada actualizacion, este elige al mejor candidato inmediato, sin planear una eleccion de elementos
de A a futuro. En lo que queda de nuestra discusién de matroides, mostramos que el algoritmo voraz
en efecto produce un subconjunto 6ptimo.
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Algoritmo 1 Voraz

Entrada: Matroide ponderado M = (S,Z) con funcién peso w.
Salida: Subconjunto 6ptimo A de M.
1: A+ 0.
Crear lista ordenada s1,...,s, € S, donde w(sy) > --- > w(sy).
para cada cada s; hacer
si AU {s;} € T entonces

retornar A

AN

Lema 2.2. Sea M = (S,Z) un matroide ponderado con funcion peso w. Ademds, sea s1,...,Sp
la lista ordenada de elementos de S segin el orden de iteracion del algoritmo voraz, y s el primer
elemento de esta lista que escoge el algoritmo, en caso escoja alguno. Entonces, existe un conjunto
optimo A de M tal que s € A.

Demostracion. Sea B un subconjunto 6ptimo. Si s € B, el lema se cumple. Por lo tanto, supdéngase
que s ¢ B. Construimos un subconjunto independiente A a partir de B tal que s € A. Iniciamos con
A = {s} y, de forma iterativa, agregamos elementos de B a A segin la propiedad de intercambio
de M. Agregamos elementos hasta que |A| = |B|, en cuyo caso A y B son conjuntos independientes
que difieren solo por los elementos s y ¢, donde B — A = {t}. Vemos que, al cumplirse ¢ € B, por
la propiedad de herencia de Z tenemos B € T = {t} € Z, con lo cual ¢ aparece luego de s en
S1y.-+,8n ¥y w(s) > w(t). Con esto, tenemos

w(A) =w(BU{s} — {t}) = w(B) + w(s) — w(t) > w(B).

Como B es 6ptimo, entonces A también es 6ptimo, como se deseaba. O

El anterior resultado evidencia que, después de que el algoritmo voraz escoge un elemento s, hay
esperanza de que el algoritmo produzca un subconjunto 6ptimo, siempre que el resto de elementos
se escojan adecuadamente. El lema a continuaciéon permita decir que este es el caso.

Lema 2.3. Sean M = (S,Z) un matroide ponderado con funcion peso w y s el primer elemento de S
que el algoritmo voraz escoge, en caso escoja alguno. Definimos un matroide ponderado M' = (S',T),
llamado la contraccion de M por s, dado por

S'={seS:{s s} e}
T — A eT: AU{s}eT,s¢ A}

cuya funcion peso es la restriccion de w a S’. Luego, un subconjunto A’ es dptimo en M' si, y solo
si, AU {s} es dptimo en M.

Demostracion. Primero, comprobamos que M’ = (5’,7') es un matroide.

Sean A’ € 'y B’ C A’. Luego, B’ U {s} C A’ U{s}, donde A’ U {s} € Z. Por la propiedad de
herencia en Z, se sigue B'U{s} € Z. En vista de que s ¢ B’, tenemos B’ € 7', con lo cual Z' también
goza la propiedad de herencia. Por otra parte, sean A’, B’ € 7’ tales que |A’| < |B’|. En particular
tenemos A’, B’ € T, asi que, por lo que la propiedad de intercambio en Z, existe un t € B’ — A’ tal
que A’U{t} € Z. Puesto que s ¢ A, tenemos A’ U{t} € Z’. Entonces, Z' también posee la propiedad
de intercambio.

Ahora, sea A’ € Z’. Mostramos los contrapositivos de las implicaciones del lema. Si A’ no es
optimo en M’, entonces existe un B’ € 7’ tal que w(B’) > w(A’). Luego, A’ U {s} no es 6ptimo en
M, pues B’ U{s} € T cumple

w(B' U{s}) =w(B") +w(s) > w(A") +w(s) =w(A" U{s}).
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Por otra lado, si A’ U {s} no es optimo en M, existe un B € T tal que w(B) > w(A’ U {s}). De
acuerdo con el lema escogemos dicho B tal que s € B. Consideramos a B’ = B — {s}, donde
B’ € T'. Se sigue que A’ no es 6ptimo en M’, pues tenemos

w(B") = w(B) —w(s) > w(A" U{s}) —w(s) =w(A").

O

Finalizamos presentando el teorema anticipado, que muestra que el algoritmo voraz resuelve
nuestro problema de optimizacion.

Teorema 2.7. El algoritmo voraz en un matroide M = (S,Z) con funcidn peso w produce un
subconjunto dptimo.

Demostracion. Procedemos por induccion en el nimero de elementos de un subconjunto 6ptimo de
M. Este es en efecto constante en M, pues cada subconjunto 6ptimo es maximal, y por el lema[2.3]
cada subconjunto maximal comparte la misma cardinalidad. Llamamos A a la salida del algoritmo
voraz en M. Vemos que, si el algoritmo no escoge ningtn elemento de S, entonces M no posee
subconjuntos independientes y A = (). Por lo tanto, suponemos que el algoritmo escoge al menos un
elemento de S, y llamamos s al primero de estos.

Si los subconjuntos 6ptimos de M poseen un tnico elemento, entonces A = {s}. Por definicion,
{s} es un conjunto independiente que maximiza a w entre los subconjuntos unitarios. Por lo tanto,
A es 6ptimo, y el algoritmo encuentra subconjuntos éptimos de un elemento.

Por hipétesis de induccién, supongase que el algoritmo voraz encuentra exitosamente subcon-
juntos 6ptimos de n € Z™ elementos, y que M posee subconjuntos 6ptimos de n + 1 elementos.
Cuando el algoritmo escoge a su primer elemento s € S, vemos que A — {s} es igual a la salida A’
del algoritmo voraz en la contraccion de M por s, dada por M’ = (S’,Z’). Esto se debe a que, para
un subconjunto B’ que no contiene a s, tenemos B’ € 7' si, y solo si, B’ U {s} € Z. Por hipotesis de
induccion, A’ es 6ptimo en M’. Finalmente, por el lema A = A" U{s} es 6ptimo en M. Por lo
tanto, el algoritmo voraz encuentra subconjuntos 6ptimos de n + 1 elementos.

En conclusion, la salida A del algoritmo voraz en M es un subconjunto 6ptimo. O
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CAPITULO 3

El grupo fundamental

En este capitulo introducimos el primer objeto de la topologia algebraica, el denominado grupo
fundamental. Como anticipamos en la introduccién de esta tesis, el grupo fundamental es una estruc-
tura algebraica asociada a los espacios topolégicos. Estos grupos permiten distinguir entre espacios
y, en el estudio de superficies y otros espacios particulares, comunican informacién geométrica de
interés como la presencia de agujeros.

Iniciamos con un tratamiento general de las homotopias en la primera seccién, para proceder con
la construcciéon del grupo en la siguiente. Luego, en la tercera seccién, mostramos la invarianza de
esta estructura entre espacios homotépicamente equivalentes, una relacién entre espacios topologicos
més general al homeomorfismo. Finalmente, calculamos los grupos fundamentales de un catalogo de
espacios, sirviéndonos de teoremas célebres de la teoria como el teorema de Van Kampen.

El desarrollo de este capitulo es de caracter tedrico, es estdndar de un primer curso de posgrado
en el tema y puede encontrarse a mayor detalle en otros textos [2, I3 20]. Resumimos aca los
enunciados mas relevantes de la teoria para nuestra discusion. En la seccién de resultados de esta
tesis, que tiene un enfoque més aplicado, calificamos la veracidad de las salidas de los algoritmos
producidos con la teoria generada en este capitulo.

3.1. Homotopias

Sea X un espacio topologico. Un camino en X es un mapeo continuo « : I — X, donde I = [0, 1].
Decimos que un camino « en X tiene inicio en «(0) y fin en «(1). Si @, 8 con caminos en X con
inicio en xg y fin en x7, buscamos describir una deformacién continua de « a . Definimos esto en
un contexto mas general, via las homotopias.

Definicion 3.1. Sean f,g : X — Y mapeos continuos. Decimos que f es homotdpico a g si existe
una mapeo continuo H : X x I — 'Y tal que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(z) para todo v € X.
Llamamos a H una homotopia de f a g. Denotamos que f es homotdpico a g por f ~ g.

Un ejemplo util de una homotopia es el siguiente. Sea X un subconjunto convexo de R™ y sean
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a,B : I — X dos caminos en X. Luego, podemos definir un mapeo continuo H : I x I — X por
H(s,t) = (1—t)a(s)+tB(s). Para un s € I fijo, H(s,t) une con un segmento de recta a a(s) y 5(s).
Por la convexidad de X, H(s,t) siempre se encuentra en X y es una homotopia por caminos de « a
(. Por lo tanto, cualquier par de caminos en X son homotopicos entre si. A H se le conoce como la
homotopia por caminos de linea recta. Un ejemplo de esta homotopia entre dos caminos en el disco
unitario se observa en la Figura (3.1

Figura 3.1: Homotopia de linea recta entre dos caminos en el disco unitario.

Ahora, sean «a, 8 caminos en X con inicio en xg y fin en z1, homotoépicos via H. Fijamos un 0 <
t < 1y consideramos la restriccion de H a X x {t}, lo que genera un mapeo continuo h;(z) = H(z, ).
Pensamos en h; como un camino intermedio en la deformaciéon continua de o a 5. Vemos que h; es
un camino en X, aunque no necesariamente tiene inicio zg y fin xy. Para forzar esta propiedad en
los h, extendemos la definicién [3.1

Definicion 3.2. Sean a, 5 : I — X dos caminos en X con inicio en xg y fin en x1. Decimos que «
es homotdpico por caminos a B si existe una homotopia H : I x I — X de v a § tal que H(0,t) =
y H(1,t) = 21 para todo 0 <t < 1. Llamamos a H una homotopia por caminos de « a 3. Denotamos
que o es homotdpico por caminos a B por o >~ 3.

Nos interesa mostrar que las relaciones introducidas en las definiciones [3:1] y [B-2) son de equiva-
lencia. Previo a esto, empleamos un lema de la topologia que facilita mostrar que las funciones con
las que lidiamos son en realidad continuas.

Lema 3.1 (del pegado). Sean X,Y espacios topoldgicos, A,B C X y supdngase que A y B son
cerrados de AU B. Ademds, sean f : A =Y y g : B — Y mapeos que concuerdan en AN B.
Definimos a fUg: AUB =Y por (fUg)(a) = f(a) sia € A, o bien, (fUg)(b) =g(b) sibe B.
Luego, si f y g son continuos, entonces f U g también es continuo.

Demostracion. Dotamos a A, By AU B de las topologias de subespacio. Sea U un cerrado de Y.
Por la continuidad de f, f~1(U) es cerrado en A. Dado que A es cerrado en AU B, f~(U) también
es cerrado en AU B. De forma analoga, g~*(U) es cerrado en AU B. Ahora, como (f U g)~}(U) =
F~HU)Ug=H(U), tenemos que (fUg)~*(U) es cerrado en AU B. Por lo tanto, fUg es continuo. [

Lema 3.2. Las relaciones de homotopia y homotopia por caminos son de equivalencia.

Demostracion. Mostramos que ~ es de equivalencia. Sean f,g,h mapeos continuos de X en Y.
Vemos que f ~ f via la homotopia F(x,t) = f(z), con lo cual ~ es reflexiva. Por otra parte, si
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f ~ g via F(z,t), entonces g ~ f via G(x,t) = F(z,1 —t), por lo que ~ es simétrica. Finalmente,
si f ~gvia F(z,t) y g ~ h via G(z,t), construimos a

) F(x,2t), te]
H(x’t)_{G(:r,Qt—l), te|

=

1
2
1

s
].

)

(SIS

donde H(z,0) = f(z), H(z,%) = g(z) y H(z,1) = h(z). Vemos que F(z,2t) y G(z,2t — 1), res-
trictos a X x [0,3] y X X [4, 1] respectivamente, son mapeos continuos que concuerdan a g(x) en
la interseccion X x { %} de sus dominios. Luego, por el lema del pegado, H es continuo, con lo cual
f =~ h. Entonces, ~ es transitiva, y por lo tanto, de equivalencia.

Se prueba que ~, es de equivalencia utilizando las mismas construcciones. Cuando los mapeos
continuos f, g y h son caminos con inicio y fin comunes, las homotopias F', G y H descritas arriba
son homotopias por caminos. O

Cerramos esta seccién introductoria con un lema que describe como se comportan las homotopias
con los mapeos continuos.

Lema 3.3. Las relaciones de homotopia y homotopia por caminos se preservan bajo la composicion
de mapeos continuos.

Demostracion. Mostramos el enunciado para la homotopia. Sean f,g : X — Y mapeos continuos
tales que f ~ g via F. Ademas, sean h: W — X y I/ : Y — Z otros mapeos continuos. Tenemos el
siguiente diagrama.

f
W%X/_\Y#Z
\_/l

Vemos que, tanto foh,goh: W — Y como W o f,h/ og: X — Z, son homotopicos a pares. Por
un lado tenemos f o h ~ go h via G, donde G(w,t) = F(h(w),t). Por otro, se sigue h’ o f ~ h og
via G', donde G'(z,t) = h(F(z,t)).

De nuevo, cuando los mapeos continuos f y g son caminos con inicio comin y fin comin, las
homotopias G y G’ son homotopias por caminos. O

3.2. Construccion del grupo fundamental

Sea X un espacio topologico. Un lazo en X es un camino « en X tal que o(0) = a(1). Se dice
que un lazo tiene punto base en «(0). Para un zy € X, definimos un producto en el conjunto de
lazos en X con punto base en zy, dado por

(04-5)(8)={6(25_1)7 e 21 (3.1)

Vemos que a(2s) y 8(2s — 1), restrictos a [0, %] y [%, 1] respectivamente, son mapeos continuos que
concuerdan a zg en t = %, la interseccién de sus dominios. Por el lema del pegado, « - 5 es continuo y
en efecto un lazo en X . Podriamos definir el producto anterior para lazos en general, pero vemos que
el requisito de punto base comtn es esencial para garantizar la continuidad del producto. Notamos
que el lazo « - 8 recorre primero la imagen de « y luego la de 3, al doble de “velocidad” cada tramo.
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El producto de lazos no define un grupo en el conjunto de lazos en X con un punto base comun.
Si «, 8,7 son lazos en X con punto base comin, las expresiones para (a-) vy a-(8-7) son

a(4s), s €0, i], a(2s), s €0, %],
(Oé,B)’)/: ﬂ(4571)a s € [%?%]7 y a(ﬁ’Y): 6(4572)7 s € [%7%]3 (32)
v(2s—1), se[3,1]. v(4s —3), se[2,1].

Aunque similares, estos lazos no son iguales como funciones. No obstante, sus clases de equivalen-
cia bajo la relacién de homotopia por caminos si coinciden. Llamamos al conjunto de estas clases
m1(X,x0), y es sobre este conjunto que construimos el llamado grupo fundamental de X con punto
base en xg.

Teorema 3.1. El conjunto m1(X,p) de todas las clases de equivalencia de lazos en X con punto base

en xg bajo la relacion de homotopia por caminos forma un grupo con el producto [a] - [8] = [« - B].

Demostracidn. Primero, vemos que este producto se encuentra bien definido. Si o ~, o' via F' y

B ~, B’ via G, tenemos que a - ~, o - ' via H, donde H es la homotopia por caminos dada por

His.t) = {F(Qs,t), s €0, 3],

==}
— N

b

G(2s—1,t), sel3,1].
Al igual que otros mapeos anteriores, se garantiza la continuidad de H por el lema del pegado.

o Asociatividad: Para mostrar que el producto en 71 (X, z() es asociativo, argumentamos que los
lazos (a-f)-vy a-(8-7), vistos en la expresi(’)n son homotopicos por caminos. Para ello, primero
buscamos un mapeo u : I — I que reparametrice los lazos, de tal forma que ((«-3)-y)ou = a-(8-7).

El producto o - (3 - 7) produce la particién [0, 4] U [2, 2] U [2,1] de I dada por los dominios de
o, By 7 en el producto. Similarmente, (o - 3) - v produce la particion [0, 1] U [+, 3] U [3,1] de 1.
Construimos un mapeo u que envie el i-ésimo intervalo de la particion de I producida por a- (5 -7)
al i-ésimo intervalo de la particion de I producida por (« - ) - 7. Este mapeo u estd dado por la

primera grafica de la Figura Se verifica que ((a- B) -y)ou=a- (B -7).

Figura 3.2: Reparametrizaciones entre lazos de X de la prueba del teorema

Notamos que u y el mapeo identidad 1; en I son caminos en I con inicio en 0 y fin en 1. Dado
que I es convexo, por la homotopia por caminos de linea recta, tenemos v ~, 1;. Luego, por el
lema [3.3] se sigue ((a- B)-v) ou =, ((a- B) - 7)o 1;. En resumen, el producto de clases de lazos es
asociativo, pues tenemos

a-(B-7)=((a-B)-7y)ou=y ((a-f)-7)olr = (a-5)- 7.

e Elemento neutro: Por otra parte, proponemos como elemento neutro en m (X, zg) a la clase del
lazo constante e : I — X, dado por e(s) = z( para todo 0 < s < 1. Si « es un lazo en X con punto
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base en zy, mostramos que « - e ~, a. De nuevo, creamos un mapeo u : I — I que reparametrice los
lazos de tal forma que a-e = awou. La segunda grafica de la Figura [3.2] muestra tal mapeo. Como en
la discusion anterior, tenemos v ~, 1;, como caminos en I con inicio en 0 y fin en 1. Por lo tanto,

a-e=aou~,aol; =

De forma analoga se comprueba que e - o 2, «, utilizando la reparametrizacion vista en la tercera
grafica de la Figura Por lo tanto [e] es un elemento neutro en (X, xg).

e Inversos: Finalmente, para todo lazo o en X con punto base en xy proponemos como inverso
de [a] en 71 (X, p) a [@~!], donde a~'(s) = (1 — s). Con esta notacion, vemos que o~ = o 15,
donde pensamos en 1; como un camino en I con inicio en 0 y fin en 1. Este inverso estéa bien definido,
pues si a ~, B via F' entonces a”! ~p B~ via F(1 — s,t). Mostramos que « - a~! ~, e. Primero,
observamos que 1; - ]l;l es un lazo en I con punto base en 0, al igual que el lazo constante de I en
0. Llamemos por el momento a este lazo constante 0. Por la homotopia por caminos de linea recta,
se sigue 1y - ]11_1 ~, 0. Por el lema tenemos

a-at=(aolr) - (aol;)=ao(l;-1;") ~yacl=c.
1

De manera analoga se muestra que o' - a ~, e. Entonces, el inverso de [a] en m (X, z0) es [a™!].
En conclusion, 71 (X, z¢) cumple con ser un grupo. O

El grupo fundamental de un espacio topologico es una propiedad determinada por el espacio y un
punto base particular. Sin embargo, en el caso donde X es conexo por caminos, podemos identificar
los grupos fundamentales de X con puntos base distintos por un isomorfismo de grupos.

Teorema 3.2. Si X es conexo por caminos, existe un isomorfismo entre w1(X, xo) y m1(X, z1) para
todo xp,x1 € X.

Demostracion. Antes de proceder, generalizamos el producto de lazos en X a caminos cuyos puntos
de inicio y fin sean compatibles. Si a y 8 son caminos en X con (1) = 3(0), definimos « - 8 de igual
manera que en la expresion [3.1] para el caso de lazos. El lema del pegado garantiza que « - 8 es un
camino en X de a(0) a §(1) gracias a que «(1) = 5(0). En contraste con los lazos, los caminos en
X no producen una estructura tan dotada de propiedades como el grupo fundamental. Sin embargo,
podemos extender algunas propiedades vistas en la prueba del teorema a los caminos de X.

Si «, 8,7 son caminos en X tales que «(1) = 8(0) y B(1) = ~(0), es decir, con inicios y fines
compatibles, se sigue (- ) -y >, a- (B-7). Ademas, para todo camino « en X tenemos eg - o >, &
y a-e1 >, a, donde ey y e1 son los lazos constantes de X en «(0) y «(1). Por dltimo, para todo
camino  en X también definimos a a~! como a~!(s) = a(1 — s). Vemos que si a es un camino de
xo a x1, entonces a~! es un camino de z; a z. Analogo a lo visto en el teorema se sigue que

1~ 1.~
a-aT  Mpey Ty, e,

Ahora, sean zg,x; € X. Luego, existe un camino v en X con inicio zg y fin z;. Definimos una
funcion 7, : m (X, 29) = 71 (X, z1) dada por

Se entiende por contexto si los corchetes simbolizan elementos en 71 (X, xg) o 71 (X, z1). Como
en la construccién del grupo fundamental, se verifica que v, esta bien definida. Por otra parte, si
[a1], [aa] € (X, x0), de las propiedades anteriores sobre el producto de caminos se sigue que

-1

v (- az) sy ey (v

o) - (az - )
car) - (v (@20 7)



Por lo tanto, v« ([a1] - [2]) = Y ([a1]) - v« ([@2]) ¥ ¥« es un homomorfismo. Finalmente, consideramos
a (v 1), m(X,21) = m(X,20), dada por (v71).([a]) = [y a-~7] para todo [a] € 71 (X, z1).
De manera aniloga, se verifica que (y~!), también es un homomorfismo. Es més, (y71). es funcion
inversa de ., pues para todo [a] € m1 (X, x0) tenemos

v e T e () e (T
De igual forma, 7, es un inverso para (7~ 1), con lo cual ambos homomorfismos son isomorfismos.
En particular, 71 (X, zg) es isomorfo a m (X, x1). O

Con este resultado, en espacios topoldgicos conexos por caminos podemos referirnos a un tnico
grupo fundamental 71 (X), independiente del punto base.

Finalmente, discutimos la idea de heredar el grupo fundamental de un espacio a otro via un
mapeo continuo. Sean h : X — Y un mapeo continuo, 9 € X y yo = h(zg) € Y. Definimos a
he : m (X, 20) = m1(Y,y0) por h.([a]) = [hoa]. De la propiedad ho (a- ) = (hoa) - (ho ) vemos
que h, es un homomorfismo. Decimos que h, es el homomorfismo inducido por el mapeo continuo h.
Ahora, cuando h : X — Y es un homeomorfismo, tenemos un resultado mas fuerte, pues h, resulta
ser un isomorfismo.

Antes de continuar con la prueba de este hecho, vemos una breve propiedad. Sean f: X — Y y
g :Y — Z mapeos continuos, con xg € X, yo = f(xg) € Y y 20 = g(y0) € Z. Entonces, la funcion
gs o fy ilustrada por el diagrama

71 (X, z0) % T (Y, yo) — m1(Z, 20)

esta dada por (g« o fi)([a]) = [go (f o @)]. Gracias a la asociatividad de la composiciéon de funciones,
el homomorfismo (g o f). dado por (go f).([a]) = [(g o f) o a] es idéntico a g, o f.

Teorema 3.3. Sean X y Y espacios topoldgicos y h : X — Y un homeomorfismo. Para xg € X y
yo = h(zg) € Y, los grupos fundamentales m (X, xo) y m1(Y,y0) son isomorfos.

Demostracion. Conocemos que h, es un homomorfismo, asi que mostramos que h, es biyectivo. De
la propiedad anterior conocemos

heo(W )= (hoh™)u=1y)s vy  (h7)sohe=(h""oh)=(Ix).

Dado que (1x). y (1y ). son los isomorfismos identidad sobre 71 (X, zg) y m1 (Y, %0), hs« es invertible.
Por lo tanto, h, es un isomorfismo entre m (X, zo) y m1 (Y, vo). O

Si X y Y son espacios homeomorfos conexos por caminos, el resultado en el teorema [3.3] puede
independizarse de los puntos base de los grupos fundamentales gracias al teorema [3.2] Por lo tanto,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.4. FEl grupo fundamental, salvo isomorfismo, es un invariante topoldgico entre espacios
COMETOS POT CATNITLOS.

3.3. Equivalencia homotoépica

Buscamos expandir la coleccion de espacios que comparten un mismo grupo fundamental. Por el
teorema|3.4] sabemos que espacios homeomorfos y conexos por caminos poseen grupos fundamentales
isomorfos. Consideramos una relaciéon entre espacios mas general que el homeomorfismo, llamada la
equivalencia homotopica.
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Definicion 3.3. Sean X y Y espacios topoldgicos. Decimos que X es homotdpicamente equivalente
a'Y si existen mapeos continuos f: X - Y yg:Y — X tales que go f ~1x y fog~1y. Lla-
mamos a f y g equivalencias homotdpicas, inversas entre si. Denotamos que X es homotdpicamente
equivalente a Y por X ~Y.

Se sigue que si h : X — Y es un homeomorfismo, entonces h~! es un mapeo continuo tal que
h™Yoh=1x y hoh™! =1y, con lo cual h es una equivalencia homotopica de X a Y. Al igual que
la relacién de homemorfismo, vemos que ~ también es de equivalencia.

Lema 3.4. La relacion de equivalencia homotdpica en la coleccion de espacios topoldgicos es de
equivalencia.

Demostracion. Para todo espacio X, vemos que el mapeo identidad en X es una equivalencia ho-
motopica de X en X, con lo cual ~ es reflexiva. De la definicion, se sigue que ~ es simétrica. Ahora,
si X ~Y yY ~ Z, tenemos las equivalencias homotopicas del siguiente diagrama

f I’
1‘\?/ v‘\_//
g

Notamos que f’ o f: X — Z es una equivalencia homotépica de X a Z con inversa gog' : Z — X.
Vemos que, gracias al lema [3.3] estos mapeos cumplen con

(gogho(flof)y=go(gof)of~golyof=gof~Ix,
(ffof)o(gog)=fo(fog)og ~flolyoyg =fog ~1z.

Por lo tanto, X ~ Z y ~ es transitiva. En conclusiéon al equivalencia homotopica es un relacion de
equivalencia. [

En paralelo con la prueba del teorema donde un homeomorfismo h : X — Y inducia un
isomorfismo h, : w1 (X,z9) — w(X, h(zp)), ahora producimos un isomorfismo de grupos via una
equivalencia homotopica. Como vemos abajo, la estrategia de demostracion es similar.

Teorema 3.5. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y wuna equivalencia homotépica. Para
20 € X yyo = f(xg) €Y, los grupos fundamentales m1 (X, x0) y m1(Y,y0) son isomorfos.

Demostracion. Dado que X ~ Y, tenemos mapeos continuos f : X - Y y g:Y — X tales que
gof ~1xy fog~ ly.Buscamos mostrar que el homomorfismo f, : 71 (X, z¢) — 71 (Y, yo) inducido
por f, dado por f.([a]) = [f o a], es un isomorfismo.

Sea F: X x I — X la homotopifa de 1x a go f, y sea v el camino en X con inicio en xg y fin
en 1 = (go f)(xo) dado por v(t) = F(xo,t). Resaltamos una propiedad de utilidad, que indica que

(gofle = :m(X,20) = m(X,21),

con 7, definido por v.([a]) = [y~! - a-4], como en la demostraciéon del teorema Para mostrar
esto, consideremos a 7;(s) = v~ 1((1 — s)(1 — t)), un camino en X con inicio en (¢) y fin en z;.
Notamos que todo lazo o en X con punto base en o cumple con (go f)oa ~, y~!- a7, gracias a
la homotopia por caminos

H(s,t) =7 (s) - Fla(s),t) - n(s)-

Para un t dado, 7, '(s) es un camino de x; a y(t), F(a(s),t) es un lazo con base en v(t) y v:(s) es
un camino de y(t) a z1. Se sigue que H es una homotopia por caminos de v~ - a -~y a (go f) o a.
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Un tratamiento analogo de la homotopia G : Y x I — Y de 1y a f og, asi como del camino § en Y
de yo a y1 = (f 0 g)(yo) dado por 6(¢) = G(yo,t), muestra que

(fog)* =0y : 7T1(Y7 yo) — 7T1(Ya y1).

Con estas propiedades, el teorema sigue de inmediato. Vemos que g4 o fi = (g o f)« = 74, donde
7, es un isomorfismo por el teorema Luego, f. es inyectivo. De igual manera, notamos que
froge = (fog)s = 04, donde J, también es un isomorfismo. Por lo tanto, f. es sobreyectivo.
Concluimos que f, es un isomorfismo. O

De nuevo, combinando este resultado con el teorema [3.2] en espacios conexos por caminos, se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.6. El grupo fundamental, salvo isomorfismo, es invariante entre espacios homotdpica-
mente equivalentes y coneros por caminos.

Un caso especial de espacios homotopicamente equivalentes es el siguiente. Sean X un espacio
topoldgico y A un subespacio de X. Decimos que una homotopia H : X x I — X es una retraccion
de X a Asi H(z,0) =z y H(z,1) € A para todo « € X, y ademéas H(a,t) = a paratodoa € Ay
0 <t < 1. Si existe tal funciéon, decimos que A es una deformacion por retraccion de X, o que X se
deforma por retraccion a A. En este caso, se sigue que X y A son homotopicamente equivalentes. Para
ello, podemos considerar los mapeos continuos f: X — Ay g: A — X dados por f(z) = H(z,1) y
g(a) = a, los cuales se verifica que son equivalencias homotopicas inversas entre si. Como ejemplos
rapidos, vemos que un plano pinchado y una banda de Mobius se deforman por retraccién a S*.

3.4. Calculos

3.4.1. El circulo y el toro

Hasta el momento, en este escrito no hemos calculado ningin grupo fundamental no trivial. En
la literatura, el primero de estos célculos suele ser 71 (S1) = Z. Esta identificacion se alcanza a través
del isomorfismo que asigna cada entero n al lazo 7,, en S' C C dado por 7, (t) = €27, En palabras,
el lazo 7, da n vueltas en sentido antihorario a S!. Este resultado comunica que S* cuenta con un
agujero, lo que hace sentido intuitivo. No obstante, mostrar que esta asignacién es en verdad un
isomorfismo demanda multiples lemas y paginas de desarrollo. Esta prueba puede encontrarse en
cualquier libro de texto que cubra el grupo fundamental [2, [13] [20].

Para facilitar el calculo de grupos fundamentales, discutimos dos propiedades relevantes de la
teoria de homotopia. La primera describe el grupo fundamental de un espacio producto, mientras
que el segundo describe el grupo fundamental de un espacio que puede descomponerse como unién de
abiertos conexos por caminos. Este segundo resultado es més profundo y se conoce como el teorema
de Van Kampen.

Teorema 3.7. Si X yY son espacios conexos por caminos, entonces m1(X xY) ~ m(X) x 1 (Y).
Demostracion. De la topologia se conoce que el producto de dos espacios topologicos conexos por

caminos también es conexo por caminos. Basamos todos los lazos en estos espacios en puntos fijos
20 € X,yo €Y y (x0,y0) € X xY. Llamamos ex, ey y exxy a los lazos constantes en estos puntos.

Seanp; : X XY — X yps : X XY — Y las proyecciones desde el espacio producto. Al ser py
y p2 mapeos continuos, contamos con homomorfismos inducidos p1, y pa2,. Esto motiva a construir
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el homomorfismo ¢ de 7 (X X Y) a m1(X) x m1(Y) cuyas entradas estan dadas por p1, vy ps,. En
concreto, tenemos

¢:m(X xY) = m(X)xm(Y),  ¢(a]) = ([proal,[ps o al).

Mostramos que ¢ es un isomorfismo. Sea [a] € m(X x Y) tal que ¢([e]) = ([es,], [€yo]), Luego,
p1 © o 2y, ex via una homotopia por caminos F'y ps o o >, ey via una homotopia por caminos G.
Se sigue que H(s,t) = (F(s,t),G(s,t)) es una homotopia por caminos entre o y ex xy. Por lo tanto,
unicamente [ex xy] tiene imagen nula bajo ¢, de modo que ¢ es inyectivo.

Por otra parte, sea ([aq], [az2]) € m1(X) x m1(Y). Consideramos el lazo a(s) = (a1(s), a2(s)) en
X xY, el cual vemos que cumple ¢([a]) = ([a1], [a2]). Con esto, ¢ es sobreyectivo. En resumen, ¢
es un isomorfismo. O

Con este resultado en mano tenemos acceso al calculo de més grupos fundamentales. En parti-
cular, para el toro T? tenemos m (T?) = m1(S? x S1) = m1(S1) x 7 (S1) =Z x Z.

3.4.2. El teorema de Van Kampen

Ahora, procedemos con el enunciado del teorema de Van Kampen. Abarcamos la prueba en el
caso especial donde hay dos abiertos U; y Us involucrados. La interesante prueba del caso general,
donde se agrega una condicion adicional, puede leerse en el libro de texto de topologia algebraica
de Hatcher [I3]. Ademas, puede verse la seccion de esta tesis para un tratamiento de grupos y
productos libres, util para entender este teorema.

Teorema 3.8 (Van Kampen). Sea X un espacio conexo por caminos con abiertos Uy y Us no
disjuntos tales que X = Uy UUs. Supongase que Uy, Uy y U NUs también son conexos por caminos.
Sean 1,12, j1, j2 los mapeos inclusion del primer diagrama en la Figura[3.3

Luego, la extension homomorfa ¢ : w1 (Uy) x m1(Uz) — 71(X) de i1, y i2, es sobreyectiva. En
adicion, ker ¢ es generado por los elementos de la forma j1,([a])je, ([a]) ™! con [a] € w1 (U N Us).
Con esto, tenemos el isomorfismo 71 (X) ~ 71 (Uy) * 1 (Uz)/ ker ¢.

Ui NU, J1s J2.

U1\ / 2 \ /
| , N\t
.

Figura 3.3: Relaciones entre elementos del teorema de Van Kampen.

Demostracion. Ilustramos la relacion entre los homomorfismos mencionados en el segundo diagrama
de la Figura[3:3] A lo largo de esta discusion fijamos un zy € Uy N Uy C Uy, Uz C X que es punto
base para todos los lazos discutidos en estos espacios. Primero, mostramos la sobreyectividad de ¢.

e Sobreyectividad de ¢: Sea o un lazo en X. Construimos lazos ay, . .., &,, cada uno contenido
completamente en U; o Us, tales que oo >, &g - - - &y, donde por g - - - &y, n0s referimos al producto
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de lazos definido en m1(X). Con esto, tendremos ¢([aply - - - [@n]v) = [@]x. Empleamos la notacion
[-]x para referirnos a la clase de un lazo en 71 (X), [-]y, para la clase de un lazo en m (U;) y [ ]u
cuando la clase es sobre U; o Us, sin especificar alguno.

Primero, notamos que «(s) se encuentra en U; o Us para cada s € I. Como Uy y U son abiertos
y « es continuo, cada s esta contenido en un intervalo [s — €5, s + €5 cuya imagen bajo a también se
encuentra en Uy o Us. La union de todos los (s — €5, s + €5) forma una cubierta abierta de I, la cual
posee una subcubierta finita por la compacidad de I. Seleccionamos los limites de los intervalos de
esta subcubierta como los miembros de una particion 0 = sg < 51 < -+ < Spy41 = 1 de I. De nuestra
construccion, se sigue que cada «([s;, s;+1]) estd completamente contenido en U; o Us. Incluso, si
eliminamos a los s; en nuestra particiéon cuya imagen bajo a no esté en U NV, atin cumplimos con
esta propiedad. Por ejemplo, si a(s;) € Uy — Ua, se necesita que a([si—1,s:]) v a([si, si+1]) estén
contenidos en Uy, con lo cual a([s;—1,8i+1]) C U. Escogemos a los s; de este modo.

Denotamos por «; a la restriccion de a en [s;, s;41], y notamos que a ~, oy - - - 0y, como producto
de caminos. Sin embargo, buscamos expresar a « como producto de lazos, no de caminos, con lo
cual agregamos términos a este producto. Para cada s; € Uy N Us existe un camino ; de g a a(s;)
debido a la conexidad por caminos de Uy N Us. Definimos un lazo 5 en X como

_ -1 —

B=(ao-7)-(n-ar-95 ) (Ymot1 - me1 7)Y - @) (3.3)
Cada camino en paréntesis es un lazo con base en xg. Los 7; agregados se cancelan al discutir
homotopia, con lo cual 8 ~, ag -, ~p a. Como cada uno de estos lazos estd contenido en Uy o

Us, esta es la representacion deseada de a. Por lo tanto, ¢ es sobreyectivo.

e Identificacion de ker ¢: Procedemos con la segunda parte de la prueba. Sea N el subgrupo
normal de 1 (Uy) * 71 (Uz) generado por todos los j1, ([a])jz, ([a]) ™! con [a] € m1(U; NUs). Ademas,
sea ¢ : 1 (Uy) x 71 (Us)/N — m1(X) el homomorfismo canénico inducido por ¢ en el grupo cociente.
Probamos que ¢ es inyectivo. Para este fin, sea [cg]y - - - [ax]y un elemento en ker ¢. Seguimos usando
la notacion |- |y para elementos del cociente, aunque ahora contamos con las relaciones [o]y, = [o]v,

cuando [a] € T (UNV).

Queremos mostrar que [alu - - [ag]u se anula en w1 (Uy) * m1(Uz)/N. Como [aglu -+ [ar]u €
ker ¢, tenemos que o = o - - - o, e como lazos en X, donde e es el lazo constante en . Sea H una
homotopia por caminos en X de aq - - - a, a e. Por un argumento similar al visto en la sobreyectividad
de ¢, existen particiones 0 = sop < 51 <+ < Spy1 =1y 0 =1t < t1 < - < tpy1 = 1 de
I tales que, para cada rectangulo R;; = [s;, Siy1] X [tj,t;41], tenemos que H(R;;) esta contenido
en U; o Us. Anadimos los puntos limite de los dominios de los «; en « a la particion de los s;.
Ademas, renombramos los «; a las restricciones de « a los [s;, s;41], notando que el producto original
[ao]u - -+ [ax]u en m1(Uy) * w1 (Uz) /N no cambia.

Sea p;; el camino en X dado por la composicion de la linea recta en I x I de (s;,%;) a (Siy1,1t5)
con H. Del mismo modo, sea v;; el camino en X dado por la composicion de la linea recta en I x I
de (s;,t;) a (s;,tj41) con H. Dado que a(s) = H(s,0), se sigue que « es el producto de los caminos
1i,0 en X . Buscando expresar a a como producto de lazos en X, afiadimos caminos adicionales a este
producto. Por la conexidad por caminos de U; y U, existe un camino +y;; de z¢ a H(s;,t;) contenido
en Uy o Us, dependiendo donde esté H(s;,t;). Es mas, por la conexidad por caminos de U; N Uy,
escogemos este y;; contenido en Uy NUs si H(s;,t;) € Uy NUsz. Como en la expresion notamos
que podemos construir 1lazos fi;; = 7s; - fhij -’y;_ll’j Y Usj = Yij - Vij -%leﬂ contenidos en U; o Us. Con
esto, tenemos que « es el producto de los lazos fi; ¢, cada uno contenido en Uy o Us.

Probamos que el producto de los [f; 0]u se anula en mq (Uy) * 71 (Uz)/N. Como lazos en X, vemos
que flio ~p Uio - fli - 17;_11,0, pues ;o es homotodpico a v - ;1 - V;}LO via la restriccion de H
en R;o. Si fl;0 y H(R;j) se encuentran ambos en Uy, tenemos [fi; olv, = (Vi olu, [fi1]u, [17;_1170](]1.
Ahora, si fi; o se encuentra en U; y H(Rij) en Us, entonces [i; o estd contenido en U N'V. Dado que
estamos trabajando en el cociente 7 (Ur) * w1 (Us2) /N, tenemos la relacion [fi; olu, = [fi,0]u,, con lo
cual (i olv, = [fiiolvs = [Pi0)us i lvs (P34 ol v
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Figura 3.4: Cuadriculado del dominio I x I de H.

Aplicando estas relaciones, vemos que el producto de los [fi; o] que define a [a]y - - - [ ]y es igual
al producto de los [fi; 1], pues todos los [7; olu ¥ [Dijol]U se cancelan entre si. Realizando el mismo
procedimiento con la segunda fila y continuando con las demés, eventualmente llegamos a la dltima
fila. Con esto, el producto [a1]y - - - [ax]u es igual a un producto de ciclos [fi; n+1]u, todos nulos en

m1(Uy) 71 (Usz) /N, con lo cual [a1]y - - - [ ]u también es nulo. Esto concluye que ¢ es inyectivo. [

3.4.3. La esfera, suma cuna y suma conexa

Con el teorema de Van Kampen tenemos acceso a otra variedad de grupos fundamentales de
otros espacios. Un espacio topolégico que resulta especialmente facil de enfrentar es la esfera S2.
Podemos tomar como abiertos U y V de S? a la esfera menos su polo norte y la esfera menos su
polo sur, y notar que esto satisface las condiciones del teorema. Se sigue que 7 (S?) puede obtenerse
como un cociente de 71 (U) w1 (V). Sin embargo, tanto U como V' son homotopicamente equivalentes
a un punto, con lo cual sus grupos fundamentales y su producto libre son triviales. En resumen,
encontramos 71(5?) = {e}.

Otro espacio de interés la suma cufia de espacios, definido del siguiente modo. Para dos espacios
X yY ydos puntos zp € X y yg € Y, definimos la suma cuna de X y Y, denotada por X VY, como
el cociente en la unién disjunta X LI'Y que identifica a xy con yp.

Supongamos que X y Y son espacios conexos por caminos, A un abierto de X que se deforma
por retraccion a zg € X y B un abierto de Y que se deforma por retraccién a yp € Y. Luego, X y Y
son deformaciones por retraccion de U = X VB y V = AVY, respectivamente. Ademés, vemos que
UNV = AV B, el cual se deforma por retraccion a zy. Esto implica que UNV es conexo por caminos,
lo cual termina de corroborar las hipotesis del teorema de Van Kampen. Dado que 71 (U NV) es
trivial, el homomorfismo ¢ : 71 (U) * 71 (V) = 71 (X VY) es en realidad un isomorfismo.

Un ejemplo de la suma cufia anterior es el espacio S1 V S1, el cual es homeomorfo a la figura
“8”. Este posee grupo fundamental m1(S; V S1) = m1(S1) * m1(S1) = Z * Z, el grupo libre con dos
generadores. En general, tenemos que la suma cuia de n circulos S! tiene como grupo fundamental
el producto libre de n copias de Z.

Presentamos un tltimo célculo. La suma conexa de dos toros, también llamada doble toro y
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denotada por T? # T2, es una superficie obtenida de remover el interior de un disco en dos toros e
identificar los bordes de estos discos. Un modelo ttil de este espacio como un cociente, similar al
modelo del toro, es un octagono con 4 pares de lados identificados, como en la Figura [3.:5] Ubicamos
un abierto U en este modelo, senalado con rojo, un abierto V', senalado con azul, y un punto
zg € UNV. Notamos que U, V y UNV cumplen las condiciones del Teorema de Van Kampen.
Por un lado, U y U NV se deforman por retraccion a {zg} y S!, respectivamente, con lo cual
m(U) ={e} y m(UNV) =127, donde e es el lazo constante en xy. Por otra parte, V se deforma por
retracciéon al borde del octagono, el cual es homeomorfo a S' Vv S* v S' v S, Por lo tanto, tenemos
11 (V) =Z*Z+7Z + Z. Entonces, m1(U) * w1 (V) es el grupo libre con cuatro generadores.

Figura 3.5: Modelo del doble toro como un cociente.

De acuerdo con el teorema de Van Kampen, obtenemos 71 (U U V') al cocientar m1(U) * w1 (V)
con su subgrupo normal N generado por los [a]y[aly', con [a] € T (UNV). Si [a] € m(UNV),
tenemos que [a]y es nulo porque 71 (U) es trivial. Por otro lado, si [a] genera a 71 (V'), entonces «
es homotodpico al borde del octdgono en 71(V). Luego, tenemos [a]y = [aba~1b~tede=rd ™y . Por
lo tanto, en notacion de generadores y relaciones, el grupo fundamental del toro esta dado por

m (T2 # T?) = (Z*Z+Z*Z)/N = {(a,b,c,d | aba b tede td™ 1 = 1)

Un argumento similar puede darse para la suma conexa de n toros, también llamada una superficie de
género n. En este caso, vemos que el grupo fundamental de una superficie de género n es un cociente

del grupo libre con 2n generadores ai,b1,...,a,,b,. En términos de generadores y relaciones, este
grupo es
T (T2 # - # T2) = (a1,b1,. .., an, by | arbra] o7t - - anbna, 1o, = 1).
n toros
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cAPITULO 4

Triangulaciones y superficies

En este capitulo hacemos un breve tratamiento teorico de triangulaciones con el fin de encami-
narnos a estudiar otras estructuras de la topologia algebraica, los denominados grupos de homologia.
Posteriormente, analizamos algunos algoritmos para la generacién de triangulaciones. Un texto que
expande en el topico de triangulaciones es el presentado por De Loera, Rambau y Santos [17].

4.1. Complejos simpliciales

El capitulo pasado estudiamos el grupo fundamental, una estructura algebraica derivada de un
espacio topologico. Este grupo tiene la ventaja de estar definido sobre cualquier espacio arbitrario,
que ademas resulta ser un invariante no solo bajo homeomorfismos, sino que también sobre equiva-
lencia homotoépica de espacios conexos por caminos. No obstante, el grupo fundamental viene con
algunos inconvenientes.

En primer lugar, no contamos con un procedimiento estandarizado para calcular el grupo fun-
damental de un espacio arbitrario X. Dicho procedimiento requeriria describir con maéas detalle la
coleccion de lazos en X con punto base comin, la cual no posee una clasificacion clara y facilmente
puede ser de cardinal no contable dependiendo de la topologia en X. Ademas, requerimos de un al-
goritmo de decision que identifique si dos lazos son homotopicos por caminos entre si. Sin embargo,
la definicién de homotopia por caminos descansa en la existencia de cierto mapeo H : I x I — X la
cual por el momento no hay esperanza de determinar algoritmicamente.

Hasta el momento hemos calculado tinicamente un par de grupos fundamentales no triviales, lo
cual requiri6 herramienta sofisticada como el teorema de Van Kampen. No obstante, esta herramienta
queda obsoleta cuando estudiamos espacios méas generales que no podemos describir inmediatamente,
como sumas conexas o productos de espacios. Como via alterna, nos encaminamos a estudiar otra
estructura algebraica, los grupos de homologia, que gozan de una mayor facilidad de calculo.

Con este objetivo en mente, restringimos nuestro enfoque a espacios con una estructura particular,
los llamados espacios triangulables. Describimos estos espacios en el lenguaje de los simplices, como
vemos a continuacion.
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Definicion 4.1. Una combinacion convexa de un conjunto de puntos vy, ...,vix € R™ es una combi-
nacion lineal v ="Y"_, \;v;, donde cada coeficiente \; es no negativo y > =y A; = 1. Cuando no se
exige la no negatividad de los \;, se dice que la combinacion lineal es afin. El casco convexo (afin)
de un conjunto de puntos es el conjunto de todas sus combinaciones convezras (afines).

Definicion 4.2. Un conjunto de puntos vy, ...,vx € R™ es afinmente independiente si todo sub-
conjunto propio de vg,...,vr produce un casco afin estrictamente contenido en el casco afin de

Voy -y V.

Equivalentemente, se dice que un conjunto de puntos vg, ..., vy es afinmente independiente si, y
solo si, el conjunto v; — vg,v2 — v, ...,V — Vg es linealmente independiente.

Definicion 4.3. Un k-simplex es el casco convero de un conjunto de k + 1 puntos afinmente inde-
pendientes, y se dice que un k-simplex tiene dimension k.

Usamos el término simplex para referirnos a un k-simplex sin una dimension especifica, y simplices
para su plural. De particular interés seran los simplices de dimensiones 0, 1 y 2, los cuales llamamos
vértices, aristas y tridngulos, respectivamente. Incluimos abajo ilustraciones de algunos simplices de
dimensiones 0 a 3.

°

Figura 4.1: Simplices de dimensiones 0, 1, 2 y 3, de izquierda a derecha.
Definicion 4.4. Una cara de un k-simpler con vértices vg,...,vr es un k'-simplex, con k' < k,
definido por un subconjunto de los vértices vg, ..., V.

Los simplices forman los bloques de construccion de los espacios topologicos a los que restringimos
nuestro enfoque. Intuitivamente, “pegamos” un conjunto de simplices en algin espacio euclidiano,
cara con cara, para formar una estructura mas grande. Formalizamos esto con la definicion de
complejo simplicial.

Definicion 4.5. Un complejo simplicial es una coleccion finita K de simplices que cumple

s Sio € K, entonces K contiene todas las caras de o.
: / / o : -
w Sio,0’ € K, entonces o y o’ son disjuntos o se intersecan en una cara comun.
En ocasiones usamos el término complejo para hablar de complejos simpliciales. Definimos la
dimensién de un complejo simplicial como la maxima dimensiéon de sus simplices.

Dado un complejo simplicial K, se emplea la notacion | K| cuando se desea tratar al complejo en
su calidad de espacio topolégico. Dotamos a | K| de la topologia de subespacio, heredada del espacio
euclidiano donde habita K. Al espacio |K| se le denomina polihedro.

Definicion 4.6. Una triangulacion de un espacio topoldgico X es un complejo simplicial K junto
con un homeomorfismo h : |K| — X. Si dicha triangulacion existe, el espacio X se dice triangulable.
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Se sigue que “ser triangulable” es un invariante topologico.

Como anticipabamos, la coleccién de espacios triangulables es restricta. En primer lugar, todo
polihedro proviene de un espacio euclidiano y por lo tanto es metrizable. Segundo, todo polihedro
puede descomponerse como unién finita de cascos convexos, por lo que | K| es cerrado en un espacio
euclidiano y, por lo tanto, compacto. Entonces, cualquier espacio triangulable, el cual debe ser
homeomorfo a algin polihedro, también debe ser metrizable y compacto. Esto puede parecer una
concesion fuerte, pero multiples espacios de interés cumplen con esta descripciéon, como vemos en la
siguiente seccion.

Antes de continuar con las triangulaciones, mencionamos algunos conceptos en relacion a la
orientacion de un simplex.

Definicion 4.7. Un k-simplex o con vértices v, ..., v es orientado si sus vértices tienen asociado
un orden (v, . .., vg). Decimos que dos drdenes son equivalentes si estos difieren por una permutacion
par. La orientacion de o es la clase de equivalencia del orden de sus vértices bajo esta relacion.

Usamos la notacion vg - - - v, para referirnos al k-simplex orientado generado por los vértices
Vg, ...,V con ese orden. Cuando k > 0, vemos que un k-simplex tiene exactamente dos posibles
orientaciones, cada una correspondiente a una de las clases laterales del subgrupo de permutaciones
pares en el grupo de permutaciones de k + 1 elementos. Un 0O-simplex posee una tnica orientacion.

Finalmente, como referencia futura que sera tutil al momento de estudiar homologia, definimos
la orientacion que un simplex induce en sus caras.

Definicion 4.8. Sea o el k-simplex orientado vy - - - vk, y sea o; la cara de o obtenida de eliminar
el vértice v; de o. El orden vy -+ - v;_1v;11 - - - Vg define una orientacion para o;. Si i es par, dotamos
a o; de esta orientacion, y si i es impar, dotamos a o; de la orientacion opuesta.

4.2. Calculo de triangulaciones

Aunque los espacios triangulables forman una coleccién de espacios muy restringidos ante la
gran familia de espacios topoldgicos generales, resulta que multiples espacios topologicos de interés
admiten una triangulacién. En especifico, nos referimos a superficies compactas. Un resultado por
Rado6 garantiza que cada superficie compacta es triangulable [2I]. Ahora, buscamos métodos de
construccion de triangulaciones.

4.2.1. Triangulacién por parametrizaciéon

En primer lugar, notamos que una superficie parametrizada como f : [a,b] X [¢,d] C R? — R3 es
facilmente triangulable, pues su dominio admite una triangulaciéon. Como ejemplo, consideramos el
problema, de triangular el toro T2. Si T? tiene radio mayor R y radio menor 7, una parametrizacién
f:]0,27] x [0,27] — R del toro esta dada por

f(u,v) = ((R + rcosv) cosu, (R + rcosv) sinu, rsinv). (4.1)

Vemos que el dominio [0, 27] x [0, 27] del toro es una superficie compacta, con lo cual admite una
triangulacién por el teorema de Radé. Podemos construir explicitamente un complejo simplicial de
dimensién 2 como en la Figura que triangule a [0, 27] x [0, 27]. Ahora, si consideramos la coleccion
de imagenes de los simplices de este complejo bajo f, obtenemos otro complejo simplicial en R?,
también de dimension 2, que es homeomorfo al toro. Ya que identificamos los lados opuestos del
cuadrado [0, 27] x [0, 27] al formar a T2, nuestra triangulacion del toro utiliza 9 vértices, 27 aristas
y 18 tridangulos. Mostramos este complejo también en la Figura [1.2]
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Figura 4.2: Triangulacién del dominio de una parametrizaciéon f de T? y su imagen bajo f.

Si partimos el dominio de f en tridngulos mas finos, obtenemos un polihedro que conserva el
homeomorfismo con el toro y que se asemeja més a la imagen suave de f. Al triangular espacios,
nos interesa que los complejos sean lo mas simples posibles, pero por fines visuales exploramos la
visualizacién de complejos mas grandes.

Cuando lidiamos con un alto nimero de tridngulos en R3, optamos por sombrear estos para
comunicar profundidad. En el caso donde tratamos con una superficie suave orientable, generada
por una parametrizacion f(u,v), calculamos un campo normal unitario a la superficie, dado por la
normalizacion de O, f X 0, f, y lo evaluamos en todos los vértices del complejo. Luego, aproximamos
el vector normal a cada triangulo como el promedio de los vectores normales unitarios de sus vértices.
Si definimos un vector constante que represente una direccién de iluminacion, el producto interno de
este vector con el campo normal indica el grado de iluminaciéon que se debe asignar a cada tridngulo.

4.2.2. Cubos marchantes

A diferencia del toro de la seccién anterior, no todas las superficies que deseamos triangular
poseen una parametrizacién tan agradable. Una representaciéon comun de superficies en R? puede
darse de forma implicita como el conjunto de ceros de una funciéon F : R? — R. Como ejemplo, el
toro visto arriba queda determinado por los ceros de

F(z,y,2) = (2?2 + y® + 22 + R* — r?)? — 4R*(2? + ). (4.2)

Discutimos un algoritmo, denominado cubos marchantes, que ataca el problema de encontrar una
triangulacién de una superficie implicita compacta. Este algoritmo, inicialmente descrito por Loren-
sen en 1987, surgi6 en el contexto de procesamiento de imagenes a partir de datos médicos en tres
dimensiones [I8].

Dada una superficie S definida implicitamente por los ceros de F : R® — R, encontramos un
R > 0 suficientemente grande tal que la caja [—R, R]> C R3 contenga a S. Consideramos una
particion de [~ R, R] en n segmentos de igual longitud, la cual induce un reticulado de n® cubos de
igual tamaifio en [— R, R]3. El algoritmo procede por un esquema de dividir y conquistar, triangulando
la, interseccién de S con cada uno de los n3 cubos anteriores.

Para cada cubo, evaluamos F en sus vértices. Etiquetamos un vértice con un 1 si su imagen bajo
F' es positiva, o con un 0 en caso contrario. Notamos que las aristas del cubo que conectan vértices
con etiquetas distintas indican dénde la superficie interseca al cubo. Como tenemos 8 vértices en cada
cubo y dos posibles etiquetas por vértice, existen 28 = 256 posibles formas en las que la superficie
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interseca un cubo. Generamos una tabla que indique como construir tridngulos en el cubo de acuerdo
con cada caso. A su vez, asociamos un vector normal unitario a cada tridngulo generado via una
estimacion del gradiente de F', obtenido con el método de diferencia finita.

En realidad, muchos de los 256 casos en los que S interseca un cubo resultan equivalentes gracias
a las simetrias del cubo. Lorensen define una lista con 15 configuraciones fundamentales que resumen
estos, la cual se muestra en la Figura [4.3]

-
b /ﬁ%

Q:-

> il

Figura 4.3: Las 15 posibles intersecciones de una superficie con cada cubo [18].

Desde su concepcion, el algoritmo ha visto mejoras de rendimiento y precision. En este trabajo
se emplea la version de Lewiner del algoritmo de cubos marchantes cuando se busca triangular una
superficie en R? dada de forma implicita. Esta versién ofrece un método mas eficiente al original
propuesto por Lorensen, que ademés garantiza que el polihedro resultante es homeomorfo a la
superficie original [16].

(a) Por parametrizacion. (b) Por cubos marchantes.

Figura 4.4: Triangulaciones de un toro.

En la Figura[f.4] mostramos dos triangulaciones de un toro obtenidas por los métodos discutidos.
La triangulacion en la izquierda fue obtenida a partir de la parametrizacion vista en[{.1] La triangu-
lacion en la derecha se dedujo del algoritmo de cubos marchantes segin la expresion [£.2 Empleamos
la implementaciéon de cubos marchantes de la libreria scikit del lenguaje de programacién Python,
la cual emplea la version de Lewiner. Como puede apreciarse, la segunda triangulacién guarda la
apariencia del reticulado cibico utilizado por el algoritmo de cubos marchantes, en contraste con la
triangulacién mas suave en la izquierda.
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La triangulacion via parametrizacion de la Figura [£.4] emplea 800 triangulos, mientras que la
triangulacion via cubos marchantes de la misma figura utiliza 832 tridngulos. Vemos que la primera
triangulaciéon ofrece una imagen més suave que la segunda triangulacién, a pesar de que la primera
cuenta con menos simplices. Esto es de esperarse, pues el método de cubos marchantes no busca
optimizar el tamano o posicién de los tridngulos. El algoritmo, al proceder con un esquema de
dividir y conquistar, no conoce la geometria global de la superficie ni distribuye los triangulos de
acuerdo a esta. Con frecuencia el algoritmo genera tridngulos pequenos o con édngulos muy agudos
que no aportan mucho a la suavidad de la imagen, en comparacién a los tridngulos generados por una
parametrizacién. Sin embargo, cubos marchantes nos permite triangular algoritmicamente superficies
dificiles de parametrizar.
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CAPITULO b

Homologia simplicial

Con los conceptos de complejos simpliciales y triangulaciones introducidos en el capitulo [
procedemos a estudiar los grupos de homologia. Estos grupos, junto con el grupo fundamental,
son las estructuras algebraicas principales que utiliza la topologia algebraica para estudiar espacios
topologicos. Destacamos que estos grupos a estudiar en este capitulo gozan de una descripciéon mas
discreta que el grupo fundamental, con lo cual son mas simples de lidiar computacionalmente.

Las primera seccién expone las definiciones y enunciados bésicos de la teoria, mientras que la
segunda ofrece un ejemplo de célculo de los grupos de homologia. La tercera seccion brevemente
describe una variante binaria de estos grupos que enriquece a las estructuras, y la cuarta seccién
introduce un problema de optimizacion respecto a las mismas. Como en el capitulo |3] puede encon-
trarse un desarrollo mas amplio de esta teoria en un libro de texto de topologia algebraica [2] 13 [19].

5.1. Grupos de homologia

Los grupos de homologia se construyen en el lenguaje de los grupos libres. Un breve tratamiento
de este y otros conceptos relacionados se encuentra en la seccién [2.1

Definicién 5.1. Sea K un complejo simplicial. El grupo de g-cadenas de K, denotado por Cq(K),
es el grupo libre abeliano generado por los q-simplices orientados de K, donde tenemos las relaciones
o+ o' =0 cuando 0,0’ representan al mismo simplex con orientaciones opuestas.

Empleamos la notaciéon aditiva para la operacién del grupo libre para enfatizar que este es
abeliano. Notamos que el conjunto de g-simplices en K, con alguna orientacién, forma un conjunto
generador de Cy(K). Si 01,...,0% es un conjunto generador de Cy(K'), un elemento arbitrario en
Cy(K) es una suma formal de la forma cy01 + - - - + ¢,0y, donde cq, . .., ¢, son nameros enteros. Por
conveniencia, definimos C_;(K) = {0}.

Buscamos definir un homomorfismo entre los grupos de cadenas, lo cual hacemos a través de sus
generadores. Definimos una funcién 9, : Cq(K) — Cy—1(K), primero solo sobre los generadores de
Cy(K). Luego, extendemos 9, a todo Cy(K) via 9y(c101 + -+ - + cxok) = c104(01) + -+ - + ¢, 04 (o),
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verificando que las relaciones en C,(K) se mantengan bajo 9.

Formalmente, estamos empleando la presentacién de Cy(XK) en generadores y relaciones para
definir un homomorfismo de Cy(K) a Cy_1(K), como en el teorema Dado que ambos grupos
son abelianos, solo debemos verificar que las relaciones adicionales o + o/ = 0 en la definicion 5.1
satisfacen 9,(c + o’) = 0.

Definicién 5.2. El operador borde 0y : Cy(K) — Cy_1(K) es el homomorfismo tal que, para todo
generador vy - - - vq de Cy(K), se tiene

On(vo -+ - vg) :Z(—l)i(vo---zﬁi~-~vq), (5.1)

donde vg - - - U; -+ - vq es la i-ésima cara de vy - - - v, obtenida de eliminar al vértice v;. Decimos que
d(o) es el borde del simplex o.

Usamos la notacion 0 para discutir operadores borde sin necesidad de especificar una dimension.
Vemos que (—1)*(vg, ..., ¥;,...,vq) cuenta con la orientacion inducida por el simplex original, como
en la definicion [£:8] En lo que sigue, denotamos a esta cara orientada por o;. Con esta notacion,
tenemos J(o) = > 0;.

Ahora, verificamos que el operador frontera satisface las relaciones impuestas en el grupo libre
abeliano Cy(K). Sean 0,0’ € C,(K) simplices con orientaciones opuestas. Mostramos que las caras
o; y o} también tienen orientaciones opuestas. Si 0 = vov1v2 - - - Uy, representamos a o’ por el mismo
orden de o pero adicionamos una transposicion entre vy y v1, con lo cual ¢’ = v1vgva - - - v4. Estos
ordenes difieren por una permutacion impar, y por lo tanto representan orientaciones opuestas de
un mismo sfmplex. Si i > 2, entonces o; = (—1) (vov1ve -+ ¥; - - vy) ¥ 0h = (=1) (v1vve - - - T; - - - vy)
también difieren por la transposicién entre vg y v;. Si ¢ = 0, tenemos o¢p = vive - vy ¥ o
—ViV2 Vg, ¥ Sl & = 1, tenemos o1 = —vgv2-- v ¥ o] = vvg - -vq. En cualquier caso, o; y o
también tienen orientaciones opuestas. Con esto, se cumple

0g(0+0') = 04(0) + 0g(0") =D i+ > o= (oi+0])=> 0=0.

Ya que 0, respeta las relaciones en Cy(K), en efecto podemos extender 9, a un homomorfismo
sobre todo C,(K'). Con el operador borde bien definido, procedemos a mostrar uno de los resultados
centrales de la homologia simplicial.

N

Teorema 5.1. La composicion 0y 0 Ogt1 : Cy1(K) — Cy_1(K) es el homomorfismo nulo.

Demostracion. Sea 0 = vg - vg41 € Cqr1(K) un generador. Mostramos que 0y 0 0g+1 anula a o.
De la definicién tenemos

g+1 g+1 g+1
94(0g+1(0)) = 04 <Z Uz') = Zaq(oi) =3 > oy (5.2)

i=0  j#i
0<j<q+1

donde o;; es la cara orientada de o obtenida de remover los vértices v; y v;, en ese orden. Analizamos
con mas detalle cada una de las ¢ - (¢ + 1) caras orientadas o;; de la ecuacion viendo los casos
donde ¢ > j y i < j por separado. Vemos que

SI’L>‘]7 O'Z'j:(—1)i+j('l}0"-'UAj-"'lfi-'-’l}q),

Sii<j, oy= (=1 g b0 vy).

Sii > j, v; se encuentra en la j-ésima entrada, tanto de o como de o;. Luego, el signo de o;; en este
caso es (—1)"*J. Por otra parte, si i < j, notamos que v;, que usualmente se encuentra en la j-ésima
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entrada de o, se ubica en la (j — 1)-ésima entrada de ;. Por lo tanto, el signo que acompaia a o;;
es (—1)i-1L,

Con esto vemos que, para i # j, las caras 0;; y 0;; en la suma poseen orientaciones opuestas
y se cancelan. Dado que esto ocurre para los ¢ (¢ + 1)/2 pares de indices i # j, la suma se anula
en su totalidad. Por lo tanto, tenemos (9, 0 9441)(0) = 0. O

Este teorema nos dice que el borde de un simplex siempre posee borde nulo. Para reinterpretar
este resultado, introducimos una notacion para aquellas cadenas con borde nulo, asi como aquellas
cadenas que son un borde.

Definicién 5.3. Llamamos al kernel de 0, el subgrupo de g-ciclos de Cy(K), y lo denotamos por
Zy(K). A su vez, llamamos a la imagen de Og41 el subgrupo de g-bordes de Cy(K), y lo denotamos
por By(K).

Con esta simbologia, el teorema [5.1|nos dice que B, (K) es un subgrupo de Z,(K). Como ambos
grupos son abelianos, esto motiva a efectuar el cociente entre ellos.

Definicion 5.4. El g-ésimo grupo de homologia de K, denotado por Hy(K), es

Para cada g¢-ciclo z € Z,(K), llamamos a la clase de z en H,(K) su clase de homologia, y la
denotamos por [z]. Cuando dos ciclos comparten clase de homologia, les llamamos ciclos homdlogos.

Notamos que, siendo Z4(K), By(K) y Hy(K) grupos abelianos, podemos ver estas estructuras
como Z-mo6dulos. De hecho, un estudio mas general de la homologia construye a los grupos de
homologia como R-modulos, donde R puede ser otro anillo de interés.

Dado que Cy(K) proviene de un complejo simplicial K, tanto C,(K) como sus subgrupos Z,(K)
y B4(K) son finitamente generados. Luego, H,(K) también es un grupo finitamente generado.
Por el teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados, tenemos el isomorfis-
mo H,(K) = ZP+@T, donde T es un grupo abeliano finito de torsion y 3, es un entero no negativo.
Al entero B, se le llama el g-ésimo nimero de Betti de K.

Los grupos de homologia de un complejo simplicial resultan ser invariantes bajo la equivalencia
homotopica de su polihedro asociado. Esto puede probarse siguiendo un esquema similar al de
la prueba del teorema [3.6] el cual muestra muestra que el grupo fundamental es invariante entre
espacios topologicos homotdpicamente equivalentes y conexos por caminos. Dados dos complejos
simpliciales K y L y dos equivalencias homotopicas f : |K| — |L|y ¢ : |L| — | K| inversas entre si, se
definen homomorfismos inducidos fgs : Hy(K) — Hy(L) ¥ gg« : Hq(L) — Hy(K) entre los grupos de
homologia de K y L. Luego, se muestra que estos son en realidad isomorfismos. Sin embargo, estas
demostraciones demandan un trabajo considerablemente mayor que la prueba del teorema dada
la estructura adicional de los complejos simpliciales y la libertad de elecciéon de una triangulacion
para representar un polihedro. Una prueba completa siguiendo este esquema puede encontrarse, por
ejemplo, en el libro de texto de Armstrong [2].

La invarianza de los grupos de homologia entre polihedros con homotopicamente equivalentes
permite dotarle grupos de homologia a espacios topologicos triangulables. Si X es un espacio trian-
gulable, existe un complejo simplicial K cuyo polihedro | K| es homeomorfo a X. Con esto, definimos
el g-ésimo grupo de homologia de X como Hy(X) = Hy(K).

Finalmente, un resultado importante de la teorfa de homologia es la relaciéon entre el primer grupo
de homologia de un polihedro con su grupo fundamental. Sin entrar a los detalles de la prueba puede
mostrarse que, para un complejo K tal que el polihedro |K| es conexo por caminos, el primer grupo
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de homologia H;(K) es la abelianizacion del grupo fundamental m(|K]). Al igual que la prueba
de la invarianza de los grupos de homologia, esta prueba exige herramienta previa que estudie el
comportamiento de funciones continuas entre polihedros. Resaltamos que este resultado también
puede deducirse desde un contexto méas general, utilizando el concepto de homologia singular [13].

5.2. Ejemplo de calculo

Ahora que construimos los grupos de homologia, presentamos un ejemplo de su calculo en un
complejo simplicial particular. Realizamos los calculos a mano, preparando un esquema para compu-
tarizar nuestro procedimiento en el capitulo siguiente. Sea K el complejo simplicial 2-dimensional
mostrado en la Figura Aca, la region sombreada indica la presencia de un 2-simplex. Asi, K
cuenta con 1 tridngulo, 7 aristas y 5 vértices, y es homotopicamente equivalente a S7 V S7.

U1 U3

Vo V2 V4
Figura 5.1: Complejo simplicial K.

Utilizamos estos simplices como los generadores de los primeros tres grupos de cadenas de K,
orientados de acuerdo al orden de los indices de sus vértices. Explicitamente, los generadores son

vértices de K : wvg, vy, V2, U3, VU4,
aristas de K : wvgvy, vgvU2, V1V, U1V3, Va3, Va4, U3V4,
triangulos de K : vivqvs.
Buscamos identificar los grupos de homologia de K a partir de estos generadores. En primer lugar,

vemos que Cy(K) es trivial para todo ¢ > 2, pues el complejo K es 2-dimensional. Entonces Z,(K),
y por lo tanto H,(K), también son triviales para todo g > 2.

Luego, calculamos Hy(K'). Conocemos que Zo(K) = Co(K) ya que C_1(K) es trivial. Ademaés,
vemos que By(K) es generado por los 0;(0), con o un generador de C;(K). Estos bordes son de la
forma 0; (v;v;) = v; —v; para cada arista v;v;. Ahora, si v;, v; son vértices cualquiera de K, notamos
que existe otro vértice vy, tal que 01 (v;vg+vrv;) = O1 (vivE) +01 (Vkv;) = (v —v;)+(v; —vg) = v —v;.
Entonces, todos los vértices de K son homologos entre si, es decir, Hyo(K) = Z.

Ahora, calculamos H;(K). De inmediato tenemos que Bi(K) = Imds = (by), donde by =
02 (v1v9v3) = vav3 — V1U3 + vavz. Calcular Z;(K) requiere un poco mas de trabajo. Consideramos
un elemento arbitrario o en C4(K), dado por

o = ¢co(vov1) + ¢1(vove) + c2(v1v2) + c3(v1v3) + ca(vavs) + c5(vavy) + co(v3v4).

Buscamos condiciones sobre los ¢; que equivalgan a d;(c) = 0. Aplicando 9; en esta igualdad y
empleando la propiedad 0;(v;v;) = v; — v; para cada arista v;v;, se sigue

0= (co(v1) = co(vo)) + (c1(v2) — e1(vo)) + (c2(v2) — c2(v1)) + (e3(v3) — e3(v1))
+ (ca(v3) — ca(v2)) + (c5(va) — c5(v2)) + (c6(va) — co(v3)).
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o bien, agrupando términos,

0= (—Co — Cl)(’Uo) + (Co — Cy — 63)(1}1) + ((31 +co —cq — 05)(’02)
+ (c3 + ¢4 —c6)(v3) + (5 + c6)(va)-

Dado que los generadores en Cy(K) no poseen relaciones entre si, la igualdad anterior se cumple
tnicamente cuando los coeficientes que acompanan a los 0-simplices son nulos. Esto produce un
sistema de 5 ecuaciones, una por cada vértice, en las 7 variables ¢;’s, una por cada arista. En
términos de matrices, buscamos el kernel de la matriz

-1 -1 0 0 0 0 0
1 0 -1 -1 0 0 0
0 1 1 0 -1 -1 0
0 0 0 1 1 0 -1
0 0 0 0 0 1 1

Notamos que esta es la matriz de adyacencia de un grafo dirigido asociado al complejo K, con la
direccion de las aristas dada por su orientacion. Tras encontrar este kernel con eliminacién gaussiana,
obtenemos un conjunto de generadores para Z;(K) = ker 9y, con 3 1-ciclos dados por

Z1 = VgU1 — VgV2 + V1V,
29 = —UU1 + VgV2 — V1V3 + V2, V3,

23 = UgU1 — VU2 + V1V3 — V2V4 + VU304,

b
Finalmente, se corrobora que by = —z1 + 22 = v1v2 + V203 + v3v1, con lo cual Hy(K) = ([z1], [23])
Z & Z. La Figura ilustra la interpretacion geométrica de los generadores de Z1(K) y By (K),
facilita la visualizacién de sus relaciones algebraicas.

U1 U3

Vo V2 V4
Figura 5.2: Generadores de los grupos Z;(K) (azul) y By1(K) (rojo).

Finalmente, para calcular Ho(K), vemos que el tinico generador de C3(K) no es un ciclo, con
lo cual Z5(K) es trivial. En consecuencia, Ho(K) también es trivial. Notamos que cada grupo de
homologia de K se descompone como la suma de copias de Z, sin necesidad de anadir subrupos de
torsion. Los g-ésimos nimeros de Betti de K encontrados fueron 3y =1, 81 = 2y 3, = 0 para q > 2.

A diferencia del grupo fundamental de un espacio topolégico, el ejemplo anterior ilustra que los
grupos de homologia de un complejo simplicial pueden calcularse de forma sistematica. Sin embargo,
el calculo anterior resulta engorroso y su desarrollo a mano puede escalar con facilidad para complejos
ligeramente mas grandes. Por lo tanto, esto motiva a implementar un algoritmo computacional para
calcular grupos de homologia. El método visto en esta secciéon resume la esencia del primer algoritmo
presentado en el [6}
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5.3. Homologia con coeficientes en Z,

El grupo de g-cadenas Cy(K) de un complejo simplicial K fue introducido al inicio del presente
capitulo como un grupo libre abeliano generado por los ¢-simplices orientados de K. En este grupo,
cada g-cadena es una suma formal de la forma c¢y01+- - -+cgog, donde o1, . . ., o son g-simplices de K
y ¢1,...,C, son numeros enteros. Este concepto puede generalizarse de tal forma que los coeficientes
¢; que acompanan a los simplices ya no estén restrictos a ser enteros, si no que puedan provenir de
cualquier anillo R. De interés para nosotros es el caso donde R es el campo Zs.

Sea K un complejo simplicial. Consideramos al grupo abeliano Cy(K,Z>) dado por todas las
sumas formales cyo1 + - - - + cxok, donde o1, ..., 0k son g-simplices orientados de K y ¢y, ..., ¢, son
elementos de Zg. Como en el caso de C,(K), agregamos las relaciones o + 0’ = 0 en Cy(K,Zs)
cuando o, 0’ representan al mismo simplex con orientaciones opuestas. Llamamos a Cy(K,Zs3) el
grupo de g-cadenas de K con coeficientes en Z,. Notamos que Cy (K, Z2) es una imagen homomorfa
de Cy(K), pues estamos conservando su estructura pero introducimos las relaciones o + o = 0 para
todo o € Cy(K), lo cual obliga a los coeficientes de las cadenas a ser binarios.

El resto de objetos introducidos en este capitulo pueden traducirse al trato de g-cadenas con
coeficientes en Zy. En particular, el operador borde de la definicion [5.2) se traduce al operador borde
0q 1 Cq(K,Zy) — Cy_1(K,Zs) dado por

Og(vo -+ vg) = (Vo -+ 0; -+ vg). (5.3)

1=0

Podemos ignorar los signos de los coeficientes de la cadena porque estamos trabajando en Zs. Res-
pecto a este operador, definimos los correspondientes subrgrupos de ciclos y bordes de K con co-
eficientes en Zs, y los denotamos por Z,(K,Zy) y By(K,Zs). Llamamos al cociente Hy(K,Zy) =
Zy(K,Z2)/By(K,Zy) €l q-ésimo grupo de homologia de K con coeficientes en Zs. Puede mostrarse
que H,(K,Z2) también es un invariante bajo la equivalencia homotoépica de |K]|.

Al considerar homologia con coeficientes en Zs, perdemos informacién que brindan los grupos
de homologia con coeficientes enteros sobre el espacio |K|. En particular, ya no contamos con una
nocion de orientacion de cadenas. A cambio de esta concesion, hemos dotado a los grupos de cadenas,
ciclos, bordes y de homologfa de una estructura de espacio vectorial sobre Zs, lo cual no era posible
considerando cadenas de coeficientes enteros. La relacion entre H,(K,Zs) y H,(K) puede hacerse
precisa con el teorema de coeficientes universales de homologia, un resultado mas avanzado de la
teorfa de homologia [I3]. En particular notamos que, cuando los grupos de homologia no cuentan
con subgrupos de torsion, tenemos el isomorfismo de espacios vectoriales Hy (K, Zs) = Zg *, donde S,
es el rango de H,(K). Notamos ademaés que, gracias a que los coeficientes de este espacio pertenecen
a un campo finito, H, (K, Zy) también es finito y posee 204 elementos.

Dada esta estructura de espacio vectorial, podemos introducir nuevo lenguaje que no era posible
dos secciones atras. Recordamos que dos g-ciclos que comparten clases de homologia son llamados
ciclos homologos. Ahora, si 21, . . ., zx son g-ciclos con coeficientes en Zo cuyas clases [z1],. .., [2x] son
linealmente independientes en el espacio vectorial H; (K, Z2), decimos que el conjunto de ciclos es
homdlogamente independiente. Notamos que, como consecuencia del uso de coeficientes binarios, dos
ciclos z1, 29 € Z4(K, Z2) son homoélogamente independientes si los vectores coordenados de sus clases
de homologia son distintos. Entonces, dos ciclos son homélogos u homologamente independientes.

Aprovechamos la estructura de espacio vectorial de los grupos de homologia con coeficientes en
Zs para facilitar su calculo, empleando las técnicas del algebra lineal, que veremos en el capitulo [6]
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5.4. Bases de homologia 6ptimas

Un conjunto de g-ciclos 21, ...,2, es una base de homologia de H,(K,Zs) si [z1],...,[23,] es
una base de Hy(K,Zy). Podemos hablar de bases de H,(K,Z3) ya que estamos seguros de que este
es un espacio vectorial. Buscamos optimizar estas bases de acuerdo a una funcion objetivo.

Como todo complejo simplicial K se encuentra incrustado en un espacio euclidiano, a cada g¢-
simplex o de K podemos asociarle un real positivo ¢(¢) dado por el volumen g¢-dimensional que
encierra 0. Ademas, podemos extender este volumen a una funcién ¢ : Cy(K,Z;) — Rt dada por
lor+ -+ o) =L(01) + -+ L o) para todo o1 + - - - + o1 € Co(K, Zy).

Definicion 5.5. Una base de homologia z1, ..., z2p, de Hy(K,Z3) es optima si ) €(z;) es minimo
entre las bases de homologia de Hy(K,Zs).

Se ha mostrado que el problema de encontrar una base de homologia 6éptima en el caso g > 1 es
NP-dificil, asi que nos concentramos en el caso ¢ = 1 [4]. Ac4, nos interesa una descripcion de los
elementos de una base de homologfa 6ptima de H;(K,Zsy). Aprovechamos esta propiedad para los
algoritmos del siguiente capitulo.

Primero, notamos que la colecciones de O-simplices y 1-simplices de K definen los vértices Vi y
aristas Fx de un grafo Gx = (Vi, Fk). De este modo, existe una correspondencia biyectiva entre
1-cadenas de C1(K,Zs) y subgrafos de Gk. Podemos ponderar al grafo Gk con la misma funcion
longitud ¢ anterior, y discutir nuestro problema de optimizacién empleando la herramienta de teoria
de grafos. Usamos la terminologia discutida en la seccion

Empleamos el término ciclo con precaucion, pues podemos referirnos a un elemento de Z; (K, Zs)
o un subgrafo de G . Sin embargo, existe cierto paralelo entre los ciclos de Z;(K,Zs) y los ciclos de
Gk. Siz=zox1 - xTo es un ciclo en Gk, su 1-cadena asociada en C;(K,Zs) es un 1-ciclo, pues

k-1 k-1 k-1
d(z)=0 (:z:kxo + Z :z:ixH_l) = 0(zkxo) + Z O(xixit1) = (xg + x0) + Z i+ Tiy1)
=0

i=0 i=0
= (zx + o) + (xo + xx) = 0.

Sin embargo, el converso no es siempre cierto. Un ciclo en Z1 (K, Zs) no necesariamente corresponde
a un ciclo en Gk. Es més, un ciclo en Z; (K, Zs) no debe corresponder a un camino cerrado en G,
pues un ciclo en Z3 (K, Zs) puede tener dos componentes conexas en G .

Figura 5.3: Tipos de ciclos en un complejo.
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La Figura ejemplifica los distintos tipos de ciclos con los que trabajamos. Se presenta un
complejo 2-dimensional, donde las regiones grises simbolizan presencia de tridngulos. El complejo
es homotopicamente equivalente a S', por lo que H;(K,Z) = Z. En rojo, se muestra un ciclo de
Z1(K,Zs) que no es un ciclo de Gk, ya que contiene un vértice que se visita mas de 2 veces. En
verde se muestra un ciclo de G que no es un ciclo ajustado. Vemos que un requisito para ser un
ciclo ajustado es contener todas las aristas del grafo originial que unen vértices del ciclo, pues estas
aristas son caminos de distancia minima entre pares de vértices adyacentes. Finalmente, en azul se
muestra un ciclo ajustado que no pertenece a una base de homologia, pues este ciclo es el borde de
un triangulo.

Un ciclo de Gi que puede pertenecer a una base de homologia es el ciclo compuesto por los 13
vértices externos del grafo. Como Hy(K,Z) = 7Z, estas bases cuentan con un tnico ciclo. Existen
multiples ciclos que forman una base de homologia, pero tnicamente el ciclo compuesto por los 7
vértices internos de Gi forma una base de homologia éptima.

Buscamos mostrar que los ciclos de un base de homologia 6ptima si corresponden a ciclos de
Gk, que ademas cumplen con la siguiente caracteristica. Esta propiedad fue mostrada por Erickson
y Whittlesey como parte de uno de los algoritmos que mostramos en el capitulo |§| [10].

Definicion 5.6. Un ciclo en Gk es ajustado si, para todo par de vértices u,v del ciclo, este contiene
un camino de distancia minima en Gg de u a v.

Lema 5.1. Todo ciclo de una base de homologia dptima de Hy(K,Z2) es un ciclo ajustado de G .

Demostracion. Sea z1, 23, ..., zp, una base de homologia 6ptima de H; (K, Z3). Iniciamos mostrando
que cada z; corresponde a un subgrafo conexo de G. Por el absurdo, supéngase que algin z; no
cumple este requisito, digamos, z1. Sean wy, ..., wy las componentes conexas de z; en Gk, donde
notamos que z; = Z w;. Como los w; no comparten vértices, tenemos 6(w1) = 0 para cada w;, con
lo cual los w; son ciclos. Vemos que al menos un w; es homologamente independiente a zo, ..., 2k,
pues de otro modo [z1] = [wy + -+ + wi] = [w1] + - - - + [wg] no seria linealmente independiente de
[22], ..., [28,]- Sin pérdida de generalidad, sea w; homologamente independiente a 2o, . . ., zx. Se sigue
que wi, 22, .., 2, es una base de homologia de Hy(K,Zz) con longitud menor que z1,22,..., 23,
una contradiccién. Por lo tanto, cada ciclo en 21, 22, ..., 23, es un subgrafo conexo de G.

Para un z; fijo, notamos que cada vértice de z; debe ser incidente a un ntmero par de aristas
distintas en z;, de modo que la suma de los bordes de las aristas de z; se anulen y tengamos 9(z;) = 0.
Luego, todos los vértices de z; poseen grado par en z;. Por el corolario cada z; es la union de
ciclos de G que no comparten aristas a pares. En el lenguaje de 1-cadenas de K, z; es suma de
ciclos de Gg.

Ahora, suponemos por contradicciéon que algin z; no es un ciclo de G, digamos, z; de nuevo.
Entonces, z; se descompone como la suma de dos o més ciclos wy, ..., w, de Gx que no comparten
aristas a pares. De nuevo, podemos asumir que w; es homologamente independiente a 2o, . . ., 2k, pues
de otro modo contradecimos que z1, ..., 2 es una base de homologia. Obtenemos que wy, 29, .. ., 2k
es una base de homologia de longitud menor que zi,...,z;, un absurdo. Entonces, cada z; es un
ciclo de Gg.

Finalmente, supongase que z; no es ajustado. Entonces, existen dos vértices u y v de z; tales
que 21 no contiene el camino més corto v de u a v en Gi. Notamos que u y v dividen a z; en dos
caminos simples « y § tales que z; = a + . Consideramos a los ciclos 2] = a+~vyy z2{ =8+~
de Z,(K,Zs), donde vemos que z; = 2] + z{. Como en las pruebas anteriores, esto produce una
contradicciéon. Por lo tanto, cada z; es un ciclo ajustado de G . O
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CAPITULO ©

Algoritmos de identificacién de grupos de homologia

En este capitulo, describimos algoritmos para la identificacién de grupos de homologia de un
complejo simplicial, los cuales describimos en el capitulo [5} El primero de estos algoritmos busca
una base de homologia arbitraria, para ¢-ciclos de cualquier dimensién. Por otra parte, el segundo
y tercer algoritmo presentan una base de homologia 6ptima en el caso 1-dimensional, donde el
complejo estudiado es conexo. Para describir estos procesos, nos apoyamos tanto de la teoria vista
en el capitulo [f] como de otras areas de la matematica. De especial uso son el algebra lineal, la teoria
de grafos y la teoria de matroides.

Iniciamos nuestra discusion en la primera seccién describiendo las estructuras de datos utilizadas
para almacenar simplices y cadenas, entre otros objetos. Luego, la segunda, tercera y cuarta seccion
detallan los algoritmos mencionados. Por ultimo, la quinta seccién compara la complejidad de tiempo
de ejecucion de estos algoritmos.

6.1. Estructuras de datos

Describimos las estructuras de datos que utilizamos para representar objetos de interés dentro
de los algoritmos. En especifico, dado un complejo simplicial K, deseamos almacenar sus simplices,
sus cadenas, los vectores coordenados asociados a estas cadenas y los operadores borde.

= Simplices: Iniciamos etiquetando los vértices de K con nameros enteros de 0 a ng — 1. Para
futura referencia, llamamos n, a la cantidad de g-simplices de K. Representamos a cualquier
g-simplex de K a través de una lista ordenada (v, ...,v,) de longitud ¢ + 1, cuyas entradas
constituyen las etiquetas de los vértices que definen al g-simplex. Dado que la orientaciéon de
un simplex no es relevante al tratar homologia con coeficientes en Zs, no nos preocupamos por
el orden de esta lista. Como convencién, ordenamos las etiquetas de los vértices de un simplex
segun su orden como nimeros enteros.

= Cadenas: Recordamos que una g-cadena es una suma formal de g-simplices. Denotamos el
espacio de las g-cadenas de K con coeficientes en Zg por C, (K, Zs). Notamos que una cadena
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o1+ -+ o en Cy(K,Z2) puede asociarse a un tnico subconjunto {o1,...,0x} del conjunto
de g-simplices de K, gracias a los coeficientes binarios y la conmutatividad en C, (K, Z2). Por
lo tanto, representamos una g-cadena o1 + - -+ 4+ o como una lista ordenada de longitud k,
cuyas entradas son g-simplices en su representacion de listas ordenadas de longitud g + 1. De
nuevo, no nos preocupamos por el orden de estos ¢g-simplices en la lista de longitud k.

En la practica, en lugar de representar una g-cadena o1 + - - - 4+ 0} con una lista de k sub-listas
de ¢ + 1 entradas cada una, empaquetamos esta lista de listas en una matriz de k x (¢ + 1).
Por ejemplo, si deseamos almacenar el borde del tridngulo vgvive, dado por v1vs + vove + Vo1,
empleamos la matriz

V1 V2
02(vo,v1,v2) = | vo V2
vo V1

» Vectores coordenados: Como alternativa a la estructura anterior, podemos representar cadenas
en Cy(K,Zsy) con sus vectores coordenados gracias a que Cy(K,Zsy) es finito-dimensional.

Utilizamos como base canénica de C, (K, Z3) el listado ordenado o1, ..., 0y, de g-simplices de
K. Vemos que o € Cy(K,Zy) tiene vector coordenado (ci,...,¢n,) € Zy? si, y solo si,
g

o= E Ci0;,

i=1

Obtenemos el vector coordenado de una g-cadena o a partir de la matriz que la almacena.
Iteramos sobre la base canénica o1, ...,0y,, y hacemos ¢; = 1 si 0; se encuentra en una de las
filas de la matriz que almacena a o, y ¢; = 0 en caso contrario. Esta revision se beneficia de que
los simplices se almacenan con una estructura ordenada. Una implementacion més eficiente
para el calculo de vectores coordenados involucra una tabla hash, una estructura de datos que
asocia cada elemento de la base de Cy (K, Z3) con su posicion en esta base.

= Operadores borde: Estos operadores son transformaciones lineales entre espacios vectorial finito-
dimensionales, por lo que podemos representarlos con matrices. En concreto, si ng y ng—1 son
las dimensiones de Cy(K,Zsy) y Cq—1(K, Z3), €l operador borde 0, : Cy(K,Zs) — Cy_1(K,Z2)
se representa con una matriz d,; de ny—1 X ng. Una vez contamos con bases canénicas para los
espacios de cadenas, construimos 9, colocando en su j-ésima columna el vector coordenado de
la (¢ — 1)-cadena J,(c;), donde o; es el j-ésimo elemento de la base de C, (K, Zs).

6.2. Algoritmo de base de homologia arbitraria

Este algoritmo calcula una base de homologia de H, (K, Z2) de un complejo simplicial K. Como
describimos en la seccion un conjunto de g¢-ciclos en Z,(K,Zs) es una base de homologia si
el conjuntos de sus clases de equivalencia en H,(K,Zs) = Z,(K,Z2)/By(K,Z3) es una base del
espacio cociente. La entrada del algoritmo son tres listas con los simplices de K de dimensiones
g+ 1, ¢y ¢ — 1. Empaquetamos las listas de entrada en las matrices S¢1, Sq ¥ S4—1, al estilo de
la estructura de datos de cadenas descrita en la seccion anterior. Alternativamente, la entrada del
algoritmo puede ser el complejo simplicial K en su totalidad, en cuyo caso pueden calcularse todos
los grupos de homologia de K.

La estrategia del algoritmo simula la construccion tipica de una base de un espacio vectorial
cociente, como se presenta en un texto de algebra lineal. Conocemos que el g-ésimo grupo de ho-
mologia H,(K,Z2) resulta ser un espacio vectorial, dado por el cociente del espacio de g-ciclos
Z4(K,Z3) = ker 0, entre el subespacio de g-bordes By(K,Z2) = Im0yy1. Entonces, el célculo de
H,(K,Z3) se remonta al estudio de tres espacios de cadenas y dos operadores borde entre ellos,
dados por

8q+1 : Cq+1(K7 Zg) — Cq(K, ZQ) y 8q : OQ(K, ZQ) — Cq_l(K, ZQ)
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Construimos conjuntos generadores de Z,(K,Zs) y By(K,Z2) a partir de las representaciones ma-
triciales 8441 y 04 de estos operadores. De inmediato vemos que las columnas de ;41 generan a
Im 0y41. Para encontrar una base de ker 0, calculamos la forma reducida escalonada por renglones
de 9, utilizando eliminacién gaussiana. Empaquetamos los vectores coordenados de la base de ker 9,
encontrada en las columnas de una matriz Z.

Ahora procedemos con el calculo de la base de homologia. Del algebra lineal, conocemos que una
base del cociente de interés Z,(K,Zy)/By(K, Z3) puede obtenerse de los generadores de Z, (K, Zs) y
B, (K, Zs) segtn el teorema de rango y nulidad. Construimos la matriz aumentada [@441 | Z], donde
recordamos que las columnas de @441 generan a B, (K, Zs). Leemos las columnas de [8411 | Z] de
izquierda a derecha, y anotamos los indices de aquellas columnas que son linealmente independientes
a las anteriores. Las columnas anotadas en 8,41 forman una base de B,(K,Z2), mientras que las
columnas anotadas en Z forman una base del cociente. Estas columnas de Z representan la base de
homologia buscada.

En la practica, verificar en cada iteracion que cada columna en [8,11 | Z] es independiente de las
columnas a su izquierda es costoso. Resulta més econémico procesar todas las columnas al mismo
tiempo, empleando eliminacion gaussiana. Sea [, ; | Z'] la forma reducida escalonada por renglones
de [04+1 | Z]. Entonces, las columnas con pivote de [, | Z'] son precisamente aquellas que son
linealmente independientes a las columnas a su izquierda, tanto en la matriz original como en la
reducida. Entonces, la salida del algoritmo se traduce a aquellas columnas de Z donde la columna
correspondiente en Z' tiene un pivote.

Resumimos los pasos discutidos en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 2 HomArb

Entrada: Listas Sq41, Sq ¥y S¢—1 de simplices de K de dimensiones ¢+ 1, ¢ y ¢ — 1.
Salida: Vectores coordenados de ciclos de una base de homologia de Hy(K, Zs).

1: Construir las matrices 9g41 y 8.

2: Construir la matriz Z cuyas columnas forman una base de ker 8.

3: Aplicar eliminacién gaussiana a [@y11 | Z] para obtener [3] ., | Z'].

4: retornar Columnas de Z que tienen pivote en Z’.

6.3. Algoritmo de base de homologia 6ptima ingenua

Este algoritmo calcula una base de homologia éptima para Hy (K, Zs). Como en la seccién una
base de homologia es 6ptima si la suma de sus longitudes respecto a una funcién ¢ : Cy(K,Zs) — R*
es minima. Nos restringimos al caso 1-dimensional por la dificultad de este problema en dimensiones
mas altas [4]. A su vez, nos restringimos a complejos conexos, pues el proceso emplea extensivamente
arboles de expansion. Este algoritmo surgi6é en el contexto de la teoria de grafos y origina de una
publicacion por Horton [I4]. Posteriormente, Erickson y Whittlesey adaptaron dicho resultado al
lenguaje de la homologia [10].

La entrada de este algoritmo también estd compuesta por tres listas de simplices de K, dadas
por los tridngulos, aristas y vértices de K. Sin embargo, podemos deducir la lista de vértices a partir
de la lista de aristas conociendo que K es conexo. Empaquetamos las listas de triangulos y aristas
en Fy v Ex como en el algoritmo Por ltimo, requerimos de una lista con las longitudes
de las aristas de K en R3.

La idea principal detras de este método se encuentra en identificar nuestro problema de opti-
mizaciéon como un matroide ponderado y aplicar una estrategia voraz. Puede revisarse la seccién
[2:3] para un tratamiento detallado de los elementos basicos de la teorfa de matroides. Para hacer
esta identificacién, primero construimos una nueva funcién w que nos permita transformar nuestro
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problema de minimizacién en uno de maximizacion. Sea £,4x una constante mayor a la méxima lon-
gitud de una arista de K. Para toda arista o de K, definimos a la funciéon de valores reales positivos
w(o) = bnsx — £(0). Extendemos w a Cy(K,Zs) via w(oy + -+ -+ o) = w(oy) + -+ + w(oy) para
todo o1 + -+ 4+ o) € C1(K,Zs). Con esta funcion, caracterizamos a las bases de homologia 6ptimas
como bases de homologia z1,. .., 2, tales que w(z1) + -+ w(zs,) es maximo.

Ahora, identificamos el problema de encontrar una base de homologia 6éptima como el problema
de encontrar un subconjunto independiente 6ptimo en un matroide ponderado M = (II,Z). Sea
IT = Z1 (K, Zs) e T la coleccion de subconjuntos de IT dados por ciclos homologamente independientes
entre si. Es decir, {z1,...,2;} € Z si, y solo si, {[z1],...,[zx]} es linealmente independiente en
H,(K,Zs). Dado que H;(K,Zs) es un espacio vectorial, puede verificarse que M = (II,Z) satisface
la definicion de matroide. Si dotamos a M de la funcién peso w, obtenemos un matroide
ponderado cuyos subconjuntos independientes éptimos corresponden a bases de homologia 6ptimas.
Por el teorema [2.7] conocemos que el algoritmo voraz en M ofrece una solucion al problema.

6.3.1. Construccion del matroide

Analizamos al problema de listar todos los elementos de II = Z; (K, Z>). Ingenuamente, pudiéra-
mos crear una lista de todas las 1-cadenas de K y verificar cuales son 1-ciclos, calculando el borde de
cada una de ellas. No obstante, de inmediato tenemos un inconveniente, pues existen 2™ 1-cadenas
en K. Aunque podamos generar un listado de todos los 1-ciclos de K de otro modo, la longitud de
tal listado serfa de orden exponencial respecto a dim Z;(K,Z2). En btisqueda de un algoritmo con
complejidad de tiempo polinomial, restringimos II a un subconjunto propio de Z;(K,Zs), pero que
aun contenga al menos una base de homologia 6éptima.

Nos apoyamos de la teoria de grafos para esta construccion. Puede revisarse la seccion [2.2] para
un cubrimiento basico del topico. Sea G = (Vi, Fi) el grafo conexo dado por los vértices y aristas
de K. Para cada par de vértices u,v € Vi, definimos a Gk [u,v] como el camino mas corto en G
de u a v segun la funcién longitud ¢. En caso de que exista més de un camino de longitud minima
de u a v, seleccionamos como Gk [u, v] al menor camino segin el orden lexicografico de sus listas de
vértices.

Primero, para cada vértice v € Vi, construimos un conjunto II,, de ciclos de G del siguiente
modo. Consideramos al grafo T, cuyas aristas estan dadas por todos los caminos Gg[v,v'] con
v’ € Vi. Se sigue que T, es un arbol de distancia méas corta con raiz en v, el cual podemos construir
con el algoritmo de Dijkstra. En la Figura [6.1] incluimos una ilustracién de uno de estos arboles,
donde K es una triangulacion del doble toro y v es el vértice resaltado.

Figura 6.1: Arbol de distancia mas corta en la triangulacién de un doble toro.
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Segundo, para cada arista e € Ex — E(T),), consideramos el ciclo ¢(7T,,e) de Gk dado por la
suma de e con el tinico camino simple en T, que une los vértices de e. Este camino existe y es tnico
dado que T, es un arbol de expansion. Si e = ujuz, obtenemos este camino via G g [v, u1|+ Gk [v, us].
Definimos a II,, como el conjunto de estos ciclos, es decir,

IT, = {¢(Ty,e) : e € Ex — E(T,)}, paratodov € Vk.

Finalmente, definimos Il = UUEVK IT,. Argumentamos que II es una coleccion de subconjuntos de
Z1(K,Zs) que contiene una base de homologia optima de Hi(K,Zs). Es mas, mostramos que II
contiene todas estas bases.

Teorema 6.1. El conjunto de ciclos I1 contiene todas las bases de homologia dptimas de Hi(K,Zs).

Demostracion. Mostramos que II contiene todos los ciclos ajustados de G . Esto es suficiente para
obtener el resultado, pues el lema [5.1] garantiza que todo ciclo en una base de homologia 6ptima es
un ciclo ajustado de G

Sea z = vgvy - - - v,V un ciclo ajustado de G k. Notamos que, para cada v; en z, existen tinicamente
dos caminos simples de vy a v; en z, dados por vovy -+ - V;—1V; ¥ VU - - - V;4+10;. Entonces,

Gilvo,vi] = vov1---vi—1v; 0 Grlvo, vi] = VoV - - - Vig10;.

Sea v; el vértice de indice maximo en z tal que Gg[vg,v;] = vov1 ---v;. Luego, Gklvg,vj+1] =
VoUk - - - Vj41, con lo cual v;v;11 no pertenece a T, . Entonces, tenemos

z = Gklvo,v;] + G [vo, vjt1] + vjvj41 = ©(Tos vjvj41) € Iy, CIL

por lo que z € II. Entonces, todo ciclo ajustado de Gk pertenece a II. O

Resumimos la construccion de II en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3 ConstruCiclos

Entrada: Lista Ex de aristas de K.
Salida: Conjunto IT con todos los ciclos ajustados de G-

1 I1« 0.

2: para cada v € Vi hacer

3: Construir arbol de distancia méas corta T,, de Gx con raiz en v.
4 para cada v;v; € Ex — E(T,) hacer

5: z = Gglv,v] + Ggv,v;] + viv;.

6: L II+ ITU{z}.

7: retornar II.

El conjunto II contiene todos los ciclos ajustados de G i, aunque contiene otra variedad de ciclos.
Para ver esto, consideramos el complejo simplicial de la Figura[6.2] El complejo cuenta con 5 vértices
y 6 aristas y habita en R2. En el grafo asociado G, ponderado con la funcién longitud heredada de
R?, trazamos el drbol de distancia mas corta T,,,. Vemos que (T}, ,v3v4) genera un ciclo en I, C II,
dado por v3v1v9v2v4v3. No obstante, este ciclo no es ajustado, pues no contiene a G [v1, v3] = v1vs.

A pesar de que II contiene ciclos que nunca pudieran formar parte de una base de homologia, II
es mucho més pequeno que la totalidad de Z;(K,Zs). Notablemente, el tamafio de II es polinomial
respecto al tamanio de Gk . Para estimar el tamano de II, vemos que cada arbol de expansion T,
debe contener los ng vértices de K, con lo cual T, siempre posee ng — 1 aristas. Luego, para cada
v € Vi existen n; — (ng — 1) aristas en Ex que no pertenecen a E(T,). Entonces, cada II, posee
n1 — ng + 1 ciclos distintos. Como contamos con ng conjuntos II,, se sigue

|H| S ?’LQ|HU| = no(n1 ) + 1) (61)
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Figura 6.2: Arbol de distancia mas corta con raiz en vy en un grafo G .

6.3.2. Ejecucion del algoritmo voraz

Definimos en II el matroide ponderado M = (II,Z), donde Z es la coleccion de subconjuntos
de ciclos en IT homoélogamente independientes entre si. Empleamos como funcién peso la funcién w
discutida antes. Procedemos a aplicar una versiéon del algoritmo voraz en II.

Como en el algoritmo le delegamos la prueba de independencia del algoritmo voraz a la
eliminacién gaussiana. Construimos 8> y una matriz IT cuyas columnas son los vectores coordenados
de los ciclos en II. Como en el algoritmo voraz, ordenamos estas columnas de izquierda a derecha
segin la longitud de los ciclos que representan, ubicando en la izquierda los ciclos que minimizan a ¢,
o bien, que maximizan a w. Notamos que la longitud de cada ciclo ¢(T,, u1us) € II puede calcularse
durante su construccion en el algoritmo via

U p(Ty,e)) = L(Gklv,u1]) + UGk v, uz]) — 20(G kv, u]) + L(urusz), (6.2)

donde u es ultimo vértice comun en los caminos G [v,u1] y Gk [v, us]. Esto optimiza el calculo de
las longitudes de ciclos, pues ya conocemos las longitudes de G [v, u1], Gk [v,us] y Gk v, u] por el
algoritmo de Dijkstra.

Consideramos la matriz aumentada [@; | II] y encontramos su forma reducida escalonada por
renglones [8 | IT']. Las columnas con pivote en la matriz reducida vuelven a representar aquellas
que son linealmente independientes a las columnas a su izquierda. Ademaés, dada la inclusion de
la submatriz 8o, las columnas con pivote en IT' representan aquellas cuyas clases de homologia
son linealmente independientes a las clases de homologia de las columnas a su izquierda. Estos son
precisamente los ciclos que debe elegir el algoritmo voraz. Por el teorema[2.7} estos ciclos forman una
base de homologia 6ptima. Entonces, la salida del algoritmo son las columnas de IT cuyas columnas
correspondientes en IT’ tiene un pivote.

El pseudocédigo de este algoritmo es el siguiente.

Algoritmo 4 HomOptl

Entrada: Listas Fx y Ex de tridngulos y aristas de K. Lista de longitudes de aristas de K.
Salida: Vectores coordenados de ciclos de una base de homologia 6ptima de H; (K, Zs).
1: Construir la matriz 5.
Construir I con el algoritmo
Construir la matriz IT y ordenar sus columnas segun /.
Aplicar eliminacion gaussiana a [8 | II] para obtener [84 | IT'].
retornar Columnas de IT que tienen pivote en IT’.

AN A o
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6.4. Algoritmo de base de homologia 6ptima con anotaciones

En esta seccién presentamos una version mas eficiente del algoritmo para el calculo
de una base de homologia optima de H;(K,Zz). Volvemos a restringirnos a ciclos 1-dimensionales
en complejos conexos. En nuestro tratamiento del algoritmo vimos que el problema de
encontrar una base de homologia 6ptima de H;(K,Zs) equivale a encontrar un subconjunto éptimo
en un matroide ponderado, lo cual logramos a través de un algoritmo voraz. Aca procedemos con
la misma estrategia, utilizando el mismo matroide proveido por el algoritmo La
novedad en esta seccién consiste en optimizar la revision de independencia entre ciclos que requiere
el algoritmo voraz. La publicacion original de este algoritmo se encuentra en [3].

En el algoritmo aplicamos eliminacion gaussiana a una matriz [0:|II] para evaluar
independencia de ciclos. Por la ecuacion sabemos que IT cuenta con ng(ny —ng + 1) columnas,
con posibles repeticiones. Luego, IT es de ny X ng(n; — ng + 1). La eliminacion gaussiana de esta
matriz resulta en el paso mas costoso del algoritmo, por lo que buscamos una alternativa. Con este
fin, introducimos el concepto de anotacion de aristas.

Definiciéon 6.1. Sea K un complejo simplicial y H una base ordenada de H1(K, Z2). Una anotacion
de las aristas de K respecto a H es una funcion a : Ex — (Z2)P" tal que, para todo 1-ciclo z, tenemos
que Y .. a(e) es el vector coordenado de [z] respecto a H. Decimos que a(e) es la anotacion de la
arista e, y definimos a(z) = ., a(e) como la anotacion del 1-ciclo z.

En este algoritmo, optimizamos la revisiéon de independencia entre ciclos calculando primero los
vectores coordenados de sus clases de homologia. Los vectores coordenados de las clases de homologia
ofrecen una ventaja computacional sobre los vectores de los ciclos, pues en la practica estos son mucho
menores en longitud. Como la definicién sugiere, podemos realizar esta tarea a través de una
anotacion de las aristas de K. Suponiendo que invertimos una pequena cantidad de tiempo en este
proceso, relativo al tiempo que requiere reducir la matriz [ | IT], podemos acelerar la identificacion
de ciclos homoélogamente independientes. Entonces, procedemos a calcular una anotaciéon de K.

6.4.1. Anotacion de aristas

Primero, fijamos un arbol de expansién T en Gk, por ejemplo, un arbol de expansién minimo.
Como en el algoritmo para toda arista e € Ex — E(T) consideramos el ciclo ¢(T, e) dado
por la suma de e con el Gnico camino simple en T que une los vértices de e. Cuando e € E(T)
definimos (T, e) = 0. Mostramos que Z = {p(T,e) : e € Ex — E(T)} es una base de Z, (K, Z2) que
goza de cierta facilidad para representar ciclos.

Teorema 6.2. Sea K un complejo simplicial y'T un drbol de expansion en Gk . El conjunto de ciclos
Z ={p(T,e) e € Ex — E(T)} es una base de Z1(K,Zs). Ademds, para todo ciclo z € Z1(K,Zs)

tenemos
z= Z o(T,e).

ecz

Demostracion. Probamos que Z es un conjunto linealmente independiente en Z; (K, Z3). Vemos que
cada arista e € Fx — F(T) aparece unicamente en el ciclo (T, e) de Z. Luego, ¢(T,e) nunca es
combinacion lineal del resto de ciclos en Z. Repitiendo este argumento para el resto de ciclos en z,
tenemos que Z es un conjunto linealmente independiente en Z; (K, Zs).

Ahora, mostramos que Z genera a Z1(K,Z). Sea z € Z1(K, Z3). Vemos que, como 9(z) = 0, cada
vértice de z es adyacente a un ntimero par de vértices de z. Entonces, si v es un vértice fijo de Vi,
la suma de los T'[v, u1] 4+ T'[v, ug] sobre todos los ujug € 2 se anula. Por lo tanto,

z= Z UpUg = Z (T, u1] + Tlv, ug] + ugug) = Z (T, urusg).

UTU2€EZ ULU2EZ ULU2EZ
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Por lo tanto, los ciclos en Z son un conjunto generador de Z;(K,Zs). En conclusion, Z es una base
de Hy(K,Zs). En particular, vemos que dim Z1 (K, Zs) = |Z| =n1 —no + 1. O

Segundo, una vez contamos con Z, una base de Z;(K,Zs), identificamos en ella una base de
homologia como en los algoritmos anteriores. Respecto a esta base de homologia es que definiremos
la anotacion de aristas. Construimos las matrices 82 y Z, donde las columnas de Z son vectores
coordenados de ciclos en Z. Consideramos la matriz [0 | Z] y su forma reducida escalonada por
renglones [0} | Z']. Las columnas de 83 que resultan con pivote en 8 forman una base de By (K, Zs),
mientras que las columnas de Z que resultan con pivote en Z’ forman una base de homologia H.

Tercero, para cada e € Ef, definimos la anotacion a(e) como el vector coordenado de [p(T, e)]
respecto a H. Si e € E(T), vemos que ¢(T,e) = 0y a(e) es el vector nulo. Para ciclos en Z es
claro que la definicién de anotacion se cumple, pues a(p(T,e)) = a(e) gracias a que el resto de
aristas de (T, e) tienen anotacion nula. Ahora, si z es un ciclo cualquiera de Z;(K,Zs) tenemos
a(z) = X e, ale) = > .c.a(e(T,e)). Por el teorema se sigue que a(z) es el vector coordenado
de [z] respecto a H. Por lo tanto, a es una anotacion de aristas.

Para calcular estas anotaciones nos asistimos de la forma reducida escalonada por renglones
[0} | Z'] empleada para identificar H. Las primeras |Z| filas de Z’ indican los vectores coordenados
de los ciclos de Z, pero esta vez respecto a la base de Z; (K, Z2) definida por las columnas con pivote
de [0} | Z']. Entonces, las filas |Z| — /1, ...,|Z| de Z' indican los vectores coordenados de las clases
de homologia de los ciclos de Z respecto a H. Esta sub-matriz de 51 x |Z|, la cual llamamos A,
contiene las anotaciones de las aristas e € Fx — E(T) empaquetadas en sus columnas. Insertamos
columnas nulas en A en posiciones donde e € F(T') hasta que A sea de 81 X n;.

El algoritmo resumido para calcular anotaciones de aristas de K es el siguiente:

Algoritmo 5 AnotAristas

Entrada: Listas Fx y Ex de tridAngulos y aristas de K.
Salida: Anotaciones de aristas de K, como lista de n; vectores en Zgl.
1: Construir la matriz 8s.
Construir arbol de expansién minimo 7' de G.
Construir la matriz Z cuyas columnas son los ciclos (T, ¢e) con e € Ex — E(T).
Aplicar eliminacion gaussiana a [@3 | Z] para obtener [0} | Z].
Asignar las filas |Z| — f1,...,|Z| de Z' a la matriz A.
Insertar columnas nulas en A en posiciones donde e € E(T).
retornar A.

N2 R e

6.4.2. Otra ejecucion del algoritmo voraz

Como en el algoritmo construimos un conjunto de ciclos II que contiene una base de
homologia con el algoritmo Definimos en IT el mismo matroide ponderado M = (II,7)
con funcién peso w, donde Z es la coleccion de ciclos en IT homoélogamente independientes entre si.
Volvemos a aplicar el algoritmo voraz en este matroide, pero modificamos la prueba de independencia
entre ciclos aprovechiandonos de la anotacién de aristas a calculada.

Para cada ciclo z € II, obtenemos el vector coordenado de [z] respecto a una base de homologia
comun calculando la anotacion a(z) de cada ciclo. Colocamos estos vectores en las columnas de una
matriz B de 81 X ng(n1 —no + 1). Siguiendo la guia del algoritmo voraz, ordenamos estas columnas
de izquierda a derecha segin la longitud de los ciclos que representan, ubicando en la izquierda
los ciclos que maximizan a w. Reciclamos el método visto en el algoritmo para medir la
longitud de estos ciclos de forma mas eficiente, usando la expresion [6.2}
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Aplicamos eliminacion gaussiana a B para obtener su forma reducida B’. Las columnas de B’
con pivotes indican los ciclos cuyas clases de homologia son linealmente independientes a las clases
de homologia de los ciclos a su izquierda. Estos son los ciclos que elige el algoritmo voraz, los cuales
forman una base de homologfa 6ptima por el teorema [2.7] Entonces, la salida del algoritmo son los
ciclos de II cuyas columnas correspondientes en B’ tienen un pivote.

En resumen, el algoritmo de identificacién de bases de homologia 6ptimas empleando anotaciones
es el siguiente:

Algoritmo 6 HomOpt2

Entrada: Listas Fx y Ex de tridngulos y aristas de K. Lista de longitudes de aristas de K.
Salida: Vectores coordenados de ciclos de una base de homologia éptima de H; (K, Zs).
Construir matriz A de anotaciones de aristas con el algoritmo

Construir II con el algoritmo

Construir matriz B de anotaciones de ciclos de II y ordenar sus columnas segin w.
Aplicar eliminacion gaussiana a B para obtener B’.

retornar Ciclos de IT que tienen pivote en B’.

Por el momento, calculamos la anotacién de cada ciclo en II individualmente, mediante la suma
de las anotaciones de sus aristas. No obstante, podemos usar un procedimiento analogo al empleado
para medir longitudes de ciclos, ilustrado con la expresion [6.2] De este modo, podemos calcular
simultdneamente todas las anotaciones de los ciclos ¢(T,, ujuz2) para un vértice v dado, a medida
que los construimos con el algoritmo

Sea v € Vi un vértice fijo. Para cada u € Vi, definimos a, (u) como la suma de las anotaciones de
las aristas en Gk [v, u|, donde a, (v) = 0. Notamos que, si v’ es el padre de u en T;,, dado por el vértice
adyacente a u en Gk v, ul, entonces a,(u) = a,(u’) + a(uw’). Asi, podemos calcular recursivamente
los a,(u) para todo u € Vi, procurando que siempre visitemos a u’ antes que u. Garantizamos esto
visitando los vértices en un orden de bisqueda por amplitud. Con los a,(u) calculados, la anotacion
del ciclo (T, uyus) esta dada por

a(o(Ty,uru2)) = a(Gglv,u1)) + a(Gr v, uz]) + a(uius) = a,(uy) + a,(ug) + a(ujusg). (6.3)

6.5. Complejidad de tiempo de ejecucién

Los algoritmos de este capitulo ofrecen tres métodos para identificar grupos de homologia sim-
plicial. Es mas, los dltimos dos ofrecen bases de homologia 6ptima, donde se optimiza la longitud
de los ciclos que representan una base de Hq(K,Zs). En esta seccion comparamos la complejidad de
tiempo de ejecuciéon de cada uno de estos algoritmos.

Empleamos la notacion “O-grande” usual para clasificar esta complejidad de tiempo y la denota-
mos por . Comparamos la complejidad con el tamano de las listas de entrada de los algoritmos. En
el caso de estas listas poseen longitud ngy1, ng y ng—1. El resto de algoritmos pide listas
de tamano no y n1, o en el caso del algoritmo solamente una lista de tamano n;.
Para facilitar el lenguaje, utilizamos un tnico n que mayore la suma de las longitudes de las listas
de entrada.

= Eliminacion gaussiana: Sea M una matriz de my X mo. Notamos que, como méximo, contamos
con min(my, mso) pivotes en esta matriz. Si un pivote se encuentra en la entrada (ig, jo) de M,
se requiere modificar todas las entradas (i, j) de M fuera de la fila i donde la entrada (4, jo)
sea distinta de 0. Como méximo, deben realizarse (m; — 1)mgy de estas modificaciones. Por lo
tanto, la eliminacion gaussiana de M tiene complejidad O(mymso min(my,ms)).
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. Iniciamos calculando las matrices borde 8,41 y 8, de dimensiones ny X ng41y ng—1 x
nq. Cada vector coordenado en las columnas de estas matrices se calcula en O(n), con lo cual
ambas matrices se generan en O(n?). El resto del algoritmo se resume en aplicar eliminacion
gaussiana a las matrices 8, y [04+1 | Z]. Dado que estas matrices tienen dimensiones del orden
n x n, este paso se logra en O(n?). Entonces, el algoritmo es O(n?).

. El bucle exterior de este algoritmo se ejectua ng veces, una por cada vértice
v € Vk. En cada iteracion, el arbol de expansion T, se construye en O(nglogng) con el
algoritmo de Dijkstra [5]. Por otra parte, el bucle interior se efecttia ny — ng+ 1 veces, una por
cada arista w;u; € Ex — E(T,). Para cada una de estas aristas se calcula el camino simple en
T, que une u; con u;. A lo sumo, este camino posee ny aristas y se encuentra en O(nq). En
resumen, el algoritmo se ejecuta en O(ng(nylogng + (n1 — ng + 1)n1)), o bien, O(n?).

= [HomOpt1} Construimos a 8y en O(n?) como en el algoritmo y a Il en O(n?) con el
algoritmo [ConstruCiclos; Notamos que IT posee ng(n1 —ng + 1) elementos, cantidad del orden

n?. Luego, los vectores coordenados de los ciclos en II se calculan en O(n?). Las longitudes de
los ciclos se calculan en tiempo constante durante su construccion, y el orden de los mismos
se da en O(n?logn). Finalmente, se aplica eliminacion gaussiana a la matriz [0y | II] de
n1 X (n2 +ng(n1 —no +1)). Las dimensiones de la matriz aumentada son del orden n x n?, lo
que implica que su eliminaciéon gaussiana se logra en O(n*). Siendo este el paso més costoso
del algoritmo, el proceso en su totalidad se ejecuta en O(n?).

. Calculamos 82 en O(n?) y obtenemos un arbol de expansién minimo con el
algoritmo de Kruskal en O(nlogn) [5]. Los n; — ng + 1 ciclos de Z se encuentran en O(n?),
pues cada ciclo es de la forma T'[uy, us] + uqug y cada camino T'[uq,us] se obtiene en O(n).
Luego, formamos la matriz Z en O(n?). El tltimo paso costoso consiste en aplicar eliminacién
gaussiana a [0 | Z]. Dado que esta matriz es de ny x (ng +mn1 —ng + 1), se alcanza su forma
reducida escalonada por renglones en O(n?). Esta es también la complejidad del algoritmo.

. Ejecutamos los algoritmos [AnotAristas| y [ConstruCiclog en O(n?). Calculamos las
anotaciones de los ciclos de II como en la expresion Para cada v € Vi encontramos los
a,(u) en O(f1n), lo cual no modifica la complejidad de Con esto obtenemos
las anotaciones de los ciclos en tiempo constante durante su construccion, al igual que sus
longitudes. Luego, ordenamos los ciclos de IT en O(n?logn). Por tltimo, aplicamos eliminacién
gaussiana a la matriz de anotaciones de ciclos B, cuyas dimensiones son del orden 31 x nZ.
Tomando 3; como pequefio en relacién a n, esto se alcanza en O(S7n?). En conclusion, el

algoritmo es O(n?).

Resumimos la complejidad de los tres algoritmos principales para el calculo de bases de homologia,
[HomAxb], [HomOptl] y [HomOpt2] en el Cuadro

Algoritmo  Complejidad

HomArb O(n?)
HomOpt] O(n?)
HomOpt2 O(n?)

Cuadro 6.1: Complejidad de tiempos de ejecucion de algoritmos de célculo de homologia.
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CAPITULO [

Resultados

Implementamos todos los algoritmos vistos en el capitulo pasado en el lenguaje de programacion
Python, version 3.11. Para las tareas de reduccién a forma escalonada por renglones y calculo
de kernels se desarrolld6 una version de eliminaciéon gaussiana en Z,. Esto se decidié porque las
librerias estandar disponibles no operan en campos finitos, si no que en R. Por otro lado, en lugar de
implementar “desde cero” los algoritmos de Dijkstra y Kruskal, importamos las respectivas funciones
de la libreria scipy. Las principales librerfas usadas y sus roles fueron:

= numpy: representacion de matrices y funciones matemaéticas basicas.
= scipy: algoritmos de Dijkstra y Kruskal.

» scikit-image: algoritmo de cubos marchantes.

» matplotlib y seaborn: visualizacion de figuras 3D.

= numba: compilacién de codigo.

El paquete numba fue especialmente tutil para acelerar operaciones clave de los algoritmos, como la
eliminacién gaussiana y el algoritmo Python es un lenguaje interpretado, por lo que
compilar secciones especificas de cddigo permite alcanzar mejoras de rendimiento. Otra libreria tutil
fue numpy-stl, la cual permite leer y escribir archivos .stl. Este formato de archivo es ampliamente
usado para representar triangulaciones en tres dimensiones, sobre todo en el &mbito de impresién
3D. Finalmente, la libreria time permitié medir el tiempo de ejecucion de los algoritmos durante
experimentos.

Recapitulando, contamos con tres implementaciones de algoritmos de célculo de homologia. Estos
algoritmos son [HomArb| [HomOpt1|y [HomOpt2l El primero de estos calcula una base de homologia
arbitraria de un complejo simplicial, mientras que los tltimos dos buscan una base de homologia
o6ptima. De acuerdo con el Cuadro los algoritmos [HomArb| y [HomOpt2| tienen complejidad
de tiempo de ejecucion O(n?), mientras que [HomOptl| tiene complejidad O(n?). Aca, n es una
cantidad que mayora la suma de los tamaifios de las listas de entrada. A continuacion, corroboramos
experimentalmente la complejidad de los tiempos de ejecucion.
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7.1. Complejidad de tiempo de ejecuciéon experimental

Como diseno experimental, generamos triangulaciones del toro con distintas cantidades de tridn-
gulos a partir de una parametrizacion de la superficie, al estilo de la Figura [£.2] La cantidad de
tridngulos aumenta en intervalos aproximados de 250 para el algoritmo 1000 para el algo-
ritmo y 5000 para el algoritmo Procurando que ningin algoritmo demore mas

de 10 minutos en ejecutarse, estos intervalos generan cerca de 10 valores de medicién por algoritmo.

Medimos el tiempo de ejecucién de los algoritmos desde una computadora con un procesador
AMD Ryzen 7 5700U, RAM de 16 GB y sistema operativo Windows 11. Como adelantamos, realiza-
mos estas mediciones con la libreria time de Python. En ordenadores Windows, esta libreria ofrece
una precision de 16 milisegundos. Corremos 5 veces cada uno de los algoritmos en cada uno de sus
complejos simpliciales asociados y registramos los tiempos.

) At (s) noe At (s) no At (s)

5000 0.8 242 0.3 1058 3.7
10082 5.6 512 2.3 2048 14.6
15138 11.3 722 6.5 3042 32.7
20000 26.2 1058  20.8 4050  61.3
25088 584 1250  36.6 5000 102.3
30258 104.8 1568  83.3 6050 158.4
35378 170.9 1800 141.0 7200 240.5
40328 269.2 2048 290.3 8192 318.1
45000 396.3 2312 469.2 9248 4435
50562 579.5 - - 10082  496.7

() Fomrs ® ©

Cuadro 7.1: Tiempos de ejecucion medios de algoritmos de calculo de homologia.

En el Cuadro presentamos el tiempo medio de ejecuciéon en segundos para cada algoritmo,
junto con la cantidad de tridngulos en cada experimento. A su vez, la Figura resume estos datos
en diagramas de dispersion. Si una triangulacion del Cuadro [7.1] cuenta con ny tridngulos, se deduce
que el complejo contiene 3ny/2 aristas y no/2 vértices. Esto se debe a que, en las triangulaciones
trabajadas, cada arista es parte de 2 triangulos y cada vértice es parte de 6 tridngulos. Omitimos
dar medidas de error, ya que el coeficiente de variaciéon maximo para un algoritmo y triangulacion
dados fue 3.7 %.

600 |- 1 F 4 .

T 400 ¢ 1+ 1t 8

Tiempo de ejecucion (s
Do
(=3
(=]
T
Il
T
\
Ry
Il
T
Il

e ~
o eo— 0—770”"”‘/ 1l oo oe—* d —e— HomOpt1 || | —e— HomOpt2 ||
Il Il Il I I Il Il Il I Il Il Il Il I I
1 2 3 4 5 0.5 1 1.5 2 2.5 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Cantidad de triangulos .10* Cantidad de triangulos 103 Cantidad de triangulos 104

Figura 7.1: Tiempos de ejecucion de algoritmos de célculo de homologia

En el caso del algoritmo aunque se deseara hacer pruebas mas largas, nos encontramos
con dificultades con el uso de almacenamiento. El complejo mas grande en el que se probo este
algoritmo posee 2592 tridngulos, 3888 aristas y 1296 vértices. Dado que la ultima matriz involucrada
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en este algoritmo tiene dimensiones de ny x (na + ng(ny — ng + 1)) y usamos un byte de memoria
para almacenar cada entrada de esta, la matriz ocupa méas de 13 GB de RAM.

Como era de esperarse, es el algoritmo maés réapido entre los tres principales, seguido de
[HomOpt2]y finalmente de[HomOptI] Para precisar el orden de complejidad de estas nubes de puntos,
aplicamos una regresion de potencia para cada algoritmo, dada entre el nimero de tridngulos y el
tiempo de ejecucién medio. En concreto, si {(z;, ;) }¥_; es uno de los conjuntos de datos del Cuadro
buscamos ntmeros reales «, 8 que minimicen Zle(yi — Bx®)2. Una aproximacion usual para
a, 3 es resolver en su lugar el problema de minimos cuadrados lineal para {(log z;,log y;)}%_, . Esto se
justifica en que, si y; = Sz, aplicar logaritmos produce log y; = alog z; + log 3, una relacién lineal
entre logz; y logy;. Notamos que logaritmos de bases distintas producen los mismos coeficientes

a, B.

Aplicamos el método anterior en nuestros conjuntos de datos, una vez para cada uno de los
tres algoritmos. En la Figura [7.2] transformamos los ejes de las graficas de la Figura [7.1] en escala
logaritmica base 10 y aplicamos las regresiones lineales discutidas. Los coeficientes a y S obtenidos,
junto con los coeficientes de determinacién r2, se muestran en el Cuadro

3 = T T T ]
— ° 4 .9
= ° o °
z / 4
. . p s
NS 2+ . o 0 N
o=
3] / . °
=} é / ’
Q / [ ] /
Q s ’ /@
.G? / ./ /

A
&) 17 // // ,® |
'-U . , /
o / , bd
o ! L /
£ ‘ :
oq!—)i / //
S o " o [HomAmD |
S— / .
% / e[FomOptl]
-~ Py
, «[HomOpt
_1 | | | |

|
2.5 3 3.9 4 4.5
log(Cantidad de triangulos)

Figura 7.2: Tiempos de ejecucion de algoritmos de célculo de homologia (log-log).

Los coeficientes a del Cuadro [7.2] representan un exponente experimental de la complejidad de
tiempo de ejecucion de los algoritmos. Notamos que cada algoritmo evidencia un exponente menor
al teorico, pues se esperaba que [HomArb| [HomOptl|y [HomOpt2|tuvieran 6rdenes de complejidad 3,
4 y 3, respectivamente. En su lugar, se obtuvieron los exponentes 2.85, 3.25 y 2.21, donde notamos
que los algoritmos de homologia 6ptima son casi un orden menor a la cota teérica propuesta. Una
primera justificacion de esta diferencia es que la complejidad de la eliminacién gaussiana se ve
reducida al trabajar con matrices esparsas, es decir, matrices con gran porcentaje de entradas nulas.
Las matrices con las que trabajamos tienden a ser esparsas, pues provienen de grafos donde n; < n3.
Este factor afecta a los tres algoritmos, pues todos dependen de eliminacién gaussiana de uno u otro
modo.

Algoritmo  « B r?

HomArb  2.853 -10.739 0.993
HomOptl 3.248 -8.401 0.991
HomOpt2 2.206 -6.138 0.999

Cuadro 7.2: Coeficientes de regresiones lineales.
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Respecto a los algoritmos [HomOpt1| y [HomOpt2 otra explicacién se encuentra en la holgada
cota de complejidad asignada a ConstruCiclosl Se estableci6 que este algoritmo es O(n?), donde un
factor n de n3 proviene de asumir que la cantidad maxima de aristas en uno de estos ciclos es n;.
Sin embargo, para las triangulaciones del toro empleadas en los experimentos, esta cota nunca se
alcanza. Por el contrario, es frecuente construir ciclos con pocas aristas, incluso con solo 3 vértices.

La Figura muestra la maxima cantidad de aristas de un ciclo construido por
al aplicar el algoritmo en triangulaciones del toro. Una regresion de potencia contra la cantidad de
tridngulos en el complejo, la cual adjuntamos en la Figura {% indica que esta cota es del orden
O(n%>16). Entonces, para los algoritmos [HomOpt1|y [HomOpt2} esta cota explica una porcion de la
diferencia entre las complejidades de los cuadros y

T T

120 |- o
2 1
2 100 | oo 8
— e 0
< .9.
< 80| o’ |
ke o0®
= 4
= 60| ," =
3 o
)
< 40 =
g
CI| ]
= /

0L ! ! ! ! ! ! L]

0 1 2 3 4 5 6
Cantidad de tridngulos 103

Figura 7.3: Méaxima cantidad de aristas en un ciclo construido por [ConstruCiclos

7.2. CaAlculos de bases de homologia arbitrarias

Ahora, presentamos las salidas de los algoritmos en algunos complejos particulares. Iniciamos
con el algoritmo En la Figura[7.4] se muestran generadores del primer grupo de homologia
con coeficientes en Zs de un toro y un doble toro encontrados por este algoritmo. De parte del toro,
tenemos 2 generadores, mientras que el doble toro posee 4. Esto se alinea con los resultados de la
teoria algebraica. Como demostramos con el teorema de Van Kampen, los grupos fundamentales de
estos espacios son 1 (T) = Zy X Zy y m1(T?) = (a,b,c,d | aba= b~ tede™1d~1). Abelianizar estos
grupos e introducir coeficientes en Zs en efecto devuelve los grupos de homologia H(T?,Zy) = 73
y Hi(T?#T2?,Zy) = 73.

En la Figura presentamos un par de calculos méas de bases de homologia encontradas por
La Figura muestra un modelo famoso en el campo de disefio 3D en computadora,
denominado la taza de Utah. Topologicamente, la taza de Utah es homeomorfa a un doble toro. Este
modelo data de 1975 y fue desarrollado por Martin Newell en la universidad mencionada. La trian-
gulacién empleada, asi como muchas otras a continuacién, se obtuvieron del sitio web Thingyverse,
un foro gratuito para compartir modelos disenados para impresion 3D.

Por otra parte, la Figura [7.5b] muestra una superficie de género 3. Abordamos esta superficie
en la siguiente seccion, pues esta visualizacion evidencia claramente un problema recurrente en las
bases de homologia encontradas al momento. Los ciclos de las bases de homologia vistas resultan
con multiples aristas compartidas entre si. En primera instancia, ya es desafiante identificar los
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(a) Toro (b) Doble toro

Figura 7.4: Bases de homologia arbitrarias de un toro y un doble toro.

ciclos dada su falta de optimalidad, pero este problema se agrava cuando no pueden observarse la
totalidad de los ciclos simultaneamente porque ocupan un mismo puesto. En consecuencia, los ciclos
en la Figura [7.5b] se ven opacados por el tltimo ciclo trazado, en este caso el visto en verde claro.
Nos abstenemos de presentar més ejemplos con este algoritmo, pues este problema es mas serio en
complejos mas grandes con mas agujeros.

(a) Taza de té de Utah (b) Superficie de género 3.

Figura 7.5: Més bases de homologia arbitrarias.

Para explicar este fen6meno, analizamos la esparcidad de las matrices que participan en el al-
goritmo Definimos la esparcidad de una matriz como el cociente entre la cantidad de
entradas no nulas y la cantidad de entradas totales de la matriz. Un breve calculo muestra que 9
y 01, de dimensiones ny X ny y ng X ny, tienen esparcidades 3/n; y 2/ng. En la triangulacion del
toro con 5000 tridngulos, estas esparcidades son de 4.0 x 1074 y 8.0 x 10~*. Sin embargo, para esta
misma triangulacién, las primeras 1000 filas de Z poseen esparcidad 1.0 x 1072, Esta esparcidad se
encuentra dos ordenes de magnitud por encima de las primeras dos, y se debe a que la eliminacién
gaussiana no necesariamente preserva la esparcidad de las matrices. La alta esparcidad de Z propicia
que sus columnas seleccionadas para formar parte de la base de homologia compartan entradas no
nulas en las mismas posiciones, generando aristas compartidas.

Aunque este algoritmo no se luce en la calidad visual de las bases de homologia encontradas,
ofrece el calculo de la dimensiéon del grupo de homologia en tiempo récord, el cual por su
cuenta transmite conocimiento sobre el complejo a analizar. Ademas, [HomArb| verifica los resultados
de los siguientes algoritmos. En los complejos de la siguiente seccion, se ejecutd para cada
triangulacion antes de ejecutar los otros algoritmos, pues ofrece una vista previa para
determinar si los resultados experimentales son tedricamente correctos, sin necesidad de invertir
mucho tiempo.
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7.3. Calculos de bases de homologia 6ptimas

Evaluamos el desempeno de los algoritmos [HomOptl| y [HomOpt2| calculando una variedad de
ejemplos. En realidad, las bases de homologia encontradas son ambas 6ptimas y en ocasiones muy
similares. Por lo tanto, dada la superior eficiencia del algoritmo le delegamos a este el
célculo de homologia de los ejemplos a seguir. En primer lugar, calculamos la homologia de algunas
superficies conocidas provenientes de ecuaciones implicitas, para luego comparar los resultados con
la teorfa, similar al tratamiento dado al algoritmo Después, calculamos la homologia de
objetos mas exdticos, provenientes de modelos para impresion 3D.

(a) Cicloide de Dupin. (b) Doble toro.

(d) Superficie de género 2. (e) Superficie de género 3. (f) Botella de Klein.

(g) Superficie P de Schwarz. (h) Giroide de Schoen.

Figura 7.6: Bases de homologia éptimas.

En la Figura presentamos 8 ejemplos de complejos con sus bases de homologia 6ptimas. En
cada figura, el color de los ciclos se determina por el orden de sus longitudes, donde los ciclos cortos
utilizan matices méas violetas y azules que los ciclos largos, los cuales se representan con matices
amarillos y verdes. Vemos que, en contraste con el algoritmo visto en la seccién anterior,
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los ciclos de las bases encontradas por raramente comparten aristas, con lo cual son
facilmente distinguibles entre si. Ademas, la optimalidad de los ciclos comunica mejor al estructura
homologica de los complejos en comparacion a los ciclos arbitrarios anteriores.

En primer lugar, en la Figura [7.6a] contamos con un cicloide de Duplin, descrito a través de la
ecuacion
(2 + 9y + 22 + b2 — d*)? — 4(ax — cd)? — 4b*y* = 0. (7.1)

para algunas constantes a, b, c,d. En este ejemplo, se emplearon las constantes a = 1, b = 0.97,
¢ = 0.2y d=0.3. Como puede apreciarse, el cicloide de Duplin es homeomorfo al toro, con lo cual
Hy(K,Z5) también posee dos generadores. En la Figura contamos con un doble toro y denuevo
vemos 4 ciclos generadores, como en la Figura

La Figura [7.6¢| muestra un toro con lo que parece ser dos agujeros adicionales. Este complejo es
homotoépicamente equivalente a un toro pinchado dos veces. Puede mostrarse que el toro pinchado
una vez es homotépicamente equivalente a S Vv S!, mientras que el toro pinchado dos veces es
homotépicamente equivalente a SV S!V S'. Entonces, por el teorema de Van Kampen se sigue que
el toro pinchado dos veces posee grupo fundamental 71 (S Vv SV S') = Z % Z x Z. La abelianizacion
de este grupo fundamental produce un primer grupo de homologia con 3 generadores.

La figuras[7.6d]y [7.6¢l muestran superficies de género 2 y 3, homeomorfas a la suma conexa de dos y
tres toros, respectivamente. Estas superficies fueron obtenidas de las siguientes ecuaciones implicitas.
Como se esperaba, sus bases de homologia cuentan con cuentan con 4 y 6 ciclos generadores.

Figura[7.6d} 2y(y? — 32%)(1 — 22) + (2® +v*)? — (92 — 1)(1 — 2%) = 0. (7.2)
Figura (x—2)2%(x+2%+(y—2)°%(y+2)%+ (2 — 2)%(2 + 2)? (7.3)

+3(xy? + 2222 + y?2?) + 6ryz — 10(2® + oy +2%) +22 =0. .
La Figura es distinta, pues muestra una inmersién de la botella de Klein en R? como una super-
ficie con auto intersecciones. La homologia de esta inmersion no necesariamente refleja la homologia
de la botella de Klein, pues simplemente estamos calculando la base de homologia de un comple-
jo utilizado para representar este objeto en tres dimensiones. Dicho esto, coincidentemente puede
mostrarse que el primer grupo de homologia con coeficientes en Zy de la botella de Klein si cuenta
con cuatro generadores. El modelo empleado en esta figura, al igual que la taza de Utah vista en la
Figura fue disenado para ser impreso en 3D y se extrajo del mismo sitio.

Las tltimas dos figuras, y muestran superficies minimas estudiadas en geometria dife-
rencial. En realidad, se presenta solo una celda de las superficies totales, pues ambas son superficies
triple periodicas en R®. La primera lleva el nombre de superficie P de Schwarz, mientras que la
segunda se conoce como el giroide de Schoen. Ambas de estas superficies se obtuvieron bajo aproxi-
maciones con ecuaciones trigonométricas, las cuales estan dadas por

Figura[7.6gt cosz + cosy + cosz = 0. (7.4)
Figura[7.6l} sinx cosy + sinycosz + sinzcosz = 0. (7.5)

La superficie P de Schwarz es homotopicamente equivalente a una esfera pinchada 6 veces. Dado
que la esfera pinchada es homeomorfa al plano, la esfera pinchada 6 veces es homeomorfa al plano
pinchado 5 veces. A su vez, este plano 5 veces pinchado es homotépicamente equivalente a la suma
cuila de 5 circulos S', la cual posee como grupo fundamental el grupo libre en 5 generadores. Por lo
tanto, el primer grupo de homologia de la superficie P de Schwarz también tiene 5 generadores.

Por otra parte, para el giroide de Schoen no es claro como extraerle de forma teodrica su primer
grupo de homologia. Esta celda de la superficie guarda la apariencia de un sistema de cuevas y es
visualmente més compleja que el resto de objetos vistos hasta el momento. En casos como este es
especialmente 1til el célculo computacional de grupos de homologia, pues un algoritmo no se ve
intimidado por la apariencia de una superficie.

58



Finalizamos el capitulo con otro cimulo de complejos interesantes junto con sus grupos de homo-
logia, pero esta vez exclusivamente de modelos 3D como la taza de Utah. Todos los disenos fueron
extraidos de los sitios web Thingyverse y Printables, e inicialmente fueron creados para su impresion
3D. En ocasiones se redujo la resoluciéon original de estos modelos en el software 3D Builder de
Microsoft antes de alimentarlos al algoritmo pues algunos de estos inicialmente contaban
con méas de 100000 tridngulos.

(d) 3DBenchy. (e) Componente mecéanico. (f) Discobolo.

Figura 7.7: Bases de homologia ¢éptimas de objetos varios.

La Figura [7.7a] muestra un botijo, otro modelo iconico en el contexto de disenio de graficos por
computadora. Por otro lado, las figuras [7.7D] y [7.7] muestran dos esculturas célebres: El Pensador y
El Discobolo. La Figura [7.7d] muestra un barco, conocido en la ingenieria como “3DBenchy”, y es el
modelo estandar para calibrar y examinar el buen funcionamiento de una impresora 3D. Finalmente,
la Figura muestra un componente mecanico parecido a una rueda, en la cual se identificaron 36
ciclos en la base de homologia.
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Concluimos con un resumen de la cantidad de ciclos generadores encontrados en las bases de
homologia de los complejos anteriores. Presentamos estos datos en el Cuadro

K No. de figura dim Hy (K, Zs)

Toro
Cicloide de Dupin
Doble Toro
Toro pinchado dos veces
Superficie de género 2
Superficie de género 3
Botella de Klein
Superficie P de Schwarz
Giroide de Schoen
Botijo
El Pensador
Taza de té de Utah
3DBenchy
Componente mecanico
Discébolo

wW = —
OO@O%OOOH&U'Y%CD»&COH;MM

Cuadro 7.3: Cantidad de generadores en los grupos de homologia.
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CAPITULO 8

Conclusiones

En este texto se discutieron las bases teoéricas de la topologia algebraica, incluyendo el grupo
fundamental y los grupos de homologia simplicial. En méas detalle, se describi6é que los grupos
de homologia simplicial sobre un campo poseen una estructura de espacio vectorial, lo cual se
aprovechd al implementar algoritmos para el calculo computacional de grupos de homologia.
Con este lenguaje, se abarcé un problema de optimizacion respecto a la longitud de los ciclos
en estos grupos de homologia.

Se desarrollaron e implementaron algoritmos en un lenguaje de programaciéon para la iden-
tificaciéon de bases de grupos de homologia en complejos simpliciales con coeficientes en Zs,
vistos como espacios vectoriales. Los algoritmos principales son que busca una base
arbitraria de ciclos de cualquier dimension, y |[HomOptl]y [HomOpt2] que buscan bases 6ptimas
de ciclos unidimensionales.

Los algoritmos [HomArb| [HomOpt]| y [HomOpt2| generaron resultados teéricamente correctos
para el calculo de grupos de homologia con coeficientes en Z. Esto se verifico para una docena
de complejos simpliciales con apoyo de herramienta de la topologia algebraica como el teorema
de Van Kampen. A su vez, se generaron visualizaciones de estos complejos para identificar
graficamente los ciclos de los grupos de homologia calculados computacionalmente.

Los algoritmos [HomArb| [HomOpt1| y [HomOpt2| poseen complejidades de tiempo de ejecucion
polinomiales. En especifico, estas complejidades son O(n?), O(n?) y O(n?) respectivamente,
donde n es una cantidad que mayora a la suma de las longitudes de las listas de entrada de los
algoritmos. En la préctica se confirmaron estas cifras, pues se obtuvieron complejidades experi-
mentales de O(n?-#%), O(n*2?5) y O(n*?!) al aplicar los algoritmos en distintas triangulaciones
del toro.

El algoritmo ofrece el calculo de la dimensién de un grupo de homologia en tiempo
récord en relacion a los algoritmos [HomOptl| y [HomOpt2] el cual por su cuenta transmite
conocimiento sobre el complejo a analizar. Sin embargo, no se luce en la calidad
visual de las bases de homologia que produce, culpa de la falta de optimalidad de sus ciclos y
las colisiones entre sus aristas.

Los algoritmos [HomOpt]| y [HomOpt2| producen bases de homologia cuyos ciclos raramente
comparten aristas, con lo cual son facilmente distinguibles entre si. En las visualizaciones,
la optimalidad de los ciclos que retornan estos algoritmos comunica mejor la estructura ho-
moldgica de los complejos en comparacion a los ciclos arbitrarios generados por el algoritmo
[Hom Arhl
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capPiTuLo 9

Recomendaciones

» Al lector interesado en perseguir una linea de estudio similar, se recomienda investigar sobre
un problema de optimizacién distinto al de encontrar una base de homologia 6ptima, aunque
fuertemente relacionado a este. El problema consiste en, dado un g¢-ciclo z en un complejo
simplicial, encontrar un ciclo de longitud minima en la clase de homologia de z. En contraste
con el problema discutido en esta tesis, el cual es NP-dificil para ¢ > 1 pero posee una soluciéon
polinomial para ¢ = 1, este problema es NP-dificil incluso para ¢ = 1 [4]. Para un planteamiento
de una solucion utilizando programacion lineal, puede verse [7].

= Aunque los algoritmos descritos en este texto son polinomiales, el menor grado de complejidad
de estos es cibico. Dado que no es inusual que el tamano de los complejos simpliciales de interés
posean un nimero de vértices en el 6rden de los millones, sobre todo en aplicaciones como la
generacion de graficos por computadora, este grado de complejidad puede resultar muy alto.
Por lo tanto, puede haber interés en buscar aproximaciones a bases de homologia 6ptimas, con
un tiempo de ejecuciéon menor. Existen algoritmos, siempre concentrados en dimension 1, que
atacan el problema desde esta perspectiva, que pueden interesarle al lector [6]. Las estrategias
en estos algoritmos emplean otras estructuras de la topologia algebraica como los complejos
de Vietoris—Rips, e incluso incorporan topicos de la geometria diferencial.
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capituLo 11

Anexos

11.1. Ejemplos de ejecucion de algoritmos

En este anexo, ejemplificamos los tres algoritmos del capitulo [f] para la identificacion de grupos
de homologia en complejos simpliciales. En concreto, revisamos los algoritmos [HomArb] [HomOpt1|
y Aplicamos estos algoritmos al complejo simplicial K visto en la Figura [I1.1] Dado que
K es homotopicamente equivalente a S Vv S, por el teorema de Van Kampen conocemos que su
grupo fundamental es w1 (K) = Z * Z. Entonces, esperamos que las salidas de los tres algoritmos
consistan de dos ciclos homoélogamente independientes.

1 3

0 2 4

Figura 11.1: Complejo simplicial K.

El complejo K cuenta con 1 tridngulo, 7 aristas y 5 vértices. Etiquetando los vértices de K como
en la Figura se sigue que las matrices de entrada de los algoritmos que describen los simplices
de K son

0 1

0 2 0

12 1
So=(1 2 3), S=|[13|, So=]|2

2 3 3

2 4 4

3 4

Estos simplices definen las tres bases ordenadas candnicas de los espacios de cadenas Cy (K, Zs),
C1(K,Z2) y Co(K,Zs), respecto a las cuales calculamos vectores coordenados.
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11.1.1. Algoritmo

Iniciamos con la construccion de las matrices 32 y 81. Vemos que 9 esté formado por el vector
coordenado de 92(123) = 12 + 13 + 23, el borde del tnico tridngulo de K. Por otra parte, la j-ésima
columna de 9, es el vector coordenado del borde de la j-ésima arista de K.

11

1 1 - 11 - -
=1, &= 11 11 -
1 11 - 1
11

u u 1. 1 iminacio 1 | par r
Luego, calculamos una base de ker 9;. Para ello, aplicamos eliminacién gaussiana a 8, para obtene
la matriz @;. Como puede apreciarse, 8] cuenta con 3 columnas sin pivote, con lo cual ker 8; cuenta
con 3 elementos. Los vectores coordenados de estos 3 ciclos se empaquetan en las columnas de Z.

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
9] = 11 1], Z = 11
11 L
1
1

Por altimo, aplicamos eliminacién gaussiana a [0 | Z] para obtener [95 | Z'].

1 1 1 1| 1
-1 11 1 1
11 1
B 2] = |1 11| EBER gz =
1 1 -
1
1

La salida del algoritmo son los ciclos de las columnas 1 y 3 en Z, pues estas columnas tienen
pivotes en Z’. En concreto, la base de homologia encontrada est4 dada por los ciclos 01 +02+ 12 y
01402+ 13 + 24 + 34.

11.1.2. Algoritmo

Iniciamos siguiendo el procedimiento indicado por el algoritmo Primero, listamos
los 5 arboles de distancia mas corta T, para cada uno de los 5 vértices v que tiene K. Cuando existen
multiples caminos de distancia minima entre dos vértices, se selecciona el camino mas pequeno segtin
el orden lexicografico de sus vértices. Estos arboles se muestran en la Figura[I1.2} Cada uno de estos
arboles T;, aporta tres ciclos de la forma (T, e) = Gk [v, u;] + Gk [v, u;] +u;u; al conjunto de ciclos
II, con lo cual II tiene 15 elementos. Estos ciclos son los siguientes:

To : 01402 + 12, 01 +02 + 13 + 23, 01402+ 13+ 24 + 34.

Ty : 01402 + 12, 12 +13 + 23, 12 +13 + 24 + 34.

T : 01402+ 12, 12 +13 + 23, 23 424 + 34. (11.1)
T5: 01+ 02 + 13 + 23, 12 +13 + 23, 23 + 24 + 34.

Ty : 01402+ 12, 12 + 13 + 24 + 34, 23 + 24 + 34.
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1 3 1 3 1 3
0 2 4 0 2 4 0 2 4
1 3 1 3
0 2 4 0 2 4

Figura 11.2: Arboles de distancia mas corta del complejo K.

Luego, construimos la matriz IT cuyas columnas almacenan los vectores coordenados de estos 15
ciclos. Ordenamos las columnas de izquierda a derecha segtn su longitud de sus ciclos, colocando en
la izquierda los ciclos mas pequenos.

1111 11 1
11111 Lo 11 - 1
11111111 11

[0 | = | 1 111 - - - 1111 1]. (11.2)
1 11111111 - - .

111 111
111 111

Por ultimo, aplicamos eliminacion gaussiana a [8s | II] para obtener [95 | IT'].

ty- - 111 .- - .- 11111
1111 - - « « . .11 . 1
1 1 1 1 11

05 | TT] =

La salida del algoritmo son los ciclos en las columnas 1 y 8 de II, pues estas columnas tienen pivotes
en IT'. Por lo tanto, la base de homologia 6ptima encontrada estid dada por los ciclos 01 + 02 + 12 y
23 + 24 + 34.

11.1.3. Algoritmo

Primero calculamos una anotacién de las aristas de K como en el algoritmo Em-
pleamos como arbol de expansion minimo el arbol Tp visto en la Figura [I1.2] Como vimos en la
primera fila de la ecuacion este arbol produce los ciclos 01 + 02 + 12, 01 + 024+ 134+ 23 y
01+ 02+ 13 + 24 + 34. Definimos la matriz Z cuyas columnas cuentan con los vectores coordenados
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de estos 3 ciclos.

1 11

1 11
1

Z = 1 1

1 -

1

1

Aplicamos eliminacion gaussiana a [0 | Z] para obtener [0 | Z']. Asignamos las filas 1 y 2 de Z’ a
una matriz A. La matriz A guarda las anotaciones de las aristas que no pertenecen a Ty, dadas por
a(12) = (1,0), a(23) = (1,0) y a(34) = (0, 1). Fijamos a(e) nulo para el resto de aristas de K.

1 1 1 1 1
-1 11 -1 -
— A

11 - - 1

2= 1] 1 1| Y [82)= -
1) 1 -
1
1

De igual forma que en el algoritmo anterior, construimos el conjunto de ciclos II evidenciado en la
ecuacion Para cada uno de los 15 ciclos encontrados, calculamos su anotacion via la suma de
las anotaciones de sus aristas.

a(01 + 02 4 12)
a(12 + 13 4 23)
a(23 + 24 4 34)
)
)
)

) )

1,0
0,0
1,1
1,0
1,1
0,1

b

)

a(01+02+13+23
a(12+ 13+ 23 + 34
a(01 + 02 + 13 + 24 4 34) =

)

) )

(1,0)
(0,0)
(1,1)
(1,0)
(1,1)
(0,1)

)

Construimos la matriz B que guarda en sus columnas estas anotaciones. Ordenamos las columnas de
izquierda a derecha segtn la longitud de los ciclos, colocando en la izquierda los ciclos mas pequenos.
Este es el mismo orden visto en la ecuacién [11.2)

1111 - . .-1 111111 -
B = ( .. . . . .1 11 - <11 1)
Luego, encontramos la forma reducida escalonada por renglones de B, dada por B’.
B 1T 111 - - - . . 11 - 1
A 1 1 1

La salida del algoritmo son los ciclos 1 y 8 de II, pues estas columnas poseen pivote en B’. Por lo
tanto, la base de homologia 6ptima encontrada esta dada por los ciclos 01 + 02 4 12 y 23 4 24 + 34.
Vemos que, en esta ocasion, las salidas de los algoritmos [HomOpt 1| y [HomOpt2| coinciden.
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