UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

Facultad de Ciencias y Humanidades

1966

AVAISYAAINN
GUATEMALA

DEL, yaALLE D%

Excelencia que trasciende

DEIVALLE

GRUPO EDUCATIVO

Generalizaciones del Teoerema Fundamental del
Calculo en las teorias de Lebesgue y
Kurzweil-Henstock

Trabajo de graduacion en modalidad de Tesis presentado por
Jose Fernando Ramos Aldana
para optar al grado académico de Licenciado en Matematica Aplicada

Guatemala,
2021






UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

Facultad de Ciencias y Humanidades

1966

AVAISYAAINN
GUATEMALA

DEL, yaALLE D%

Excelencia que trasciende

DEIVALLE

GRUPO EDUCATIVO

Generalizaciones del Teoerema Fundamental del
Calculo en las teorias de Lebesgue y
Kurzweil-Henstock

Trabajo de graduacion en modalidad de Tesis presentado por
Jose Fernando Ramos Aldana
para optar al grado académico de Licenciado en Matematica Aplicada

Guatemala,
2021



Vo.Bo.:

(f) , - '
Lic. Dorval José Manuel Carias Samayoa

Tribunal Examinador:

Lic. Alan Gerardo Reyes-Figueroa

(f)

Lic. Cristian Eduardo Valdez Santos

Fecha de aprobacién: Guatemala, 1 de mayo de 2021.



Prefacio

La elaboracién de esta tesis surgié debido a un gran interés y pasién por el analisis matemaético.
Es un area de la matematica que engloba una gran parte de las herramientas usadas en el estudio
de las ciencias naturales. Dos pilares centrales del analisis matematico son las teorias de integracion
y diferenciacion. Es de gran interés la relacion que hay entre ambas areas.

Entre los principales resultados del trabajo se incluyen los teoremas de consistencia de Lebes-
gue y Kurzweil-Henstock que nos dicen que ambas integrales son més generales que la integral de
Riemann. También resultados importantes son los teoremas de convergencia que nos garantizan la
integrabilidad de series acotadas y continuas.

Se incluyen ejemplos de funciones que son derivadas y acotadas pero no son integrables bajo
Riemann por lo que no se puede aplicar el Teorema Fundamental del Célculo en su caso. A lo largo
del trabajo se discuten propiedades deseables de una integral mas general y también condiciones
bajo las cuales seria deseable que se cumpla el Teorema Fundamental.
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Resumen

Este trabajo tiene como finalidad presentar dos generalizaciones del teorema fundamental del
calculo. Presenta las definiciones de la integral de Riemann, Lebesgue y Kurzweil-Henstock, en ese
orden. Se incluyen las principales propiedades de las integrales y teoremas importantes, como lo son
los de convergencia, de consistencia y el Teorema Fundamental del Célculo.

Se muestran funciones y conjuntos que ejemplifican las limitaciones de la integral de Riemann y
Lebesgue. Se presentan ejemplos que tienen como finalidad mostrar por qué la derivada y las integra-
les de Riemann y de Lebesgue no pueden ser consideradas como operaciones inversas. Finalmente,
se utiliza la integral de Kurzweil-Henstock para integrar las funciones mencionadas anteriormente.

Entre los teoremas importantes estéan los de convergencia que incluyen el de convergencia acotada,
el de convergencia uniforme y el de convergencia dominada. Por otro lado, se muestra una sucesion
de funciones que no converge dentro del espacio de funciones Riemann integrables, demostrando la
incompletitud del espacio vectorial. Se presenta el teorema de completitud de los espacios L.

Se demuestra que la funcion de Dirichlet no es integrable bajo Riemann, pero si lo es de manera
natural para Lebesgue. Por otro lado, se muestra como Kurzweil-Henstock la puede integrar usando
un gauge apropiado. Ademas se relaciona la inadecuaciéon de la integral de Riemann al no poder
integrar la funcién de Dirichlet con la falta de un teorema de convergencia méas general que el de
convergencia uniforme.

Finalmente, se presentan las demostraciones de las diferentes versiones del Teorema fundamental
del calculo para las tres integrales.
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CAPITULO 1

Introduccién

El célculo es la base de otras areas de la matematica que la ciencia utiliza en el dia a dia, por
ejemplo las ecuaciones diferenciales y teoria de probabilidades. El teorema mas conocido es el que
relaciona la derivada con la integral. Este tiene como nombre el teorema fundamental del calculo. La
definicion de la integral de Cauchy fue la primera; sin embargo, no fue popular y tiene deficencias.
La integral de Riemann le sigui6 y si fue muy popular en el analisis matemaético, pero tiene varias
limitaciones. Entre estas se encuentran que no podemos integrar funciones no acotadas y que no
podemos integrar sobre intervalos no acotados.

En el capitulo cuatro se le da una idea al lector sobre el contexto histérico del célculo integral
y de la importancia de redefinir la integral para generalizar los resultados que producen las teorias.
Se enfatiza la importancia de un teorema fundamental del calculo més general. Comienza relatando
los inicios del calculo integral bajo Leibniz y Newton y cémo, con un ejemplo, Bernoulli resolvio
el problema de la braquistocrona usando el Teorema Fundamental del Calculo (TFC) sin integrar
explicitamente. Luego se relata la definicion de Cauchy que es muy limitada. Sin embargo fue la
primera definiciéon que no necesitaba de la derivada y gener6 ideas que Riemann utilizé en su de-
finicién. El capitulo prosigue relatando como Lebesgue cred una nueva teoria de integracion, pero
no resuelve completamente las limitaciones del TFC. Finalmente, se menciona cémo la teoria de
Kurzweil-Henstock presenta una integral que tiene un teorema fundamental del calculo mas general
que los anteriores.

En el quinto capitulo trata sobre la teoria integral de Riemann segin Darboux. Presenta la
definicion de Riemann y sus propiedades siendo la dtlima secciéon el Teorema Fundamental del
Calculo. El sexto capitulo se llama las limitaciones de la integral de Riemann. La primera seccién
incluye un ejemplo de un conjunto denso que serd sumamente importante para el resto del trabajo.
Las demaés secciones incluyen temas como integrales impropias, funciones no integrables como la
funcién de Dirichlet, teoremas de convergencia y la incompletitud del espacio vectorial de funciones
Riemann integrables. Termina con la seccién que trata con las limitaciones del Teorema Fundamental
del Calculo.

El siguiente capitulo trata sobre la integral de Lebesgue y como resuelve parcialmente las limi-
taciones de la integral de Riemann. Tiene teoremas de convergencia mas generales, el espacio de
funciones Lebesgue integrables es completo, el conjunto de funciones Lebesgue integrables es con-
siderablemente mayor que el de Riemann, incluye la funcién de Dirichlet. Finalmente se generaliza
el TFC; sin embargo, no garantiza que una derivada es integrable, se presenta un ejemplo de una
derivada que no es acotada y que no es Lebesgue integrable.



El capitulo final introduce la definiciéon de la integral de Kurzweil-Henstock, algunos resultados
como los teoremas de consistencia y un teorema de convergencia. El teorema de consistencia indica
que la integral de Lebesgue y Kurzweil-Henstock son equivalentes salvo la integrabilidad condicional,
equivalentemente se puede decir que una funcién no negativa y medible es Lebesgue integrable si y
solo si es Kurzweil-Henstock integrable. Para cada uno de estos teoremas se presentaron demostra-
ciones. Finaliza con un teorema fundamental del calculo generalizado. Ademas, como un ejemplo de
una aplicacion, se calcula la integral a una derivada no acotada que no es Lebesgue integrable.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

= Presentar dos generalizaciones de la teoria de integracién de Riemann.

= Extender las principales propiedades de la teoria de integracién de Riemann para teorias con
conjunto de funciones integrables mas amplio.

2.2. Objetivos especificos

= Presentar el desarrollo historico de las principales generalizaciones de la teoria de integracion.
= Generalizar los principales resultados de la teoria de integraciéon de Riemann.

» Presentar las demostraciones de las versiones del Teorema Fundamental del Calculo (TFC) en
las teorias de Lebesgue y de Kurzweil-Henstock.



CAPITULO 3

Justificacién

La integral de Riemann presenta limitaciones teoéricas y practicas, por lo que se precisa modificar
la forma en que se define para ampliar el conjunto de funciones integrables y fortalecer la herramien-
ta analitica. La teoria de la medida es muy importante tanto historica como teéricamente. Entre sus
principales aportes destaca la teoria de probabilidades y sent6 las bases para la Estadistica Matemé-
tica. Por su parte, la teorfa de integracion de Kurzweil-Henstock presenta generalizaciones teéricas
y operacionales que permiten solventar parcialmente las limitaciones de las integrales de Riemann y
Lebesgue.

El tema surgi6 debido al interés en el analisis matematico y las ecucaciones diferenciales. También
en el deseo de entender a profundidad el teorema fundamental del calculo y cuéles son las condiciones
necesarias para que la derivada y la integral se puedan considerar como operadores inversos. Es de
suma importancia el teorema fundamental del calculo ya que nos da una forma de evaluar la integral
y obtener el resultado exacto sin tener que usar métodos ntimericos o métodos de aproximacion.



CAPITULO 4

Desarollo histérico del célculo integral

El célculo de Newton y Leibniz abri6 el camino para la resoluciéon de muchos problemas en fisica,
especialmente en mecénica, como lo son la braquistocrona, trayectorias, calculo de variaciones, etc.
Estos mismos problemas de fisica fueron los que motivaron al desarrollo de esta teoria. A pesar de que
se tenfa la nocién de la antiderivada y la relaciéon existente entre la derivada y el area bajo la curva,
no existia una teoria formal para estos conceptos. Por ejemplo, el problema de la braquistocrona
pregunta cual es la forma de la rampa por la cual se debe deslizar (sin friccion) una pelota que cae
desde el reposo y acelerada por la gravedad, tal que el tiempo de caida sea minimo.[15] La solucion
propuesta por Bernoulli se obtiene al resolver la ecuacién diferencial siguiente:

/Y
dr = d
* 2r—yy

donde r es un parametro.[6] Notese que encontrar las funciones z(t), y(t) que cumplen con la ecuacion
es un problema de ecuaciones diferenciales por lo que requiere de integraciéon. Bernoulli reconocio
las funciones x,y en la ecuacién como la parametrizaciéon de un segmento del cicloide, dado que
usaban exhaustivamente el calculo diferencial. Newton, Leibniz y otros matemaéticos contemporaneos
consideraban la integral como el operador inverso de la derivada. Sin embargo, como se vera més
adelante en este trabajo, esto no es siempre cierto.

En 1820, junto con la introduccion del concepto de limite, el calculo integral cambi6. Augustin
Cauchy fue el primero en definir la derivada y la integral como conceptos distintos. La definicién
de Cauchy de la integral, se dio como el limite de una suma de Cauchy cuando la medida de cada
subintervalo se acerca a cero. La suma de Cauchy es una suma de Riemann donde la etiqueta es el
extremo inferior del subintervalo. Sin embargo, estaba definida solamente para funciones continuas
y el valor que tiene es que no requeria del concepto de derivada sino del limite. [10]

En 1850 Riemann publicd dos trabajos que lo convirtié en profesor asociado en la Universidad
de Gottingen. El primero de estos trabajos estudiaba las series de Fourier. Una condicién que se
requeria para los resultados del trabajo era que la funcion estudiada fuera integrable. Al carecer
de esta definicion, él la defini6 en el trabajo. Fue una generalizacién de la integral de Cauchy ya
que podia integrar funciones con una cantidad finita de discontinuidades. Ademés, no requiere del
concepto de limite. Esta definicion de la integral es la que se utiliza en muchas clases introductorias
de célculo y analisis de variable real hoy en dia. Es muy popular ya que la teoria que esta definicion
produce es bastante rica en propiedades deseables. Sin embargo, sigue sin ser capaz de integrar tales
funciones como la de Dirichlet. En las palabras de Riemann, integrar la funcién de Dirichlet era una
pérdida de tiempo. [2]



Por otro lado, en este trabajo se presentan ambas formas de la integral de Riemann. La primera
es la de Gaston Darboux. Darboux se bas6é en propiedades del supremo y el infimo mientras que la
propuesta de Riemann usa las ideas de €,§ que utilizaban Cauchy y Weierstrass al hablar de limites
y continuidad.

Sin quitarle el mérito a la integral de Riemann, ya que goza de muchas propiedades que nos
interesan, sigue sin ser capaz de integrar la funcion de Dirichlet y muchas otras que son variaciones
de la misma. Ademas, el teorema fundamental del calculo es vélido solamente cuando las restricciones
impuestas en la premisa son muy fuertes. En 1881, Vito Volterra, un estudiante de la Scuola Normale
Superiore di Pisa, present6 una funcion diferenciable cuya derivada es acotada pero no es integrable
[10]. Se verifica en la seccion 6.6.1, en el segundo ejemplo, que esta funcion no es integrable segin
Riemann.

A continuacion se presenta el ejemplo de Volterra [9]. Sea z; € (0,1/2] el mayor namero tal
que 2 sin(x—ll) es un méximo de la funcién 22 sin(2), de la misma forma, sea x5 € [1/2,1) el menor
ntimero tal que (1 — x5)? sin(

ﬁ) es un maximo de la funcion (1 — x)? sin( 7= )

(1—-=z
0 z=0,z=1
22 sin(L) z € (0,21)
. 0’1 N Rt 1 = x
fi0A1 > Rtalque £(2) = 2 3 7 € [o,22]

(1—x)2 sin((liﬂ) x € (z2,1)

La derivada de f es

2z sin(L) — cos(1/x) x € (0,21]

x
f,(x): 0 1’6(.’51,272),%:1,0

2(1 — ) sin((liz)) —cos(1/(1 —z)) =€ (xe,1)

0.2

—0-1

--0:1

Figura 4.1: Funcién de Volterra



Figura 4.2: Derivada de la funcién de Volterra

Estas razones motivaron a Henri Lebesgue, un matemético francés, a crear nueva teoria que
busca integrar la funcién de Dirichlet. En 1902, Lebesgue publica su trabajo «Intégrale, longueur,
aire», donde desarrolla la teoria de la medida y la integral. En el mismo trabajo, Lebesgue menciona
el ejemplo de Volterra y argumenta que por esta razén la integral de Riemann y la derivada no
pueden considerarse operaciones inversas. Benedetto argumenta que esta fue la mayor motivacion
de Lebesgue para definir la nueva integral. [3] Sin embargo, la integral de Lebesgue hizo poco para
generalizar el teorema fundamental del calculo. No nos da condiciones suficientes para asegurar
integracion para derivadas no acotadas.

La integral de Lebesgue resolvié parcialmente dos problemas existentes. El primero es el poder
aumentar el conjunto de funciones integrables. Lebesgue menciono que le interesaba investigar cuéles
derivadas con valores finitos eran integrables. El segundo es que generaliza el teorema fundamental
del céalculo. [5] La nueva teoria de Lebesgue abri6 paso a una teorfa mucho méas amplia como lo es el
espacio dual de los espacios L,,, interpolacion de Marcinkiewicz, espacios de Hilbert y sus operadores.

La integral de Lebesgue es una generalizacion de la integral de Riemann y su mayor ventaja es
que podemos integrar funciones con valores reales que tienen como dominio un espacio de medida. R™
es un espacio de medida cuando se toma en cuenta la medida de Lebesgue. Ademas de esta ventaja,
es capaz de integrar la funcion de Dirichlet y lo hace de forma natural debido a la manera en que se
definen las o-algebras de Borel, que son las o-algebra generadas por una topologia sobre el conjunto
sobre el que se integra. Entonces, obtenemos una o-élgebra sobre R al tomar en cuenta la topologia
usual. Ademas de darnos una nueva integral mas general, la integral de Lebesgue fundamento el
camino para la teoria de probabilidad que fue desarrollada en su mayoria durante la primera mitad
del siglo XX.

En 1912, Arnaud Denjoy, mateméatico francés desarrolld la integral que hoy se conoce como
integral de Denjoy. Independientemente, Oskar Perron desarroll6 una integral equivalente. Esta es
una integral que resulta ser equivalente a la integral del Gauge o de Kurzweil-Henstock que se
presenta en este trabajo.

Finalmente, en la segunda mitad del siglo pasado, Jaroslav Kurzweil y Ralph Henstock desarro-
llaron de manera independiente la integral que lleva el nombre de ambos. Kurzweil fue el primero en
desarrollarla cuando trabajaba en ecuaciones diferenciales. Henstock la desarrollé después de manera
independiente y a un mayor alcance.



Esta integral también se suele llamar la integral del gauge y pertenece a una teoria relativamente
moderna. Esta se obtiene al modificar levemente la integral de Riemann, en cambio la de Lebesgue
tiene que crear una nueva teoria, definir o-algebras, conjuntos medibles y medidas. Ademas, la inte-
gral de Kurzweil-Henstock es méas general que la integral de Lebesgue, siempre y cuando consideremos
a Lebesgue integrando sobre R. Esta integral nos garantiza que cada derivada es integrable.



CAPITULO b

Teoria de integracion de Riemann segin Darboux

Se presentan las integrales propuestas por Cauchy y de Riemann y Darboux. Para las pruebas
se utiliza la version de la integral de Darboux. Para el teorema de convergencia acotada se utiliza el
lema de sucesion de conjuntos acotados encajados. Para la demostraciéon de la primera versiéon del
TFC se utiliza el teorema del valor medio.

5.1. Cauchy

Cauchy fue el primero que propuso una definicién de la integral que fuera independiente de la
derivada. Sin embargo, solo la definié para funciones continuas. El valor de esta integral es que no
depende de la derivada, ya que son dos conceptos distintos e independientes. Ademés, utiliza el
concepto de limite que nunca habia sido usado para la definicion de integral [10]. Esta integral fue
un muy buen primer intento. Sin embargo, se demuestra a continuacién por qué no es un buena
definicion.

Definiciéon 5.1.1. Una particiéon de un conjunto [a,b] C R es de la forma P = {x1, 29, ...,z } si
esque a =121 < T3 < ...<x, =0

Se dice que P’ es mas fina que P si es que P C P’. Es equivalente a decir que P es méas gruesa que
P/

Un refinamiento de P, es cualquier particion mas fina que P.

Definicién 5.1.2. Una suma de Cauchy de una funcion continua f sobre el intervalo [a, b] tiene
la forma S, = Y| f(2;)(zi41 — ;). Donde cada [z;,x;11] C [a,b].

Definicion 5.1.3. Una funcién es Cauchy integrable si lim,, .., S, existe.

Definicién 5.1.4. La integral de Cauchy se define como lim,,_, S,, m([z;, 2;+1]) = 0 cuando
n, es decir el tamano de la particion crece.

Cauchy argumento que la particion es irrelevante siempre y cuando el limite de m([z;, x;41]) se
aproxima a 0 cuando el tamafio de la particion crece. Esto lo argument6 fundamentandose en el
teorema del valor medio. Sin embargo, esto solo es valido cuando la funcion es diferenciable. Si es
que quisieramos integrar funciones como el valor absoluto de x, entonces se pueden tomar funciones
que son diferenciables excepto posiblemente en una cantidad de puntos finita. [11]. Sin embargo,



hay funciones que son continuas en todo punto pero no son diferenciables en ninguno, por ejemplo
la funcion de Weierstrass. Por otro lado esta integral genera ciertas inconsistencias. Se verifican a
continuacion.

Nota 5.1.1. Sea f(x) = xq, considerese la particiéon de [0,1] P = {0 = 1,2, ...,z, = 1} tal que
Tiv1 — X = q; € @, para algin ¢; € (). Entonces, notemos que la suma de Cauchy de esta particion
es S, = Yo f@)(wig1 — x) = Y i (@iy1 — ;) = T, — 21 = 1, esto es porque es una suma
telescopica y el primer y ultimo término son nimeros racionales, Ademés, hay que tomar en cuenta
que m([z;+1,2;]) = 0 cuando n — oo, entonces se tiene que la integral de la funcién de Dirichlet
sobre [0,1] es 1.

Por otro lado, considerese la integral sobre [r, ] tal que r — e es irracional y también e, r lo son.
Entonces, escogemos la particion del intervalo como puntos irracionales. Entonces f(z;) = 0 para
todo i. Se concluye que la integral de Cauchy sobre el intervalo [r,e] es 0, siempre que tomemos
particiones de esta manera. Notemos que si tomamos un punto irracional en la particién, el valor de
la «integral» cambia, es decir que esta suma no tiene un valor tinico.

5.2. Integral de Riemann

La integral de Riemann fue la primera que tuvo importancia en el analisis matematico. Esto
fue porque nadie habia definido la integral de manera rigurosa. La integral de Cauchy solo podia
integrar funciones diferenciables excepto posiblemente en una cantidad finita de puntos. Ademaés,
la integral de Cauchy de la funcion de Dirichlet tiene valor 0 cuando los puntos de la particion son
irracionales y 1 cuando los puntos son racionales.

El valor agregado que tiene la integral de Riemann es que no es el limite de una suma, si no que
se basa en las propiedades de infimo y supremo que caracterizan a los nimeros reales. Esto permite
que se puedan tomar refinamientos de las particiones y no como limite. Este valor agregado es el
que le permite que la integral haya tenido cierta permanencia hasta el dia de hoy en los libros de
analisis real introductorio.

Definicion 5.2.1. Sea P = {z1,...,z,} una particion de [a,b] y sea f : [a,b] — R una funcion y las
etiquetas {t; : i € N,1 <i<nyseat; € [x;,x;+1]}. Entonces una suma de Riemann de f sobre
[a, b] con respecto de la particion P y las muestras {¢;} es

S(f’ P, {ti}) = Z f(ti)(xiJrl - mi)

Definicién 5.2.2. Una funcién f : [a,b] — R es Riemann integrable si existe un ntmero real A
tal que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si una particiéon P cumple con que § > max({x;+1—; :
i € N,1 <i < n}) entonces se cumple que |S(f, P,{t;}) — A| < e. La integral de f sobre [a,b] se
define como A.

5.3. Integral de Riemann segiin Darboux

La integral de Riemann requiere que se conozca el valor de la integral previamente para po-
der saber si es integrable. Por lo que la integral de Darboux presenta una forma alternativa pero
equivalente de la integral. Su definicién no requiere de un valor pre existente.

La integral de Riemann se define inicamente para las funciones acotadas en un intervalo com-
pacto.
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Definicién 5.3.1. Dada una funcion f(z) acotada en el intervalo [a,b], y una particion de [a, b]
llamada P, definimos la suma superior de Darboux: U(f, P) = Z?;ll M;(zit+1 — x;) donde M; =
Sup[wi7wi+1] f((E)

Analogamente, definimos la suma inferior de Darboux.

Definiciéon 5.3.2. Dada una funcion f(z) acotada en el intervalo [a,b], y una particion de [a, b]
llamada P, definimos la suma inferior de Darboux: L(f, P) = Z;le mi(x;41 — x;) donde m; =

inf[mi’mi+1] f(l‘)
Definicion 5.3.3. Dada una funcién acotada f(z) en el intervalo [a,b], la integral superior es
f; f:=MWf{U(f, P) : V particion P de [a,b]}.

De nuevo, de forma analoga, se define la integral inferior.

Definicién 5.3.4. Dada una funcion acotada f(z) en el intervalo [a, b], la integral inferior es f; f=
sup{L(f, P) : V particion P de [a,b]}.

Ahora, se define la integrabilidad de una funcién acotada segin Darboux.

Definicion 5.3.5. Integrabilidad e integral [7]

Se dice que una funcién es Darboux integrable cuando la integral inferior es igual a la integral
superior. De otra manera, se dira que no es Darboux integrable. La integral de f sobre [a, b] se define
como el valor de la integral inferior (o superior).

Nota 5.3.1. Ejemplos de funciones Darboux integrables:
Para las siguientes demostraciones se hace uso de las propiedades de la siguiente seccién.

1. f(x) € Plz], es integrable sobre [a, b], para todo a,b € R. P[z] es el conjunto de polinomios de
una variable con coeficientes reales.
dem:
Paso 1:
Considere f(z) = ¢ una funcion constante. Entonces sea P una particion de [a, b]. SPG, dado
que f es constante, tomemos L(f, P) = > . m;(xiy1 — x;) = ¢ ;(®ig1 — ) = c(xp — x0) =
¢(b — a). Entonces la integral inferior es ¢(b — a) y de la misma manera calculamos la integral
superior. Se cumple que f(z) = c es integrable.
Paso 2:
Sea f(x) = z, ahora dado € > 0, entonces escojamos un n € N tal que % < €, sea P una
particion con mn subintervalos tal que cada subintervalo tiene medida % Entonces tomando
las sumas inferiores y superiores de Darboux, se tiene que U(P, f) — L(P, f) = >, Mi(xiy1 —
x;) — >, mi(@ip1 — x;) = >, (Mg —myg) (i — x) = > (Tigr — 7;)? = oy = % < e. Entonces
f(x) = x es integrable y también las funciones de la forma f(z) = cx con ¢ un namero real.
Paso 3:
Dado que czx es integrable y que la multiplicacion de funciones integrables son integrables
entonces f(x) = cx™ es integrable.
Paso 4:
Dado que la combinacién lineal de funciones integrables es integrable entonces un polinomio
f(z) =co+c1z+ ... + cp,z™ es integrable.

2. sin(x), cos(x), para todo [a,b] C R.
dem:
Expansiéon de Taylor
. 3 _ yooo  (=hma?ntt X _ yooo  (=D)ma? X ;
Notemos que sin(z) = >~ ECTESyIa cos(z) =3 ., @y Recordemos que si || fr —

flloo = 0 cuando n — oo, entonces f, converge uniformemente a f. Entonces, demostremos
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que cos(z) converge uniformemente, la prueba es igual para sin( ). Dado € > 0 podemos

)ra2n )2

encontrar un m € ZT tal que |[fm — cos(z)||oe = || >ome 0 (zny - Yo ((%Hoo =
n_2n 4 2m

SuP( 51 (| D onem (7(12)71; ) < maxg’::;!}) . Por el teorema de convergencia uniforme para se-

ries, y dado que cada término (un polinomio) es integrable, entonces ambas funciones son
integrables.

e”,In(x) sobre todo [a,b] C R.

- W

. ==,n € ZT sobre el conjunto [a,b] C R donde 0 < a < b.
5. f(x) = 1+I2 sobre [a,b] C R.

5.4. Propiedades de la integral de Darboux

Propiedad 5.4.1. Linealidad[12]
La integral es una transformacion lineal. Es decir, si f(x),g(x) son funciones Darboux integrables,

y a € R entonces
/(f+ag):/f+a/g

Propiedad 5.4.2. Sea f: R — R tal que f(a) estd bien definida. Entonces se cumple que

[r

Propiedad 5.4.3. Sea f una funcién Darbouz integrable sobre [a,b], sea ¢ € R > a < ¢ < b.

Entonces ,
Lo=fo )
Propiedad 5.4.4. Unicidad

Cuando una funcion es Darboux integrable, el valor de la integral es tunico.

Propiedad 5.4.5. Desigualdades
Sean f(x),g(x) funciones Darbour integrables tales que 0 < f(x) < g(x) para todo a,b € R>a <b

entonces
b b
/ f< / g
a a
dem:
Si f < g sobre [a,b] entonces se tiene que SUP[p, yzp] < SUP,, 19 Para cada subintervalo
[Tk, Tr11], de igual forma se cumple para los infimos. Entonces podemos concluir que U(f, P) <

U(g,P) y que L(f,P) < L(g, P) para toda particion P de [a,b]. Como f,g son integrables entonces
las integrales superiores e inferiores respetan las desigualdes y se tiene que

/abfé/abg

La propiedad anterior nos indica que la integral respeta las desigualdades de funciones.

Propiedad 5.4.6. Positividad
Sea f(z) una funcion Darbouz integrable sobre [a,b], y no negativa. Entonces

b
e

dem:
Se aplica el teorema anterior con f = 0.
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Propiedad 5.4.7. Sea f una funcion integrable sobre [a,b] entonces f? es integrable.
dem:
Sea K >0 tal que K > 2|f| > |f(x) £ f(y)| para todo x,y € |a, b

U(f?, P) = L(f*,P) = > (M} —m})(wxr1 — an) = > (Mg +mg)(My, — my) (wp1 — 2x) <
k k

KZ(Mk —mp)(@py1 — xx) < Ke
%

Propiedad 5.4.8. Sean f,g funciones integrables sobre [a,b]. Entonces fg es integrable sobre [a,b].
dem:

Notese que (f — g)® y (f + g)? son integrables. Entonces 1(—(f — 9)? + (f + 9)%) = fg también es
integrable.

Como corolario a la propiedad anterior se obtiene el siguiente resultado.

Propiedad 5.4.9. Si f1, fa, ..., fn, son funciones integrables entonces f(x) = fi(x)fa(z) -+ fr(z) es
integrable.

Propiedad 5.4.10. Supongamos que f es monotona creciente sobre [a,b] entonces f(x) es Darboux
integrable sobre [a,b].

Propiedad 5.4.11. Sea f(z) integrable sobre [a,b], entonces f es integrable sobre todo subintervalo
de [a,b].

Teorema 5.4.1. FEquivalencia de Riemann y Darboux

f es integrable segin Darboux si y solo si es Riemann integrable.

dem:

Suponga que f es Darboux integrable entonces, sean, A = [ f € > 0 por lo que existen P", P’ tal
que A —e < L(f,P") y A+¢e > U(f,P"). Tomese P = P" U P’ entonces A —e < L(f,P') <
L(f,P)<U(f,P) <U(f,P") < A+e€. Porlo que si S(f, P,{t;} es una suma de Riemann, se tiene
que A—e < L(f,P) < S(f,P,{t:}) <U(f,P) < A+e. Porlo que es Riemann integrable.

Ahora, suponga que f es Riemann integrable. Entonces dado € > 0 existe una particion P, tal
que si P es un refinamiento de P. entonces se tiene que —e < S(P, f,{tx}) — A < € y también
—e < A—S(P, f,{t.}) < € para dos diferentes conjuntos de muestras {tx},{t,}. Entonces sumando
las desigualdades, se tiene que

—2¢ < (P, f. {tr}) = S(P. £ {ti}) = D (f(tn) = F(t) (@i — zx) < 2e
k

para todas las muestras ty,t},. Sin embargo, My — my = sup({f(tx) — f(t}.) : Vir, t), € [Tk, Tr11]}-
Entonces, por propiedades del supremo, se tiene que U(f, P) — L(f, P) < 2¢ por lo que [ es Darboux
integrable.

Teorema 5.4.2. Funciones continuas

Una funcion continua f es integrable.

dem:

Sea € > 0 entonces existe § > 0 tal que si |[x —y| < § entonces |f(x) — f(y)| < €. Ahora, tomemos

U(f,P)— L(f,P) =Y (Mg — mp)(wps1 — z1) < e(b— )
k

cuando xpy1 — xp, < 6 para cada k.

Teorema 5.4.3. Sea |f| una funcion integrable sobre el intervalo [a,b]. Entonces se cumple que

/abf g/abf|<oo
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dem:
Usando la propiedad anterior de desigualdades, sabiendo que si f < g sobre [a,b] entonces f:f <

f; g, como f < |f|, se tiene que f:f < ff |f|. Por otro lado, como —|f| < f, se tiene que —f; 1l =
b b b
[ f- Entonces | [ f| < []1f].

5.5. Teoremas de convergencia

Teorema 5.5.1. Teorema de Convergencia Acotada
Sea fn(x) una sucesion de funciones uniformemente acotada, donde cada f, es Riemann integrable
tal que fn(x) — f(x) puntualmente. Si f es Riemann integrable entonces

/#ﬂy £
dem:[8]

Dado que f, estd uniformemente acotada, sea M el nimero real que cumple con esa cota. Sin pérdida
de generalidad asumase que f, >0 y que f = 0.
Dado € > 0, definase

€
A, ={x: fx(xr) > ———, para al menos un k > n
Notese que son intervalos acotados y encajados. Entonces se aplica el lema de sucesion de conjuntos

acotados encajados. Usando € > 0, escogemos N tal que si n > N entonces para cada subconjunto
elemental E de A, se tiene que m(E) <

b
A probar: [ fn <€
Sea s(x) una funcion simple tal que es una combinacion lineal de funciones indicadores de intervalos
acotados, ademds le pedimos a s que sea menor que f, sobre [a,b]. Entonces

_€
2M *

€

K:{x:s(x)zm}

es un subconjunto de A, y ademds es un subconjunto elemental. Dado que s estd definida de esta
forma, entonces es integrable sobre [a,b], K y K. Entonces, tenemos que

/abs/K”/CSS/KW/CMSMW(K)H;M2;4+;e

Dado que f es integrable, la integral es igual a su integral inferior, entonces se tiene el resultado.

Teorema 5.5.2. Convergencia uniforme
Sea f(x) una sucesion de funciones Riemann integrables sobre [a,b] que convergen uniformemente
a f(x), entonces f(x) es Riemann integrable sobre [a,b] y ademds tenemos la siguiente igualdad.

b b b
/f=/ﬁmh=mn fr
a a n—oo n—oo a

dem:
Dado € > 0 existe k € N tal que sin > k entonces |fn(x) — f(x)] < € entonces fn(x) —e < f(z) <
e+ fn(x) porlo que U(f,P) < U(e+ fn, P) y L(fn(x) —€¢,P) < L(f, P) , pero entonces se tiene que
U(f,P) = L(f,P) < U{c + fur P) — L(fa(@) — &, P) = 2(b — a)e + U fn, P) — L(fu, P). Como fu €5
integrable, entonces se cumple que f es integrable.

Como ya se sabe que f es integrable y que converge unif. entonces | [ fo — [fI = | [ fn — f] <

J1fn = fl <e(d—a). Porlo que limy, o0 [ frn= [ f. -
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Este teorema tiene como corolario el siguiente teorema.

Teorema 5.5.3. Series
Sea 307 [n(z) = f(x) una serie que converge uniformemente. Si cada f,(x) es Riemann integrable
sobre [a,b] entonces f(x) es Riemann integrable sobre [a,b] y ademds tenemos la siguiente igualdad.

b b o0 00 b
/Gf—/a;;ofn—;:%/a fo
dem:

Si cada f, es integrable entonces una suma finita de las primeras n funciones es también inte-
grable. Por lo que las sumas parciales S, = > _, fx son integrables sobre [a,b]. Ahora por el
teorema anterior y dado que las S, — [ uniformemente, entonces f(x) es integrable. Ademds

limy, o0 ff Sy = lmy, 00 ZZ:O fj fn= ZZOZO f; fo-

Podemos decir informalmente que cuando una serie converge uniformemente, entonces la inte-
gral y la serie se pueden intercambiar de orden. Este enunciado es muy poderoso y nos ayuda a
calcular integrales de funciones cuya antiderivada no tiene representacion como funciéon elemental.
A continuacién se da un ejemplo.

5.5.1. Aplicacién del teorema para series:

22 . . a2
Sea f(x) = e *", entonces usando la expansion de la serie de Taylor, tenemos que e™* =

_1)ng2n » .
> %, como f(x) es acotada y la sucesion de sumas parciales converge puntualmente,

entonces converge uniformemente. Por lo tanto,

b 00 b n,.2n
2 -1
/efx dx = E / 7( ilx dx
a n—0va :

5.5.2. Series y convergencia uniforme

A pesar de que el teorema anterior es muy ttil, tuvo un precio que pagar muy alto, la convergencia
uniforme. La convergencia uniforme es una condicién muy fuerte para imponerle a una sucesioén de
funciones ya que es un conjunto limitado el que cumple con estas caracteristicas.

Seria ideal poder tener la igualdad del teorema 4.3.3 sin requerir que la sucesién de funciones
converja uniformemente.

5.6. Teorema fundamental del calculo

5.6.1. Primera parte

Teorema 5.6.1. Suponga que f : [a,b] = R y que f': [a,b] = R es integrable sobre [a,b], entonces
se cumple la siguiente ecuacion

b
/ f(2)dz = f(b) — f(a)

dem:
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Sabemos que [ es diferenciable sobre [a, b] entonces dada una particion P, f es diferenciable sobre ca-
da [x;41,x;]. Por el teorema del valor medio, existe un valor t; tal que f(xiv1)— f(z:) = f/(t:)(@wip1—

x;). Porlo tanto, S(f', P, {t;}) = >, f'(t:)(xix1—x:i) = >, f(xiy1) — f(x:i) = f(b)— f(a). Entonces,

dada cualquier particion podemos encontrar etiquetas adecuadas para que la suma de Riemann sea

igual a f(b) — f(a).

5.6.2. Segunda parte

Teorema 5.6.2. Si f : [a,b] — R es Riemann integrable sobre [a,b], entonces la funcién F(x)
definida como

F(z) = / F(t)dt

es continua sobre [a,b], ademds si f(x) es continua en © = xg € [a,b] entonces F'(xg) = f(xo).
dem:
FEscojamos a M > 0 tal que M mayora a f(x) sobre [a,b]. Asuma que z <y

T Y Y
LAl
a a xr
por lo que F(x) es una funcion Lipschitz. Entonces se cumple que F(x) es uniformemente con-

tinua. Por otro lado, asuma que f(x) es continua en x = r. Entonces si dado ¢ > 0 existe

d > 0 tal que si |z —r| < & se cumple que |f(x) — f(r)] < e. Por lo que ’%—f(r)‘ =

e (F(@) = F(r) = (x =) f(r) o f= Lo =[5 fr)dt] = [ () = f(r)at| <
lz—irl\ [, €| = € Entonces f(z) = F'(z) cuando f(z) es continua.

|F(z) = F(y)| =

Yy
g/ fl < Mly — o

1
T—7r

1
T—r
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CAPITULO ©

Limitaciones de la teoria de integracion de Riemann

6.1. Un conjunto de medida positiva pero denso en ninguna
parte

Definicion 6.1.1. [16]
Un conjunto es denso en ninguna parte si la cerradura de su interior es vacio.

Sea D C [0, 1] el conjunto de fracciones diadicas. Es decir, el conjunto de fracciones de la forma

a_

Zm,a = 5% donde m € N,a € ZT y z es una fraccion reducida. [14]

Remuévase del intervalo [0, 1] el conjunto de intervalos de la forma (2, , — 22777%, Zm.at 22%“) =
H, ..

)

Por otro lado, definase H = U, oH,, o y también J = [0,1] — H. Para cada n fijo, hay 2"~}
diferentes z,, ,. Entonces, se tiene que

Z 1 1
m n—1
(Valna) < m(Hna) < 2 92n ~ 9l+n

Por lo tanto,
1 1

0<m(H) <Y orm =15
nenN

entonces
0<m([0,1] — H) =m(J)

Dado que m(H) < %, H =[0,1] — J, se cumple que

m(J) >

N | =

El conjunto J es cerrado con medida positiva. [3]

Notese que (a,b) no pertenece a J ya que las fracciones diadicas en (a, b) fueron removidas. Esto
aplica para todo a,b 2 0 < a < b < 1. Entonces dado que J no contiene intervalos abiertos, tiene
interior vacio. Este es un ejemplo de un conjunto con medida positiva y denso en ninguna parte.
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6.2. Integrales impropias

Dado que la integral de Riemann esta definida para integrar sobre intervalos compactos y funcio-
nes acotadas, para aumentar el conjunto de funciones integrables sobre diferentes dominios se debe
proponer la siguiente definicion.

Definicién 6.2.1. Una singularidad de una funcién f : R® — R* en x = a € R™ es cuando f(a)
no esta definida.

Nota 6.2.1. Ejemplo: f(x) = % tiene una singularidad en x = 0.

Definicién 6.2.2. Sea f(z) una funcion con una singularidad en z = a. La integral impropia de
f(z) sobre (a,b) donde b > a se define como lim; -+ ftb f(z)d.

Definicion 6.2.3. Por otro lado, si queremos integrar a f(x) sobre el conjunto no acotado (a,o0)
donde a € R, entonces la integral impropia se define como 1im;_, fat f(x)dx.

Notemos que en la definicién anterior, se puede aplicar la misma logica para integrar sobre
(—00,b), (—00,00), 0 (¢,a) donde ¢ < a y la funcion f(x) tiene una singularidad en = = a.

6.2.1. Intervalos no acotados

Para poder integrar sobre un conjunto no acotado, por ejemplo [a, 00), se debe definir la integral
impropia.

Ejemplo:

En este ejemplo se utiliza el teorema fundamental del célculo para poder calcular la integral.

Sea f(z) = e~*, entonces sabemos que el conjunto de puntos {(z,y) C R? 12 > 0,0 <y < e %}
tiene area finita. Sin embargo, no podemos usar la definiciéon de Riemann ya que el conjunto sobre
el cual queremos integrar no es acotado. Usando, la definicién de integral impropia, obtenemos que

t

lim e %dr = lim —e | = lim ® —e7 ' =1
t—oo [ t—o0 t—o0

6.2.2. Funciones no acotadas

La integral de Riemann se defini6 para funciones acotadas, por lo que no se puede integrar
funciones que tienen singularidades y asintotas. En este caso, ni siquiera es posible usar el limite de
una integral impropia, porque integrabilidad de Riemann implica acotacion.

Ejemplos:

1. f(z) = % tiene una singularidad en x=0.

2. g(x) = ﬁ también tiene singularidad en x=0.

En la definicion de la integral de Riemann decimos que una funcion acotada es integrable si la
integral superior es igual a la integral inferior. Es decir, que una funcién no puede ser integrable si
no es acotada. Esto limita el conjunto de funciones integrables.
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6.3. La funcion de Dirichlet

Definicion 6.3.1. Una funcion caracteristica x4 de un conjunto A, es dada por la siguiente regla

de asignacion.
_J1 zeA
Xa = 0 zeA

Definicion 6.3.2. Definimos la funcién de Dirichlet como la funcion caracteristica del conjunto de
los numeros racionales, xq.
Se verifica a continuacion que la integral de Riemann no puede integrar la funcién de Dirichlet.

Recordemos que para que una funcion sea integrable, entonces las integrales superiores e inferiores
deben coincidir.

Sea [a,b] cualquier intervalo y sea P cualquier particién del mismo. Entonces U(xq, P)
Z;:ll M;(x;11—x;). Dado que entre cada par de nimeros reales, existe un racional, entonces M; = 1

no importa la particién de [a, b] que consideremos. Entonces U(xq, P) = Z?:_ll Tig1—Ti) = Tp—21 =
b — a. Claramente el infimo de las integrales superiores es b — a.

Por otro lado, ahora tomaremos la integral inferior. L(f, P) = Z?;ll m;(z;41 — x;), ahora, sa-

bemos que asi como entre cada par de ntmeros reales existe un racional, sucede lo mismo con

los irracionales. Entonces el infimo de la funciéon de Dirichlet entre cada x;,x;+1 es 0. Entonces
-1 o

L(f,P)=>"", 0(zit1 —x;) = 0. Por lo tanto, el supremo de las sumas inferiores es cero, podemos

concluir que la integral de x¢g no existe por lo tanto no es Riemann integrable.

Asi como existe esta funcién, podemos crear muchas méas que no son Riemann integrables. Con-
sidere j € Q°, entonces @ + j es el conjunto de los racionales trasladado por una distancia de j. Este
conjunto es diferente de Q y ademas, x4+, no es integrable sobre ningtn intervalo de la forma [a, b].

6.3.1. La funcién de Dirichlet como el limite puntual de una sucesién de
funciones

Se sabe gracias al teorema de integracion y convergencia uniforme que si f,(z) — f(z) uni-

b, . b
formemente, entonces se cumple que [ lim, o0 fr(x)dz = lim, ;o [, fn(2)dz. Entonces vamos a
relacionar la deficiencia de Riemann al no cumplirse este teorema para convergencia puntual con
Dirichlet.

Sea {qi : k € N} una enumeracion de los numeros racionales. Definase para n € N

1 x=qi,k <nparaalgin k € N

0 en otro caso

fu(x) :[0,1] —>R:{

Propiedad 6.3.1. (f,,) converge a xg puntualmente

Sea x € [0,1] y € > 0. Si x es irracional, entonces fn(x) = xq(x). Ahora, si x € Q, entonces
x = x para algin k € N. Nétese que fm(x) =1 = xq(x) para todo m > k. Entonces |fn(x) —
xo(z)| =0 < € para todo n > k.

Seria sumamente util un teorema que nos asegurara que la integral de Riemann del limite de
funciones es igual al limite de las integrales de Riemann de las funciones, sin embargo esto no ocurre
y debemos ir en busca de una integral més poderosa que logre esto.
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6.4. Teoremas de convergencia

Como fue discutido anteriormente, la integral de Riemann carece de un teorema de convergencia
més general. Note que como se mencioné la funcién de Dirichlet es el limite puntual de una suce-
sion uniformemente acotada de funciones Riemann integrables cuyo limite puntual (la funcion de
Dirichlet) no es Riemann integrable.

6.5. Incompletitud

6.5.1. El conjunto de funciones Riemann integrables es un espacio vecto-
rial

Sea R[a, b] el conjunto de funciones Riemann integrables. Considere la funcion f = 0. Ademas se
cumplen las siguientes propiedades para todo A, u € R, u,v € R]a,b]:

1. ut+v=v+u

dem:

Dado que u(z),v(x) € R, por la conmutatividad de R, y por la definicién de operadores sobre
R se tiene que:

(u+v)(z) = u(z) +v(z) = v(z) + u(@) = (u+v)(2),

2.  u+v € Rla,]

dem:
Sabemos que las integrales superiores e inferiores son transformaciones lineales, entonces, su-
ponga que u,v € R[a,b):

Jutv=[u+[v=[u+ [v
Ju+v=[u+ [v=[u+ [v, porlo que las integrales superior e inferior de u + v coinciden
y se tiene que u + v es integrable.

3. (u+v)tw=u+(v+w)

dem:
Si u,v,w € Rla,b] y x € [a,b] entonces ((u + v) + w)(x) = (u+v)(z) + w(x) = u(z) + v(r) +
w(z) = u(@) + (v + w)(@) = (u+ (0 -+ w)(2).

4. O04+v=v+0=wo.

dem:
Sea 0 : [a,b] — R tal que 0(x) = 0 para todo = € [a,b]. Notese que 0 esta acotada ya que es
constante, por lo que 0 € RJa,b] entonces (v + 0)(z) = v(z) + 0(z) = v(z)

5. (WweV)F—veV)(v+(—v)=0)
dem:
Para v € Rla,b] definase —v := —1-v, entonces (v —v)(z) = v(z) —v(z) = 0 = 0(z) para todo

x € [a,b)].

6. Mu+tv)=Au+ )
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dem:
AMu+v)(x) = Mu(z) + v(x)) = Mu(z) + M(x) = (Au+ Av)(x)

7. A+ pv= v+

dem:

(A+pv)() = A+ p)(v(@)) = Mo(x) + po(z) = (v + ) ()
8. A(uw) = (A

dem:
Si v € Rla, b] entonces (1v)(z) = 1v(z) = v(z), para todo z € [a, b] y para todo v € R][a,b] por
lo que 1v = v.

Por lo tanto, RJa,b] es un espacio vectorial. Ademés lo podemos dotar de una semi-métrica:
b
£=9l= [ 176 - g(olds
a

Aunque se formaran clases de equivalencia para que la semi-métrica sea una métrica e induzca
una norma, el espacio no seria completo. Se verifica a continuacién que el espacio en efecto no es
completo.

6.5.2. Existencia de una sucesiéon de funciones que no converge dentro
del espacio

Sea f,, = min{n, ﬁ} Entonces noétese que, si dado un € > 0 y ademas se cumple que n > m,

i < € se tiene que

el 1m? g n—m n?—2mn+m?

n—m (n—m)?
5 T 2 2
n mn n m n m nm m

(1+n—m):n—m(ﬁ):n—m<i<€

n—m
2

Entonces se tiene que (f,) C R[a,b] es una sucesion de Cauchy. Sin embargo, el limite de la sucesion,
que es f(x) = lim, o fn(z) = —= no se encuentra dentro del espacio de funciones acotadas, por lo

Vz

que no puede ser Riemann integrable. Es decir, el espacio no es completo.

6.6. Limitaciones del teorema fundamental del calculo

6.6.1. La integral no es un operador inverso de la derivada

Tomando la primera parte del teorema fundamental del calculo, notemos que el enunciado re-
quiere que f’ sea Riemann integrable sobre [a,b]. Notese que se estan haciendo dos requisitos, el
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primero es que la funcion f sea diferenciable sobre [a,b]. Ademas, se requiere que f’ sea Riemann
integrable.

Es deseable que se cumpla el TFC solo sabiendo que f” existe, i.e. si f es diferenciable, entonces
f' es integrable y ademaés

b
/ f(t)dt = £(b) — f(a)

Ejemplos

-1 0

Figura 6.1: Funcién con primitiva, que no es Riemann integrable
a?cos(%) a € (0,1]

En efecto, se verifica que
0 z=0

1. Considere f(z) : [0,1] — R tal que f(x) = {

f(x) es diferenciable.

Claramente, dado que z? y cos(Z%) son ambas diferenciables sobre (0,1] entonces la mul-
tiplicacién de ambas lo es también. Ademés, la derivada de f(z) en el intervalo (0,1] es
£/(z) = 2(w cos( ) + = sin(Z))

Por otro lado, para verificar la diferenciabilidad en x = 0 aplicamos la definicién.

. h?cos(m/h? i ™

i, ) =t eos(75)

Ahora, para encontrar el limite, se procede a utilizar el teorema de encaje. Notese que como
| cos(a)| < 1 para todo a € R se cumple que —x < wcos(75) < z para todo x € (0, 1]. Entonces,
tomando el limite de cuando x tiende a 0 tenemos que este es igual a 0, por lo que

) LA
}lllg%)hcos(hg)—()—f(())

Por lo tanto, se concluye que f'(x) es una funcion sobre [0, 1].
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Figura 6.2: Derivada no acotada, que no es Riemann integrable

Sin embargo a pesar de que f(x) es diferenciable para todo z € [0, 1], f/(z) no esta acotada,
entonces f’(z) no es Riemann integrable.

2. El siguiente ejemplo proviene de [4]
Considere {G,, = (an,by,) : n € N} abiertos disjuntos del (0, 1) tal que U,G,, = [0,1], G =
UGy, 0 < m(G) < 3. Ademas, sea J = G°. Entonces, para cada G; = (a,b), se procede a

definir una funciéon )

r—a

)
en todos los puntos z tales que a < 2 < a donde o < 2% y ademas f’(a) = 0. Ahora, en el

intervalo [cr, 2£%] se define f(z) como el valor constante f(c). Se define f(z) sobre el intervalo
(22 b) por simetria sobre el eje 2 = 252, Se define f(a) = f(b) = 0. Todo esto es para cada
abierto G; de la cubierta abierta. Por ultimo, si « € J, se define f(z) = 0.

f(z) == (z — a)?sin(

A probar: f(z) es diferenciable. Notese que f’(x) existe sobre cada G;, es decir es diferenciable
sobre H.

1
xfa)_cos<xfa

f'(x) =2(z — a)sin( )

Ahora, cuando b — a es pequefio, entonces |f'(z)| < 1+ € para algin € > 0.
Falta verificar que f(x) sea diferenciable sobre J. Sea € > 0, entonces si |z —t| < ¢, con
x € J,t € H entonces f(x) = 0, por lo tanto )w =10 < (=o)*

T | t—x t—x
sit € J, se cumple que ‘M‘ = 0, entonces f(z) es diferenciable sobre [0, 1].

= |t —x| < ¢, ahora,

t—x
Sin embargo, f’(x) sobre J no es continua, y 0 < m(J) por lo tanto f(z) no es Riemann
integrable.

Lo anterior ejemplifica que existen funciones acotadas que tienen funcién primitiva, sin embargo
no se cumple el teorema fundamental del calculo en su caso.
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CAPITULO [

Integral en la teoria de Lebesgue

En la siguiente secciéon se tomara el espacio de medida como (R™, B,m) = (X, B,u) donde B
es el algebra de Borel de R™ y m es la medida de Lebesgue. Se presentan demostraciones para el
teorema de convergencia dominada de Lebesgue, el de consistencia y para el teorema fundamental
del célculo. Para el de convergencia, se utiliza el lema de Fatou y propiedades del supremo e infimo.
Para el teorema de consistencia se hace uso del teorema de aproximacion de funciones medibles y del
teorema de convergencia. Finalmente, para el Teorema fundamental se utiliza el teorema del valor
medio, el teorema de convergencia y el teorema de aproximacion de funciones medibles.

7.1. Integral y funciones integrables

Definicién 7.1.1. [13] Una funcién simple es una que toma una cantidad de valores finitos. En otras
palabras la imagen es un conjunto finito. Se puede definir equivalentemente como una combinacion
lineal de funciones caracteristicas.

Definicién 7.1.2. [13] Sea h : X — R una funciéon medible y simple. La integral de h sobre un
conjunto medible E se define como [}, hdp = Y7 | a;u(A; N E), con a; € R,y cada A; un conjunto
medible.

Definicion 7.1.3. [13] Sea f : X — R una funcion medible, no necesariamente simple. Entonces
la integral de sobre un conjunto medible E, se define como fE fdu = sups<f{fE sdu}, donde el
supremo recorre las funciones medibles que son menores puntualmente que f. Se dice que f es una
funcion Lebesgue integrable cuando [ |f] < oco.

7.2. Teorema de consistencia

Teorema 7.2.1. Sea f : I — R una funcion Riemann integrable sobre I = [a,b]. Entonces [ es
Lebesgue integrable sobre I = [a,b]. Ademds, las integrales coinciden.

dem:

Sea { Py} una sucesion de particiones de [a,b] tal que:

1. méx({wip1 —x; i€ ZT,1 <i<n}) =0 cuando k — oo
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2. limy oo L(f, Pk) = f(ff

; b
3. hmkﬁoo U(f7 Pk) = faf
Ahora definase, para cada particion Py, las funciones simples y medibles

uk(w) = Z MiX[mi,xi+1)('ri+1 - xz) + MnX[:cn_l,mn](xn - xnfl)

W(®) =D MiX(wss) (@ir1 = T3) + MnX(an_y 0] (Tn — Tn_1)

lp(z) = Zmi(%ﬂ — ;)

. Entonces ndtese que las integrales de Lebesgque sobre [a,b] de limy_ oo ug, y de limg_, o0 lx, son

b, ; b b b , b b,
fa hmk—>oo Ug = hmk—)oo fa U = U(f7 P) = fa.f = fif = L(fa P) = hmk—>oo fa lk = fa hmk—>oo lk-
Entonces dado que limg_oo I < f < limy_, o ug se tiene que f es Lebesgue integrable y la integral
es igual a la de Riemann.

7.3. Lebesgue y las limitaciones de Riemann

A continuacion se discute como Lebesgue resuelve algunos de los problemas que no puede resolver
Riemann.

7.3.1. Dirichlet y Lebesgue

Medida de los racionales

Sea € > 0, y sea (¢1,¢z...) una enumeracion de los racionales. Entonces consideremos la cubierta
abierta del conjunto @Q,G = U;cz+ By—i(q;). Por lo tanto, Q@ C G = U;cz+Bo-i.(q;) y por propie-
dades de la medida de Lebesgue, m(Q) < m(G) < > .5+ 27'e = €. Dada la arbietrariedad de ¢, se
puede concluir que el conjunto de los niimeros racionales tiene medida 0.

Sabemos que si AU A® = X, entonces m(A) +m(A°) = m(X). Aplicando esto a el intervalo [0,1]
y su particién en los racionales e irracionales, obtenemos que la medida de los irracionales es 1.

Procedemos a calcular la integral de Lebesgue de la funcion de Dirichlet.

Integral de la funcién de Dirichlet

/XQdmzl-m(Q)—l—O-m(QC):1~O+0-1:O

Se puede ver que la integrar de Lebesgue ha resuelto un problema importante que no pudo
resolver la integral de Riemann, ademaés integré la funcion de Dirichlet de manera natural. Esto es
porque la misma es una funcién simple, en particular es la funcién caracteristica de los racionales,
siendo la integral sobre [0, 1] la medida de @ N[0, 1].
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7.3.2. Teorema de convergencia

Teorema 7.3.1. Teoremas de convergencia dominada de Lebesgue
Sea f.(x) : R¥ — R una sucesion de funciones integrables tal que |fn(v)] < g(x) donde g es
integrable. Sea f(x) el limite puntual de fy,(x). Entonces f es integrable y ademds se cumple que:

lim fndmz/ fdm

para todo subconjunto E C R™ medible.

dem:[13]

Se sabe que el limite de una sucesion de funciones medibles es medible entonces f es medible. Por
otro lado como |f,| < g entonces |f| < g, y se tiene que f es integrable sobre R™ y también, cada
E C R™ medible. Por el lema de Fatou, se tiene que, si EE C R™ es medible, entonces

/29:/liminf(ng\fnff\)§11’In1’nf/ 2g7|fnff|:h'm1'nf/ngh’msup/ | fn — £l
E E E E E
/ngh'rnsup/ | fr — fl
E E
tiw [ 1, - 1 =0
E

Anéﬂﬁﬁlfséﬁlf

por lo que se concluye que el limite de las integrales es la integral del limite.

, entonces

y se tiene que

Teorema 7.3.2. Series

Sea fn(z) : R"™ — [0,00] una sucesion de funciones medibles. Definase f(z) := > .7 fa(x). Por
otro lado, sea E C R™ cualquier subconjunto medible y E = U2 E,, donde (E,) es una sucesion de
subconjuntos disjuntos medibles. Sea g : R™ — [0,00] una funcion medible. Entonces tenemos que

/Efdm:/Erifndmzi/Efndm

gdm = / gdm

y ademds

7.3.3. Completitud

Teorema 7.3.3. Destigualdad de Minkowski
Sea 1 < p < oo entonces si f,g: R"™ — [0,00] son funciones medibles, se cumple la desigualdad de

Minkowski: A . s
([orar) <([ o) +([ wr)

Se define, £1(R,m) :={f : R — R tal que ([ |f|dm) < oo}.

L4 con la suma cumple con los axiomas de un espacio vectorial, sin embargo, d(f,g) = |f —g| :=
I} R |f — gldm puede anularse aunque f # g. Entonces, se procede a definir un nuevo espacio L; bajo
la relacién de equivalencia f ~ g cuando f = g m-en casi todo punto. Esto corrige el problema y se
obtiene que |f —g| =0siysolosi f =g € L.

Teorema 7.3.4. Completitud:
El espacio Ly es completo. Es decir las sucesiones de Cauchy son convergentes dentro del espacio.
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7.4. TFC desde Lebesgue

Teorema 7.4.1. Sea f : [a,b] = R que es diferenciable y ademds f' es acotada sobre [a,b]. Entonces
se cumple que

b
/ F(tdt = £(b) - f(a)

Dem:

Se sabe que ' es acotada y como es una derivada es medible. Como [’ es acotada existe M > 0 tal
que |f'| < M y ademds como f' es medible existe una sucesion de funciones simples medibles (s,)
tal que s, < f' y ademds s, — f'. Dado que cada s, es simple, entonces es integrable. Por otro
lado, notese que M(t) : [a,b] — R tal que M(t) = M es una funcion constante y como el dominio
es un compacto, entonces es integrable. Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgque [/ es
integrable.

Extiendase f(t) sobre [b,b+ 1] tal que f(t) = f(b). Ahora definase f,(t) = w, ndtese que
fu(t) = f'(t) para cada t € [a,b+ 1]. Como f’ es acotada, entonces (fy,) es uniformemente acotada
y por el Teorema de Convergencia Mondtona, se tiene que

b b 1/n+b b
/ f'= lim / nfn(t+1/n) — fu(t)dt = lim nfn(t)dt — lim nfn(t)dt =
a n=eo Jq n—oo fo

n— oo a+1/n

1 b+1/n 1 a+1l/n
g e [ pa

Sin embargo, como cada f, es continua, es Riemann integrable, entonces por el teorema de valor

medio aplicado a la siguiente integral, se tiene que ﬁ be/n fat)dt = f(b,) para algin b, €

[b,b + 1/n]. De la misma manera, existe a, € la,a + 1/n] tal que ﬁf;*l/" fa®)dt = f(an).

FEntonces

b
fr=lim f(bn) = f(an) = f(b) = f(a)

n—oo

El TFC nos garantiza que Lebesgue puede integrar cualquier derivada acotada. Es algo que la
integral de Riemann no nos ofrece. Lastimosamente, el teorema fundamental del calculo bajo la
integral de Lebesgue es incapaz de garantizar integrabilidad para derivadas no acotadas.
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7.4.1. Derivada no acotada no integrable

Ademas la integral de Lebesgue es incapaz de integrar la derivada de la funcién presentada en el
capitulo anterior:

f2) = {x2 cos(75) x € (0,1]

0 =0

Se demuestra a continuacion que la integral de Lebesgue no la puede integrar.

Se sabe que

x x x

/x — 0 =0
@) {Qxcos(g)—i-z”sin(’;) x € (0,1]

Figura 7.1: Derivada no acotada, que no es Lebesgue integrable

., b
Sea aj, = ﬁﬂ y by = \/%, entonces notese que fa: = 2—116, entonces

/Ollf’lzg/aikai;k:oo

se concluye que f’ no es Lebesgue integrable.
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CAPITULO 8

Integral de Kurzweil-Henstock y el TFC

Definicién 8.0.1. [1] Sea I = [a,b] un intervalo compacto. Una particién etiquetada P de I es una
de la forma P = {(I;,t;) i =1,....,n;t; € I; = [, Ti+1];0 = 21 < ... < 25, = b}. Claramente, cada
particion P tiene infinitas particiones etiquetadas asociadas.

Definicion 8.0.2. Sea I = [a,b] y § : I — R. Se dice que § es un gauge sobre I si 6(¢) > 0,Vt € I.
Se dice que el intervalo alrededor de t € I controlado por el gauge 0 es [t — §(t),t + 4(¢)].

Definicion 8.0.3. Sea I = [a,b] y P una particion etiquetada de I. Si § es un gauge sobre I, decimos
que P es d—fina si I; C [t; — §(t;),t; + 0(¢;)] para todo i entre 1 y n.

En la siguiente lista de ejemplos veremos por qué las funciones gauge hacen toda la diferencia.
Nota 8.0.1. Ejemplos:

1. 6(t) = d > 0 la funcién identidad es un gauge sobre todo I.
Notemos que si z;11 — x; < 2d entonces P es —fina.

2. Sean d1, 02 dos gauges sobre 1. Entonces d(t) := min(d1(t), 02(¢)) es un gauge sobre I. Notemos
que si P es 0—fina, entonces es d; —fina y do—fina.

3. Se tiene cierto control sobre los puntos que son la etiqueta de cada subintervalo|7].
Consideremos el intervalo [0, 1] y el gauge

5(t) == {

Consideremos el primer sub-intervalo de cualquier particion d—fina, [0, z2]. Sea t; la etiqueta
de este sub-intervalo, supongamos por el absurdo que la etiqueta es distinta de 0. Entonces,
dado que la particiéon es §—fina,

t=0
t>0

[N

I
[0,$2] C [t1—5(t1),f1+5(t1)] = [tl 2,t1+ 2]— |:27 5 ]

Esto es una contradiccion, entonces la tnica etiqueta para [0, z2] es t; = 0.

Definicion 8.0.4. Sea I = [a,b], f : I — Ry P una particion etiquetada de I. Entonces la suma
de Riemann asociada a esta particion esta dada por S(P, f) := Z;:ll Flt) (g1 — ).
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Definicion 8.0.5. Sea f: I — R una funcion, sea A € R. Entonces se dice que f es KH integrable
si para todo € > 0 existe un gauge J. sobre I tal que si P es cualquier particion etiquetada que es
d.—fina, entonces se cumple que

IS(P, f) — Al <e
. La integral de f sobre I es A.

8.1. Teorema de consistencia

Para evitar confusiones en las siguientes pruebas, se denotara con L f ; [ la integral de Lebesgue
de f sobre I y la notacion usual para KH.

Teorema 8.1.1. Riemann

Si una funcion es Riemann integrable, entonces es KH integrable.

dem:

Sea f : [a,b] — R Riemann integrable, entonces existe A € R tal que Ye > 0 existe 6. > 0 tal que
si P es una particion que cumple con m(P,[a,b]) < 0., entonces se tiene que |S(P, f) — A| < e.
Ahora, la prueba consiste en definir una funcion § : [a,b] = R que actie como gauge. Notemos que
como m(P,[a,b]) es mayor que el tamano de cualquier subintervalo, entonces |T;y1 — ;| < 0 si
t; € [x;, 2i11], entonces [z;,x;41] C (t; — b, 0c + t;) por lo que si definimos 6(t) := 0. se cumple el
criterio para la integrabilidad de Kurzweil Henstock.

Entonces se acaba de demostrar que la integral KH es una natural generalizaciéon de la integral
de Riemann. La funcién gauge, é se asocia al € de manera natural. De esta manera nos damos cuenta
que la integral de Kurzweil Henstock, al definir un gauge ademés de dar méas control sobre los puntos
etiquetas de la particion, nos permite acotar con usando la medida del intervalo que define el gauge.
Esto se ejemplificaré al integrar la funcion de Dirichlet la siguiente seccion.

Teorema 8.1.2. Lebesgue

Sea f :[a,b] = R una funcion medible no negativa. Entonces f es Lebesgue integrable si y solo si f
es KH integrable.

dem:

Paso 1: Suponga que f < M para algin M real

Entonces existe una sucesion gx de funciones medibles y simples tal que g — [ en casi todo punto.
Dado que son funciones simples, entonces son integrables bajo Lebesgue y Kurzweil Henstock y
ademds son iguales las integrales. Gracias al teorema de convergencia acotada, se tiene que f es
integrable bajo Lebesgue y Kurzweil y coinciden.

Paso 2: Sea f una funcion medible.

Definase fr(x) = min{f(z),k}x[—px(x). Notese que cada f}. es acotada, por el caso anterior, es
integrable segin Lebesgue y KH. Ademds Lf] fr = f] fr- Dado que 0 < fr, < f, es decir que fi(x)
es creciente para cada x, entonces por el teorema de convergencia monotona, se tiene que

limL/fk:L/lefm/fk:/f
8.2. Funcién de Dirichlet

Debemos construir un gauge d. para cada € > 0, tiene que cumplir con que |S(P, xg)| < € para
cada particion P, que sea J.—fina.

Sean € > 0y {qx : kK € ZT} una enumeracion de los nimeros racionales, definase

de(t) == aw P=ank € 2T
) te Qe
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Claramente la funcién definida anteriormente es un gauge sobre I. Ahora, consideremos A = 0,
y una particion P que sea d-fina entonces

oo

n—1
€ €
IS(P,x@) — Al =S(P,x)| = | > Xt (@1 —x:)| <Y Ji7E =5 <€
=0 k=1

Por lo tanto, se concluye que la funciéon de Dirichlet es KH integrable y ademaés su integral sobre
[0,1] vale 0.

8.3. Teoremas de convergencia

Teorema 8.3.1. Teorema de convergencia dominada

Sea fr. : I = [a,b] — R una sucesion de funciones KH integrables tal que g < fr, < h en casi todo
punto donde g,h : I — R son KH integrables y que f converge puntualmente en casi todo punto.
Entonces si se define

(@) limg 00 fr(x) cuando el limite existe
xTr) =
0 en otro caso

Se cumple que
/f = lim [ f&
k—o00

dem:[14]

Por el lema de Fatou, se tiene que [, liminf f, <liminf [, fi. Por otro lado, dado que fr < h en casi
todo punto, entonces limsup f existe en casi todo punto. Por lo que lim sup fl Jr < fI lim sup fy,
sin embargo limsup fr = lim inf f;, = lim fi = f, entonces

/1 /= Jim /I i
8.4. TFC

El siguiente teorema sera utilizado para la demostracion del TFC.

Propiedad 8.4.1. Teorema de horcajadas:
Sea f : [a,b] = R diferenciable, entonces dado € >0 y t € [a,b] existe .(t) > 0 tal que si

t—0<u<t<v<t+4

entonces

[f () = fu) = f' () (v —u)| < e(v—u)

Teorema 8.4.1. TFC Version 1
Suponga que f : [a,b] = R es diferenciable sobre [a,b], entonces

b
/ 1= 1) - f(a)

dem:
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Sea € > 0, entonces para cada t € [a,b] existe §; que cumple con el teorema de horcajadas.
Definase un gauge sobre [a,b] de la siguiente manera:

y(t) =6
Suponga que P = {(t;,[xit1,2:] : 0 < i < n+ 1} es una particion etiquetada de [a,b] v—fina.
Entonces por el teorema de horcajadas, se tiene que

n

DSt @i — @) = (f(wirn) = @)

=0

D) (@i — 2i) = (F(0) - f(a))
=0

usando desigualdad triangular y dado que P es v—fina, se puede acotar y se obtiene que
SO ) @isr — 23) = (f@in) = F@)| <Y ewirs — x:) = e(b— a)
i=0 i=0

por definicion de la integral de Kurzweil Henstock,

b
| #@is =0 @

Teorema 8.4.2. TFC Version 2
Suponga que F, f son dos funciones definidas sobre [a,b] en R tal que F es continua y F' = f excepto
posiblemente en un conjunto contable. Entonces se cumple que

[ r=r0-rw

dem:

Sea C' el conjunto enumerable donde F' # f o donde F' se indefine. Sea C = {cy, : k € N} una
enumeracion de C. Sea e >0 y t € C entonces como F es continua, se tiene que existe 6(t) tal que
si |z —t| < 6(t) entonces |F(z) — F(t)| = |F(x) — F(cx)| < €27%73 y ademds f(cx)|w —cp| < 27573,
la sequnda condicion se puede asegurar dado que §(t) puede ser menor que la que asegura la primera
condicion. Para t € [a,b] — C, se escoge un §(t) que cumple con el teorema de horcajadas.

Se define el gauge sobre [a,b] como Y(t) = 6(t). Sea P una particion etiquetada y—fina, y se
va a dividir la particion en Py donde las etiquetas pertenecen a C y P> donde no pertenecen a C.
Entonces se tiene gracias al teorema de horcajadas que

> F) @i — @) = (Fziga) = F(z)| < D 1f(t) (@i — @) = (F(@iga) — F(x))|

ti€Pa t; € P

<> el@wip —a) < e(b—a)
tiEP>
por otro lado,

|[F(wi41) = F() = f(ti)(@ig1 — @) < [F(2ig1) — Flew)| + [fler) (@ir1 — zi)| + [F(ex) — F(xi)]
< 3e27F3 < 27hL

entonces para P; se tiene que

> 1) @ins — ) + Flain) = Fla)] < Y grg = ¢
t,€Py k=0

Finalmente, al sumar las dos desigualdades y aplicando desigualdad triangular para atrds, se tiene
que

[F(b) = Fa) = Y f(ti)(zi1 — i) < e(1+b—a)
=0
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Ejemplos de aplicaciones a derivadas no acotadas y con variacién no acotada

1. Si g(z) = --. Entonces extendemos la funcién sobre el intervalo [0, 1] de la siguiente manera
NG

< 2e(0,1
o@): [0, » r={ve “€O1
0 x=0

Por lo tanto, se calcula la integral:

1
1
—dr = 2/z|f =2
/o e ’
2 12 1
2. Si f(x) = {x cos(3z) @€ (007 ], entonces
T

/0 f(@)dz = f(z)]} = —1
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Conclusiones

. En las matematicas existe una clara tendencia a generalizar una teoria existente. Esto se hace
con el objetivo de generar nueva teoria para resolver problemas que en la teoria existente no
tiene solucién y hacer crecer las matematicas.

. Cauchy, fue de los primeros en proponer una definicion mediante limites para la integral,
ademas esta definicién es independiente de la derivada. Sin embargo, esta integral solo podia
integrar funciones diferenciables por lo que en el afin de generalizar, Riemann propuso otra
definicion, la cual podia integrar cualquier funcién continua, sin importar su diferenciabilidad.

. El valor agregado de la integral de Riemann es que dej6é por un lado el concepto de limite del
nimero de elementos de una particiéon y aprovechar la propiedad de supremo que caracteriza
a los nimeros reales.

. Al considerar la integral de Riemann, existen derivadas acotadas que no son integrables, el es-
pacio vectorial de funciones Riemann es incompleto y los teoremas de convergencia se cumplen
dnicamente bajo condiciones bastante fuertes. Para ello surgieron dos generalizaciones mas, la
de Lebesgue y Kurzweil Henstock, que resuelven parcialmente estas limitaciones.

. La integral de Kurzweil Henstock generaliza los teoremas de convergencia. Al igual que la
integral de Lebesgue, genera un espacio vectorial de funciones integrables que es completo y
finalmente, generaliza el Teorema Fundamental del Célculo resultando en que ya no es necesario
que la derivada sea integrable ni acotada. Este resultado justifica que la derivada y la integral
se tomen como operadores inversos.

34



Bibliografia

1

2]

13l

4]

5]
[6]

7]
18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]
[14]
[15]

Bartle, Robert Gardner: A modern theory of integration, volumen 32. American Mathematical
Soc., 2001.

Bastian, Ryan: An Introduction to The Generalized Riemann Integral and Its Role in Under-
graduate Mathematics Education, Dec 2016. https://etd.ohiolink.edu/apexprod/rws_etd/
send_file/send?accession=auhonors1482504144122774&disposition=inline.

Benedetto, John: Real variable and integration: with historical notes. Springer-Verlag, 2013.

Gordon, Russell A.: A Bounded Derivative That Is Not Riemann Integrable. Mathematics
Magazine, 89(5):364-370, 2016. https://doi.org/10.4169/math.mag.89.5.364.

Hawkins, T: Dictionary of Scientific Biography, 1990.

Icaza Herrera, Miguel de: Galileo, Bernoulli, Leibniz and Newton around the brachistochrone
problem. Revista Mexicana de Fisica, 40(3):459-475, 1993.

Kurts, DS y CW Swartz: Theories of integration, 2004.

Lewin, Jonathan W: A truly elementary approach to the bounded convergence theorem. The
American Mathematical Monthly, 93(5):395-397, 1986.

Memoria, RIEMANN nella sua: Sui principii del calcolo integrale. Giornale di matematiche,
19:333-372, 1881.

Ponce-Campuzano, Juan Carlos y Miguel Angel Maldonado-Aguilar: Vito Volterra’s construc-
tion of a nonconstant function with a bounded, non-Riemann integrable derivative. BSHM
Bulletin: Journal of the British Society for the History of Mathematics, 30(2):143-152, 2015.
https://doi.org/10.1080/17498430.2015.1010771

Ruch, Dave: The Definite Integrals of Cauchy and Riemann, Aug 2020. https:
//digitalcommons.ursinus.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1011&amp;context=
triumphs_analysis.

Rudin, Walter y cols.: Principles of mathematical analysis, volumen 3. McGraw-hill New York,
1964.

Salamon, Dietmar: Measure and integration. European Mathematical Society, 2016.
Swartz, Charles W: Measure, integration and function spaces. World Scientific, 1994.

Weisstein,  Eric:  Brachistochrone  Problem. https://mathworld.wolfram.com/
BrachistochroneProblem.html.

35


https://etd.ohiolink.edu/apexprod/rws_etd/send_file/send?accession=auhonors1482504144122774&disposition=inline
https://etd.ohiolink.edu/apexprod/rws_etd/send_file/send?accession=auhonors1482504144122774&disposition=inline
https://doi.org/10.4169/math.mag.89.5.364
https://doi.org/10.1080/17498430.2015.1010771
https://digitalcommons.ursinus.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1011&amp;context=triumphs_analysis
https://digitalcommons.ursinus.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1011&amp;context=triumphs_analysis
https://digitalcommons.ursinus.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1011&amp;context=triumphs_analysis
https://mathworld.wolfram.com/BrachistochroneProblem.html
https://mathworld.wolfram.com/BrachistochroneProblem.html

[16] Yee, Lee Peng, Rudolf Vyborny, Rudolf Vyborny y cols.: Integral: an easy approach after Kurz-
weil and Henstock, volumen 14. Cambridge University Press, 2000.

36



Anexos

.1. Teoremas y definiciones auxiliares

Definiciéon .1.1. Un conjunto elemental es una union finita de intervalos acotados.

Teorema .1.1. Lema de sucesién de conjuntos acotados encajados
Suponga que A, es una sucesion de conjuntos acotados tal que ... C Ay C Ay. con interseccion vacia.

Definase
an, =sup{m(FE): E C A,}

donde E es un subconjunto elemental de A,. Entonces a, — 0.
Teorema .1.2. Sea f(x) continua sobre [a,b]. Entonces f(z) es uniformemente continua sobre [a,b].

Teorema .1.3. Teorema de convergencia mondtona
Sea (fn) una sucesion de funciones medibles tal que f, — f converge puntualmente en casi todo
punto. Ademds, f1 < fo < ... entonces se cumple que

/Eth'm/Efn

Nota .1.1. El teorema anterior estd enunciado para la integral de Lebesgue, sin embargo tiene sus
versiones respectivas en la teoria de Riemann y Kurzweil Henstock.

.2. Espacios de medida

Definicién .2.1. Sea X un conjunto. Una clase de subconjuntos A C P(X) es una o-élgebra si se
cumple lo siguiente:

s XcA
= Si F € A entonces F¢ e A

v Si {F;}°, C A entonces U2 F; € A

A la pareja ordenada, (X, A) se le llama espacio medible. A los elementos de la o—algebra se les
conoce como conjuntos medibles.

37



Definicién .2.2. Sea U una clase de subconjuntos de X, definimos a o(U) como la c—algebra mas
pequena que contiene a U.

Definicion .2.3. Una topologia U sobre X, es una clase de subconjuntos que cumple con que:

» X, 0eU

s Sif,ge U entonces fNgeU

» Si {fi}ier es cualquier clase de elementos de U, entonces, U;erfi € U

A los elementos de una topologia se les llama abiertos. Se le llama la topologia usual a aquella
que se induce mediante una métrica.

Nota .2.1. El o—éalgebra de Borel de R™ se define como o(U), donde U es la topologia usual sobre
R™. De ahora en adelante, siempre nos vamos a referir a (R"™, B) como R"™ con su o—algebra de
Borel.

Definicion .2.4. Sea (X, A) un espacio medible. Una funciéon p : A — [0, 00] es una medida, si se
cumple que:
» JF € A, tal que u(F) < o0
» Dada una coleccion contable de conjuntos medibles {F;} y disjuntos a pares, se cumple que
oo W(Fy) = p(Us2o(F;)). Esta es la o—aditividad.

A la terna (X, A, 1) se le llama espacio de medida.

A continuacion presentamos propiedades sobre medidas.

Propiedad .2.1. Los siguientes enunciados son vdlidos para cualquier espacio de medida (X, A, ).

1. p(@)=0
2. w(CUB) = u(C)+ u(B), donde C,Be AyCNB=0
3. 81 C C B, entonces u(C) < u(B)

dem:

1. Sea By € A tal que la medida de By es finita. Definamos la cola de la sucesion B, como
B; =0 parai> 1.
Entonces, dada la disjuncion por pares, tenemos que p(UB;) = p(B1) = u(B1) + Yoy 1(0) < o0,
por lo que u() = 0.

2. Sea By = B,Ey = C,E; = 0, para ¢ > 2. Entonces dada la o—aditividad, tenemos que
(U2 Ei) = p(CUB) = 3272 i(E;i) = u(C) + u(B).

3. Sean C,B conjuntos medibles.
Entonces C°N B es medible y ademds CU(BNC®) = B,CN(BNC¢) = 0. Dado que u(A) =10,1]
tenemos que u(F) > 0,VF € A. Aplicando 2. obtenemos u(C U (BN C)) = u(C) + pu(BNC°) =
w(B) = p(C) +0 = u(C).
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A partir de ahora, cada vez que hablemos de un espacio X, esta implicito que tiene una o—algebra
y una medida pu.

Supongamos que tenemos un conjunto medible de medida cero. Entonces los subconjuntos de
este conjunto medible son despreciables también. Sin embargo, no siempre se da el caso que los
subconjuntos son conjuntos medibles. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion .2.5. Un espacio de medida completo es uno donde si B C M tal que M es un conjunto
medible y tiene medida 0, entonces B también es medible y tiene medida 0.

Hemos llegado a la hora que debemos definir la medida de Lebesgue.
Definiciéon .2.6. Sea X un conjunto. Una funcién v : P(X) — [0,00] es una medida externa si
satisface las siguientes condiciones:

1. v(@)=0

2. ACBC X —v(A) <v(B)

3. Si tenemos una coleccion contable {B;} de conjuntos medibles, entonces v(U; B;) < >, v(B;)

Definicion .2.7. Sea v una medida externa sobre X, entonces un subconjunto D C X es v—medible
si v(D) =v(D N A)+v(D N A°) para todo subconjunto A C X.

.3. Medida de Lebesgue

Definicién .3.1. La medida externa de Lebesgue se define v : 25" — [0, 00] como
v(A) := inf {Z Vol,, (Q:)|A c Qi}
i=1 i=1
donde cada @); es un cuboide en R™.

Definicién .3.2. La medida de Lebesgue m corresponde a la medida externa restringida a los
conjuntos medibles de R™.

Definicion .3.3. Casi en todo punto
Una propiedad se cumple en casi en todo punto de un conjunto X si no se cumple a lo sumo en un
conjunto de medida 0.

.4. Funciones medibles

Definicion .4.1. Una funcién simple es una que toma una cantidad de valores finitos. En otras
palabras la imagen es un conjunto finito.

Nota .4.1. La funcion de Dirichlet es una de las funciones medibles mas conocidas:

{1 x€Q

g(:c): 0 zeqQ°

Definicién .4.2. Una funcion f : (X, Ax) — (Y, Ax) es medible cuando B € Ay = f~1(B) € Ax.
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Esto es bastante parecido a la definicion de funcién continua por lo cual enunciamos el siguiente
teorema.

Teorema .4.1. Aproximacion
Sea f(x) : R™ — [0,00] una funcion. Entonces f(x) es medible si y solo si existe una sucesion de
funciones medibles s1(x) < so(x) < ... < f(x) tal que s,(x) — f(x) para cada x € R™.

Teorema .4.2. Cada funcion continua es medible.
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