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Resumen

El trabajo se realiz6 con el objetivo de recopilar informacién y replicar resultados impor-
tantes en la Teoria de la Termodinamica de Agujeros Negros siendo el principal de ello la
analogia entre las leyes de la mecanica de agujeros negros y la termodinamica, la tempera-
tura de Hawking, entropia de Bekenstein-Hawking, teorema del &rea y la generalizacién de
la segunda ley de la termodinamica. Ademas se dedujo la primera ley mecéanica de agujeros
negros a partir del area del horizonte de un agujero negro de Kerr-Newman y con esto se
hizo la analogia que hay con el primer principio de la termodinamica. El Capitulo IV trata
de la relacion entre la fisica de agujeros negros y la termodinamica. En el capitulo V se da
un breve resumen de la ecuaciéon de campo de Einstein, espacio de Minkowski, la métrica
de Schwarzschild, Kerr, Kerr-Newman, el proceso de Penrose y el teorema del drea de Haw-
king, las cuales ayudan a explicar mejor los resultados obtenidos en el capitulo anterior. En
el capitulo VI se aborda el concepto de entropia desde el punto de vista de la teoria de la
informacion y de la mecanica estadistica. Se plantea la generalizacion de la segunda ley de
la termodinamica dada por Bekenstein. Se resuelven los problemas del oscilador armoénico
cuéntico y el gas de fotones, las cuales son abordados como problemas de ensemble canénico
cuyos resultados validan la generalizaciéon de la ley. En el ultimo capitulo se hace enfasis
en el estado del arte de las pruebas experimentales de unos de los resultados importantes
de la teoria de termodinédmica de agujeros negros, que es la evaporaciéon de agujeros negros
primordiales por la radiacién de Hawking.
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cAPITULO 1

Introduccién

A mediados del siglo XX tuvo lugar el nacimiento de la Teoria de la Termodinamica de
Agujeros Negros. Esto surgié a partir del descubrimiento de las analogias entre las leyes me-
cénicas de agujeros negros y la termodindmica, de parte de cientificos como Roger Penrose,
Jacob Bekenstein, Stephen Hawking, Berdeen y Wheeler [1|. Un ejemplo de esta analogia es
entre el area del horizonte de eventos y la entropia de un sistema térmico.

Hawking, Bardeen y Carter en 1973 fueron quienes formalizaron los principios de la ter-
modinamica aplicada a los agujeros negros, asi mismo Hawking descubre la entropia de los
agujeros negros que tiempo después seria clave para el planteamiento de la emisién de parti-
culas de un agujero negro y del proceso de evaporacion [2||3]. La atribucion de temperatura
a un agujero negro condujo a Hawking a pensar que estos no serfan eternos tal como se
pensaba antes en la relatividad general.

El presente trabajo tiene como objetivo replicar célculos sobre entropia de agujeros
negros, temperatura de Hawking, analogias entre la fisica de agujeros negros y la termodi-
namica, asi también se estudiara la generalizacion de la segunda ley de la termodinamica,
la cual es verificada resolviendo los problemas del oscilador armoénico cuéntico y del gas de
fotones cerca de un agujero negro.

El documento esta estructurado de la siguiente manera: En el Capitulo IV se plantean
las leyes de la mecénica de agujeros negros y los principios termodinamicos,las analogias que
hay entre ambas leyes, la entropia Bekenstein-Hawking y temperatura de Hawking. En el
Capitulo V, abordan algunos temas en la relatividad general como la ecuacién de campo de
Einstein, el espacio-tiempo de Minkowski, el proceso de Penrose, métrica de Schwarzschild,
Kerr y Kerr-Newman, y la demostracion del teorema del area de Hawking.A partir del
capitulo VI se exponen conceptos de entropia segin la teoria de informacion y la mecanica
estadistica, creacién de pares, radiacién de Hawking y asi también expongo calculo hechos
por mi cuenta sobre el oscilador armoénico cuéntico y el gas de fotones cerca de un agujero



negro, que validan la generalizacion de la segunda ley de la termodinamica. El altimo capitulo
es sobre el estado del arte de las pruebas experimentales de la teoria como por ejemplo la
verificacién de parte del Telescopio Fermi en la existencia de agujeros negros primordiales,
las cuales en la actualidad se estarian evaporando por la radiacién de Hawking.



CAPITULO 2

Justificacién

La teoria de termodinamica de agujeros negros es uno de los temas de mayor estudio en
la actualidad en el campo de cosmologia, astrofisica y de gravedad cuéntica. Hawking, Bar-
deen, Penrose, Bekenstein y entre otros cientificos fueron los pioneros de esta nueva teoria
que aplica conceptos termodinamicos, teoria de informacién y mecanica estadistica al estu-
dio de los agujeros negros. La termodindmica de agujeros negros es una pieza importante de
todo el rompecabezas del entendimiento del origen y evolucién de nuestro universo.

La teoria es importante porque aporta nuevas herramientas en el estudio de objetos
cosmolodgicos, como por ejemplo la evaporacién de los agujeros negros primordiales a conse-
cuencia de la radiaciéon de Hawking o con el hecho de que los agujeros negros tienen entropia
y que se pueden comportar como cuerpos que emiten radiaciéon. Los descubrimientos de Haw-
king son un paso importante para el desarrollo de una teoria que unifique la teoria cuantica
de campos con la relatividad general. En la década de los 70 Hawking pensé, en que el origen
del universo pudo haber sido una singularidad, de modo que entender la singularidad de los
agujeros negros seria clave para descifrar los acontecimientos que dieron lugar al Big Bang.
Se sabe que para entender la singularidad se necesita de una teoria que englobe la teoria
cuéntica y la relatividad, he ahi una razén mas de la realizacién de este trabajo, para seguir
con estudios de temas mas avanzados.

En este trabajo no se aborda de una manera formal como tiene lugar la radiacién de
Hawking, pero los conceptos que se desarrollan como entropia, temperatura, teorema del
area, generalizacién de la segunda ley de la termodinamica y las analogias entre las leyes
de la fisica de agujeros negros y la termodindmica, son importantes para emprender el
estudio de teorfas mucho mas avanzadas como la teoria de cuerdas, principio holografico,
correspondencia AdS/CFT de Maldacena y entre otros, cuyo objetivo principal es desarrollar
una teoria de gravedad cuantica.






CAPITULO 3

Objetivos

3.1. Objetivo general

Realizar una monografia sobre la teoria de la termodinamica de agujeros negros, resul-
tados importantes y experimentos relacionados en la actualidad.

3.2. Objetivos especificos

= Recopilar informacién sobre la termodinamica de agujeros negros, radiacion de Haw-
king, creaciéon de pares de particulas y las analogfas entre las leyes de la mecénica de
agujeros negros y la termodinamica.

= Replicar célculos importantes como entropia de Bekenstein-Hawking, temperatura de
Hawking, teorema del area, evaporaciéon de agujeros negros y la generalizaciéon de la
segunda ley de termodinamica.

= Conocer el estado del arte de la termodinamica de agujeros negros y los experimentos
que se estan llevando a cabo para la deteccion de agujeros negros primordiales y de la
radiaciéon de Hawking.






CAPITULO 4

Termodinamica de agujeros negros

Se enuncian las leyes de la mecanica de agujeros negros y de la termodinamica y luego
se estudian las analogias que hay especificamente entre la primera y segunda ley. Al final
del capitulo se estudiaran dos propiedades termodindmicas de agujeros negros.

4.1. La mecanica de los agujeros negros y termodinamica

Los agujeros negros comenzaron a estudiarse bastante desde mediados del siglo XX por
cientificos como Wheeler, Bekenstein, Penrose, Hawking y entre muchos otros. Cuando la
Teoria de la Relatividad General (RG) fue publicada se empez6 a pensar en la posible exis-
tencia de regiones del espacio-tiempo con gran curvatura o algo que podemos llamar como
curvatura infinita.

Cuando los primeros cientificos empezaron a estudiar formalmente los agujeros negros,
se dieron cuenta que para entenderlo muy bien tenian que tomar en cuenta sus propiedades
térmicas, a lo que actualmente se conoce como Teoria de la Termodinamica de Agujeros Ne-
gros. En la relatividad general clasica hay un reducido ntimero de pardmetros macroscopicos
que pueden estudiarse para lo agujeros negros como la carga, la masa y el momento angular

14]-

Los tres parametros mencionados dan una buena idea sobre el comportamiento y es-
tructura de los agujeros negros, pero para saber que pasa con la materia en el interior del
agujero negro se necesita de la teoria de gravedad cuéntica, la cual hace uso de mucho mas
parametros.



Como ya se vera en siguientes secciones y capitulos, en el presente trabajo se presen-
taran resultados importantes de la teoria estadiando agujeros negros de Schwarzschild que
considerara tnicamente la masa, el de Kerr toma en cuenta la masa y momento angular y
el de Kerr-Newman que considera los tres pardmetros.

Hipétesis de no pelo para agujeros negros : Los agujeros negros aislados y estacio-
narios en relatividad general son caracterizados unicamente por tres parametros las cuales
son: masa (M), momento angular (L) y carga eléctrica (Q) [5].

4.1.1. Leyes de la mecanica de agujeros negros:

1. La gravedad de la superficie x es constante en el horizonte de eventos.:

Sabemos que dos objetos con masa se atraen entre si, asi como la Tierra atrae objetos
a su superficie con una aceleraciéon g, pero en un agujero negro la gravedad se trata
de otra manera. En un espacio-tiempo estatico asintéticamente plano, la gravedad de
superficie es la aceleracién de un obervador estatico cerca del horizonte medido por un
obervador estatico en el infinito [6] [4].

Como ya se ha mencionado si el agujero negro es estacionario, el horizonte de Killing
coincide con el horizonte de eventos, donde se tiene que k es constante [7].

2. Para dos agujeros negros estacionarios que difieren solo por pequenas va-
riaciones en los parametros M, L y Q se cumple lo siguiente:

K

dM =
&G

dApor + QudL + ®ydQ (1)
donde Qg es la velocidad angular y ®g es el potencial eléctrico en el horizonte y G
es la constante de gravitaciéon universal, las cuales son constantes en el horizonte de
eventos de cualquier agujero negro estacionario.

Esta es una ley de conservaciéon de energia al relacionar los cambios de momento
angular, de la carga, el &rea del horizonte de eventos y de la energia, la cual esta
relacionado con la masa [4][2][8] .

3. El area del horizonte de eventos de un agujero negro nunca decrece.

dApor >0 (2)

Es conocido también como el teorema del area de Hawking.Esto explica que para un
agujero negro clasico solo puede caer materia en ella que implica un aumento de la
masa del agujero negro y por tanto el area del horizonte de eventos|4].

Este principio también establece que un agujero negro no puede bifurcarse, es decir
se puede tener que dos agujeros negros se fusionen pero no al reves, por lo tanto la



suma de las areas del los dos agujeros negros es igual o mayor al area del agujero negro
resultante [1].

4. Es imposible bajo cualquier procedimiento reducir la gravedad de superficie
Kk a cero en un numero finito de pasos.

Esto explica que no es posible tener un agujero negro extremo, la cual el objeto pudiera
tener una masa tan pequena que aun asi pudiera ser compatible con la carga eléctrica
y el momento angular. Un ejemplo de esto es la posibilidad de tener un agujero de
la misma carga y momento angular que el electron, pero esto nos da que el radio de
Schwarschild de tal sistema es menor que la longitud de Planck.

Es importante resaltar también que esta tercera ley mecanica de los agujeros negros
no es anélogo a la version fuerte de la tercera ley de la termodindmica que expresa que
cuando la entropia tiende a cero tambien lo hace la temperatura.

El valor de k es positiva, aunque no hay una demostracién matemética formal para eso,
la intuicién nos dice que debe ser eso porque la gravedad como se entiende es atractiva
y no repulsiva. Ademas si se diera que k = 0, se tendria lugar una singularidad desnuda
violando asi el caracter globalmente hiperbolico del espacio-tiempo [7] .

4.1.2. Leyes de la termodindmica:

1. La temperatura T es la misma para un sistema en equilibrio térmico:

Podemos explicarlo diciendo que si un sistema A esta en equilibrio térmico con el
sistema B, asi también el sistema C esta en equilibrio con un sistema B, entonces A
y C estan en equilibrio térmico entre si. De esta manera se tiene que un sistema en
equilibrio térmico tiene una temperatura 7' constante.

2. Un sistema aislado puede intercambiar energia con su entorno en forma de
trabajo y en calor, acumulando energia en forma de energia interna:

dU = TdS + pdV (3)

donde U es energia interna, S entropia, T' temperatura, p es la presion y V' volumen.

Esto es conocido también como una generalizacion de la ley de conservacién de la
energia.

3. La entropia del sistema o universo siempre aumenta:

ds >0 (4)

Asi también considerando el enunciado de Clausius, la ley hace referencia a que es
imposible que se de un flujo de calor de un reservorio de baja temperatura a una de
alta temperatura.



Esta ley nos ayuda comprender que los procesos termodindmicos en la naturaleza
son irreversibles, pero hay que mencionar que existen procesos a escala microscopi-
ca que son reversibles, de acuerdo con la conjetura de la dualidad Gauge/Gravedad
de Polchinski: todos los procesos microscopicos en un agujero negro son reversibles y
tnicamente los comportamientos colectivos son irreversibles como en cualquier otro
sistema térmico macroscopico. En las siguientes secciones se estudiara con mas detalle
el concepto de entropia desde el punto de vista de la teoria de informacion y de mecé-
nica estadistica.

4. Es imposible llegar a una temperatura igual a cero en un proceso, bajo un
numero finito de pasos:

La temperatura minima del universo es el cero absoluto, pero en un sistema dado,
tanto su entropia como su temperatura solo pueden aproximarse a este valor. Otra
explicacién de esto, se puede dar desde el punto de vista de la mecanica cuantica, donde
se establece que existe una energia para el estado base, de modo que si tomamos nuestro
universo como un sistema cuantico, la energia basal tendria asociada una temperatura
arriba del cero absoluto.

Es muy interesante ver que hay una verdadera relacion entre la entropia S y el area del
horizonte de eventos Ap,,, asi mismo la temperatura 1" con la gravedad de superficie k. En
las siguientes paginas se entrard mas en detalle de la relacion ge existe entre las variables de
la mecéanica de agujeros negros y la termodinamica.

4.2. Analogia entre la fisica de los agujeros negros y la termo-
dindmica

Jacob Bekenstein, en su articulo de 1973 de agujeros negros y entropia, da a conocer
ciertas analogias entre la fisica de agujeros negros y la termodinamica. Asi que comenzare-
mos haciendo la analogia entre los agujeros negros y la segunda ley de la termodinamica.

Consideremos un agujero negro de Kerr-Newman que cumple en su totalidad con la
hipotesis de no pelo. El area del horizonte de eventos para un agujero negro de Kerr y
Kerr-Newman esta dada como A = 4w (r2 + a?), con lo anterior no estamos diciendo que el
valor del area sea la misma para ambas métricas sino que esto cambia debido a la diferencia
entre ;. En el siguiente capitulo se daran mas detalles de como obtener la expresion del
area.Para que el resultado de la primera ley mecénica de agujeros negros coincida con el
resultado obtenido por Bekenstein, geometrizamos la constante 47 = 1.

El area Ay, del horizonte para el agujero negro de Kerr-Newman esta dado como,
2 2
A = T+ + a (5)

=2Mry — Q? (6)

10



donde tenemos que a = L/M es una parametro de rotacion que esta relacionado eviden-
temente con el momento angular L y r4 = M £ /(M2 — Q% — a?) es el limite de superficie
o ergoesfera.

De la segunda ley mecanica de agujeros negros tenemos que el drea nunca disminuye,
esto implica entonces que dA > 0. En el siguiente capitulo se demostrara este principio.

Ahora procedemos a obtener el diferencial total de la funcién del area de horizonte para
un agujero negro de Kerr-Newmann y resolver para dM. Esto se hace porque se quiere saber
céHmo se comporta el agujero cuando hay pequenas variaciones en los parametros estableci-
dos como la masa dM, carga d@ y el momento angular dL.

Reescribimos la Ec. 5, haciendo la sustituciéon de r.

A=2M (M -+ =@ =) - Q? (7)

La funcién de area A depende de tres variables y lo denotamos de la siguiente manera,

A= A(M,Q,a). El diferencial total de la funcion es,

0A 0A oA,
dA = 1AM + 550Q + 5o (8)

(2MdM — 2QdQ — 2ada)
— Q2 -2

dA = 4AMdM + 2dM~/(M? — Q? — a?) — 2QdQ + M (9)

(MdM — QdQ — ada)

dA = dM(4M + 2,/ (M2 — Q2 — a2)) — 2QdQ + 2M
—Q?2—a

(10)

Ahora procedemos hacer una sustitucién, © que después lo definiremos como la gravedad
de superficie de un agujero negro.

- i(r+—r_) (11)

Desarrollando lo anterior haciendo las sustitucion de ri, podemos llegar a la siguiente
expresion.

- im (12)

De esta manera la Ec. 10 adquiere la siguiente forma,
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M?dM  (MQdQ + aMda)
A© A0

dA = dM(4M + 4A0) — 2QdQ +

(13)

multiplicamos por © en ambos lados de la ecuaciéon para obtener la siguiente expresion.

M?dM  (MQdQ + aMda)
A A

OdA = AMOdM + 4A02%dM — 2Q0dQ +

Definimos el potencial eléctrico para el agujero negro de Kerr-Newman.

2=2r =L+ VO - )

Notese que,

MQd
—20QdQ — ?4 ¢ —®dQ)
La velocidad angular lo definimos como,
a
Q=—
A

(14)

(15)

(17)

Ahora para el momento angular tenemos L. = aM, se efectua la diferenciaciéon dL. = Mda.

Multiplicamos el cambio del momento angular con la velocidad angular,

aMda
A

Q.dL =

La Ec. 14 adquiere esta forma bajo la sustitucién indicada anteriormente.

M2dM
A

OdA = AMOdM + 4AG%*dM + — ®dQ — QdL

(18)

(19)

Como siguiente paso hacemos un anélisis especial para los primeros tres términos del

lado derecho de la Ec. 19

2
AMOdM + 4AO%dM + deM

Sustituimos el valor de ©, Ec. 14 en Ec. 20 para obtener.
2M (M? — Q% —a?) M?
—V/M?2—-Q2—a? —)dM

12
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Notamos que para /M2 — Q% — a2 hay tres casos o tres posibles soluciones. La primera si
decimos que M? < Q?+a?, representa una singularidad desnuda de manera que esta solucion
no puede darse en la naturaleza (hipotesis de censura coésmica). Par el caso M? > Q2 + a?
tampoco es una solucién de interes porque se tiene dos horizonte de eventos y ademas las
regiones planas asintoticas estarian conectadas por agujeros de gusano [6].

De modo que nos centraremos en la solucion M? = Q? + a2, donde se puede ver que es
una solucién inestable.

Por lo anterior llegamos a la siguiente expresion,

2 2 2 2 2
Elvar =g+ M=) Wy - MW (22)

Para fines practicos decimos que, M72 = 1. Asi la Ec. 19 toma la siguiente forma:

AM = OdA + Q.dL + ®dQ (23)

Lo anterior se conoce como la primera ley de la mecanica de agujeros negros, la cual se
dedujo a partir de la funcién del area para el agujero negro Kerr-Newman, que es el caso
general. Esta es la ecuacién que Jacob Bekenstein plantea en su articulo de 1973.

La analogia que hace Bekenstein con la primera ley mecénica de agujeros negros y de la
termodinémica es lo siguiente: los términos QdL y ®d(Q es analogo al trabajo que un agente
externo hace sobre el agujero negro para incrementar su momento angular dL y carga dQ.
Esto es QdL + ®dQ) es analogo a —pdV que es el trabajo hecho sobre un sistema termodina-
mico. Asi también como se va analizar después, el area del horizonte A esta relacionado con
la entropia y que © (que de aca en adelante lo denotaremos como k, gravedad de superficie)
es analogo a la temperatura T [§].

4.3. Entropia de Bekenstein-Hawking

Hay una analogia evidente entre la segunda ley de la termodindmica con la segunda ley
mecanica de agujeros negros, esto fue un motivo para que Bekenstein introdujera el concepto
de entropia de los agujeros negros [9]. Wheeler le planteo el problema a Bekenstein sobre
que le pasaba a una taza de cafe caliente si era arrojada en un agujero negro, donde irfa esa
entropia creada.

Ahora bien sabemos que la cantidad de aleatoriedad y desorden que hay en un siste-
ma caliente se le llama entropia. De tal manera que la entropia es una medida de cuanto
desorden o aleatoriedad hay en el movimiento de los 4&tomos de un sistema caliente.En un
sistema aleatorio, como un gas a cierta temperatura, hay una gran cantidad de entropia
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por el movimiento aleatorio de las particulas. Se puede decir también que la entropia es
informacién sobre las posiciones y movimiento de las particulas [10].

La informacion sobre los estados exactos de las particulas calientes que ve un observa-
dor acelerado no es completa, porque parte de ella esta codificada en la regiéon inaccesible,
denéminada horizonte de eventos. Es por ello que la entropia tiene una relacion directa con
el tamano del horizonte de eventos del agujero negro |2].

Ahora se va hacer una estimacion de la entropia S de un agujero negro de Schwarzschild.

box of gas T

mass m, temperature T
black hale

mass M

Figura 1: Sistema caja y agujero negro de Schwarzschild [2].

En las cercanias del agujero negros se tiene un cubo de un gas de volumen v = [3, con
una masa m y temperatura 7', que es lanzada dentro de un agujero negro de Schwarzschild
de masa M (notese que es andlogo al experimento mental de Bekenstein y Wheeler, sobre
la taza de café caliente).

De la ley de Wien, sabemos que hay una relaciéon entre la longitud de onda en la que se
produce un pico de emisiéon de un cuerpo negro y su temperatura.

K
A= 0.0028976[%] (24)

Ahora supongase que las dimensiones del cubo debe ser tan grande como la longitud de
onda térmica del gas. Esto lo hacemos de modo que nos quede una expresion mas simplifi-
cada.

~0.0028976

=2 T

h
“— 25
z (25)
De la fisica clésica tenemos la siguiente relacion,

_ o€
ds == (26)
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donde ¢ es el calor. Dado que el calor no es una funcion de estado empleamos 6§ en
lugar de d€. Asi también el calor £ esta relacionado con la masa de esta manera, £ = (m. El
descenso del gas con temperatura 1" en el agujero negro implica un descenso en la entropia
del universo visible,

(m m
R R (27)
ml
ASgas “ —? (28)

El cubo caera en el agujero negro cuando su distancia apropiada p del horizonte de
eventos sea del orden de [. Para un agujero negro de Schwarzschild la distancia apropiada
se puede calcular de esta manera,

2GM+Ar dr
p= /2 —— (29)

GM V1-2GM/r

Integrando la Ec. 29, se tiene que el valor de p viene dado como:
— MGIn(GM) + MG In
T

Ar Ar
_ar Ar+GM + Ary) —20 _ LogM |20
I r+ GM 4+ An S e 126 Ar+2GM]
Ar+2GM
(30)

Podemos simplificar un poco la expresiéon anterior, eliminando ciertos términos. En este
caso nos quedamos con el primer término, para tener un valor aproximado de la distancia p.

Ar

Ar
p Ar
Ar+2GM

Como se dijo anteriormente la distancia p debe ser del orden de I, que es la dimensiéon
del cubo. p v 1, lo que implica que Ar « [2/GM.

“ VGMAr (31)

El gas tiene una masa m, cuando el cubo alcance una distancia de r = 2GM + Ar el
agujero negro gana una masa igual a:

2GM 2GM 2GM + Ar — 2GM
AM o my[1 == —m\/l‘zean”m\/ 2GM £ Ar (32)
Ar
AM o\ 5o A (33)
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Ahora supongase que 2GM >> Ar, por lo tanto:

Ar ml

AM w5t ¥ G

(34)

El area del horizonte de sucesos esta dado como, Ap,, = 167G?M?. Donde evidentemente
se tiene el area del horizonte Aj,, es proporcional a la masa M. Pequenas variaciones del
area vendria expresada como:

AApgr ~ GEMAM « Gml (35)

Notamos que el agujero negro gana un poco de entropia, causada por la pérdida de
entropia del gas, ASpy v~ —ASyqs «, de esta manera se llega a una expresion para la
entropia del agujero negro de Schwarzschild.

(36)

Se ha llegado finalmente al resultado que un pequeno cambio en la entropia de un agujero
negro es proporcional a un pequeno cambio en el area del horizonte, que es equivalente a
decir que la entropia esta relacionado con el area del horizonte de eventos. Esta es la analogia
que se hace entre la segunda ley de la mecanica de agujeros negros y de la termodinédmica.lLa
Ec. 36 es conocida como la entropia de Hawking-Bekenstein [2].

4.4. Temperatura de Hawking

En la Teoria Cuantica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés), el vacio como tal no
existe, mas bien lo que se tiene es la creacién y aniquilaciéon de pares de particulas en el
espacio de forma continua. El espacio se le llama vacio cuantico y las particulas que tienen
lugar se les denomina particulas virtuales dada su corta vida.

Digase que la particula creada tiene una energia F, de modo que su antiparticula tiene
energia —F.

Por el principio de incertidumbre de Heisenberg del tiempo-energia AE-At > %, tenemos
que el tiempo de vida media de estas particulas es:

to T (37)

Es importante mencionar que la idea de energia negativa o positiva depende del tiempo
que se escoge. Hawking demostré que el vacio en el espacio-tiempo de Minkowski de un
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observador pasado viendo el colapso estelar difiere del vacio de un observador futuro viendo
el agujero negro resultante |2|. Para un agujero negro de Schwarzschild con una métrica,

2M oM\ !
ds* = <1 — > dt* — <1 - > dr® — r?dQ? (38)

T r

se tiene que la coordenada t es una coordenada de tiempo exterior pero una coordenada
espacial en el interior, donde el coeficente de dt? cambia de signo. De igual manera se puede
decir que la coordenada r es una coordenada espacial en el exterior pero una coordenada
temporal en el interior [2].

virtual ;
pair horizon radius ~ 2GM/c?

Figura 2: Particulas con entropia que caen en un agujero negro [2].

Una particula con energia negativa relativo a un observador externo puede tener ener-
gia positiva para un observador interno, y si la particula cruza muy rapido el horizonte de
eventos puede evadir el principio de incertidumbre.

Ahora consideremos un par de particulas virtuales a una distancia Ar del horizonte de
eventos. Lo que se va hacer ahora es determinar el tiempo que le toma a la particula de
energia negativa —F alcanzar el horizonte de eventos.

T ~VGMAr (39)

Como ya se ha indicado, la esperanza de vida del par de particulas es t -~ i|, de esta

|E
manera encontramos que la energia del par con un tiempo de vida 7 es:

h
B v ——— (40)
GMAr

Lo anterior es la energfa de la particula positiva, pero sabemos que seria lo mismo tam-
bién para la antiparticula.

Como se hizo en la seccion anterior, solo que en este caso es para la energia y no con la
masa, el cambio de energia del agujero negro es:
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2GM h 2GM
AE « |E|\/1— = 1—-—- 41
Y 17 VA )

Pensemos a como serfa la energia a una distancia Ar del horizonte de eventos, de tal
manera que 7 = 2GM + Ar.

2GM (42)

h
AE v ——1/1—
\/GMAT‘\/ 2GM + Ar

Ahora hacemos el analisis de como es la energia en el infinito, esto es cuando r es grande.
Con lo anterior Ar seria muy pequeno en comparacién con 2GM,

> h \/2GM + Ar —2GM h / Ar (43)
> vVGMAr 2GM + Ar vVGMAr 2GM + Ar

De esta manera tenemos que la energia medida por un observador externo en el infinito
es:

A — 4
B (45)

Notamos que la energia no depende de la posicion inicial Ar de las particulas.

Empleamos un factor de escala para la energia, la cual nos permitira tener una expresion
de temperatura. Digase entonces que la energia para un sistema de particulas es proporcional
a la temperatura, £ = kT, donde k es una constante. De esta manera relacionando con la
Ec. 45 llegamos a obtener el resultado,

h

Se llega entonces a que el agujero negro tiene una temperatura Ty, denominada como la
temperatura de Hawking. La Ec. 45 es la energia del agujero negro causada por la creaciéon
de pares de particulas, de modo que se ha usado la relaciéon entre la temperatura y energia
para un sistema de particulas. Los agujeros negros clasicos como los descritos en la Teoria
de la Relatividad General no tienen asociada un temperatura y en los siguientes capitulos
veremos que al asociar una temperatura a un agujero negro tiene grandes consecuencias
fisicas [2].
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4.5. Propiedades termodinamicas de los agujeros negros

Ahora se hara referencia a algunas otras propiedades térmicas, que dado la analogia que
hay entre las leyes mecanicas de agujeros negros y de la termodinamica, es valido extender
la idea de capacidad calorifica, volimen termodindmico y asi también la evaporacion de los
agujeros negros (esto se desarrollara en los siguientes capitulos).

4.5.1. Capacidad calorifica:

Ya se ha demostrado que un agujero negro tiene asociado una temperatura. Como se
demostrara en el siguiente capitulo, la gravedad de superficie de un agujero negro de Sch-

warzschild es aproximadamente k « ﬁ7 por lo tanto tenemos un expresiéon mucho mas
simplificada de la temepratura de Hawking.
T 1 (47)
T M

Como ya se ha visto hay una relacién también entre el area del horizonte de eventos y
la masa, Apor ~ M2, de modo que la entropia de Bekenstein-Hawking es:

M
o~ — 4
SBH Th (48)

De la primera ley de la termodinamica 0§ = dU +dW siendo £ el calor, U energia interna
y W el trabajo. Si el trabajo es constante entonces dW = 0 y la primera ley se reduce a
dU = é¢&.

8¢ = CdT (49)

Tenemos que el calor £ y la entropia S estan relacionados de la siguiente manera,

0& =TdS (50)
y ademas se tiene:

o0& dsS

T = Td—T (51)

De esta manera se encuentra una expresion para la capacidad calorifica de un agujero

negro de Schwarzschild.

s s 1
7 _p, 2
C=Tar = Tnar, T2

(52)

Notamos que para este tipo de agujero negro, la capacidad calorifica es negativa. El
célculo de la capacidad para otros tipos de agujeros negros, como el de Kerr es mucho mas
complicado, dado que la capacidad calorifica puede ser negativa o positiva dependiendo de
las condiciones que se imponen sobre la velocidad y momento angular [2].
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4.5.2. Volumen termodinamico y generalizacion de la primera ley meca-
nica de agujeros negros

Este concepto de volumen termodinamico de un agujero negro surge cuando se hace una
generalizaciéon de la primera ley mecénica de agujeros negros.

dM = ©dA + Q.dL + ®dQ (53)

Como ya se ha explicado, Bekenstein hizo la analogia de esta ley con la primera de la
termodinédmica. La generalizaciéon de la primera ley de agujero se da cuando se agrega el
término — Vi, dP,

AM = OdA + Q.dL + ®dQ + Vierdp (54)

donde p es la presidon que se ejerce sobre el agujero negro y un candidato para esto es la
constante cosmolégica A, la cual sera discutido con mayor detalle en el siguiente capitulo.
Esta claro que A normalmente no es una funcién de estado, porque es una constante que es
fijada por la teoria y no por el estado del sistema termodinamico |2].

Pero digamos que hay situaciones, en la cual se puede forzar que A sea una constante en
virtud de las ecuaciones de campo y de ahi si se podria considerar A como una funcién de
estado la cual le daria sentido a la Ec. 54.

Notamos que en la generalizacion de la primera ley, podemos hacer la analogia con la
siguiente funcién de estado en termodinémico,

H=U-+pV (55)

donde la entalpia H seria andlogo a la masa M del agujero negro. Sabemos que H
representa un flujo de calor en sistema quimico o termodinédmico en este caso. En esta
seccion ya hemos ampliado el significado de la Ec. 54, porque los primeros tres términos
representarian la energfa interna U del sistema y ademéas dM ya no solo representa un
cambio de energia sino que es un flujo de energia en forma de calor (radiacion) del agujero
negro con su entorno.

Es importante mencionar que el volumen termodindmico existe ain cuando A — 0.
Por ahora adun no se ha logrado entender muy bien el significado fisico de Vierp 0O sus
implicaciones, pero para un agujero negro de Schwarzschild que se caracteriza por tener
simetria esférica, la expresion para dicho volumen es,

4
Vierm = gﬂ—ri (56)

donde 74 es la posicion del horizonte de eventos en las coordenadas de Schwarzschild [2].
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CAPITULO B

Relatividad general y los agujeros negros

En el capitulo anterior se hizo referencia sobre agujeros negros de Schwarzschild, Kerr-
Newmann, el horizonte de eventos, el area del horizonte, espacio-tiempo de Minkowski y
la constante cosmolégica. Entonces para comprender mejor los resultados importantes de
la teoria de la termodinamica de agujeros negros, en este capitulo se desarrollara con mas
detalle aunque no exhaustivo los temas mencionados y se introduciran otros como el proceso
de Penrose que histéricamente puede considerarse como el primer indicio de la conexion de
la termodindmica y la fisica de los agujeros negros. Ademéas se hara la demostracion del
teorema del drea de Hawking y su analogia con la entropia sera mucho mas evidente.

5.1. Gravedad como geometria

Principio de equivalencia:(EP, por sus siglas en inglés) Observadores en caida libre
en un campo gravitatorio son localmente equivalentes a observadores inerciales. No hay ex-
perimentos locales que puedan distinguir entre estas dos situaciones |11].

Principio de covariancia: Las leyes de la fisica deben tener la misma forma en todo
los sistemas de referencia. Las leyes de la fisica deben por lo tanto transformar de manera
covariante bajo cambios generales de coordenadas|11] .

La relatividad general cambia totalmente la forma en como se entiende la gravedad,
para Newton la gravedad es una fuerza que actiia a distancias y de manera instantanea
(velocidad infinita), pero esto contradecia uno de los postulados de la relatividad especial
de que la velocidad de la luz es la velocidad limite en el universo. Para Einstein la gravedad
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adquiere una concepto mas geométrico y que esta fuerza en realidad es una manifestacion
de la curvatura de la tela del espacio-tiempo, causada por la presencia de materia y energia.

Del EP tenemos que en regiones pequenas del espacio-tiempo, las leyes de la fisica se
reducen a aquellas de la relativiad especial. Aparte de que el EP sugiere que la atribuciéon
de la gravedad sea la curvatura del espacio-tiempo, implica también que la gravedad es
inescapable, porque no hay un objeto que tenga un gravedad nula la cual pueda ser como
referencia para hacer la medicién de la aceleracion debida a la gravedad, de esta manera se
acepta la idea que la gravedad no es una fuerza [6].

En la teorfa cuantica de campos también se suplanta la idea que la gravedad sea una
fuerza, sino que mas bien seria un efecto de las vibraciones de cuerdas elementales (también
de D-Branas o de objetos en mayores dimensiones) y podria ponerse al mismo nivel que las
interraciones electromagnéticas y nucleares. La naturaleza de la grevedad es un problema
abierto en la actualidad.

5.2. Las ecuaciones de campo de Einstein

Por el EP sabemos que la gravedad es una manifestacién de la curvatura del espacio-
tiempo, es decir una propiedad geométrica.Por otro lado el principio de covariancia expresa
que la ecuacion debe ser vélida en todos los sistemas de referencia , y por lo tanto debe tener
una forma tensorial [11].

Introduciremos el tensor de curvatura de Riemann, la cual nos da un descripcién sobre
la curvatura de una variedad de cualquier dimensiéon. Generalmente se presenta como un
tensor (1,3) expresada en términos de los simbolos de Christoffel.

Ry = 8T, — 0L, + T, I, — T\, (57)

oY

Con el tensor de Riemman, se hace una contraccion de sus indices para llegar al deno-
minado tensor de Ricci.

A A
RU”U = Rgpv = aﬁrga - ‘9vr§a + FZ)\FUO' - FZ)\F/JO' (58>
La contraccion lo podemos hacer o es de beneficio porque estamos trabajando en una

curvatura de tres dimensiones para pasarnos a un tensor de segundo orden. El tensor de
Ricci, asociadas con la conexion de Christoffel es automaticamente simétrica [6].

Roy = Ryo (59)

Como consecuencia de la simetria del tensor de Riemann, la traza del tensor de Ricci es
un escalar de curvatura.
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R=R=¢""Ry, (60)

siendo ¢?Y la métrica inversa definida en la variedad. El escalar de cruvatura es muy im-
portante dado que nos proporciona la informacién sobre la geometria de la superficie, dado
que si tiene un valor positivo nos indica un geometria esférica, valor nulo para la geometria
plana (euclideana) y negativa indica una goemétria hiperbélica.

Ahora vamos a tratar un poco la identidad de Bianchi, V[yR,s| = 0. La forma mas ttil
de la identidad de Bianchi proviene de contraer dos veces los subindices con la ayuda de los
tensores métricos inversos ¢*? y gh*,

0= g""¢" (VARpoo + VpRoruw + Vo Rapuw) (61)
9" 9"V ARpopuw = VFRY,,, = V* Ry, (62)
979" "V yRoruw = VR (63)

9" 9" Vo Rapuw = V'RE,, = V'R, (64)

Asi la Ec. 61 toma la siguiente forma:

0 - VMRPM + va + VURpU (65)

1
VI Ry, = 5V, R (66)
Para la derivada covariante, le subimos el indice usando el tensor métrico, V, = V#g,,.
L 1
V(R — §Rgtw) =0 (67)
El término entre paréntesis se le denominada tensor de Einstein.
1
Gpp = Rpp — §R9W (68)
Por la identidad de Bianchi, la Ec. 68 también lo podemos expresar de esta forma:

VAG =0 (69)
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Con lo anterior ya hemos visto como esta relacionado el tensor de Einstein con el tensor
de curvatura de Riemann y el escalar de curvatura, ahora veremos como esta relacionado el
tensor de Einstein G, con el tensor momento-energia T},,. La ecuaciéon de Einstein en su
forma tensorial es,

Guv = KT (70)

donde x una constante cualquiera. Notamos que al aplicar la derivada covariante VAG ,,, =
kVHT,, =0, la cual expresa la conservacién de la energia y momento.

Ahora se presentaran ciertas restricciones tanto fisicas como mateméticas sobre como
debe ser el tensor de Einstein G,

1. Gy tiene que ser un objeto puramente geométrico y esto implica que tiene que ser
una funcion tnicamente de la métrica g, y sus derivadas.

2. Para el espacio plano G, =0

3. El tensor de energia-momento 7}, cumple con la ley de conservaciéon de la energfa
VH#T,», = 0y esto implica que se debe cumplir también V#G,, = 0.

Decimos que la constante k = 87, donde G es la constante de gravitacién universal de
Newton. De esta manera llegamos a la version mas conocida de la ecuacién de campo de
Einstein sustituyendo x en la Ec. 68 y Ec. 70

1
R, — §g,wR = 87GT ), (71)

Las ecuaciones de Einstein forman un conjunto de 10 ecuaciones diferenciales parciales
no lineales acopladas de segundo orden. Las ecuaciones de Einstein tienen 10 componentes,
pero en realidad la condicién V,G*” = 0 impone 4 ligaduras, de modo que s6lo 6 ecuaciones
son independientes. Esto implica que de las 10 componentes de la métrica tinicamente 6
estan determinadas por las ecuaciones de Einstein [11].

En el vacio, se tiene que T}, = 0 y de igual manera R,, = 0, una de las soluciones de
esta ecuacion es el espacio de Minkowski [6].

5.3. Espacio-tiempo de Minkowski

Después de que Einstein publicara los resultados de su teoria en 1915, poco tiempo des-
pués el cientifico Karl Schwarzschild dio a conocer una solucién simple e interesante de la
ecuacion.Para la obtencidon de la solucién se aplicarén las siguientes condiciones sobre la
ecuacion de Einstein: el espacio-tiempo debe ser estatico (no hay dependencia del tiempo
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t), simetria esférica y métrica plana.Bueno, entonces se trata de una soluciéon en el vacio,
valida para en el exterior del objeto generador de la métrica, de modo que el tensor de
energia-momento es cero, Ty, = 0 [12].

Discutiremos ahora sobre la estructura del espacio-tiempo, sus propiedades algebréicas
y geométricas. Hay que tener en cuenta que no hay una sola direcciéon para el tiempo, sino
que cada observador ve su propia direccion temporal [11].

El espacio de Minkowski consiste en un espacio continuo 4-dimensional, donde cada
punto corresponde a un evento, es decir un evento que ocurrre en una posicion (x,y, z) en
determinado tiempo t es diferente a otro evento en otra posiciéon. A esto se debe del por qué
un obervador en el pasado ve un vacio diferente a un obervador futuro y por tanto la energia
es positiva o negativa, dependiendo de la eleccién del tiempo t.

Cada evento esta caracterizado por un cuadrivector, que viene dado como:

20 t
P o (72)
2 |y
x3 z
La norma de || * || en el espacio-tiempo de Minkowski esta dada como:
2 * = =(2°)" + (1) + (@%)? + (2°)? (73)
En la definicién de norma se introduce implicitamente una métrica,
| 2# |* =t = ez’ (74)
donde 7, es la métrica de Minkowski cuya representacion matricial es:
-1 0 0 0
0 1 00
=10 010 (75)
0 0 01
ds?* = nyudatde? = —(da®)? + (da')? + (dz?®)? + (d*)? (76)

La cual es el elemento de linea que resume las propiedades geométricas del espacio-tiempo
. En el espacio-tiempo de Minkowski el tensor de curvatura de Riemann es practicamente
nula, de esta manera el espacio-tiempo de Minkowski puede servir como una buena aproxima-
cién a regiones muy pequenas de la variedad. Como se veran en las siguientes secciones hay
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regiones del universo con alta curvatura como cerca de un agujero negro donde es necesario
emplear otras métricas |11].

5.4. Meétrica de Schwarzschild

En la Teoria de la Relatividad General la tnica solucién con simetria esférica en el
vacio es la métrica de Schwarzchild, segin el teorema de Birkhoff. En coordenadas esféricas
(t,r, 0, ) la métrica viene dado como,

2GM 2GM\ !
ds®> = — (1 - G > dt?® + <1 — G ) dr? + r2df? + r? sin? 0dp? (77)
r r

donde M es la masa del objeto y GG es la constante gravitacional de Newton.

Podemos apreciar que cuando M — 0, que tiene lugar cuando el objeto masivo que curva
el espacio-tiempo desaparece o que el objeto tenga una masa muy pequena, Ec. 77 tiende a
tener esta forma:

ds? = —dt® + dr? + r2(d6? + sin? 0d?) (78)

Nos damos cuenta que obtenemos la métrica de Minkowski en coordenadas polares
xt = (t,r,60,p). Con esto podemos decir que la métrica de Schwarzschild generaliza la
métrica de Minkowski [6].

5.4.1. Singularidades

Es muy evidente que la Ec. 77 se vuelve indefinida para los valores de r =0y r = 2GM,
las cuales se conocen como puntos de singularidad. Podriamos pensar entonces que en alguna
region del espacio-tiempo la gravedad es infinita.

El punto de sigularidad 2GM se le conoce como el Radio de Schwarzschild Rs. Ahora
procederemos hacer un analisis sobre si en verdad estas singularidades existen o solo es por
el sistema de coordenadas que se maneja.

En términos geométricos, el tensor de Riemann es el que estudia la curvatura de una va-
riedad, por tanto es bueno saber cuando el tensor toma valores infinitos aunque es algo dificil,
porque sus componentes dependen de las coordenadas. Pero a partir del tensor se pueden
contruir escalares, las cuales no depende de las coordenadas y de ahi podriamos concluir algo.
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El primer escalar que podriamos tomar es el escalar de Ricci que viene dado como
R = g"R,,,, pero también se pueden construir escalares de mayor orden como R*'R,, O
RFPPIR,ppe. Siuno de estos escalares adquiere un valor infinito conforme tiende a algiin
punto, ese punto es una singularidad en la curvatura.

Para la métrica de Schwarzschild tenemos:

R=0 (79)
R'"R,, =0 (80)

oo 48G2 M2
R Ryype = 6 (81)

Notamos que para r = 0 si tenemos una singularidad en la curvatura, pero al evaluar
r = 2G M tenemos un valor finito, la cual indica que solo se escogié mal el sistema de coor-
denadas, por tanto es aconsejable tener un sistema donde la superficie 1 = 2GM tenga un
buen comportamiento. Es muy interesante saber que aunque r = 2GM no es un punto o
region de singularidad, si que representa una frontera imaginaria entra el universo visible y
el interior de un agujero negro, la cual se llama horizonte de eventos [6] .

5.4.2. Horizonte de eventos

Como ya se ha indicado anteriormente en r = 2GM hay una singularidad aparente. Por
ejemplo para un reloj en reposo localizada a un radio r (r > r,) cuando sus senales se leen
desde el infinito a través de las ondas electromagnéticas, presenta un desplazamiento al rojo
igual a:

[ds(oc0)] _ —goo(r = o0) _ 1 (82)
dslocal)] ~ =) i
Para la métrica de Schwarzschild la componente ggp = g = — (1 — QGTM) En base a la

ecuacion anterior tenemos que el desplazamiento al rojo va hacia el infinito cuando r — ry.
Por lo tanto la esfera de Schwarzschild r = ry = 2GM/c? tiene la caracteristica observable
de ser una superficie de desplazamiento al rojo infinito [9] .

De igual manera tenemos que la fuerza necesaria para colocar una particula en reposo a
un radio r > r tiende al infinito cuando r — r,.
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Oppenheimer y Snyder (1939), descifraron el significado de estas singularidades que tie-
nen lugar en la esfera de Schwarzschild (Figura 3).

La superficie bidimensional r = 7, se convierte, al agregar la dimension del tiempo en
una superficie tridimensional H en el espacio-tiempo. La hipersuperficie H es una subvarie-
dad completamente regular de un espacio-tiempo localmente regular[@].

Para ver la regularidad de H, se necesita hacer un cambio de coordenadas cerca de
r = rs. Por tanto, se puede usar las coordenadas de Eddington-Finkelstein (v, 7,6, ¢), donde
v =1+ r,, con r, definido como:

d |
r*:/1_7;M:r+2Mzn<2M—1> (83)

donde 7, es un tipo de coordenada, denominada como coordenada tortuga. Entonces en
este nuevo sistema de coordenadas, la métrica de Schwarzschild adquiere la siguiente forma,

2M
ds* = — (1 - ) dv? + 2dvdr + r*(d6? + sin*0dy?) (84)
r

donde efectivamente se puede ver que ry = 2M no es una regiéon de singularidad mientras
que r = 0 si es un punto de singularidad, de esta manera la superficie H es regular.

7
r=2M —
HORLZON S

FLASH

OF LIGHT
= EMITTED

FROM CENTER

COLLAPSING
STAR

Figura 3: Representacion del espacio-tiempo de la formacion de un agujero negro [@]

El horizonte de eventos es la historia del espacio-tiempo de una burbuja de luz que se
estabiliza bajo la fuerte atracciéon de la gravedad ﬂgﬂ

De igual manera el horizonte es la superficie de no retorno de un agujero negro. Afuera
del agujero negro cualquier particula puede ir al infinito, pero en su interior ni siquiera las
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particulas sin masa (fotones) pueden escapar y cualquier fotéon emitido justo sobre esta su-
perficie se mantendra en movimiento estacionario sobre ella. Ahora bien si una particula o
cuerpo pasa cerca de ella, su trayectoria se vera afectado levemente.

Para un agujero negro de Schwarzschild el horizonte de sucesos tiene un radio de r = 2M
y dado que se esta trabajando en coordenadas esféricas, el area del horizonte es equivalente
al area de superficie de una esfera, Ay, = 4T M?2.

5.5. Agujero negro

Teorema de Birkhoff: Para una distribucién con simetria esférica de materia, las ecua-
ciones de campo de Einstein tienen una soluciéon tnica |13].

Para un agujero negro estacionario en un espacio-tiempo estacionario tiene un vector de
Killing K (vector que se define en variedades de Riemann o pseudo-riemaniannas) la cual
es normal al horizonte de eventos y la norma del vector en el horizonte es K*K;, = 0. La
gravedad de superficie x esta dada como V*(K®K,) = —2xK?, |14].

De acuerdo con el Teorema de Birkhhoff, la métrica de Schwarzschild es la tinica solucion
de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio, que representa una simetria esférica, de
tal manera que el tensor de Ricci, Ry, = 0.

Dada la métrica de Schwarzschild,

oM dr?
dSQ = — (1 — T) dt2 + 1% + 7'de2 (85)

T

donde d? es el elemento de volumen en una 2-esfera. Sabemos que el horizonte de even-
tos esta localizada en r = 2M.

Un agujero negro es donde parte del espacio-tiempo existe una aparente singularidad,
de esta manera tenemos que la norma del vector de Killing de traslacién temporal% cerca
del horizonte del agujero negro es muy pequeno (casi nula).

Ahora se procede a escribir la métrica de agujeros negros en diferentes sistemas de
coordenadas.

r

2GM
ds® = (1 _% ) (—dt® + dr?) + r?dQ? (86)
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2M
= ——e*T/QMe(”*“)/‘lMdudv + r2d0? (87)
r

203
— = ePMauav + r2d0? (88)

r

Donde u y v son coordenadas nulas entrantes y salientes, asi también U y V son coor-
denadas de Kruskal entrantes y salientes.

La relacion entre las diferentes coordenadas es:

re =1+ 2Min (ﬁ - 1) (89)
u=t-—ry, v=t+r, (90)
U — _e—u/4M’ V — ev/4M (91)

donde los factores de r se pueden considerar como expresiones implicitas de 74, ,v 0
de U, V. La definicién de dr, es muy general y no se puede hacer resolver explicitamente la
integral. En las coordenadas de Schwarzschild solo se cubre una parte de la variedad, pero
en las coordenadas de Kruskal se cubre todo el espacio-tiempo [14].

Las caracteristicas de la geometria de un agujero negro estan representadas en el diagra-
ma de Penrose.

= Region [ y 11 son planos asintdticos.

= Region II es el agujero negro.

Region IV es un agujero blanco.

= Para un observador en la regién I, H* (futuro) es el horizonte del agujero negroy H~
es el pasado del agujero negro o el horizonte de un agujero blanco.

5.5.1. Agujeros negros primordiales

Ya se ha indicado que los agujeros negros se forman cuando una estrella colapsa por su
propia gravedad y esto tiene lugar en las tltimas etapas de vida de la estrella. El experimen-
to LIGO (Large Interferometer Gravitational-Wave Observatory) ha determinado que las
estrellas que tienen este fin han de ser supermasivas o de muchas veces la masa del Sol. Pero
un agujero negro negro también se puede formar por la alta densidad de materia que habia
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Figura 4: Diagrama de Penrose para un agujero negro eterno [14]

en instantes posteriores al Big Bang y estas se conocen como agujeros negros primordiales
(Primordial Black Hole, PBH) [15] [16] .

Los PBH se formaron por el colapso gravitacional que tuvo lugar instantes después del
Big Bang por la alta densidad de la materia. La existencia de los PBH fue discutido primero
por Stephen Hawking (1971) y por el fisico ruso Zeldovich (1966), pero a dia de hoy sigue
siendo tema de debate.

La masa que pueden tener los PBH depende mucho de la época de formacién, pues recor-
demos que a medida que transcuria el tiempo, la materia se distribuia en el espacio-tiempo.
La fluctuaciones de densidad de materia cambia con el tiempo y de esta manera a dia de
hoy los agujeros negros primordiales podrian cambiar mucho en cuanto a su masa se refiere.

La masa de un agujero negro es casi igual que la cantidad de energia en el interior del
horizonte. El concepto que se tiene de un agujero negro clasico es de que no deja escapar
luz o cualquier otra radiacién en su interior. Sin embargo en 1974 Hawking aplico la teoria
cuantica a los agujeros negros y demostroé que estos no eran eternos sino que se evaporaban,
por la emisiéon de particulas.

5.5.2. Agujero negro de Kerr-Newman

La soluciéon Schwarzschild es una de las soluciones mas conocidas y simples de las ecua-
ciones de campo de Einstein, dado que considera un objeto estéatico y con simetria esférica,
pero en el universo tenemos objetos con carga y con rotaciéon, de manera que se hace nece-
sario estudiar agujeros negros que tengan en cuenta nuevos parametros.

El agujero negro mas general o que cumple en su totalidad la hipotesis de no pelo, es el
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agujero negro de Kerr-Newman, que se empleo para la deduccién de la primera ley mecanica
de agujeros negros. La métrica de este tipo de agujero negro en coordenadas Boyer-Linquidst
viene dado como [9]]6],

A Dy sin? 6

ds? = —wa + Zdﬁ + 2d6* + S w (92)
Donde:
Y =7r?+a’cos* 0 (93)
A=1? —2Mr 4 a® + Q? (94)
w? = dt — asin® Ody (95)
wg, = (r* 4+ a®)dp — adt (96)
L

_L 97
a= (97)

Podemos ver que la Ec. 92si ¥ = 0y A= 0. Analizando para ¥ = 2 4 a? cos? # tenemos
que esto es cero, si 7 = 0y § = £7/2 (notamos que el pardmetro a no puede ser cero, por
tratarse de un agujero negro con rotacion), de modo que para este tipo de agujero negro se
tiene una region de singularidad (disco de singularidad).

De lo dicho anteriormente A representaria una superficie de singularidad.

A=712 —2Mr+a® +Q* =0 (98)

La Ec. 98 es una funcién cuadratica con variable r, entonces resolvemos para r.

re =M+ /M2 = a? - Q2 (99)

La Ec. 99 es conocido como el horizonte de un agujero negro de Kerr-Newman. Esto
es muy interesante, ya que a diferencia con el agujero negro de Schwarzschild, el agujero
negro de Kerr-Newman tiene dos horizonte en lugar de una (Figura: 5).Tenemos que r4
se le denomina horizonte exterior y r_ es el horizonte interior y la regién que delimitan se
denomina como la ergoesfera [12]. Notamos que la Ec. 99 es la que aparece en la Ec. 5 para
hacer la deduccién de la primera ley mecanica de agujeros negros.

La Ec. 92 representa un agujero negro si y solo si los tres parametros M, (Q y L cumplen
con la desigualdad,
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a® 4+ Q% < M? (100)

Si la igualdad se cumple a? + Q% = M? se le llama agujero negro extremal. Un agujero
negro de Schwarzschild nunca puede ser extremal porque a = @ = 0 [14]

ry Limit surface

Figura 5: Estructura del horizonte de eventos en la métrica de Kerr-Newman |17]

El agujero negro de Kerr-Newman se caracteriza por estar delimitada por un horizonte
de eventos y una ergoesfera, la cual es la diferencia respecto a un agujero negro de Schwarzs-
child. En la ergoesfera la luz puede escapar todavia pero debido a la rotacién del agujero
negro tiene lugar una induccién de energia a los fotones.

5.5.3. Meétrica de Kerr

En la métrica de Kerr-Newman se trabaja con los tres pardmetros descritos en la hipote-
sis de no pelo, pero suponga que la carga elétrica del objeto es muy pequeno, tal que Q — 0
y tal objeto en rotacién y sin carga se le conoce como agujero negro de Kerr.

La métrica de Kerr en coordenadas Boyer-Lindquist estd dada como:

sin2 6
2

2
ds? = Aedt + Nygdtde — %er — p?do* + N dg? (101)

Siendo,

At = (1 - 2”;”) (102)

p
4Mar sin’ 0
N = ——5—— (103)
p
Ag = (r* +a*)? — a®*Asin? 0 (104)



A(r) =1r% = 2Mr + a? (105)

P2 (r,0) = r? 4+ a® cos® 0 (106)

Si se hace el analisis en el plano ecuatorial, esto es § = m/2 entonces df = 0 y expresada
en coordendas de Boyer-Lindquist, la métrica se reduce a ,

2M AM oM | a®\ 7! 2 2Ma?
ds? = (1= 22) a2 + 22 %0dp — (1- 22 1 %) a2 — (14 % 422897 12492
r r r r2 r2 r

El analisis que sigue ahora es para agujeros negros que giran al maximo, esto es cuando
a = 1 y se introduce una circunferencia de corte R por conveniencia [18]. La métrica se
convierte entonces en,

oM AM? M\
ds? = (1 — 7“) dt? + . dtdeo — <1 - T) dr?® — R2d¢2 (108)

donde R? = r% + M? +2M/r3.

Un propiedad notable de este tipo de agujero negro en rotacion, es de que parte de su
masa M se almacena como energia de rotacion (la cual esta dentro de la region exterior
denominado como ergoesfera) y en teoria esta disponible para su extraccion, ya que no es la
masa que ha pasado el horizonte de eventos [18].

5.6. Proceso de Penrose para la métrica de Kerr

Es un proceso puramente teérico dado a conocer por Roger Penrose en 1969 y que ahora
se considera un resultado importante en la aplicacién de los principios de la termodindmica
a los agujeros negros.

Penrose propone un mecanismo en la que se puede extraer energia de un agujero negro
en rotaciéon.Penrose mismo determino que esto podria ser poco préctico, pero que de alguna
forma era importante en estudios astrofisicos. Un argumento crucial de la idea es la existen-
cia de una region de energia negativa total en la vecindad de un agujero negro que gira [18|.

Para la descripcion del proceso de Penrose, empecemos por definir los vectores Killing
que corresponde a la magnitud de la energia y momento angular en una métrica de Kerr
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donde se tiene una rotaciéon maxima a = 1, en el plano ecuatorial § = 7/2. De la Ec. 108,
obtenemos los siguientes vectores de Killing:

(109)

r

oM 2M?
K, = (-(1 — T)’O’O’_ )

2M?
R, = (—T,O,O,R2> (110)

Ahora nos centramos en las particulas masivas y para ello se va a trabajar con el vector
cuadrimomento.

P 111
p=m— (111)

Las cantidades que se conservan son la energia I,y el momento L, de la particula.

dz*

dz*
L,=mR 113
p = Miiy, ds (113)

Para una particula en la vecindad de un agujero negro de Kerr extremal, tenemos que
la energia total por unidad de masa es,

1222
r

ds+ r ds

Ep _ < 2M> dt  2M*dg (114)

Nos interesa la region del espacio donde la energia es negativa (dentro de la ergoesfera)

E = —K,p", procedemos de la siguiente manera:
0= <1—%\4>Z+2y22 (115)
(ZfM_ZT> ii - fo (116)
R < R2CT (117)

Ahora veremos como esta restriccion esta relacionado con la velocidad tangencial de la
luz, dado que la velocidad de la luz supone un limite para la velocidad de la materia, ya sea
que este a favor o en contra de la direccién de rotaciéon del agujero negro. Si ds = dr =0, la
Ec. 108, toma la siguiente forma,
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T T

2M 4M?
0= (1 - ) dt* + dtdp — R*d¢? (118)

Tenemos una ecuacion cuadratica, tomamos d¢ como variable.

_ 2 4
ALy IO 2 4 4R (1 2M) g2

= 11
d o (119)
dp  2M? \/ AMA oM
— = 1—-— 12
dt rR R2r2 + T (120)
Una aproximacion a lo anterior dada por Perepelitsa es:
2M? - M
@ _ + 7 (121)

dt TR R

La velocidad angular es positiva para ambos valores de r , tal que r < M. La grafica
de las Ec. 117 y 121 es la Fig: 6, donde notamos que existe una regiéon de energia negativa
pero solo més alla del limite estatico y es importante mencionar que para un agujero del
tipo Schwarzschild esta region de energia negativa no existe [18§].

5 O3 / Negative energy region
]
o
= 0.0
]
:
19E 15 7.0 75 EX) 35 a0

Radius "™ (geometric units)

Figura 6: Gréafica del limite de velocidad tangencial de la particula |18]

Ahora que sabemos que existe una regiéon de energia negativa para el agujero negro de
Kerr, se procedera a desarrollar un ejemplo de una persona y una roca que caen en el agujero
negro (tanto la persona y la roca se pueden modelar como particulas masivas).

El signo menos de la Ec. 112 se debe a que en el infinito tanto K* y p* son timelike, asi
que el producto interno es negativo, entonces con el signo menos de la ecuacién se garantiza
una energia positiva afuera de la ergoesfera. Sin embargo, dentro de la ergoesfera K* se con-
vierte en spacelike, asi que las particulas adquieren una energfa negativa, £ = —K,p* < 0
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16]-

Una particula que tiene energia negativa en la ergoesfera, permanecera ahi, pero puede
acelerar hasta que su energia sea positiva para poder escapar. Ahora digamos que la persona
tiene momento inicial p) y la roca p(?, de esta manera el momento y energia del sistema
es:

p© = pM) 4 p( (122)

EO — g0 4 5@ (123)

Siendo p(® y E©) el momento y energia inicial del sistema. Las particulas una vez que
esten en la ergoesfera, la particula con momento p(® se arroja en cualquier lugar del ho-
rizonte de eventos, mientras que la otra particula (persona) puede salir de la ergoesfera.
Entonces se tiene que la particula que cae en el horizonte de eventos tiene energia E(2) < 0,
de esta manera por la ley de conservacion de la energia E(1) > E(0),

La explicacion que hay para la energfa ganada por la particula p(!) es de que proviene
del agujero negro, especificamente hay una variacién en la masa y momento angular, lo que
implica que si el proceso se hace muchas veces eventualmente el agujero negro dejara de
rotar, en esto consiste el proceso de Penrose [6] [18] .

En el momento en que la particula de masa m cruza el horizonte de eventos tenemos
esta restriccion para el momento angular Lp de la particula.

F
L —_— 124
r<a, (124)

La energia E es negativa y la velocidad angular Q2 es positiva y de aca se tiene que
L, < 0. La caida de la particula en el horizonte de eventos ocasiona un cambio del momento
angular L y masa M del agujero negro expresada como,

dM
dL < &= (125)
Qn

5.7. Teorema del drea de Hawking

En las secciones anteriores se dio una descripcién de los agujeros negros de Kerr y Kerr-
Newman, de igual manera se abordo el proceso de Penrose, que consiste basicamente en la
extraccion de energia de un agujero negro. El proceso de Penrose fue una de las primeras
evidencias teoricas de la relaciéon entre la termodindmica y los agujeros negros.
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La idea ahora es demostrar la segunda ley mecanica de agujeros negros clésicos, que
establece que el area del horizonte de un agujero negro nunca decrece. Para empezar con
la prueba, se calcula el area del horizonte de eventos de un agujero negro de Kerr. De la
métrica de Kerr, Ec. 101 tenemos que esto se vuelve indefinida si A = 0, por tanto hay una
singularidad o regién de singularidad.

De lo dicho anteriormente el horizonte de eventos de un agujero de Kerr esta localizada
en:

A(r) = r* —2Mr + a? (126)

Ahora vamos encontrar los posibles valores de r en la cual la métrica se vuelve indefinida.

A(r)=0=1r%—2Mr + da* (127)

ry =M+ M?—a? (128)

En el horizonte tenemos una métrica inducida ~;; la cual ¢ y j recorren sobre (6, ¢).
Ahora de la métrica de Kerr Ec. 101, decimos que A =0, r=r,, dr =0y dt = 0.

Yijda'dr; = ds*(dt = 0,dr = 0,7 =) (129)
(r2 + a?)?
(r2 + a?cos? §)

= (ri + a? cos® 0)dh* + sin? §d¢? (130)

Para el calculo del area del horizonte, se va hacer uso de la métrica inducida y recordar
que las variables son (6, ¢). El area del horizonte es:

A:/mcwdqs (131)

La representacién matricial de la métrica inducida es:
(r2 + a®cos? 0) 0
Yij = 0 (ri+a?)? .2 (132)
(r3+a? cos? 0)

Obtenemos el determinante de la métrica inducida |y| = (r? + a*)?sin?6 , para luego
proceder a resolver la integral doble.

T 27
A= / / (r? + a?) sin dfd¢ (133)
o Jo

= —27(r} + a*) cos 0| = 4 (r + a?) (134)
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La Ec. 134 es similar a la Ec. 5, con la diferencia de que en esa seccién se uso ry =
Q2 — a2, que comparando con la Ec. 5 hace falta el término de la carga Q, que
es la distincién entre la métrica de Kerr y Kerr-Newman.

En el anélisis del proceso de Penrose, Christodoulou y Riffini (1970) propusieron una
ecuacion para la masa de un agujero negro Kerr-Newman, que esta relacionada con la carga,
el momento angular y la masa irreducible de un agujero negro, que viene dado como:

2 0\ 2 2
2 (M + 4]%”) 3 ]@2 (135)

siendo M., la masa irreducible de un agujero negro. Sabemos que en un proceso de
Penrose hay pérdida de momento angular y supongase que no hay carga, eventualmente el
agujero del tipo Kerr pasara a ser un agujero de Schwarzschild, de este modo M;,., representa
la masa minima a la que el agujero negro puede tener bajo este proceso. De lo dicho ante-
riormente la energia libre que se puede extraer (bajo el proceso de Penrose) de un agujero

negro viene dado como M — M, |9] .

Para demostrar que el area del horizonte de eventos no decrece, es conveniente trabajar
en términos de la masa M;,.,. del agujero negro, que esta definido como:

A 1
M, = Tor =~ 1(7’1 +a%) (136)

M2, = %(MQ + /M4 — (Ma)?) = %(MQ + v M4 — 12) (137)

Ahora veremos como M, puede ser afectado por el cambio de masa M y momento

angular L = Ma. Decimos entonces que M., = M;.(M, L) y su diferencial total es:
aMirr 8Mirr
= on M T T (138)
1 2M3 LdL
MM = 5 (20 + it -~ i) 19

De lo anterior se despeja para dM;,, y simplificamos un poco para obtener las siguientes
expresiones.

1 QMM — 12+ 2M3 L
dM;,, = ( + )d,M - dL (140)
4Mirr \/M4—L2 M4—L2
1 2M~/ M2 — a2 + 2M?
dM;y, = ( M) - g (141)
4Mirr M? — g2 M? — g2
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La velocidad angular esta definido como:

a a

Q= = 142
7020 ™ omez y oM/ — &2 (142)

Se sustituye la Ec. 142 en la Ec. 141 para llegar a una nueva expresion de dM;,,..
dM;py = —2 U gy L (143)

e 4Mirr \/M27a2 \/M2*CL2
a

dM;y., = QdM — dL 144
rr 4Mirr M2 — CL2 ( H ) ( )

Dado que, dL < %, esto inmediatamente implica que dM;,.» > 0. Empleando la relacién
de la masa irreducible y el area del horizonte de eventos Ec. 136 ,

dA

AMipr = o5~ N dA >0 (145)
dA = — 5" (g0 — Q) (146)
Qv M? — a? m
Despejamos para dM.
K M2 — a?
dM = —dA+ QudL,k = 147
8 H 2M (M + VM2 — a?) (147)

Hemos llegado a la primera ley mecéanica de agujeros para un agujero negro de Kerr, de
la Ec. 146 concluimos que dA > 0, que es lo que se queria demostrar y esto es conocida como
el teorema del area de Hawking o la segunda ley mecanica de agujeros negros |17][6]. Como
se va a desarrollar en el siguiente capitulo, en parte debido al teorema del area, Bekenstein
plantea una generalizacion de la segunda ley de la termodinamica.

Notamos también que de la constante de superficie x para un agujero de Kerr, se puede
derivar el valor de la constante para un agujero negro de Schwarzschild, haciendo a = 0 que
es el parametro de rotacién relacionado con el momento angular. La constante de gravedad
de superficie k se reduce a,

1

Yy

(148)

que es la expresion que se habia dado para encontrar la forma mas simplificada de la
temperatura de Hawking para un agujero negro de Schwarzschild Ec. 47.
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5.8. Constante cosmologica

Las ecuaciones de campo de Einstein originalmente incluia una constante cosmolégica
A, la cual actuaba en contra de la gravedad para mantener un universo estatico y no en
expansion.

1
R, — §Rg,w +Aguy = G (149)

Después de que se descubriera que el universo estaba en expansion, la constante cosmo-
l6gica quedo obsoleta. Pero en los ultimos anos nuevos descubrimientos cientificos como la
expansion acelerada del universo, dio lugar a un nuevo papel protagénico de la constante,
la cudl se comportaria como una presién en el vacio y también como una presiéon dentro de
un agujero negro [19|.

En la seccién de voltmen termodinamico del capitulo anterior mencionamos sobre el
papel que tendria A. Ahora vemos un poco sobre como viene definido esta constante.

De la ecuacién de campo de Einstein,

1
8TGNTw = Ruw — §gHvR (150)
. (M) (vac) _
Podemos descomponer el tensor momento-energia en Ty, v Tpy = = —poacYuv, 1as

cuales serian el tensor momento energia de la materia ordinaria y el tensor para el vacio
respectivamente.

También tenemos que el tensor momento-energia para el vacio es proporcional a la mé-
trica,

T,%’; = ~Povacllp/v’ (151)

donde 7, es el tensor (0,2) invariante de Lorentz.

Tﬁgc = —PvacYuv (152)

Comparando con un fluido perfecto, el tensor momento-energia vendria dado como:

T;w = (,0 + p)U,qu + DGuw (153)

Encontramos que el vacio parece comportarse como un fluido perfecto con una presion
isotrépica y de signo opuesto que la densidad de energia.
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Pvac = —Puac (154)

1 M
RMU — §R9;w =81 (le - pvacg,uv) (155)
Agregando la constante cosmologica a la ecuacion de campo de Einstein tenemos:

1
871G T = Ruw — 5B+ A (156)

De esta manera llegamos que la constante A esta relacionado con la densidad de energia
en el vacio [6].

A
vac 1
p —e (157)
A
= 1
P 831G (158)

Aun no sabe muy bien que implicaciones fisicas tiene la constante sobre los agujeros
negros, dado que se podria pensar como un agente externo que hace trabajo sobre el agujero
negro. Las consecuencias de A sobre la evolucion de los agujeros negros es un problema abier-
to actualmente en cosmologia y no es ninguna sorpresa que la constante aparezca también
en la teorfa de la termodinamica de agujeros negros.
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CAPITULO O

Generalizacion de la segunda ley de la termodinamica

Se dara una descripciéon basica y no formal, tal como se desarrolla en la teorfa cuéntica
de campos de vacio cuantico y par de creacién de particulas. Estos temas son la base de
la explicacion de la radiacion de Hawking y evaporaciéon de agujeros negros, la cual supone
una violaciéon del teorema del area. En los capitulos anteriores se ha demostrado que un
agujero negro puede ganar entropia y en esta parte del trabajo se estudia la entropia desde
el punto de vista de la teoria de informacién y de la mecanica estadistica. Por tltimo, se
tratara la generalizaciéon de la segunda ley de la termodinamica planteada por Bekenstein
y se estudiardn dos ejemplos como el oscilador arménico cuantico y gas de fotones cerca de
un agujero negro que validan la generalizacion.

6.1. Vacio cuantico

La idea intuitiva que se tiene cuando se habla de vacio, es en imaginarse un espacio
donde no hay nada y es normal pensar eso en nuestra escala, pero en la escala atémica o
sub-atomica el vacio como tal deja de existir.

En la Teoria Cuantica de Campos (QFT, por sus siglas en inglés) el vacio es el estado
de energia mas baja posible de un campo en una determinada regién del espacio. En la
mecénica clasica las caracteristicas de vacio estd dada por su geometria. En teorfa de la
relatividad general la dindmica de la geometria guia el movimiento o la trayectoria de la
materia, porque la geometria es curvada por la presencia de materia [20]. Esta claro que hay
una diferencia del concepto de vacio en la fisica clasica y moderna. Este nuevo concepto de
vacio permite dar una explicaciéon sobre las predicciones de la teoria de la termodinamica
de agujeros negros como la radiacién de Hawking.
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Max Planck introdujo su primera ley cuantica, la cual en términos modernos se puede

entender que la energia E' de un modo electromagnético es proporcional a su frecuencia,
E=hw

E = nhw, n=-——— (159)

En una segunda revisiéon Planck deriva una nueva expresién para la energia. Lo hizo
resolviendo el problema de un oscilador armoénico cuéntico.

El operador Hamiltoniano de este tipo de oscilador arménico viene dado como:

= 5 922 + Smw (160)
La ecuacion de Schrodinger para el sistema es,
Hy = EvY (161)
R T
S W =F 162
2m8x2+2mwx¢ Y (162)

donde Y es un estado propio. La energfa del sistema con el Hamiltoniano dado, viene
expresada como:

1
B, = (5 +n)hw, n=0,1,2,.. (163)

Notamos que las Ec. 159 y Ec. 163 se diferencian por el término extra %, que ac-
tualmente se conoce como fluctuaciones de vacio o energia de vacio cuantico. Esta es una
manera basica de entender el vacio cuantico, pero es en la teoria cuéntica de campos donde
se aborda de una manera mucho mas formal el concepto. La Ec. 159 describe una cavidad
completamente vacia de radiacion en el limte de temperatura cero mientras que la Ec. 163
nos dice que quedan fluctuaciones de campo correspondiente a la mitad de la energia de un
fotén por modo en este limite de temperatura. A diferencia de las fluctuaciones térmicas que

desaparecen cuando la temperatura tiende a cero, este tipo de fluctuaciones esta presente
[21].

6.2. Par de creaciéon y aniquilaciéon de particulas

Se sabe que un particula no puede alcanzar el horizonte de eventos de un agujero negro
en un tiempo finito para un observador externo. De modo que una particula puede caer
en el agujero negro, pero tal informacién le toma un tiempo infinito para un observador
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externo. Recientes investigaciones en QFT aseguran que el horizonte de eventos puede reflejar
particulas en el estado ¢ con una probabilidad igual al factor de Boltzmann,

P=

(164)

donde Z es la funcion de particion, F; es la energia en el estado i, kp es la constante
de Boltzmann y T es la temperatura de Hawking del agujero negro. Ahora la pregunta que
surge es, jcomo puede el horizonte de eventos causar ese efecto tan grande?.

Una respuesta a la pregunta puede estar en el principio de incertidumbre de Heisenberg.

AxAp >

N | St

(165)

Porque si tenemos que la longitud de onda de la particula A = h/muv (relacion de De
Broglie) es mayor que el radio del horizonte de eventos Ry = 2G M, no se puede saber donde
esta localizada la particula en relacién al horizonte.

Se puede comparar este efecto que tiene lugar en el horizonte de eventos como una
barrera de potencial.

V(z) = (166)

Vo, O<z<l1
0, En otro lado

Un particula clésica puede saltar esta barrera durante un tiempo infinito, que es similar
en el horizonte de eventos. Sin embargo si se tiene una particula cuantica, hay una probabi-
lidad que pueda atravesar la barrera de potencial (efecto tunel) o bien ser reflejada, de esta
manera una particula cuantica puede atravesar facilmente el horizonte de eventos |22].

Vi(x)

A

Vo

I II III

0 1 x

Figura 7: Barrera de potencial [23]
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Otro argumento esta basado sobre el fenémeno del par de creacion y de la radiaciéon
de Hawking cerca del horizonte de sucesos.Una explicacién convencional de la radiaciéon de
Hawking es la creacion del par de particulas cerca del horizonte debido a la energia negativa
de vacio. En la creacion de particulas elementales por ejemplo, el electréon y el positron,
cualquiera de las dos tiene probabilidades de caer en el agujero y la otra escapar de ella |22].

6.3. Concepto basico de producciéon de particulas:

La idea béasica con la gravedad semiclasica es que, para energias debajo de la escala de
Planck, es una buena aproximacién tratar la materia en campo cuantico. Consideremos un
campo escalar libre ¢ : R — R , que cumple con la ecuacién de onda clasica.

9"V Vo =0 (167)

El campo escalar ¢ es un operador cuantico, la cuél implica que debe cumplir la relaciéon
de conmutacién candnica, por ejemplo para los operadores momentum p, y posiciéon a =
x,y, z, se tiene [py, @] = ih. Para el campo escalar la relacion de conmutacion canoénica es,

[p(t,2"), 6(t,y")] = 6°(a" —4/")] (168)

y ademés ¢ debe estar definido en un espacio de Hilbert. La idea clave detras de la
produccién de particulas cuénticas en un espacio-tiempo curvo, es de que el concepto de
particula depende del observador. En otras palabras depende de la elecciéon del marco de
referencia.

Por ejemplo un observador A tiene una coordenada natural de tiempo definido como
tiempo propio T'. Entonces el observador A percibe las particulas que tienen frecuencias
positivas de oscilacién en el campo escalar con respecto a su marco de referencia temporal
T. Ahora bien, digamos que hay un segundo obervador B, quien define las particulas con
frecuencia positiva de oscilacién en relacién a su tiempo t. Hay que aclarar que el ntimero de
particulas de frecuencia positiva que mide A puede ser diferente a lo que mide B. La teoria
cuantica de campos en el espacio-tiempo plano es globalmente invariante de Lorentz. Si el
marco de referencia de A y B difieren tinicamente en la transformacion de Lorentz, entonces
ellos concordarian en el tipo de particula [14].

Si el observador A esté en un marco de referencia inercial global mientras que el observa-
dor B experimenta una aceleracion constante. El observador A notara que el espacio-tiempo
esta libre de particulas, mientras que B observara un flujo de particulas|14].
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Figura 8: Un cuerpo masivo causa una gran curvatura del espacio-tiempo [24] .
6.4. Teoria de informacién y la termodinamica

En termodindmica tenemos que la entropia de un sistema para macroestado {2 esta dada
como:

S=rkplnQ (169)

Sin embargo un macroestado consiste en un ntimero grande de microestados que no es
facil medir de manera directa. Ahora supongamos que tenemos N diferentes microestados
igualmente probables.

N:an’ P=— (170)

De esta manera P; denota la probabilidad de que el sistema esté en algin microestado.
Lo anterior impone una restriccién que es ), P, = 1. El sistema tiene una entropia total
Stot, que es la suma de la entropia de cada macroestado S y la entropia asociada con cada
microestado Syicro-

Stot =S + Smicro (171)

La entropia total estd dada como Si,; = kg In N. Para los microestados podemos definir
una entropia promedio que viene expresada como:

Smicro - <Sz> - Z]Dzsz (172)

47



donde S; = kg lnn; es la entropia de un microestado con probabilidad P;. Por lo tanto,

S = Stot — Smicro = kp(In N = > P;Inny) (173)

(]
Obtenemos la expresiéon para la entropia de Gibbs.

S=-kpY PP (174)

)

En la teoria de la informaciéon hay una entropia asociada a la informacién que se tiene,
que viene dada por la férmula de Shannon § = —kP1n P y es evidente la analogia que tiene
con la expresion de Gibbs. Podemos decir que las incertidumbres que se tienen sobre los mi-
croestados estan basado por la limitacién que se tiene de saber sus propiedades. Lo anterior
indica que hay una vinculacion fuerte de la termodindmica con la teoria de informacion [25).

Cuando una particula cae en un agujero negro, podemos decir que la informacién que
llevaba consigo no se puede recuperar. Asi también cuando tiene lugar la radiacién de Haw-
king no hay garantia de que la informacién que se tenia antes puede ser decodificada, dado
que parte del sistema es inaccesible, que es lo que esta detras del horizonte de eventos.

6.4.1. Informaciéon y entropia de un agujero negro

Hay una relacién importante entre la informacién y la entropia de un sistema. Una gran
aleatoridad en el sistema quiere decir que hay una gran entropia y que la informacién que se
tiene de la misma es poca. Ahora supongamos que podemos saber el ntimero de configuracio-
nes del sistema, de esta manera podemos encontrar el namero n de estados y la probabilidad
P, de estos estados [§].

La entropfa asociada con el sistema esta dada por la formula de Shannon,
Sp==>_ P,In(P,) (175)
n

Cada vez que se disponga de nueva informacién sobre el sistema, puede considerarse que
impone ciertas restricciones a las probabilidades P,,. Por ejemplo la informacién puede ser
que varias probabilidades P,, sean nulos. Tales restricciones a P, resultan un decrecimiento
en la funcion de entropia.

Al = —AS (176)

En la Ec. 176 —AS es el decrecimiento de la entropia que le corresponde a cierto cambio
de informacion AT [].
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Un ejemplo muy comtn sobre la relaciéon entre la disminucién de la entropia y ganancia
de informacion, es la compresion isotérmica de un gas ideal en un contenedor. La cual se
conoce como la disminuciéon de la entropia y por otra parte la informacion acerca de la
configuracion interna del gas aumenta. Después de la compresion las moléculas del gas se
pueden localizar con mayor precision|8|.

De todo esto, se puede preguntar: jcudl es el origen de la entropia de agujeros negros?
claro estd que la termodindmica es una aproximaciéon a una descripcion estadistica mas
fundamental de la entropia donde tenemos que es,

S ~ InQ(E) (177)

tal que Q(F) es el numero de microestados del agujero negro. De esta manera la entropia
es mayor mientras el sistema (agujero negro) tenga un nimero mayor de microestados |26].
La hipoétesis de no pelo nos dice que el agujero negro clasico se puede caracterizar por tres
pardmetros, mientras que un agujero negro en una teoria de gravedad cuéntica o donde se
tenga que tomar en consideracién los efectos cuanticos es evidente que la hipétesis deja de
funcionar.

La segunda ley de la termodinamica puede entenderse mejor en el contexto de la teoria
de informaciéon. Convecionalmente la medida de informacién es el "bit", la cual se puede
definir cuando para la informacién disponible, la respuesta a una pregunta es "si o no".De
acuerdo con la Ec. 176 es tambien igual numéricamente a la entropia maxima que se puede
asociar a la respuesta "si o no". De esta manera hay una probabilidad P = 1/2 de que la
informacion sea "si o no ". Por tanto la entropia de Shannon en este caso viene dado como
18] .

S = =1In(2) (178)

6.5. Incremento minimo del area de un agujero negro

Ahora bien si pensamos en una particula que est cerca de un agujero negro de Kerr con
masa en reposo p y radio b (la cual no debe ser mas pequena que la longitud de onda de
Compton ), por el teorema del area de Hawking cuando la particula o sistema de particulas
cae en el agujero negro hay minimo incremento de 4rea posible.

(AA)min = 2ub (179>

Bekenstein demuestra que la entropia asociada a este incremento minimo del area del
horizonte viene dado como |§],
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1
Spn = 51 2h A (180)

6.6. Generalizacion de la segunda ley de la termodinamica

Analicemos de nuevo el caso en el que un cuerpo con determinada entropia cae en un
agujero negro de Kerr.Dado que una vez que se cruce la linea del horizonte de eventos no
hay forma de saber que pasara con el cuerpo y con sus entropia.La segunda ley de la ter-
modinamica no ayuda mucho en este caso, dado que no hay forma de que un observador
externo pueda hacer una medicién directa de que la entropia del universo no disminuye.

Por lo hecho en secciones anteriores, sabemos que entropia esté relacionado con el area
del horizonte de eventos del agujero negro. En otras palabras, la desaparicién de un cuerpo
en el agujero negro es recompensada por el aumento del area del horizonte[8] [6].

S o Apor (181)

6.6.1. Enunciado de la generalizacion de la segunda ley (GSL):

La entropia comun en el exterior del agujero negro mas la entropia del agu-
jero negro nunca disminuyelg].

Denotemos el cambio de entropia que sufriria el agujero negro como S.. Ahora también
denotamos el cambio de entropia comin en el exterior del agujero negro como AS = —S..

De esta manera, la generalizacién de la segunda ley de la termodinamica viene dado
como:

S'=S+Spu (182)

AS ' =AS+ASgg >0 (183)

donde S es la entropia de la materia afuera del agujero negro y Spp es la entropia del
propio agujero negro, segin el teorema del area de Hawking.

Con lo anterior hay un problema cuando se considera la radiacién de Hawking. Por la ley
de conservacion de la energia, el flujo de particulas debe ser compensada por la disminucién
de materia del agujero negro y durante este proceso de evaporacion, el area del agujero negro
disminuye. Es evidente que la segunda ley generalizada falla cuando se tiene en cuenta la
radiacion de Hawking [27].
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6.6.2. Oscilador armoénico cuantico

Se tiene dos particulas con masa %m, cada una conectada por un resorte cuyo constante
de elasticidad es ¢. Y ahora digamos que el oscilador esta dentro de una caja de forma esfé-
rica a una temperatura 7.

Se aborda como un problema de ensemble canoénico. La funcién de particiéon para un
sistema de |n) estados cuanticos vendria dado de la siguiente manera:

o0
hw
_ —nx _
n=0
Z = <1+e*‘”+e*2"”+...+e*’“”+...> (185)
Para fines practicos decimos que kg = 1 y ademés se hace la siguiente sustitucion
y=-e "
o0
Z = (y0+y1+...+yk+...> =Sy y<1 (186)
n=0

Lo anterior es una serie geométrica y sabemos que la suma de los n términos converge a
un valor.

7 = 187
1—e® (187)
La probabilidad de encontrar el sistema en el estado |n) es:
efnx
P, = 7 = e "1 —e") (188)

Usando la formula de Shannon, tenemos que la entropia de la caja viene dado como,

S=-> P,In(P,), n=0,1,2,.. (189)
Se=— Z(l —e e ™ [In(1 — e ") — na (190)

Se=— Z(l —e e ™In(l —e™ ") + Z(l —e Pe nx (191)

Trabajando la primera sumatoria.
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Z(l —e e ™n(l—e®)=(1—-e")In(l—e%) Ze*m

n n

=(1—-e")In(l—e") Z (e™)"

n

. , . — n
Tenemos una serie geométrica ) | (e™*)", de esta manera llegamos a obtener :

Z(l —e e ™ n(l—e®)=In(l —e™ %)

n

Para la segunda sumatoria.

Z(l —e e ™nr=(1—e ")z Z e "'n

n n

Por lo tanto:

De esta manera la entropia del sistema viene dada por la siguiente expresion.

S.=—In(1—e®) 4 a(e”—1)7"
La energia de un oscilador arménico cuéntico es:

E, = hw(n + %)

De esta manera la energfa vibracional promedio del escilador esta dado como:

(B)=>_ P.E,

(192)

(193)

(194)

(195)

(196)

(197)

(198)

(199)

(200)

(201)

(202)



Para la primera sumatoria obtenemos:

1—e e * e * 1
Z(l —e “)ne "™ = ((1 — 6)33)2 ek pupei -0 (203)

n
Para la segunda sumatoria obtenemos:
Y l—e e =(1-e")) ()" =1 (204)
n n

De esta manera, llegamos a una expresion mucho mas simplificada de la energia promedio.

(E) = hw Lxl_ Tt ;] (205)

Ahora bien si la caja se deja caer en el agujero negro de Kerr, ya hemos visto que el
area del horizonte sufre un cambio Ec. 179 , AA = 2ub, donde b es el radio exterior de
la caja y p es la masa en reposo. Asi también se tiene que la entropia minima Fc. 180 es

Sy = %ln 2h1A.
1
ASpg = gl 2h'AA = pbIn2nt (206)

Por el teorema virial, tenemos la relacién entre la energia cinética promedio y el potencial.

(E) =

% (207)

Ademas se tiene que la energia potencial de un oscilador armoénico estd dada como:
1 2
V= So(Ay) = 2E) (208)
Sig:imuﬂyb:Ay

=b>/(B)w tm™/? (209)
Empleando la Ec. 206,

ASpy > (m+ (E)V/(Eym ™2 (hw) ™! (210)

donde p = (m + (F)) dado que la caja que contiene los osciladores puede tener cierta
masa.
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Ahora hacemos AS = —S,.

AS =In(1—e®) —z(e” —1)7" (211)

De la Ec. 205 tenemos: P
(E) (212)

hw:—
x — 1
(e —1)1—1—5

La cual lo sustituimos en la Ec. 210, para obtener una nueva expresiéon del cambio que

sufre el agujero negro,
(213)

1
ASpr > 0 V(e — 1)t + 5](9 +1)In2

donde se ha hecho la sustitucién o = m(FE)~!.

Aplicando la GSL:

Ao +8) > 72 (€ = )74 gl o+ D2 - o) a1 (21

Recordemos que el objetivos es demostrar que A(Spy +.5) > 0. Para eso hay que veri-
ficar si la expresion del lado derecho tiene un valor minimo x;,;,, si ese fuera el caso, para

tal valor la entropia debe ser positiva.

Definimos la funcion f(z),

1
f(x) =012 {(ex -1+ 2} (0+1)In2+1In(1—e®) —a(e” —1)7" (215)
Derivamos la expresion del lado derecho respecto a z, tal que % =0
- 1 x
0= V2 [—(e" —1)2 D2+ -——— — 216
0 [ (6 ) ](Q+)H +(1_e—m) ex_1+(em_1)2 ( )
(217)

0= —p'/2 [(emil)Z] (0+1)In2+ ﬁ

De esta manera encontramos que efectivamente f(x) tiene un valor minimo positivo.

Tnin = & = 07/*(0+1)In2 (218)

Recordar que g es positivo, porque tanto la masa como la energia son positivas. De
esta manera sustituyendo el valor de x,;, en la funcion f(z), tenemos que se cumple que

A(Spg + S) > 0 tal como puede verse en la figura 9.
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Figura 9: Generalizacién de la segunda ley de la termodindmica, aplicado a un oscilador armoénico.

6.6.3. Gas de fotones o de luz

Este ejercicio nos permitira ver como las fluctuaciones se convierten en una limitacion
para la aplicacién de la GSL. Se va abordar el problema teniendo en cuenta que se aplican
todavia los principios de la 6ptica geométrica o que por lo menos sea una aproximacién
valida. Consideremos que el gas de fotones esta en equilibrio térmico a un temperatura 7',
esto implica que hay una entropia maxima para una energia dada [8].

Emplearemos las mismas expresiones de entropia y energia del ejercicio anterior. Empe-
cemos con la definicion tradicional de densidad de estados p.

dN(E) = pdE (219)

N(E) = /O " pdE (220)

Siendo p = 2w?V (2)~3dS2, donde V es el voltimen y df) es el angulo solido (aplicado a
nuestro problema, dQ2 = 4m).

Entonces la entropia y energia total vienen dados como:

Sior = N(E)S = / pSdE (221)
0

()i = N(ENE) = [ (B} (222)
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Donde S es a Ec. 198 y (E) es la Ec. 205, pero omitiendo el término (1/2)hw para que
la integral no diverja. De esta manera la entropia total viene expresada como:

* &rVh h w —hw
Sior = 2= —In(l—eT)|d 223
tot /0 (277)3“’ [Teh;—l n( e T )| dw (223)

DE la relacion de Planck para la energia de un fotéon F = hw tal que dE = hdw, hemos
reemplazado dF por dw.

87Vh [ ,[h w —hw 8TVh\ (T\> 7
Spot = ——— 21 - = _In(1- dw =4 —) = 224
= o, gy 0w () (5) e
Ahora para la energia total:

8rVR2 [ W snVi2\ (T\* =
o= | 5 (G ) () & -

Ahora hacemos la division Sio/(E)iot, para tener una relacion entre energia y entropia.
Para fines practicos ya solo vamos a escribir S'y (F).

S 4 4
s _ =
B "3 =S5 3

(E\T—! (226)
Nos damos cuenta que obtenemos una expresiéon igual para la entropia de un cuerpo
negro a temperatura 7.

El gas de fotones se acerca al agujero negro de Kerr y a medida que se acerca se infiere
que la entropia del gas se mantiene inalterada. Cuando el gas de fotones cae en el agujero
negro de Kerr, el cambio de entropia en nuestro universo visible es:

AS, = —§<E>T—1 (227)

Ahora vamos a determinar el cambio de entropia del agujero negro. De la primera ley
mecanica de agujeros negros Ec. 23 notamos que el incremento del drea A es minimizada
cuando el momento angular L ganada por el agujero negro es maximizada para una energia

dada (E).
El incremento minimo del area causada por un gas de fotones dado por Bekenstein es:

AA > BM(E) (228)
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Ahora para obtener el cambio minimo de la entropia del agujero negro empleamos Sgg >
(% In2)BMA~1{E) y sustituimos el nuevo valor de A.

ASpy > <;5ln 2) Mh Y E) (229)

Bekenstein postula que la 6ptica geométrica es aplicable en nuestro caso, siempre y
cuando la longitud de onda de la luz sea muy pequena en comparacién con la dimensién
caracteristica del agujero negro de Kerr de masa M. De esta manera tenemos, A < M.

La relacion entre la frecuencia angular w y la velocidad de la luz es, ¢ = 2w Aw, ahora
digamos que para el haz hay una frecuencia caracteristica w. esto inmediatamente implica
que we > M. Ademas tenemos que T, ! ~ (wch) ™t

La entropia del gas de fotones se puede escribir de la siguiente manera:

AS, = —§<E>(wh)—1 = —§<E>h—1M (230)
4 -1
|AS,| <« g<E>h M (231)

Para un agujero negro de Kerr 5 = 0.538, de modo que la Ec. 229 es menor comparado
con Ec. 230. De lo dicho previamente la GSL no se cumple porque ASpy + AS, < 0.

Ahora se va hacer el analsis para las temperaturas 7" < T,. Se selecciona una tempe-
ratura T, que uno quiere que sea la mas pequena y dispone de que todas las frecuencias
sean w < w.. Como en el procedimiento anterior tenemos que w. > M1, tal ge w. no esta
relacionado con T.

Ahora el resultado que relacionaba la entropia S y la energia (F) va a cambiar. Nos

centramos en el caso T < hwl., de esto inmediatamente sigue que x = h‘jiC > 1.

Vamos hacer una aproximacion con la entropia S ~ ze™* y la energia (F) ~ fwe™®
considerando x > 1. Empleando las Ec. 221 y Ec. 222, la nueva entropia del gas de fotones
es:

8TVRE [® 4 e srVh2 (T\*
= T dw =6 = 232
S (27r)3T/0 w’e” T dw 6(27r)3T <h> (232)

La nueva energia promedio del gas vendria dada por la siguiente expresion:

8TVh2 [ o 8rVR2 /T\*
E = 3 77d = — - 2
()= o [, W= 65 (h) (233)
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De esta manera la entropia y la energia promedio del gas de fotones estan relacionados
como:

S=(E\T'=S.=—(E)T*! (234)

Por tanto el cambio de entropia del universo visible es:

AS. = —(E)T™! (235)

Relacionado con ASpy > (%B In 2) M~h~Y(E) implica entonces que T, = (%B In 2) MR 1.
Dado que

1 -1
T<T.=h <2BM In 2) (236)
entonces ASpr + AS, es negativo, la cuél contradice la GSL.

Para la resolucion de la paradoja anterior, se tiene que en el régimen T < T, las fluctua-
ciones estadisticas ya dominan, la cual indica que es necesario considerarlos para tener una
imégen completa del problema.

Empecemos por calcular el niimero de cuantos hay en el gas, teniendo el ntimero de
cuantos por nodo (e — 1)1,

N:/ ple” —1)"1dE (237)
0
8rVh [ w? 167VT3
= — - 2
Gl B G 259

donde ¢(3) es la funcion zeta de Riemann.

Del resultado anterior, Bekenstein por conveniencia logra tener una representacién apro-

ximada considerando que w > w.. Ademés se supone que h}‘f >1yquel =1,

dQ ,
N ~ #55—3(51\4@;)26—5% (239)

Donde § = %ﬁan (0.2 < § < 2.8. Para que el haz de luz caiga en el agujero negro
% < 1, asi también tenemos que Mw! > 1, de la Ec. 239 se puede ver que el volumen
que ocupa cada cuanto es &~ M3, pero antes ya habiamos mencionado que para que el haz
de luz puede caer en el agujero negro la seccion del haz de luz no debia ser mayor que M?2.
Por tanto el concepto que se esta dando teniendo T' < T, no cumple con la GSL, asi que la
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descripcion del haz continuo que cae en el agujero negro no es valido debido a las grandes
fluctuaciones de energia en el haz o gas de fotones [3§].

De lo dicho anteriormente, parece ser que entonces (F) ya no es una buena medida de
la energia real. Abordamos el problema desde el punto de vista cuantico, la cual cae uno a
la vez en el agujero negro. Entonces reemplazamos (E) por hw que es el cuanto de energia
en la Ec. 228

ASpy > (;Bln2> Mw (240)

Asi también se tiene por la teoria de informaciéon que la entropia asociada a un cuanto
. 1 . . .
de energia es —5 In 2. Esto implica que:

ASpg + AS. > %ﬁln2Mw—%ln2 (241)

Ya que %B > 0.268 y que que Mw > 1 implica que ASpy + AS. sea una cantidad
positiva. De esta manera se verifica la segunda ley generalizada de la termodindmica para
la entrada de cada cuanto [§].

6.7. Radiacién de Hawking

Como ha se ha indicado en capitulos anteriores la radiacion o efecto de Hawking consiste
en la emisiéon de particulas por un agujero negro formado por colapso gravitacional o por
las altas densidades de materia. Esta emisién de particulas se da porque en la inmediatez
externa del horizonte de eventos que debido a las fluctuaciones cuéanticas del vacio, se crean
particulas virtuales o también denominadas como par de particula y antiparticula .

Tanto la particula como la particula pueden atravesar la barrera de potencial del hori-
zonte de eventos (efecto tinel) y caer en el interior del agujero negro con una probabilidad
que depende de la gravedad de superficial k,

1
K2 = _ﬁv“K”vﬂKmor (242)

la cantidad es constante y mide cuén réapido el vector de Killing K* (generador de tras-
laciones temporales) se convierte en un género de espacio [28|.

En el interior del agujero negro, el vector Killing es género espacio y la particula vir-
tual pasa a formar parte de la realidad. La particula con energia positiva (o negativa) no
puede aniquilarse con su companera porque estd ha caido en el agujero negro, de modo
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que escapa en el infinito, dando lugar a un flujo de particulas [29]. Es importante mencio-
nar que la particula y antiparticula tienen la misma probabilidad de caer en el agujero negro.

Bekenstein y Wheeler, en un experimento mental se dieron cuenta de la violacién de la
segunda ley de la termodinédmica. El experimento mental consiste en hacer una mezcla de
una taza de te caliente con agua fria creando asi entropia, ahora bien si se arroja la mezcla
en un agujero negro, se habra hecho desaparecer junto con la mezcla la entropia creada,
ya que no hay forma de verificar el cambio producido en la masa M, carga M y momento
angular L [29].

Cuando Bekenstein asigné entropia a los agujeros negros, pensd que la entropia debia
ser una funcién de M, Q y L con la propiedad natural de que la funcién fuese creciente tal
como sucede con la entropia de cualquier sistema fisico aislado [29].

El la segunda mitad del siglo XX hubo muchos intentos por formular un principio de
entropia de los agujeros negros y fue el fisico britanico Stephen Hawking, quien férmulo el
teorema del area, que como ya se ha estudiado, esta estrechamente relacionado con la en-
tropia. El enunciado del teorema del 4rea en relatividad general viene de la siguiente manera:

Teorema del area de Hawking: Si el tensor energia-impulso T}, satisface la condicion
débil de energia T}, v#v" > 0 para todo v* de tipo tiempo o nulo y suponiendo como cierta la
conjetura de censura cosmica, entonces el drea del horizonte de sucesos de un espacio-tiempo
asintoticamente plano es una funcién no decreciente del tiempo [6] [7].

Apartir del teorema del area de Hawking, Wheeler propuso que la entropia del agujero
negro, debe ser mondtona creciente y una funciéon del area del horizonte de eventos, Ape. De
esta manera se soluciona el problema de la violacién de la segunda ley de la termodinamica,
dado que al momento en que la mezcla de té caliente y agua fria cae en el agujero, causaria
un aumento del area del agujero y por tanto su entropia.

Wheeler en su tesis doctoral, empleando la primera ley mecénica,

KR

dM
8w

dA + QpordL + ®pp,.dQ (243)

y comparandola con la variacién de energia de un sistema termodinédmico con energia F,
potencial ® y rotando a una velocidad angular €,

dE = TdS + QdL + ®dQ (244)

por simple inspeccioén llega a la conclusiéon que los agujeros negros deben tener tempe-
ratura.
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K
Tpg=C"1— 245
p =01 (245)

Lo anterior significa que, si un agujero negro tiene temperatura, entonces debe irrradiar
energia. Por ejemplo si un cubo de hielo se coloca cerca de una fogata, en determinado tiempo
el hielo se derrite debido al flujo de calor del cuerpo de mayor temperatura. Evidentemente,
el flujo de particulas o de energia en un agujero negro es mucho mas complicado de describir
yva que en este trabajo no se entro a estudiar la teoria cuéntica de campos en espacio-tiempo
curvo, que es donde se puede dar un argumento mucho mas formal y no es suficiente con
decir que el flujo debe existir porque el agujero negro tiene temperatura, sino que también
tiene que ver las fluctuaciones de vacio cuantico que tiene lugar en el horizonte de eventos.

6.8. Evaporacion de los agujeros negros

Una consecuencia importante de la emision de particulas de un agujero negro es la evapo-
racién de los propios agujeros negros. Si hay una emision de particulas se puede pensar que
hay una violacién del principio de conservaciéon de la energia, porque es como crear energia
de la nada y de esta forma Hawking concluyé que los agujeros negros debian evaporarse o
en otra palabras debia haber una disminucién de masa M en el tiempo.

La ley de Stefan-Boltzmann estabalece que un cuerpo negro emite una radiacion térmica
que es proporcional a la cuarta potencia de su temperatura |30,

Ep = eoT} (246)

donde tenemos que o es la constante de Stefan-Boltzmann, € es el coeficiente de emi-
. 3 . .
sividad y Ty = %Z% es la temeperatura de Hawking para el agujero negro. Para fines
practicos decimos que h = ¢ = k = G = 1. De esta manera tenemos que Tx ﬁ y el area
del horizonte de eventos es Ay, «~ M?2.

Ep es la potencia de emisividad en unidad de area, de modo que si multiplicamos por
el area del horizonte de eventos, llegamos a una expresiéon de la potencia de emisividad:

W = eoTh Anor (247)

Como bien sabemos la potencia es la energia del cuerpo por unidad de tiempo (en es-
te caso hay un cambio de energia en determinado tiempo), W = ‘é—f. En mecéanica clésica
se tienen expresiones que relacionan la energia con la masa y en la relatividad especial de
Einstein también se tiene una relacion de masa y energia, F = mc?

su nueva visién del espacio-tiempo.

, como consecuencia de
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De esta manera encontramos que la razén de decrecimiento de la masa del agujero negro
estd dada como,

dM
= —eoT* Apyy (248)

2

Para un agujero negro de Schwarzschild donde Ty «~ 1/M y Apor ~ M#, su tiempo de

vida es proporcional a su masa M3 [2],

7~ 107 <M>3 [s] (249)

donde M, es la masa del Sol.
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CAPITULO [

Basqueda de pruebas experimentales

Los resultados que se han obtenido y las generalizaciones que se han hecho son puramente
tedricos. En la actualidad hay una gran cantidad de resultados desarrolladas en el marco de
la teoria de la termodinédmica de agujeros negros. En las siguientes paginas se dara a conocer
las investigaciones que lleva a cabo el telescopio FERMI para la deteccién de agujeros negros
primordiales (PBH), que segin la teoria en la actualidad deberian estarse evaporando. El
descubrimiento de agujeros negros y de materia oscura (ultimamente se ha postulado los
PBH como candidato a materia oscura), seria un avance para la aceptacion de la teoria y
ademés en el desarrollo de una teoria que logre explicar el origen y evoluciéon de nuestro
universo.

7.1. Biusqueda de la emisién de rayos gamma de agujeros ne-
gros primordiales

Los agujeros negros clasicos tal como se describe en la teoria de la relatividad general
no tienen asociada una temperatura. Por lo tanto no hay emisién de particulas y el agujero
negro es eterno.

Hawking, Bekenstein, Penrose y entre otros cientificos fueron los pioneros en el desarrollo
de la teoria de la termodinamica de agujeros negros en la década de los 70. Los nuevos mo-
delos que se plantearon sobre el universo temprano, una de sus predicciones es la formacién
de agujeros negros primordiales. Una de las formas que se podrian tener para la deteccion
de este tipo de agujeros negros que no se formaron por el colapso estelar sino por las altas
densidades de materia segundos después del Big Bang, es la emisién de rayos gamma pro-
ducidos por la radiaciéon de Hawking.
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El concepto de temperatura de agujeros negros fue introducido como una forma de
resolucién de la paradoja de la pérdida de informacién de la materia que cae en un agujero
negro. De esta manera Hawking propuso la creaciéon de pares en el horizonte de eventos de
un agujero negro con temperatura,

hed M\
Toy = ——— = 1077 | — K 250
BH = 8rGMk <M@> K] (250)

donde M es la masa del agujero negro y My es la masa solar. Se puede notar que la Ty
es menor en comparacion con temperatura de la la radiacién coésmico de fondo de microondas
que es aproximadamente 2.72 K (CMB, por sus siglas en ingles) y eso es una de las razones
de la dificultad de detectar la radiacion de Hawking de agujeros negros primordiales (PBH).

Los PBH con masa mucho menores que la masa de Planck (~ 10~°g) pudieron haber
sido creados durante un universo temprano.PBH creados en un tiempo ¢ después del Big
Bang han de tener una masa proporcional a la masa dentro del horizonte de particulas en
un tiempo .

M(t) ~ 10 <10t23> 9] (251)

Para el Modelo Estandar (SM, por sus siglas en inglés) de particulas la vida aproximada
de un PBH es:

Los PBH que se formaron en el universo temprano con una masa M, = 5 x 10'g tienen
una vida cerca de la edad del universo y en estos momentos estarian en la fase final de su
evaporaciéon.un PBH con masa M,, tiene una temperatura de Tpy ~ 20 Mev.

Para las observaciones se han encontrado restricciones sobre la tasa de evaporacién de un
PBH al hacer la observacion de rafagas de emision de rayos gamma en pocos segundos. En
particular un PBH de M ~ 10%g, tiene una temperatura gy ~ (AI/IO—;)TeV ~ 10TeV y un
tiempo de vida de 0.4 s. En el contexto del SM, en la busqueda de PBH hay que encontrar
rayos gamma de alta energia (100 = GeV < E < &~ 50 TeV) con telescopios Cherenkov.

En esta seccion enfatizaremos el trabajo que ha estado realizando el Fermi LAT ( Fermi
Large Area Telescope), la cual es sensible a rayos gamma de 20 MeV a 300GeV. De esta
manera, PBH con masa M <15 tiene una temperatura Ty > 10 MeV, emite rayos gamma
que pueden ser detectados por el telescopio [16].
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7.1.1. Busqueda de candidatos de PBH usando el Telescopio Fermi

El telescopio Fermi, examina el cielo cada tres horas y logra tener una exposicén casi
uniforme y al tener un area de 1 m?, le permite ser muy sensible. Las detecciones carac-
teristicas de un PBH sugieren que este podria tener un radio de R ~ 0.01 pc, haciendo
una observaciéon de 4 afios, se estima entonces que el Fermi LAT es sensible a una tasa de
evaporaciéon de:

dp 1

~ 47,3, ,,.—1
dt_V*tN6X10 [pc’yr™] (253)

donde tenemos que V = 47R3/3 y t = 4 afios.Para encontrar los candidatos a PBH en el
catalogo 3FGL primero hay que excluir los puntos de fuente astrofisicas conocidados como
blazars. Asi también se excluyen las fuentes que estan dentro de los 10° respecto al plano
galactico.

El analisis de Fermi LAT se a latitudes altas porque: (a) se espera que los PBH esten
distribuidos de manera isotrépica a una distancia de deteccién de 0.03pc mientras que las
fuentes astrofisicas estan a lo largo del plano galéactico, (b) la asociacion con blazares es mas
facil a latitudes altas.

Si se supone que la poblacion de PBH tiene una tasa constante de evaporacion dp/dt =
const y a la vez se supone una distribucion uniforme de densidad de PBH en la vecindad de
la Tierra. Entonces una tasa de evaporacion constante implica que la derivada de la densidad
de PBH esta relacionado con la temperatura del PBH como [16],

dppBH
drT

o T4 (254)

7.2. Buasqueda de materia oscura y agujeros negros primordia-
les

Las ondas gravitacionales (GW, por sus siglas en inglés) detectadas en 2015 por la coli-
sién de dos agujeros negros puede ser un indicio también de la existencia de materia oscura
(DM, por sus siglas en inglés). Segin las investigaciones actuales, la materia oscura esta-
ria distribuido en el halo galactico y las particulas masivas de poca interraccién como los
WIMPS (Weakly Interacting Massive Particles), Axiones y entre otros son los candidatos
principales para serlo. Pero en los dltimos anos también se ha propuesto que los agujeros
negros primordiales (PBH) podrian ser un candidato serio para la DM.

Los dos agujeros negros de 30 M, detectados por LIGO (Laser Interferometer Gravitational-
Wave Observatory) podrian ser PBH. Hay una restriccion para que un PBH pueda ser
considerado un candidato para DM ya que su masa debe estar en este rango.
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30Me < M < 100Mg, (255)

Consideremos dos agujeros negros que se aproximan entre si con una velocidad relativa,
vpph- El par de agujeros negros se unen gravitacionalmente si las GW exceden la energia
cinética inicial. La seccién transversal de este proceso estada dado como,

857\ 2T, svppn\ —18/7
a—7r<3> RS(C) (256)

donde R; es el radio de Schwarzschild y c la velocidad de la luz.Cuando los dos cuerpos
masivos se acercan entre si, empiezan a girar mas rapido generando las distorsiones en el
espacio-tiempo hasta fusionarse en una sola|31], que por el teorema del area de Hawking
tendria que ser un agujero mucho mas grande. La idea que LIGO haya podido detectar
materia oscura seria algo revolucionario en este campo de la astrofisica, ya que por medio de
las ondas gravitacionles no solo se estarian estudiando la fusién de agujeros negros sino que
también las propiedades de la materia oscura y su influencia en la evolucion de las galaxias.

Las observaciones indican que la densidad de masa césmica media de DM es,

Pam ~ 3.6 x 10" M M, (257)

Como se ha mencionado, la distribucién de materia oscura en la Via Lactea por ejemplo,
forma el halo galactico y esto ha sido ampliamente estudiado y se sabe que son regiones de
alta densidad de materia la cual encaja muy bien con el concepto que se tiene sobre los PBH.
Asi mismo los PBH tienen una distribucién espacial mucho mas parecida a la que seria la
materia oscura en comparaciéon con la materia luminica y ademas la variaciéon de la masa
de los PBH también concuerda con la existencia de un espcetro de materia oscura, que es
lo mismo decir que la densidad de este tipo de materia puede cambiar y no es uniforme en
el espacio-tiempo [31].

La deteccion de los agujeros negros primordiales supondria un apoyo importante en
el desarrollo de la teorfa de agujeros negros y la vez se tendria la oportunidad de verificar
conceptos importantes de la termodindmica de agujeros negros como la entropia, evaporaciéon
y entre otros. Ademas significaria un triunfo para la fisica teorica.
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CAPITULO 8

Conclusiones

Bekenstein (1973) propuso una generalizacion de la segunda ley de la termodinamica
a partir del teorema del area de Hawking, la cual incluye la entropia de un agujero negro.
Cuando la materia cae en el agujero, la entropia de la materia no se pierde sino que causa un
aumento del area del horizonte y por la analogia entre la segunda ley mecéanica de agujeros
y la termodinédmica, esto implica un aumento de entropia del agujero negro. De lo dicho
anteriormente, se hace evidente una generalizaciéon de la segunda ley.

Uno de los objetivos del trabajo es la réplica de resultados importantes de la teoria:
con los calculos realizados en cuenta propia se obtuvieron los resultados como la primera
ley mecénica de agujeros (Ec. 23), entropia Bekenstein-Hawking (Ec. 36), temperatura de
Hawking (Ec. 46), teorema del area (Ec. 146) y resolucion de los problemas de un sistema
de oscilador armoénico cuantico (Ec. 214 y Ec. 218) y gas de fotones (Ec. 241) cerca de un
agujero negro de Kerr-Newman, para la verificaciéon de la generalizacion de la segunda ley
de la termodinamica.

Asi también se hizo un estudio sobre la analogia entre las leyes de la mecénica de agujeros
negros y la termodinémica, la entropia desde el punto de vista de la teoria de la informacién
y de la mecanica estadistica, evaporacion de agujeros negros (explicacion conceptual de la
radiacion de Hawking), la relacion entre la presion de vacio y la constante cosmologica.

Uno de los objetivos que también se logro, fue la realizaciéon de un resumen no exhaus-
tivo sobre conceptos generales como la ecuaciéon de campo de Einstein, espacio-tiempo de
Minkowski, las diferentes métricas, horizonte de eventos y el proceso de Penrose. De igual
manera se dio a conocer la investigacion actual que ha estado realizando el equipo cienti-
fico del Telescopio Fermi, para la deteccién de rafagas de rayos gamma proveniente de la
evaporacion de agujeros negros primodriales (PBH). Por ultimo se dio un resumen de la pro-
puesta que ha surgido de que los agujeros negros que producieron las ondas gravitacionales
detectados por LIGO, pueden ser materia oscura, esto debido a que se ha sugerido a los
agujeros negros como candidatos a matera oscura y, por tanto, la teoria de termodinamica
de agujeros negros se extiende a mas campos de la cosmologia y de la astrofisica.
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capituLo 10

Anexos

10.1. Simetrias

Considere una métrica en el espacio plano dado como:

ds? = da® + dy? (258)
Sabemos que la métrica tiene simetria traslacional si x — = + € las cosas se mantienen

invariantes. la simetria existe porque los coeficientes de la métrica no dependen de x,y. De
esta manera podemos escribir,

¥ =x+ € v =y (259)

siendo €* constante. Notemos que dz’ = dx y dy’ = dy, por lo que tenemos una métrica
igual a Ec. 258
ds® = dz"* + dy' (260)

La métrica Ec. 258 no solo tiene simetrias traslacional sino que también tiene simetria
rotacional respecto al origen. Entonces escribimos la métrica Ec. 258 en coordenadas polares:

ds? = dr* 4 r*d6? (261)
Hacemos un cambio a las coordenadas,

Ve =gl (262)

donde € es constante. Donde claramente tenemos que la métrica Ec. 261 permanece sin
cambio.
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10.2. Vectores Killing

Ahora se va a tratar la simetria en términos mucho mas generales. Digase que se tiene
un variedad M con coordenada &*. Consideremos la métrica en estas coordenadas g,.,(§).
Supongase que se hace un cambio infinitesimal a las coordenadas.

g =t + e (e) (263)
La métrica cambiaria como:
;e O&F 0EY
Gy (f) = WWQ#U(&) (264)

El objetivo es verificar si la nueva métrica tiene la misma forma funcional que la métrica
anterior.

Go(€) = G (&) + Glruron (§)€ (265)

La forma funcional de la métrica permanece sin cambio bajo el cambio de coordenadas
si,

glﬂv (5) = Gy’ (5) (266)

Ahora notemos que para la Ec. 263

8£/M / !
der = 55 + e, (267)
Por lo que se puede escribir
¢ =¢"(e) —e'(€) = M = () (268)
De lo anterior tenemos:
&+ "
—— =0 — e (269)

aglu’ o T

De Ec. 264
g;//v’ (gl) = Gu'v (5) - Euau’ Guv' (f) - Evm’ 9u'v (5) (270)

Para Ec. 265 se tendria la nueva expresion
g;/y/ (6) = Gu'v' (5) — et i Guo' (5) —€ gu’fu(f) = Gu'v s\ (g)EA (271)
Para que la condicién Ec. 266 se cumpla, se tendria que ,
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’

e w G’ (5) + evlw g,u/v(g) + Gu'v'H A (f)é)\ =0 (272>

Ahora bajando los indices a € y manipulando un poco se llega a una nueva representacion
para Ec. 272.

GUI,H/ —f—GM/,U/ —QFIZI/,U/E]C/ =0 (273>

La cual es equivalente a la siguiente expresion:

€vsp T€usw =0 (274)

Los vectores que cumplen lo anterior se les denominada vectores Killing. Esto es una
condicién puramente geométrico sobre los vectores € y no depende del sistema de coordenadas
en la que esta la métrica. Digase que se tiene un campo vectorial e# que cumple con Ec. 274,
entonces se puede tomar cada punto de la variedad del espacio-tiempo y moverlo por un
nimero infinitesimal por este vector. Es importante mencionar que la simetria de rotacién
y traslaciéon en el espacio plano estan dados por un campo vectorial adecuada.Un ejemplo
de lo anterior es de que dada una métrica,

ds? = dz* + dy? + dz* (275)

donde no hay dependencia de x, vy, z, entonces los tres vectores Killing que representan
las tres traslaciones son:

X* = (1,0,0) Y* =(0,1,0) Z" = (0,0,1) (276)

Para encontrar las simetrias rotacionales, hacemos un cambio de coordenadas.

T = rsinf cos ¢ y = rsinfsin ¢ z=rcosb (277)

La métrica Ec. 275 en el nuevo sistema de coordenadas es:

ds® = dr* + r2d6? + r* sin” 0d¢? (278)

De esta manera se encuentran las componentes en cartesianas de los tres vectores rota-
cionales de Killing:

RH = (_y7$a0) S'u = (Z,O, —l‘) TH = (07 —z,y) (279)
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10.3. Tensor momento-energia

El principio de equivalencia nos da una idea o descripciéon del campo gravitario. En
relatividad general se hace referencia sobre un espacio-tiempo curvo y lo que causa este
efecto es la masa y la energia. Lo objetos en el espacio-tiempo tienen masa, energia y mo-
mento, porque estan en movimiento. Dado que la relatividad es una teoria que trata con
una gran cantidad de particulas es muy importante trabajar con campos. De esta manera
es muy util tratar el sistema como un fluido o caracterizarlo por funciones continuas en el
espacio-tiempo. El objeto que describe el momento y la energia de este fluido perfecto es
el tensor momento-energia |11]. Un fluido perfecto es aquel fluido que puede caracterizarse
completamente por dos cantidades, densidad de energia p y presion isotrépica p.

En un marco de referencia en reposo y en un espacio-tiempo plano, el tensor momento-
energia tiene esta forma:

p 00 0

., o poo

™ =100 » 0 (280)
000 p

Cuando se esta en un espacio-tiempo con curvatura, T#" adquiere una nueva forma. La
representacion anterior para el tensor momento-energia no es suficiente dado que se quiere
algo que funciones en cualquier marco de referencia [6] . Asi que la forma general del tensor
momento-energia para un fluido perfecto viene dado como:

™ = (p+p)U"U" + pn* (281)

Recordemos que n*" se refiere al espacio-tiempo plano de Minkowski y U* = (1,0,0,0)
es la cuadrivelocidad. Si se tiene cualquier otra métrica g"¥ el tensor tendria la siguiente
forma:

™ = (p+p)UU" + pg"" (282)

El tensor TH" tiene la propiedad de ser simétrica y de cumplir con la ley de conservacion,
esto es cuando 9, 7" = 0. En general la presién y la densidades energia no son variables
independientes y la relacion entre ellas se le llama ecuacion de estado p = p(p). Hay veces
en la que se propone una relacién lineal entre ambas variables, esto es

p=wp (283)

donde w es un parametro de la ecuaciéon de estado.Considerando una métrica de un
universo en expansion, que quiere decir que las secciones espaciales dependen del tiempo

ds? = —dt® + a*(t)[da® + dy® + dz?] (284)
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siendo a(t) un factor de escala, se puede encontrar que la densidad de energia viene dado
como:

p o g~ 30Fw) (285)

Dependiendo del valor de w, se puede decir si se esta trabajando con radiacién o materia.
Por ejemplo con w = 0 es para materia o polvo, w = 1/3 para la radiacion y en el vacio
w = —1. Empleando Ec. 285 y sustituyendo los posibles valores de w se tiene

1
p=0 (materia);p = 3P (radiacion);p = —p  (vacio) (286)

Es interesante ver que en el vacio la presion es distinta de cero y ademés nos damos
cuenta que tiene una valor negativo, lo que significa que es una presiéon repulsiva que hay
entre dos cuerpos. A esto se le denominada constante cosmologica y la termodinamica de
agujeros negros reafirma que debe existir una presion de vacio.
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